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Zadani Il. serie

Termin odeslani: 8. prosince 2003

Mili resitelé,

drzite v rukou zadani druhé série tloh 17. ro¢niku FYKOSu. Pfipomernime na tomto misté
nékolik organizacnich zélezitosti.

Reseni tloh 1. série s pribéznou vysledkovou listinou dostanete se zadanim 3. série zacatkem
prosince. Pokud je ve vasem okoli stale nékdo, koho fyzika bavi, ale 0 nasem seminafi nevi nebo
si mysli, ze FYKOS neni pro néj, nebot ho fesi jenom vitézové celostatniho kola olympiady,
vysvétlete mu prosim, Ze to neni pravda.

Pokud jste 1. sérii nefesili, neni nic ztraceno, muzete se zapojit i nyni. Navic pro vas
v takovém pfipadé mame maly bonus v podobé moznosti zaslat s druhou sérii i feSeni série
prvni, jejiz vzorové FeSeni se zvefejni az po terminu odeslani druhé série. Novym fesitelim
bychom také chtéli vzkazat, at se nelekaji toho, ze v zadani tloh se ¢asto neobjevi ani jedina
zadané veli¢ina, narozdil od stfedoskolskych ucebnic, kde byvaji zadané pravé vsechny potiebné
hodnoty. V nasem seminafi se vice chceme priblizit skutecné fyzice a ne pouhému dosazovani
do vzoreckd.

Kazdému, kdo ndm posle sviij e-mail, budeme vzdy poté, co ndm od néj dojde TeSeni,
posilat kratkou zpravu, ve které potvrdime, zZe feSeni skutecné doslo. Klasickd poSta byva
nespolehliva a timto zptisobem predejdeme nepiijemnym prekvapenim. Sva feSeni muzete sa-
moziejmé celd posilat e-mailem na adresu fykos-solutions@mff.cuni.cz, pro podrobnéjsi in-
formace (napf. o moznych formdatech souboril) se prosim podivejte na nase www stranky
http://fykos.mff.cuni.cz. Naleznete tam také archiv tloh, novinky o déni v seminafi a mnoho
dalsich véci.

Prejeme plno napadt pfi feSeni tloh a s témi pilnymi z vas se téSime na vidénou na jarnim

soustredéni. Lenka Zdeborova € Honza Housték

Uloha II.1 ... souboj lodi na Bajkalu

Nakladni lod Chruséov vezouci velky naklad uhli se pohybuje rychlosti 18 km-h™*. Zdatni
sovétsti topi¢i zaénou piehazovat uhli rychlosti 31 t-min~' na kolemjedouci rychlejsi lod Sojuz,
ktera pluje rychlosti 54 km-h™!. Vykon rychlejsi lodi je 400kW. Obé lodi se pohybuji rovno-
bézné a jsou dostatecné dlouhé. Na jaké hodnoté se ustéli rychlost Sojuzu? Aby bylo mozné
naklad dobfe prekladat, musi se rychlosti obou lodi vyrovnat. Jak toho dosdhneme? Uhli je
pfehazovano kolmo na pohyb lodi a mé zanedbatelnou rychlost via¢i Chruséovu. Odporova sila
je u obou lodi stejna a nezavisi na jejich hmotnosti ani rychlosti.

Uloha I1.2 ... fosna v kondenzitoru

Mezi desky kondenzatoru o obsahu S a vzdalenosti d postupné vsouvame dievéné prkno
permitivity e, které zcela vypliuje prostor mezi deskami. Jaky smér a velikost ma sila, jez
pusobi na prkno, pokud

a) naboj @ na deskich se neméni,
b) napéti U mezi deskami je konstantni?
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Uloha I1.3 ... kuli¢ka filuta

Méjme kuli¢ku, ktera se volné pohybuje po dratové spirdle popsané rovnici r = Cp; 7 je
vzdalenost od stfedu a ¢ je thel otoceni. Poc¢atecni poloha kulicky je ro. Spirala rotuje kolem
osy prochéazejici jejim stfedem a kolmé na jeji rovinu thlovou rychlosti w v zaporném sméru
(tj. po sméru hodinovych ruédicek, v opaéném sméru, nez ve kterém roste ). Zjistéte zavislost
rychlosti kulicky v na r.

Uloha I1.4 ... laser

M34-li z krystalu vychézet laserovy paprsek, musime mu dodat energii prostiednictvim zafeni
z vnéjsiho zdroje. Cilem je, aby co nejvice zareni z naseho bodového zdroje bylo vyuzito
k excitaci elektront ve velmi malém krystalu. Poradte nam, jaky idealni tvar proto musi mit
odrazné plocha. Nezapomerite své tvrzeni dostatecné zduvodnit.

Uloha II.P ... devalvace mény
Pokuste se spocitat, jak velka hlinikova mince se jesté udrzi na vodni hladiné.

Uloha I1.E ... moucha na hladiné

Z obdélnikové nadoby vylévame vodu pfes jednu jeji sténu. Na hladiné plave mrtva moucha.
Promérite, jak se bude moucha pfi velmi pomalém vylévani pohybovat. Misto mrtvé mouchy
miuzZete pouzit jiny odpovidajici predmét.

Serial na pokracovani

Co je to elektrostatika?

Nez se pustime do samotného vykladu, musime si vymezit pojem elektrostatiky. Jak jsme
si jiz fekli v minulém dile seridlu, ma elektromagnetické pole dvé slozky — elektrickou a mag-
netickou. Tyto dvé slozky nejsou az tak uplné nezavislé — pokud to jesté nevite, tak vézte,
ze proménné elektrické pole vyvolavd proménné magnetické pole a naopak. Tomuto jevu se
tika elektromagnetickd indukce. V elektrostatickém poli, jak uz nazev napovida, bude v tomto
ohledu stacionarni stav. Elektrické pole se zde neméni, coz znamend, ze se neindukuje magne-
tické, a proto elektrostatické pole je reprezentovano pouze vektorem elektrické intenzity E.

Intenzita

Uvazujme dva statické (nepohybujici se) bodové naboje ¢1 a g2. Silové ptlisobeni prvniho
naboje na druhy muzeme vyjadfit ve tvaru

F=qE, kde E= 41350%r. (1)

Velicina E predstavuje vektorové pole a nazyva se intenzitou elektrostatického pole a je to

vlastné sila, kterd ptisobi v daném bodé na jednotkovy kladny elektricky naboj. Jak vidime ze
vztahu (1) zavisi E v elektrostatice pouze na vzdalenosti ndboju.

Ddlezita vlastnost elektrické intenzity je jeji aditivita. To znamena, ze pokud méme soustavu

vice bodovych naboji, tak vysledna intenzita v urcitém bodé je soucet intenzit od jednotlivych

naboji. Tato skutecnost se nékdy nazyva také slovy princip superpozice nebo linearita. Ale
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pozor! V tomto piipadé nejde o aritmeticky soudet, ale je o souet vektorovy (mnozi si jisté
vzpomenou na dopliiovani na rovnobéznik).

Pro ziskani predstavy o pribéhu pole dané soustavy naboju je vyhodné zavést tzv. silocdry,
coz jsou orientované kfivky a maji tu vlastnost, ze vektor intenzity ma ve vSech bodech této
kiivky smér tecny. Silo¢ary vzdy vychézeji z kladnych nabojiu a vstupuji do zapornych. Pokud
je pri ruce jen kladny, resp. zaporny naboj, silocary se rozbihaji od naboje do nekonecna,
resp. sbihaji k ndboji z nekone¢na. Hustotou silocar je mozné vyjadrit velikost intenzity pole
podobné, jako lze na mapé vyjadrit pfikrost svahu hustotou vrstevnic. Miuzete si rozmyslet,
pro¢ maji silo¢ary izolovaného bodového naboje tvar primek a pro¢ se obecné nikdy zadné dveé
siloc¢ary nemohou protnout.

Potencial

Elektrické intenzita E neni jedinou veli¢inou, kterou lze popsat elektrostatické pole. Casto
se pouziva elektricky potencidl ¢. Je to narozdil od intenzity veli¢ina skalarni, tj. v kazdém
bodé je reprezentovana ¢éislem (skaldrem). Stejné jako intenzita E souvisi se silou, potencial ¢
souvis{ s energii (a to potencidlni, jak nazev napovidd). Mame-li opét bodové naboje ¢1 a gz,
vyvolava prvni nadboj kolem sebe pole s potencidlem o velikosti

1 q1
= . 2
dreg 1 (2)

N&aboj g2 ma v takovém poli potencialni energii o velikosti

Ep = g2 (3)

Stejné jako intenzita je i potencial aditivni, ale protoze je to skalar, mizeme jednotlivé poten-
cialy prosté scitat.

Pomoci potencidlu mizeme vyjadrit také praci vykonanou polem pii pieneseni naboje.
Oznacime-li pocate¢ni bod indexem 1 a koncovy indexem 2, musi ze zdkona zachovani energie
platit

W = Ep1 — Ep2 = q(p1 — 2).
Jak vidime, vykonana prace zavisi pouze na velikosti pfenaseného naboje a na velikostech
potencialu v pocatec¢nim a koncovém bodé. To je ovSem velmi dilezity poznatek. Prace totiz
nezavisi na kfivce, po které jsme se dostali z poc¢ateéniho do koncového bodu (mohla to byt
prosté piimka, ale nebo také ptilkruznice). Takovato pole oznacujeme jako konzervativni a
patfi mezi né kromé elektrického také napt. gravita¢ni pole.

Dulezita veli¢ina, ktera souvisi s potencidlem, je napéti mezi dvéma body. To je jednoduse
definovano jako rozdil potencialii v téchto bodech U = ¢1 — ¢2. Pomoci ného mtzeme vztah
pro praci v elektrostatickém poli pfepsat do tvaru W = qU. Zajimavou otazkou je, co se stane,
kdyz ve vztazich (1) a (2) dosadime nulové . V tomto p¥ipadé by byly ob& hodnoty nekonecné.
Abychom tomu predesli, definujeme E i ¢ pouze pro r > 0.

Souvislost mezi intenzitou a potencidlem

Mezi vektorovou funkci E = E(r) a skaldrni funkci ¢ = ¢(r) plati vztah

E(r) = —V(r). (4)

_ (9% O¢ O
v<p_<6:r’8y’8z '

Symbol V¢ znaéi vektor
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nazyvany gradientem funkce ¢. Elektricka intenzita ma tedy smeér nejvétsiho poklesu potencialu
(znaménko minus), coz pravé vyjadiuji parcidlni derivace.

Takze pokud mame zadany potenciél ¢ jako funkci polohy, miZeme z ni jednoznaéné uréit
velikost intenzity v kterémkoliv bodé. Ale plati to i obracené? Skoro ano. Protoze pfi vypoctu E
z ¢ jsme museli derivovat, budeme muset pfi obraceném postupu integrovat. Zatimco derivace
funkce je jednoznaéna (pokud existuje), tak vysledek integralu je uréen az na konstantu. Zde se
jedna o integral kiivkovy, to znamena, Ze jdeme po integrované kiivce E a secitime postupné

souCiny E - dr, tedy
p=— / E-dr.

Kdyz vime, co je kiivkovy integral, mtizeme zapsat podminku pro konzervativni pole ve tvaru

%Eodr:O.

Integral s krouzkem znamenad, Ze se integruje po uzaviené kiivce. To tedy znamena, Zze pokud
se pohybujeme po libovolné trajektorie v elektrostatickém poli a vratime se zpét do vychozi
pozice, nevykond se pfi tom zadna prace.

Gaussova véta

Jednim z moZnych vypocetnich nastroji v elektrostatice je Gaussova véta. Ackoli nema
obecné velké pouziti k feSeni slozitéjsich ptikladi, pfi nékterych jednodussich se miize dobie
uplatnit. A hlavné prezentuje velmi dilezity fundamentélni princip. Muzeme ji zapsat ve tvaru

fEdS:Q. (5)

€0

Zkusme si ted vylozit, co znamend tento formdlni zépis. Uvazujme né&jakou uzavienou plochu
(napf. sféru) a rozdélme ji na diferencidlni plosky dS. Pro kazdou takovou plosku spocitdme
skaldrni soué¢in E -dS, kde E je intenzita na této plosce (tomuto souc¢inu se ¥ika tok intenzity).
Gaussova véta pak i1ka, Ze pokud tento souéin integrujeme! pres celou plochu, potom se tento
integral bude rovnat velikosti ndboje (¢i sou¢tu ndboji) déleného konstantou o, ktery je uvnitf
této uzaviené plochy.

No jo, ale k ¢emu to vlastné je? Vzdyt vétSinou zndme pravé velikost ndboje v urcitém
misté a potfebujeme spocitat intenzitu. Ale to je jednoduché! Zvolime si takovou uzavienou
plochu, na které je intenzita vSude stejna a nejlépe kolma na danou elementarni plosku, tudiz
vztah (5) se redukuje na tvar

Bs= 9. (6)
€o
Nejlepsi to bude ukazat na dvou prikladech.

Nejdrive zkusme spocitat intenzitu ve vzdalenosti r od bodového naboje. Hledana uzaviena

plocha bude kulova plocha o poloméru r. Z diivodu symetrie musi totiz mit intenzita ve dvou

1 Neboli se¢teme intenzity E nasobené obsahy malych plosek, na kterych jsou tyto vektory

definovény. Resitelim, kteil jesté neovladaji diferencialni a integralni pocet, doporucujeme
prostudovat prislusnou literaturu, tedy vsSe, co ma v nazvu hesla jako : derivace, integral,
matematicka analyza, diferencidlni pocet.
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bodech vzdélenych r od bodového naboje stejnou velikost. Do vztahu (6) dosadime S = 4mr?
a vyjde
Q Q

E . 4 2 = — E = .
A €0 - 4regr2

Podobnost tohoto vztahu s Coulombovym zakonem je evidentni.

Gaussova véta nam ale umoznuje spocitat nejen intenzitu od bodovych naboji, ale také od
nabitych ploch ¢i dratt. Spocitejme ted intenzitu od nekoneéné nabité roviny o plosné hustoté
naboje o. Potom celkovy naboj na roviné m4 velikost Q = ¢S’, kde S’ je obsah plochy roviny.
Dale potfebujeme ziskat uzavienou plochu, v niz se rovina nachazi. Zvolime si pro tento ucel
dvé roviny rovnobézné s nabitou rovinou, jednu nad a jednu pod ni. Vznikne takovy sendvic,
kde uvnitf bude nabitd rovina. Rozmyslete si, ze takové zvolené dvé roviny skutecné uzaviraji
tu nabitou. Dosadime tedy do (6) S = 2S5’ a vyjde

!
E2s="" o p=2.
€0 260

Poissonova a Laplaceova rovnice

vidéli Maxwellovy rovnice, o nichZ jsme se jiz zminili v minulém dile. Nés ted bude zajimat
prvni z nich, kterd ma ve vakuu tvar

Veli¢ina g je objemové hustota ndboje. V ndmi zkoumanych ptripadech bude vétsinou v prostoru
o nulové, naboj se bude nachazet v izolovanych bodech, na kfivkach nebo néjakych plochach.
Jak popsat hustotu takto rozmisténého naboje si povime v nékterém dalsim dilu. Konstanta eg
je tzv. permitivita vakua. Nezkoumejme zatim, co to znamend a pro¢ by, jak nazev napovida,
nemusela byt permitivita jinych prostfedi stejnd. Povazujme nyni ¢ za univezalni konstantu,
jeji hodnota je o = 8,85419 - 107> F-m™*.

V rovnici se opét vyskytuje symbolicky vektor V. Narozdil od gradientu, kdy vpravo stalo
skalarni pole, zde vpravo stoji vektorové pole a navic je zde naznacen skalarni soucin. Rozepsano
do slozek to vypada asi takto.

NN 0B, 0B, 0B,
v E_(ax’ay’az) (Bz, By, Bz) = Ox + Oy + 0z = divE.

Jak je jiz zapsano na pravé strané, znaci se tento operator také symbolem div a nazyva se
divergence. Jedna se ziejmé o operator, ktery z vektorového pole déla pole skalarni prosté tak,
ze v kazdém bodé secte hodnoty parciadlnich derivaci jeho slozek podle odpovidajich promén-
nych. Naproti tomu symbol V aplikovany na skaldrni pole (bez skaldrniho souéinu) pfedstavuje
operator, ktery ze skaldrniho pole déla pole vektorové a nazyva se gradient.

Do prvni Maxwellovy rovnice nyni dosadme za intenzitu z (4).

V- (Vo) = (VV)p=Ap=-2, (7)

nebo, trochu jinak zapsano,

. . o 0% D% 0
—divE =divgradp = @_FGTF—F@ =



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF roénik XVII éislo 2/7

Symbol A znaéi Laplacetv operdtor. Jeho rozepsani na slozky vidime ve druhé rovnici.
Také vidime, ze kdy? zapomeneme jméno matematika?, podle kterého je pojmenovan, miizeme
fikat ,divergence gradientu. Plati hezky operatorovy vztah A = V2.

Vztah (7) je tzv. Poissonova rovnice. Pokud se v uzaviené plose nenachdzi zddny naboj, je
o = 0 a rovnice (7) se redukuje na Laplaceovu rovnici

Ap =0. (8)

Pro jistotu pfipominame, Ze symbol A zde znaci diferencidlni operator, nejedna se o velké fecké
Delta, kterym se obvykle znaci rozdil veli¢iny v rtiznych bodech, ¢asech apod.

Jednoznacnost feseni Laplaceovy rovnice

Pro c¢tenare, ktery se prokousal predchozi sekci, madme dobrou zpravu. Nebudeme se nyni
(jakkoliv by to mohlo byt zajimavé) pokouset diferencidlni Laplaceovu ¢i Poissonovu rovnici
fesit. Misto toho se na ni podivame obecnéji a vyvodime z ni principy, které budeme moci
pri avahach o elektrostatickém poli pouzivat bez jakychkoliv vypocéti. Bude se pfitom jednat
o véci, které by se pouze pomoci Coulombova zakona ¢i Gaussovy véty popisovaly jen velmi
obtizné, napt. pro¢ je uvnit vodice vidy nulové pole, ¢ jak funguje Faradayova klec.

Predstavme si uzavienou plochu, na niz zname potencial. Laplaceova rovnice nam umoziuje
predpovédét, jaky bude potencial uvnitt i vné této plochy, aniz bychom predem znali rozlozeni
naboju ¢i nabitych ploch vné dané plochy. Dikaz jednoznacnosti je pritom jednoduchy a in-
tuitivni. Predstavme si, Ze rovnici vyhovujou dva potencidly ¢1(r) a ¢p2(r). Potom potencial
wo(r) = p1(r) — @2(r) také diky linearité A splituje Laplaceovu rovnici s nulovou okrajovou
podminkou.

Staéi tedy ukézat, Ze libovolné o(r) vyhovujici (8) s nulovou okrajovou podminkou je
nulové. To je ale zfejmé, protoze v opacném pripadé by v néjakém bodé existoval extrém
potencidlu a ploskou opsanou kolem tohoto bodu by prochéazel nenulovy tok E. Podle Gaussovy
véty by pak byl uvniti této plosky nenulovy naboj, coz je ve sporu s nasimi predpoklady.

Jak tohoto poznatku prakticky vyuzit si ukdzeme v pfistim dilu.

Uloha II.S ... elektrostatika

a) Spoctéte intenzitu elektrického pole v okoli dlouhého rovnomérné nabitého dratu.
b) Dokazte, ze rovnomérné nabitou kouli lze nahradit bodovym nébojem v jejim stiedu. Lze
tento vysledek aplikovat i na gravitaéni pole (vysvétlete pro¢ ano, resp. pro¢ ne).

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro reSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@miff.cuni.cz

) Pierre-Simon Laplace (1749-1827), francouzsky matematik a fyzik. Rovnici Ap = 0, kterou
dnes po ném nazyvame, zkoumal kolem roku 1800 v dile Mecanique Celeste. Nejedna se tudiz
o zaddnou zhavou novinku.
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