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Mili resitelé!

Novy ro¢nik FYKOSu se rozbiha a chtéli bychom dat prilezitost vSem studentiim jesté se
zapojit do feseni naseho seminafe. Pokud je ve vasem okoli stale nékdo, koho fyzika bavi, ale
o nasem seminéii nevi nebo si mysli, ze FYKOS neni pro néj, nebot ho fesi jenom vitézové
celostatniho kola olympiady, vysvétlete mu prosim, ze to neni pravda.

Novym FeSitelim bychom chtéli vzkézat, at se nelekaji toho, ze v zadéni dloh se casto
neobjevi ani jedind zadand veli¢ina, narozdil od stredoskolskych ucebnic, kde byvaji zadané
pravé vsechny potfebné hodnoty. V nasem seminafi se vice chceme priblizit skutecné fyzice
a ne pouhému dosazovani do vzorecku.

At uz uvazujes o studiu na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy nebo ne, prijd
nas navstivit na Dnu otevienych dvefi, ktery se kona v utery 27. listopadu (blizsi informace na
http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/). Potkas se s organizatory i ucastniky FYKOSu.
Na misté bude k dostani rocenka 20. ro¢niku, ktera se pravée tiskne.

Pripomenme na zavér nékolik organizacnich zalezitosti.

Reseni tloh 1. série s priibéznou vysledkovou listinou dostanete se zaddnim 3. série béhem
prosince. At uz sva FeSeni posilate poStou ¢i emailem, nezapominejte se na kazdou stranku
(papiru ¢i dokumentu) podepsat. Pfifadit nepodepsané feSeni k fesiteli se ndm nemusi vzdy
podarit.

Aktualni déni v seminafi sledujte na nasich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz.
Naleznete tam zadani a feSeni uloh, aktualni poradi, diskusni forum a mnoho dalsich véci.

Prejeme plno napadi pri feseni tloh a s témi pilnymi z vas se tésime na vidénou na jarnim

soustiedéni. ey e
Organizatori

Zadani ll. serie

Termin odeslani: 10. prosince 2006

Uloha II.1 ... flusanec

Predstavte si, ze jedete rychlikem. Divate se ven z otevieného okna a sledujete okolni
krajinu. O tfi okna dal po sméru jizdy néjaky zakeiny lump vyplivne zvykacku. Kolik casu
mate, aby jste stihli uhnout? Samoziejmé prepokladame, ze zvykacka je dokonala koule a z okna
nebyla vyhozena, nybrz vlastné polozena do proudu vzduchu.

Uloha I1.2 ... zmoklé auticko

Navrhnéte sklon a tvar predniho skla automobilu tak, aby z néj kapky destové vody pfti
rychlosti auta 80km/h nestékaly dolu, ale do stran. Ovéite, zda vas vysledek odpovida sku-
tecnosti. Co dalsiho urcuje sklon celniho skla?

Uloha I1.3 ... vino tece proudem

Vinafti a ridi¢i kamionu dobte znaji Sikovné prelévani kapalin z tézkych nadob. Vinar Ignac
chce stocit vino z jednoho demizonu do druhého. Nejprve polozi prazdny demizon na zem
a plny do vysky A. Potom demizony propoji hadickou a trochu z ni zespodu potahne. Vino
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zacne samovolné proudit do spodniho demiZonu. Za jak dlouho bude vSechno vino stoc¢eno?
Predpokladejte, ze demizony jsou stejné valce poloméru R a vysky H.

Uloha II.4 ... nabita anténa

Dva stejné naboje umistime na oba konce tuhé nevodivé tycky. Jaky vykon budeme po-
trebovat na otaceni tycky konstantni tthlovou rychlosti kolem osy prochazejici stredem tycky.
Tteni zanedbejte.

Uloha II.P ... zachrarite bublinu?

Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil bublinu, ktera
zacala stoupat . .. Kdyz vsak podle stavové rovnice idealniho plynu vypocitate hustotu vzduchu
v bubling, zjistite, ze je bublina tézsi nez voda. Je to mozné?

Pokud souhlasite, vysvétlete svoji odpovéd. Pokud nesouhlasite, vypocitejte, jaké budou
parametry bubliny (pfedevsim hustota).

Uloha I1.E ... bubo bubo

Experimentalné provéite tvrzeni, Ze vinnou rotace Zemé se na severni (jizni) polokouli vir
vody vypousténé otvorem otac¢i doprava (doleva). Maji-li mit vase zavéry vahu, musite provést
dostatecny pocet méreni v rtiznych podminkach.

Serial na pokracovani

Kapitola 2: Parcialni diferencidlni rovnice

Jak jsou ty diferencidlni rovnice lehke!

V minulé kapitole seridlu jsme uzitim druhého Newtonova pohybového zidkona a gravi-
tacniho zékona sestavili pohybové rovnice pro nebeska télesa. Resili jsme je numericky. Coz
znamena, ze jsme pomoci vétsiho mnozstvi jednoduchych aritmetickych operaci, jako je sc¢itani
a nasobeni, mohli vypocitat, jak se budou vyvijet drahy tii obihajicich se hvézd.

Tento postup je aplikovatelny na libovolny systém konec¢ného poctu hmotnych bodi.
Zname-li pisobici sily a pocatec¢ni podminky, staci sestavit rovnice dle pohybového zakona,
napsat je do pocitace, stisknout klavesu a svéte div se.

Zkusenéjsi si mohli v§imnout, Ze pfitom Fesime (integrujeme) diferencialni rovnice druhého
fadu. Tém, ktefi jesté nevédi, co je to derivace, doporuc¢uji nahlédnout do literatury?’.

K feSeni diferencialni rovnice jsme pouzili Eulerovy metody, jako metody velmi intuitivni
a velmi jednoduché. Byli samoziejmé vyvinuty i jiné, rychlejsi a presnéjsi. Jako velmi dobra,
silnd a stale jesté jednoducha, se ukazala metoda Rungeho-Kuttova. Popsali jsme vam ji ve
FYKOSim Uvodu do programovani®. Abychom ji mohli pouzit, nepotiebujeme nutné rozumét
jejimu odvozeni. Velmi ji doporucujeme, nebot davd mnohem presnéjsi vysledky nez metoda
Eulerova.

1) Derivace je podstatou diferencidlnich rovnic. Jako literaturu uvaddim Feynmanovy prednasky z fy-
ziky, ¢lanek Diferencialni pocet ve fyzice z knihovnicky Fyzikalni olympiady, pripadné seridl o mate-
matickém aparatu fyziky XVI. ro¢niku FYKOSu.

2) k nalezeni na FYKOSim webu
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Parcialni diferencialni rovnice

Dosud jsme zminovali pouze obycejné diferencialni rovnice. Budeme-li studovat jevy v lat-
kach, jako sireni vln, proudéni tepla nebo tifeba intenzitu elektrického a magnetického pole,
privede nas fyzika k trosku jinym, tzv. parcialnim diferencialnim rovnicim.

Diferencialni rovnice jsou matematické objekty se stejnymi vlastnostmi, jaké maji alge-
braické rovnice. Narozdil od nich zde vsak nevystupuji jako proménné cisla, ale funkce a jejich
derivace. Nejznaméjsi diferencialni rovnici je druhy Newtontv pohybovy zakon: hmotnost m
krat zrychleni @ hmotného bodu, neboli druha derivace polohového vektoru podle casu F, se
rovna pusobici sile F.

ma =mr = F. (1)

atematicky feceno, r je takova funkce ¢asu, kterou 7 dvakrat zderivujeme a prenasobime
Mat ticky , I je tak funk , kt kdyz dvakrat zd b
konstantou m, ziskdame funkci F.® Tato diferencialni rovnice je obyé¢ejné, nebot v ni vystupuit
) )
pouze obycejné derivace. My ovSem miizeme zavést i jiné derivace.
Méjme napriklad idealni plyn. Jeho stavovou rovnici ze stredni Skoly bezpecné znate

pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V je jeho objem, n je pocet
molt ¢astic plynu, R je univerzalni plynova kon-
stanta a T' je termodynamické teplota. Nas ted
muze zajimat, jak se méni za rdznych okolnosti ”T
tlak. Vyjadrime jej proto z predchozi rovnice

T

T.V)=nR—.
p(T, V) nkt

Tlak plynu je funkci dvou proménnych, a to tep-
loty a objemu. Pokud bychom pripustili, ze se Obr. 1. PVT diagram pro idedlni plyn
pocet Castic plynu muize meénit, pak dokonce tri,
tuto moznost vSak nyni uvazovat nebudeme.

Ptame se, jaka je mald zména tlaku dp pri malé zméné teploty d7T" a pti konstantnim objemu
a poctu castic. Tato zména je pifi malém zvyseni teploty urcité primo tmérna velikosti d7T'
a konstantou imeérnosti je derivace tlaku podle teploty. Protoze derivujeme pouze podle jedné
proménné, nazveme tuto derivaci parcialni a formalné ji zapiSeme pomoci symbolu 0, kterému

muzeme Tikat ,,parciatko®.
dp ., 9 _nk
dT V,n=konst or N 14 ’

() o
dVv T ,n=konst av V2

3) Fyzikalné odsud naptiklad plyne, ze neptsobi-li na hmotny bod Zadné sily, pak setrvava v klidu
nebo v rovnomérném primocarém pohybu. Prvni pohybovy zdkon je tedy existencni! Tvrdi, Ze existuje
alespon jeden inercialni vztazny systém, ve kterém izolovany hmotny bod setrvava v klidu nebo rovno-
mérném primocarém pohybu. To, ze téchto systémi je nekoneéné mnoho a jsou vSechny stejné dobré,
byla kdysi potiz, kvili které musela vzniknout mechanika relativisticka.
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Mizeme vypocitat i parcialni derivaci podle V' a tzv.
uplnou derivaci (totalni diferencial) funkce, ktera je
zobecnénim obycejné derivace pro funkce vice promén-
nych. Geometrickym vyznamem obycejné derivace je
smérnice teény ke grafu (kiivce) funkce. Uplna derivace
urcuje tecnou plochu, ¢i dokonce nadplochu ve viceroz-
mérném pripadé, ke grafu (plose ¢ nadpolose) funkce.
Zmi to velice ucené, ale z obrazku lze nahlédnout, ze jde
pouze o naprosto prirozené zobecnéni derivace obycejné.

T
ap= 2 ar+ 2 av = "% ar - ML ay
Obr. 2. Te¢na plocha ke grafu
Existuje velice elegantni zapis vektorovych parcial- funkce vice proménnych

nich diferencialnich rovnic lidové zvany ,nablidda“. Rozhodli jsme se pojednat o ném ve zvlast-
nim ¢lanku, ktery najdete na FYKOSim webu. Tento text, pfirozené pojmenovany Nablidda,
obcas prekracuje nutnou znalost pro ¢teni seridlu, navic se mize jesSté casem rozrust.

Vedeni tepla

Zustanme jesté chvili u termodynamiky. Uvazujme kovovou tycku o jednotkovém priifezu,
kterou na jednom konci drzime mokrym hadrem na teploté 7. Druhy konec str¢ime nad
plamen, ¢imz jej zahifivame na teplotu T>. Co se bude dit?

Tyckou zacne proudit teplo (). VSimnéme si, ze fyzikové znaci teplo zpravidla stejnym
pismenem, jako se znaci elektricky naboj. Tuto souvislost hned vyuzijeme. Oznacme si defini-
toricky

det dQ

dt ’
kde d@ je malé mnozstvi tepla, které za maly casovy interval d¢ proslo jednotkovou plochou.
Nové zavedenou veli¢inu I pojmenujeme tepelny tok*. Ta se ukazuje byt pfimo imérna teplot-
nimu gradientu, neni-li prili§ velky. Této vété se rikd Fourieriv zakon. Gradient je rozdil teplot
v mistech x 4+ dz a x déleny jejich vzdalenosti dx.

I(x) ~ T(x + d(iz —T(x) '

Abychom tvrzeni elegantné matematicky zapsali, zavedme si teplotu T'(z,t) jako funkci
dvou proménnych, ktera fika, jaka je teplota tycky v misté x v case t. Teplotni gradient
je potom OT(z,t)/0x. Gradient téz znac¢ime symbolem VT a muzeme jej zobecnit do vice
rozméru. Je to vektor kolmy k hladindm (plochdm) o stejné teploté a mé smér nejvétsiho
vzristu. Rozmyslete si, zda je orientovany ve sméru, ¢i proti sméru proudéni tepla.

oT
I =-)MNVT=-\—.
Ox
Materialovou konstantou timeérnosti je tepelnd vodivost A. Samoziejmé se s teplotou mirné
meéni, my to vSak v nasem modelu zanedbame. Kdyby vas to trapilo, bude jen dobte, pokud
se pokusite pri pocitacovém modelovani tento vliv zapocitat.

4) Tepelny tok ma vyznam tepla, které projde jednotkovym prifezem za jednotku ¢asu.

4
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T(x) T(x+dz)

U ok

D vy otde @

Obr. 3. Vedeni tepla v kovové tycce

Pokusme se odpovédét na otazku, co se stane, je-li V' v néjakém okamziku ¢ vSude stejny.
Napriklad to znamenad, ze tyckou proudi vSude stejné velky tepelny tok. Matematicky to lze
zapsat takto

OVT _ 0°T
ox Oz

=0 = (3_T) =konst = I(z): = konst.
or ),
Na jednom konci ohfivdme plamenem tycku na konstantni teplotu 7% a tycka prijima tepelny
tok I, ktery ustalené proudi na druhy konec. Zde tycku chladime na teplotu 77 a odebirame
stejné veliky tok I. Teplota tycky se s ¢asem uz neméni (07/0t = 0). Byla tudiz dosaZena
termodynamicka rovnovaha.
Dosli jsme k zavéru, ze teplotni rozdéleni systému v rovnovaze spliuje rovnici

0*T
ox?
Matematickym vysledkem je slavna Laplaceova rovnice. K zapisu lze uzit ,nabliady®, protoze

toto tvrzeni neplati jen v jednom rozmeéru, ale i obecné ve vice rozmérech. Napriklad v roviné
ma tvar

=0,

o*°T  o°T
+ =0.
ox? = 0y?
Obecné Laplaceovu rovnici zapisujeme
VT =0.

Systém vsSak v rovnovaze nebyl od zacatku. Muzeme predpokladat, ze tycka byla docela
rovnomeérné prohiata, nez jsme ji zacali opékat. Pak se na jednom konci velice rychle zahrivala
a néjakou dobu trvalo, nez teplo doteklo aZ na druhy konec. Vime tedy, ze 0*T/0x* se nerovna
vzdy nule. Ale cemu? Ziejmé by matematicky mélo platit

oT_ 00 (19)

_)\(f)aﬂ_%:ax dt

(2)
Jak vsak fyzikalné interpretovat pravou stranu rovnice? Nemohli bychom si pomoci néjakou
analogii s elektrickym nabojem? Uvédomme si, ze v kazdém misté elektrického obvodu prochazi
vzdy stejny proud (neméni-li se vlastnosti obvodu, jako je napfiklad odpor potenciometru).
Proc¢? Protoze jinak by se v néjaké ¢asti obvodu kumuloval elektricky naboj a k tomu nedochazi,
nebot elektrické ndboje stejného znaménka se silné odpuzuji.

Teplo v tycce se vSak shromazdovat muze. Vynéasobime-li pravou stranu dx, pak se bude
rovnat rozdilu tepla d@’, které vteklo plochou o soufadnici = a vyteklo plochou v x + dx
v kratkém casovém intervalu d¢. Dobie si rozmyslete znaménko.

9 (@Y, _ &
Ox \ dt - de
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Hromadéni tepla se projevi zvétsenim teploty 7T'. Pichneme-li tedy teplomér do sice libovolného,
avSak pevného bodu x, teplota se tam bude ménit. ZapiSeme proto prirtistek teploty za maly
Casovy interval pomoci parcialni derivace

dQ’ T
PTE T

Zavisi to prfimo ameérné na hmotnosti, ktera se zde rovna délkové hustoté tyce o vynasobené
délkou dz, a na tepelné kapacité C, ¢ili

dQ Q' _ ., aT
8;(:( )x_dt Cogyd

Promyslime-li si dobfe zminéné fyzikalni argumenty, tak jsme de facto odvodili rovnici
vedeni tepla. Zbyva uz jen formalné rovnici integrovat (vykratit diferencidly dx) a vratit se
k rovnici (2). (Provedte sami!) Vysledkem je rovnice vedeni tepla

9T oT

ox2 ot
kde k = Co/\. Uloha o vedeni tepla je v izotropnim prostfedi prostorové invariantni, &ili je
symetrickd ve vSech smérech, a proto plati

oT
VT—kE

Tuto rovnici mizeme jesté trochu zobecnit pro ptripad, kdy se v objemu, v némz vedeni
tepla vySetfujeme, vyskytuji néjaké vnéjsi zdroje tepla (v materidlu muze naptiklad probihat
chemicka reakce uvolnujici teplo). Tyto zdroje miZzeme charakterizovat hustotou vykonu na
jednotkovy objem p.

Ve vyrazu pro dQ’/ dt se pak objevi dodate¢ny ¢len —pdx a rovnice vedeni tepla pak bude

mit tvar o7 1
V=% - <
at A"
VySetifujeme-li jen rovnovazné rozlozeni (tj. 9T /0t = 0), pak dostaneme takzvanou Poissonovu

rovnici 1
VT = ~3P- (3)

Elektrostatika

Dalsi typickou tulohou vedouci k feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic je hledani elek-
trostatického potencidlu pii zadaném rozlozeni ndboju (nebo obecnéji pii zadanych okrajovych
podminkach).

Jen pro pripomenuti poznamenejme, ze potencial je veli¢ina charakterizujici elektrické
pole®, kterda v kazdém bodé prostoru vyjadiuje potencialni energii, jakou by mél zde umis-
tény jednotkovy naboj. Potencial obycCejné znacime ¢ a mezi nim a intenzitou elektrického

5) Pouze v jednodussich pfipadech — naptiklad v elektrostatice. Obecné k popsani elektrického pole
potiebujeme i tzv. vektorovy potencial.

6
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pole E (ta vyjadiuje silu, ktera by v daném bodé piusobila na jednotkovy ndboj) plati vztah®
E=—-Vop.

Abychom mohli napsat néjakou rovnici svazujici potencial ¢ s rozlozenim nabojt v prostoru,
musime se uchylit ke znamym Maxwellovym rovnicim, konkrétné pak k takzvanému Gaussovu
zakonu. Ten zjednodusené receno tika, ze zdrojem elektrického pole je naboj. Tedy pokud je
v urcité oblasti prostoru obsazen celkovy naboj @), pak tok elektrického pole hranici této oblasti
je umérny tomuto naboji. Matematicky lze toto tvrzeni elegantné zapsat pomoci operatoru
nabla jako

vV-E=2.
€0
Zde p znaéi objemovou hustotu naboje a 1/¢¢ je konstanta amérnosti (¢¢ je tzv. permitivita
vakua). Dosadime-li do Gaussova zdkona vyjadfeni E pomoci potencidlu, dostaneme

Vip=-2. (4)

€0
Vysla ndm rovnice, podle niz mé byt Laplace z neznamé funkce roven dané funkci. S takovou
rovnici jsme se uz setkali pti feseni problému vedeni tepla. Roli teploty nyni hraje potencial
a roli hustoty tepelnych zdroji hustota naboje.

K jejimu reSeni miizeme samoziejmé pouzit stejné postupy jako pro feseni rovnice vedeni
tepla. Jedina novinka, kterou nam elektrostatika prinese, je jiny mozny druh okrajovych pod-
minek. Zatimco pfi vedeni tepla jsou vétSinou dény hodnoty neznamé funkce (teploty) na
hranici uvazované oblasti, nyni se miizeme setkat i s nasledujicim pripadem.

Do elektrostatického pole (generovaného naptiklad néjakymi plochami udrzovanymi na da-
ném potencialu) vlozime dokonale vodivy pfedmét. Jak bude nyni vypadat pribéh potencialu?
Zjevné musime opét resit Poissonovu rovnici s predepsanymi hodnotami potencialu na danych
plochach, avSak navic musime zajistit, aby potencial na povrchu vlozeného vodice byl kon-
stantni. Pro¢? Kdyby ndhodou nebyl, podle vztahu E = —V ¢ by existovala nenulova slozka
elektrického pole tec¢na k povrchu vodice, kterda by v ném samoziejmé zpuisobila vznik proudi,
a neslo by tedy o staticky pripad.

Numerické metody reseni PDR

Parcialni diferencialni rovnice se resi uplné stejné jako obycejné diferencialni rovnice. Je-
nom je zapotfebi postup zobecnit do vice rozmérd. Pripomenme, jakym kouzlem jsme ziskali
numericky predpis pro derivaci funkce jedné proménné.

6) Zkuste se poradné (klidné i na cely tyden) zamyslet nad tim, Ze tepelny tok a elektrického pole E
je vlastné témér uplné to samé. Jsou navic v mnoha aspektech ekvivalentni s prirozenym proudénim
vody. Jedinym zasadnim rozdilem ztstava, ze zdrojem proudéni vody je Cerpadlo, zdrojem elektrického
pole je elektricky naboj a zdrojem tepla je tfeba mikroprocesor vaseho pocitace. Pochopite-li proudéni
vody, pochopite elektrostatiku, stejné tak vedeni tepla nebo napriklad difazi, kde ¢astice ,,tecou” proti
koncentracnimu gradientu. Tato analogie se projevuje i tim, ze vysledné rovnice budou mit aplné stejny
matematicky tvar. K pochopeni vam pomiize vyznam divergence, o kterém piSeme v Nabliadé.
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Funkce f(z) zobrazuje x z né&jaké oblasti {2 na obor funkénich hodnot, ktery se znaci f(2).
Oblast €2 je v jednorozmérném piipadé podmnozinou osy realnych c¢isel R. Bez Gjmy na obec-
nosti mizeme uvazovat, ze jde o interval. Pomyslné jsme si jej rozdélili na malinkaté tisecky
délky h.

O néco vyhodnéjsi je numericky pocitat derivaci pomoci symetrického vztahu, kdy ziskdme
de facto hodnotu derivace uprostied malych tsecek.

) = LD~ fo=hf2)

Presnost vypoctu zavisi na velikosti h. Otézka na rozmyslenou: Zvolime-li si mensi h, bude

numericky vypocet derivace piesnéjsi? Plati to obecné? Vasi odpovéd muzete podrobit pocita-
¢ovému experimentu nejlépe nezavislém na vysSetrované funkci.

Ve vicero rozmeérech budeme mit kuptikladu

Y Va funkci g(z,y) pro jednoduchost jen dvou promén-

nych z a y, (z,y) € Q. Oblast 2 bude nyni ¢ast

roviny, kterou si zase rozd€lime tfeba na malé ¢tve-

/ \ recky (nékdy se mize hodit i jiné déleni). Nebo si

muzete predstavit, Ze na  hodime sit. Derivace

= h \ si rozepiseme pomoci diferenci mezi jednotlivymi

3 \ uzly sité. Jde o trividlni aplikaci posledni rovnice,

ovSem nejen ,horizontalné“ alei ,vertikalne*. Uka-

\ zeme si to na prikladu Poissonovy rovnice’, se kte-

1 rou jsme se jiz setkali (rovnice (3) a (4)).

2
A
4 2 2
N T vig 9 P9 _
0 ox? = 0y?

kde p je néjaka zadana funkce také dvou promén-
nych (z,y) € Q. Vyjadfeme si prvni a druhé deri-
vace podle x a y v bodé A = (az,ay).

x
Obr. 4. Rozdéleni oblasti 2 na ¢tverecky

99| _ glas +h/2,ay) — glas — h/2,ay)  Fg| _ g(as +h,ay) —29(A) + g(az — h,ay)
x| 4 h To0x?|, h? ‘
99| _ glas,ay +1/2) —g(as,ay —h/2)  ?g| _ g(aw,ay +h) —29(A) + g(as,ay — h)
0y |4 h T0y? |, h? '

Oznacme si podle obrazku

g(a$+haa’y):g(1)a g(a$7ay+h):g(2)a g(ax_haay):g(s)) g(a’xaay_h):g(4)
a zapisme vysledek

9%g

Pgl | O
ox?

A Oy?

_9(1) +9(2) +93) +9(4) — 49(A)

= = o(A). (5)

A

7) Poissonova rovnice je parcidlni diferencialni rovnice ve tvaru Laplacedv operator na neznadmou
funkci g se rovna né€jaka jina dana funkce p. Laplaceova rovnice je specidlni ptipad ¢ = 0.

8
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Pravé pro rovinné pripady se velice hodi Excel, ktery uz jen v principu tim, Ze je to ta-
bulkovy kalkulator, udéla spoustu prace za nas. Moznosti uziti Excelu jsou velice limitované
(rozhodné vSak zalezi na ihlu pohledu), na druhou stranu se pro nékolik véci hodi velice dobfte.
Vytvorili jsme v ném pro vas programy laplace.xls a poisson.xls vysSetiujici elektricky po-
tencial jednoduchého dvojrozmérného problému se zadanymi okrajovymi podminkami (prvni
z nich v nepfitomnosti nadboji, fesi tedy Laplaceovu rovnici; druhy pak pro zadané rozlozeni
naboje fesi Poissonovu rovnici).®

Mate-li pocit, ze k numerickému vyreseni Poissonovy rovnice jesté néco postradame, mate
pravdu. V jednorozmérném pripadé jsme se potiebovali ,,odpichnout® od pocatecnich podmi-
nek. Z posledni rovnice jsme schopni vypocitat g(A) jen tehdy, zname-li jiz g(1), g(2), g(3)
a g(4). Co s tim?

Ziejmé musime zadat okrajové podminky na hranici oblasti {2. Napriklad teplotu na po-
vrchu predmétu, jehoz tepelné rozlozeni pocitame. Nebo zkoumame-li elektrické pole, které
budi v prostoru nabity elektricky vodic¢, tak vime, jaky je potencial na jeho povrchu a taky
vime, ze velmi daleko od néj jiz bude pole témér nulové. Okrajové podminky jsou tedy hodnoty
hledané funkce na hranici oblasti 92, uvniti které funkci pocitame.

Postupuje se tak, ze se ,odrazime“ od okrajovych podminek — hodnot funkce g v uzlech na
hranici. Do vSech ostatnich uzlt dosadime nulu.

g(z,y) =0 V(z,y) € Q\00N.

Mame tedy néjak zadany hodnoty funkce ve vSech uzlech sité. Prepocitavame je postupné
pomoci odvozeného numerického predpisu (5) vSechny (az na hrani¢éni body, ty museji byt
samoziejmé pevné) porad dokola, ¢imz konvergujeme ke spravnému feseni.

Jde o jednoduchy a prirozeny postup, ktery nazorné pochopite, pohrajete-li si s tim trochu
v Excelu. Nékdy mtize byt potieba v Excelu povolit rekurentni poéitani hodnot.® On za odménu
provadi pravé vyse zminéné mnohonasobné prepocitavani za nas, coz je velice pohodlné.

Uloha II.S ... porcovani divokych rovin

Skladovani uranu

Palc¢iva otazka jaderné energetiky je skladovani vyhorelého radioaktivniho paliva. Vétsinou
se skladuje ve valcovych ¢lancich ponorenych ve vodni lazni, ktera drzi jejich povrch na kon-
stantni teploté asi 20 °C. Na vas je nyni zjistit, jaké bude rozlozeni teploty v ¢lancich tvaru
kvadru se étvercovou podstavou o hrané délky 20 cm. Clanek bude pomérné vysoky a proto nas
zajima rozlozeni tepla v pricném trezu. Uran bude zaujimat koncentricky kvadr se ¢tvercovou
podstavou o hrané 5cm. Ze zkusenosti s valcovymi kapslemi vime, ze bude mit konstantni
teplotu okolo 200 °C.

Zahrivajici se drat
Mame velmi dlouhy drat kruhového prirezu o poloméru r z materialu o tepelné vodivosti A

a mérné elektrické vodivosti o. Pfilozime na néj konstantni elektrické napéti. Necht je intenzita
elektrického pole (tj. napétovy spad) uvnitt dratu konstantni, rovnobézna s jeho osou a jeji

8) Naleznete jej jako vzdy na nasem webu v sekci Serial.
9) V nabidce ,\Nastroje“ vyberte polozku ,,Moznosti“. Otevie se okno, v némz musite na zalozce
»,Vypolty* zaskrtnout moznost ,Iterace” (s nastavenim si pozdéji muzete zkusit pohrat).
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velikost budiz E. Pak dratem bude prochazet proud o plosné hustoté 7 = o E a bude se vytvaret
Jouleovské teplo s objemovym vykonem p = o E2.

Protoze material dratu ma nenulovou tepelnou vodivost, vytvori se v ném jisté rovnovazné
rozlozeni teploty, které — jak vime — spliiuje Poissonovu rovnici AV?7T = p. Piedpokladame, Ze
okraj dratu udrzujeme na dané teploté Tp. Tim mame déanu okrajovou podminku potiebnou
k vyreSeni rovnice. Vzhledem k symetrii problému se miizeme omezit na jeji feSeni pouze ve
dvou rozmérech — na prufezu vodice (teplota jisté nebude zaviset na posunuti podél osy vodice).
Nyni by jiz bylo jednoduché problém vyftesit popsanymi metodami.*°

My si vSak situaci mali¢ko zkomplikujeme a budeme predpokladat (zcela opravnéné), zZe
mérné elektrickd vodivost o zavisi na teploté. Budeme tedy mit rovnici typu V2T = f (T).

Pokuste se tuto rovnici numericky vyresit pro néjakou danou zavislost vodivosti na teploté
(muZzete si ji najit v literatufe, na internetu, nebo si klidné néjakou vymyslet) a najit tak
rozlozeni teploty na prirezu dratu. Mizete se pokusit ménit intenzitu elektrického pole E
a nakreslit voltampérovou charakteristiku dratu, vyzkouset vice druht zavislosti o(7T") (tfeba
pro polovodié, jehoz vodivost s rostouci teplotou na rozdil od obyc¢ejného kovu roste) atd.

Vasi iniciativé samoziejmé meze neklademe a té€sime na pékné napady.

Kapacita krychle

Vypocitejte kapacitu dokonale vodivé krychle o strané délky 2a. Pokud se budete nudit,
muzete zkusit kvadr (a tfeba zavislost kapacity na délkach jednotlivych stran), pfipadné jiné
geometrické objekty.

Napoveda. Kapacita je pomér naboje na krychli rozmisténého ku potencialu povrchu krychle
(za predpokladu, zZe potencial v nekone¢nu je nulovy). Problém tedy lze fesit tak, Ze si zvolime
libovolné potencial krychle, vyfesime Laplaceovu rovnici V2o = 0 vné krychle a vypocitdme
celkovy ndboj na krychli uzitim Gaussova zékona (tj. uréenim intenzity elektrického pole de-
rivovanim potencialu a vypocétem jeho toku vhodné zvolenou plochou obklopujici krychli).

Uplnym feSenim je vymysleni vhodného fyzikalniho modelu, navrh jeho numerického FeSeni
a realizace této ulohy na pocitaci. Bodové ohodnotime, pokud tlohu fyzikalné rozvazite a oko-
mentujete. Néjaky bod by se nasel i za navrh algoritmu, ktery byste radi pocitaci predlozili.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro reSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminar je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikd a fyziki.

10)  Jde o Poissonovu rovnici s konstantni pravou stranou, se kterou se miuzeme setkat napiiklad v mo-
delu proudéni viskézni kapaliny potrubim a ktera je shodou okolnosti pro kruhovy prifez jednoduse
resitelna analyticky.
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