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Mili resitele!

FYKOSi XXII. roénik se dobral svého konce. Doufame, ze se vam libil, bylo vdm radosti
FeSit nase ulohy a Ze jste se také néemu novému priudili. Do budoucna se tésime, az se s nékte-
rymi z vas, maturanti, budeme setkavat na chodbéch nasi fakulty a tfeba i pfi organizovani
seminaie. Ty mladsi pak srde¢né zveme do dalsiho ro¢niku, jehoz prvni sérii naleznete na konci
seSitu. Budeme radi, kdyz zadani ukazete i kamaradim nejen ve skole, ale tfeba i na néjakém
fyzikalnim soustfedéni, kam urcité pres prazdniny pojedete.

Obsahem této zavérecné brozurky jsou feseni 5. a 6. série véetné vysledkovych listin. Ale
pokud jste se neumistili tak vysoko, jak jste si v zafi predstavovali, rozhodné nesmutnéte. Vézte,
ze neni dulezité vyhrét, ale zGcastnit se. A ve FYKOSu to plati dvojnasob. VAm vSem patii
naSe gratulace za projevenou odvahu pustit se do toho. I nadale bychom byli radi, kdybyste
sviyj zdjem o fyziku rozvijeli tfeba feSenim FYKOSu. A nestydte se Fict i kamaradam.

Béhem prazdnin pripravime ro¢enku pravé konciciho ro¢niku, v niz naleznete vsechny tlohy
véetné feSeni, reportaze ze soustiedéni i Tydne s aplikovanou fyzikou.

Za vSechny organizatory vam pékné prazdniny preje

Tomas Jirotka

Uloha V.1 ... otddeni koberce (4 body; primér 2,40; vesilo 15 studentd)
Pomoci dvou riznych vektori v roviné miizeme opakovanym

posouvanim pocéateéniho bodu dostat nekonecénou miiz bodd (viz T T T B
obr. 1). (Stejnym zptsobem vznikne krystal, jen misto bodu po- /
souvame skupinu atomii.) Posunutim celé miiZe o jeden z vektorii »
dostaneme stejnou miiz, tj. kazdy bod bude nahrazen jinym bo- Obr. 1

vy

dem. Stejné tak se muze stat, ze otocenim celé miize kolem jednoho
bodu o néjaky tihel dostaneme stejnou mriz. Najdéte vSechny tihly, pro které je to mozné, a na-

kreslete, jak vypadaji mrizky s touto rotacni symetrii.
Zakladni otdzku krystalografie zadal Honza Prachaf.

Dostali jsme pied sebe sit bodt (rovnobé&zniki) a chtéli bychom zjistit, o jaky thel mizeme

vy

celou miiz otoéit (okolo vybraného bodu) tak, abychom po rotaci nepozorovali zddnou zménu.
ka

[ acosa a acosa |

a
Obr. 2. Otoceni vektoru
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Uvazme ¢tyTi body lezici na pfimce tak, ze vzdalenost mezi dvéma sousednimi je vzdy a;
to ilustruje obrazek 2. Vzdalenost a bude velikost jednoho z vektoru, ktery definuje mfizku.
Prvni bod oto¢ime o tthel —a okolo druhého bodu. Kolem tietiho bodu pak otoc¢ime o thel +«
¢tvrty bod. Oba nové vzniklé body lezi na rovnobézce s puvodni pfimkou. Aby lezely ve stejné
mftizce jako puvodni ¢tyT¥i body, musi byt jeden z novych bodi posunutim druhého nového bodu
o celoc¢iselny nasobek vektoru velikosti a. Tato vzdalenost se vSak da vzhledem ke geometrii
situace popsat i jinym zpisobem. Podle obr. 2 plati

ka =a+ 2acos
k=1 _ cos «
7 = .
Jak dobfe vime, cosa nabyva hodnot pouze od —1 do 1, a tak si vSechny mozné hodnoty
shriime do nasledujici tabulky.

k—1 cos a «
-2 -1 180°
-1 —1/2 | 120°
0 0 90°
1 1/2 60°
2 1 0°

Jednotlivé hodnoty mtizeme snadno ilustrovat stéle na obr. 2. Rotace o 180° (jedné se o tzv.
dvoucetnou osu) posune 1. bod na 3. a 4. vrati na 2., jejich posunuti ka je opravdu ve smyslu
zavedeni —a. PFi rotaci o 120° (okolo osy trojéetné) se body setkaji uprostied horni tsecky.
Rotace o 90° (osa ¢tyféetna) doplni étverec a rotace 60° (Sesticetnd osa) je pfimo na obr. 2.

o

Obr. 4. Rotace kolem ctyfcetné osy
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Beo 320

Obr. 5. Rotace kolem Sesticetné osy

Vsimnéme si, ze dvouCetna osa existuje vzdy. Naopak na zbytek je potfeba specifikovat
druhy vektor. Pro existenci ¢tyféetné osy musi byt oba vektory kolmé a mit stejnou velikost.
Sesticetna osa vyzaduje taktéz vektory stejné dlouhé, musi ale svirat thel 60°. Trojéetna osa
je pak pouze specidlnim pripadem osy Sesticetné, staci okolo ni otacet dvakrat. Budeme-li mit
pouze mriz bez tzv. hmotné baze, pak nenajdeme priklad, kdy by existovala osa trojcetna,
ale neexistovala osa SestiCetna. Pro shrnuti jsme pfipravili obrazky predvadéjici jednotlivé
priklady. Osa dvoucetnd na obrazku 3, oznacené jsou vSechny body pied rotaci i po ni. Na
obrazku 4 rotujeme ¢tvercovou mfizi, pro prehlednost budeme sledovat pouze bod C, rotujeme
okolo bodu A. Posledni osa Sesti¢etna je na obrazku 5. Krystof Touska

krystof@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.2 ... bitva o Britdnii (4 body; primér 2,90; vesilo 10 studentii)

K odhalovani nalétavajicich bombardéru se pouzivaji silné svétlomety s tizkym paprskem
svétla. Jaka bude jeho odchylka od puvodniho sméru v zavislosti na thlu natoceni zdroje po
priichodu atmosférou? Uvazujte, Ze hodnota indexu lomu s vyskou linedrné klesa.

Z archivu Honzy Jelinka.

Snellav zakon fiké, Ze pfi lomu na rovinném rozhrani mezi prostfedimi s indexy lomu Ny
a Nii1, priCemz dopadajici paprsek svira s kolmici na rozhrani tthel o velikosti 9 a lomeny
paprsek thel o velikosti V541, plati

Nk sin ﬁk = Nk+1 sin T9k+1 .

Pokud mame rovnobéznych rovinnych rozhrani nékolik, mezi prostfedimi No, N1, ..., Ny,
pak plati
Nosindg = Nisind1 = ... = N, sind, ,

tedy za predpokladu, Ze na zadném z rozhrani nedojde k uplnému odrazu, zavisi pomér mezi
pocatecni a vyslednou odchylkou pouze na indexu lomu prvniho a posledniho prosttfedi, neza-
visle na tom, kolik rozhrani se vyskytne. Atmosféru pak mtzeme povaZovat za takovou radu
rovnobé&znych rozhrani (pfidemz n — oo, zakfiveni atmosféry zanedbavame). Ze na Z4dném
z téchto rozhrani k aplnému odrazu nedojde, plyne z podminky, Ze pro libovolné misto s inde-
xem lomu ny v atmosféfe plati

N
1> N—Zsinz%,
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kde No a ¥o jsou index lomu a odchylka paprsku pfi povrchu. V nasem pifipadé, kdy jde index
lomu linearné od Ny k jedné, to znamena

Nosintvg < 1.

Marek Necada
marekn@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.3 ... zemé&koule (4 body; primér 2,83; vesilo 6 studentd)
Jak rychle musela v dobé tuhnuti rotovat Zemé, aby se rovnikovy polomeér lisil od polarniho
pravé o tolik, o kolik se lisi ted? Honza Jelinek

Nuze prosta avaha. Zemé byla kdysi tekuta a tuhla. Jak byla tekuta, tak jeji povrch tvoril
ekvipotencialni plochu.! Zemé tedy ztuha v tvaru daném touto podminkou a od té doby uz se
to prili§ nezménilo.

Potencidl pro gravita¢ni pole koule zname, je to o = —GM/r, pro odstfedivou silu je to
jiz méné znamé? prp = —w?r?/2.

Oznacéme rozdil mezi rovnikovym a poldrnim polomérem AR. Roztdhnéme kulovou Zemi
na rovniku tak, ze rovnikovy polomér bude R + x. Pokud se zachovava objem, musi platit

R*=(R+z)*(R-y),

kde R—y je polarni polomér, tedy AR = x+y. Z této rovnice dostaneme vyuzitim aproximace
(1+2)" =14 nx vztah y = 2z, a tedy x = AR/3 a y = 2AR/3.

Vypocitejme gravitacni potencidl na rovniku elipsoidalni Zemé jako potencidl v misté =
nad rovnikem presné kulové Zems, tedy o1 = —GM/(R + x). Opravnénost této aproximace
ponechame na intuici ¢tendfe. Shodné potencial na pdlu bude p2 = —GM/(R — y).

Z rovnosti 1 + pF = 2 tak mame

GM 1 5. o GM
R—-3AR 2 R+ AR
Vyuzitim pfiblizného vztahu 1/(1 4+ z) &~ 1 — = a nékolika algebraickych tGprav potom snadno
dostaneme w = v/2gAR/R, nebot g = GM/R?. Pro periodu tudiz plati

T:zj: 2t R 2t R

w V2gAR - V29AR

Dodejme, zZe tento vysledek je rozumny, jelikoz vychazi fadové stejné jako dnesni perioda
rotace a navic je pravdépodobné, Ze se rotce Zemé v pribéhu ¢asu zpomalovala.

= 17hod.

Jan Hermann
honzah@fykos.mff.cuni.cz

1) Jinak by tekutina z mista s vyssi energii pretekla do mist s nizsi.
2) Spravnost si miizete ovéfit zderivovanim, dostanete znamy vztah pro odstiedivou silu.

4
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Jiny zpisob reseni

V davnych dobéach, kdy se zde misto Slunecni soustavy vyskytovalo jen a pouze rotujici
mracno plynu a prachu, se zrodila nase Zemé. Tento prapredek dnesni Zemé na ni zanechal
poskvrnu, a to rotaci. Pravé zemskd rotace z dob, kdy Zemi tuhl plast, zpusobila rozdil mezi
rovnikovym a polarnim polomérem.

Predpokladame-li, Ze si zemsky povrch zachoval svij tvar v nepiilis pozménéné podobé
dodnes, muzeme odhadnout periodu rotace v davnych dobéach.

Ulohu feéme ve Vztainé soustavé rotujici thlovou rychlosti Q Protoze tato vztainé soustava

sila odstredlva, pro obé zname prislusné potenc1alm energie podle defini¢niho vztahu

-

F=—gradE,. (1)

Podle obecného principu mechaniky zaujme kapalina tvar s nejmensi potencialni energii.
Uvazme dale, ze povrch Zemé zaujima ekvipotencialni plochu; abychom to dokézali, pfedpo-
klddejme (pro spor) rtizné energie ve dvou ruaznych bodech povrchu. Na kfivce parametrizované
t, kterd body spojuje, je energie spojitou funkci t a podle véty o stfedni hodnoté zde existuje
bod s nenulovou projekci gradientu potencidlni energie na plochu, coz je z definice nenulova
tecna sila, které odpovida nenulové zrychleni. Tak bychom dostali spor s ustalenym stavem.

Vypocteme nejprve velikost gravitacni sily na rovniku a na pdélu. Zemi lze pro tento pripad
velmi dobfe aproximovat elipsoidem s malym rozdilem velikosti poloos AR.

Zacneme zjisténim intenzity pole na pdlu. Predpokladejme konstantni hustotu Zemé.

Nejprve vypocteme velikost intenzity gravitacniho pole od kruhové desky (disku). Deska ma
tloustku dh, je ve vzdalenosti h od pdélu a ma polomér R. Pismeno r pouzijeme jako integraéni
proménnou vyjadiujici vzdalenost od stfedu disku. Hmotnost elementarniho prstynku je tedy

d*M = 2rrodrdh.
Pro kolmou slozku intenzity pole od prstynku plati (rovnobézné slozky se vyrusi)

d
dK = / 2m~ == gdrdh = 21Gho ’“CTT dn,
0
kde ¢ = vVh? 4+ 12 je vzdélenost elementu od pozorovatele. Integral vypocteme podle prvni
véty o substituci

R
dK:2ﬁth/ %dh:zmg -1 )an. (2)
0 (h2+7“2)/

1+ (R/h)?

Abychom nyni zjistili velikost intenzity gravita¢niho pole na pdlu, je potfeba tento vyraz
integrovat pres celou Zemi a dosadit za R spravny polomér. Pfedpoklddame-li, Ze Zemé ma
tvar elipsoidu s polarnim polomérem R a rovnikovym R, plati s ohledem na diivéjsi znaceni

(Rp —h)* R
R2 R?

~1. (3)
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Nyni muzeme polozit R, = R — AR, kde AR je malé vzhledem k R, i R;. Lze tedy
pouzivat pribliznou rovnost Rf) ~ R? — 2R, AR, s jejimz vyuzitim lze (3) upravit do tvaru

R?  2R: 1 1 2R,
1+ﬁ_ s —2<E—E>AR_ . (1 - aAR) . (4)

Zde jsme oznaéili 1/R, — h/R2 = a.
Dosazenim (4) do (2) a pouzitim aproximace (1 + )" =~ 1+ nx pro z blizké 0 dostdvame

SRS SN W S
/1+(R/h)2 2Rr \/17(XAR 2Rr 2
h aAR
dK~21TGQ<1 5 (1+2))dh. (5)

Zajima-li nas vysledné pole na zemském pdlu, staéi vyraz (5) integrovat pies celou Zemi.

2R,
P h aAR 2 8 AR
K—2‘ITGQ/O (1— 3R, (1+2))dh—2fnG9RP (§+BRr)'

Vzpomeneme-li na objem elipsoidu V' = 4rabe/3 a polozime-li M = 4w QRERP /3, dostavame

g, = GM (| GAR) GM [, 3AR) [, 3AR
P OR2 5R ) R 5 R, 5R, )’

Na poslednim rozkladu na souéin zaloZime novou hypotézu gravitacniho pole elipsoidu:
Konkrétné, méfime-li gravitac¢ni pole na vrcholu elipsoidu s poloosami a, b, ¢, tvrdime, ze gra-
vitacni pole u prisec¢iku poloosy a a povrchu elipsoidu méa velikost

GM 3b—a 3c—a
K, = 1—-— 1—-— .
a? ( 5 a >( 5 a )

Pro gravitacni pole na rovniku proto plati

7GM< 3AR>

142
+5Rr

Z definice (1) pak uz necini potize dopoéitat potencial

GM 3 AR

r— — 1 A )

v Rr< 10&) (©)
GM 6 AR GM 4 AR

o= h (“TORT)N*RT (”ﬁm)' @

Na pdlu skutecné vychazi mensi gravitacni potencidlni energie, a proto musime k vétsi
potencialni energii na rovniku pficist (zdpornou) potencialni energii odstfedivé sily, abychom
uspokojili pozadavek ekvipotencialni plochy, ktery jsme si rozmysleli v ivodu

1
‘Pp:@r_§Q2R?~



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXII éislo 7/7

Odsud jiz vyjadiime kyzenou uhlovou rychlost

a_ [GMAR _ VAR [g4
- 5R* ~ 5R. \| R’
. 2T

T = q = 54hod.

Vysledek vykazuje fadovou shodu se soucasnou periodou rotace. Odchylka je zpisobena
predevsim velkou mérou aproximaci, mimo jiné predpokladem hustoty nezavislé na vzdalenosti
od stfedu.

Tato uloha nebyla jednoducha, naSe Teseni se snazilo ukazat, jak lze Sikovnym zptisobem
vyuzit linearizace zavislosti k jednodussimu fesSeni problému.

Naprostd vétsina doslych feSeni obsahovala spravnou tvahu o tvaru Zemé. Avsak ne prilis
fesitelt se dobralo spravného vysledku. A kdyz uz ziskame néjaky vysledek, je dobré zjistit,
jak se chova v limitnich ptipadech, tedy v tomto pfipadé naptiklad dosazenim do vysledku
AR = 0 s oCekdvanim nulové rychlosti rotace. Dale je dobré dosadit do obecného vysledku

kutecné hodnot érit jeh Alnost. . .
skutecné hodnoty a ovérit jeho redlnos Lukés Ledvina

lukasl@fykos.mff.cuni.cz

Jakub Michalek
jmi@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V .4 ... internetova (4 body; primeér 2,64; vesilo 11 studenti)

Meéjme rovné optické vidkno. Svételny signal do néj vstupujici mize mit odchylku od pri-
mého sméru az «. Jak nejméné dlouha musi byt casova délka jednoho pulzu, aby slo urcit, zda
byl vyslan bit 1, nebo 0, tj. aby aspon kratky casovy tusek byla sila signalu minimalni nebo
maximalni. Délka vlakna je d. Na schizku donesl Honza Jelinek.

Paprsek, ktery jde pfimo, musi urazit drahu d, kterou proleti za ¢as

Cv

kde ¢y je rychlost sifeni svétla v optickém vlakné. Paprsek, ktery vstoupil s odchylkou «, urazi
vzdélenost d/ cos a (vldkno je rovné a thel dopadu je roven uhlu odrazu) za cas

d

tg = ——.
Cy COS (¢

Pro thly mensi nez 90° je tato funkce rostouci. Protoze odchyleni paprsku nemiize byt vétsi
(paprsek by letél ,zpét“), tak nejdelsi dobu poleti paprsek odchyleny o maximalni mozny thel.
Signal tedy nabude maxima za dobu
d d d(1—
timty—ty = 4 4 _dd—cose)
CyCOSQ  Cy Cy COS @

od prichodu nejrychlejsi casti signalu.

Jestlize tedy novy bit posleme po uplynuti doby vétsi nez t4, tak nejpomalejsi ¢ast pred-
choziho pulsu dorazi dfive nez nejrychlejsi ¢ast nového pulsu, ¢imz bude splnéna podminka ze

7
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zadani, ze alespon maly okamzik ma byt hodnota prijimaného signalu rovna hodnoté vyslaného
signalu. Casova délka jednoho pulsu t, tedy musi byt vétsi nez tq. Ziskdvame nerovnost

d(1 — cos @)

Cy COS (¢

tp >

Jan Jelinek
jjan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V. P ... rdmus (4 body; primér 3,08; vesilo 12 studentii)
Pokuste se odhadnout, jakou energii prijme télo navstévnika rockového koncertu. Sviij
odhad oduvodnéte. Kuvalitni hudbu vam prinasi Honza Jelinek.

Upfesnéme zadani a ivodem povézme, ze budeme uvazovat pfijem energie ze zvukovych
vin, ackoli navstévnik koncertu ji zpravidla pfijiméa i jinymi zptsoby, naptiklad z energetickych
napoju.

Predpokladejme, Ze prostor, ve kterém se koncert kona, je ozvucen aparaturou o celkovém
vykonu P, od niz se nachazime ve vzdalenosti r. Budeme uvazovat, Ze aparatura je dobfe smé-
rova, a tedy vétsinu energie vysila pred sebe, tj. smérem k posluchactim. Dalsiho zjednoduseni
dosdhneme zanedbanim odrazenych zvukovych vin. To je sice na prvni pohled velkéa nepfesnost,
ale uvédomme si, ze pred i za ndmi stoji lidé, ¢ili to, co se odrazi od téch za ndmi smérem na
nase télo, je zhruba srovnatelné, co ndm odstini navstévnici, ktefi prisli diive a vytvari pred
nami stin. Cili se az tak velké chyby nedopoustime. Navic pfedpoklad, Ze se od ni¢eho zadny
zvuk neodrazi je dosti dilezity — tim, ze se zvuk zcela pohlti z néj ziskdme energii, coz se pfi
odrazeni nedéje. Déle oznaéme S prumét plochy lidského téla do celni roviny, coz je trochu
méné nez polovina celkového povrchu.

7Z teorie S§ifeni akustickych vin vime, Ze se zachovava celkova prenasena energie, ale jak
se od zdroje vzdalujeme, musi se rozdélovat do ¢im dal vétsi plochy, a tudiz zvukovy vykon
pripadajici na jednotku plochy je stdle mensi. Tento ubytek je ziejmé kvadraticky vhledem
k r. Pro povrch sféry plati S = 4nr?, ale my uvazujeme kvalitni reproduktory, takze budeme
pocitat jen s polovinou tohoto vyrazu.

Vykon reproduktorii pfepocteny na metr ¢tvereCny se nazyva intenzita zvuku a plati I =
= P/Ss. Vynasobenim plochou navstévnika ihned ziskdme energii, kterou jeho télo pfijme
béhem sekundy. Pokud hudba hraje celkem po dobu ¢, je situace jiz zcela jasna. Energie
pohlcena ¢lovékem na rockovém koncerté je

_ PSt _ PSt

%SS 2772

E

Nyni jej zkusme vypocitat i ¢iselné. Dejme tomu, ze vykon reproduktort se pohybuje kolem
400 W, stojime od nich 5m daleko a koncert trva 10*s, tedy necelé t¥i hodiny. Svou plochu
necht kazdy posoudi sam, ale my dosadime 0,7 m?. Vyjde

E =20kJ.

Vratme se jesté k intenzité zvuku, kterou mnoho FeSiteltl pouzilo ve svych vypoctech. Nej-
slabsi zvuk, ktery lze slyset, odpovida svou intenzitou Jo = 107! W-m™2 hranici slysitelnosti.

8
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Jestlize ma zvuk intenzitu I, pak v logaritmické stupnici, jejiz jednotkou je decibel, vyjadiime
hladinu intenzity s
L =10log —.
og To

V naSem ptipadé by v okoli posluchace byla hladina intenzity zhruba 120 dB, coz je pomérné
hodné a odpovida to hluku, ktery by slysel ¢lovék stojici tésné vedle startujiciho letadla. Ta-
kovy ramus by nase usi dlouhodobé snasely velmi tézko, ale tomu na koncertu zpravidla ani
vystaveny nejsou, nebot ne vidy museji byt reproduktory zapnuty na plny vykon, ne vzdy je
jejich vykon kapelou vyuzit a konecné i na koncertech se obcas délaji kratké pauzy.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V. E ... zdchodova (8 boddi; primeér 5,67; tesilo 12 student)
Zmeéite, jak vysoko vystrikne voda pri upusténi ruznych téles na vodni hladinu. Studujte
zavislost na vysce, tvaru a hmotnosti. Jaka ¢ast energie se vyuzije na rozvlnéni hladiny?
Na oné mistnosti zplodil Jakub Benda.

Zadani tlohy dava znac¢nou volnost v tom co mérit. Nasledujici tivahy jsou snahou o pocho-
peni zavislosti vysky ,caknuti“ na rozméru d, hmotnosti m a tvaru (popsaném koeficientem
obtékani w) padajiciho télesa a vysky h bodu, ze kterého téleso uvolitujeme s nulovou pocatecni
rychlosti, nad hladinou vody.

Teorie

Zanedbame-li odpor vzduchu, zacne téleso volné padat s konstantnim zrychlenim g. Nad
hladinou tak ziskad hybnost p = mv = m+/2gh. Rozhodujici pro vysku vyst¥iknuvsich kapek
vody je jejich celkova hybnost P, kterou ziskaji prostfednictvim interakce s télesem, a celkovy
objem V.

Hybnost P urcuje ibytek hybnosti padajiciho télesa bezprostfedné pod hladinou, feknéme
do charakteristické hloubky dané rozmérem télesa d. Ubytek hybnosti télesa zptisobuje odpo-
rova sila F, vody (proti sméru pohybu télesa) — ta je (v nejsprost$im modelu) pro laminarni
proudéni pfimo tmérnd rychlosti a rozméru télesa (Stokestiv vztah), pro turbulentni proudéni
je timérnd kvadratu rychlosti a kvadratu rozméru (Newtoniv vztah). Odporova sila pfirozené
zavisi i na tvaru télesa. Charakter proudéni uréuje Reynoldsovo ¢islo (vSimnéte si, ze je bez-
rozmérné) Re = vdo/n, kde v je rychlost télesa, o je hustota vody a 71 jeji dynamicka viskozita.
S roustoucim Reynoldsovym ¢islem prechazi laminarni proudéni v turbulentni, mezni hodnota
je asi 1000. Ubytek hybmnosti v ¢asovém intervalu At je Ap = (Fn — Fo(w, dv))At, kde F,
je rozdil tihové a vztlakové sily pifisobici na téleso. Casovy interval, béhem kterého dochézi
k vystfikovani vody, si dovolime jednoduse zvolit jako At = d/v.

Kromé odporové sily ptsobi na téleso také povrchova sila Fj,, ktera souvisi se zménou
povrchové energie vody. Povrchova sila zavisi pfimo ameérné na povrchovém napéti a rozméru
télesa Fp ~ d.

Objem vystfiknuté vody bude srovnatelny s objemem samotného télesa, predpoklddejme
tedy, ze V ~ d®.

Pokud by vSechna voda vysttikla do stejné vysky H, bylo by to

_ L (PY
T 29 \oV /)
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Dosazenim za P a V' z vysledkd pfedchozich tvah, dospéjeme k tvaru hledané zavislosti (ne-
zapominejme, ze v tom nejhrubsim pfibliZeni)

d2vh

Za predpokladu dominantni odporové sily pro laminarni proudéni dostaneme

o (Fo(w,d\/ﬁ) + Fy(d) — Fn(d)> .

2

H ~ % + Aw — Agwd2
a pro turbulentni
H ~ w’h 4+ AywdVh — Aswd®*Vh, (8)

kde A; je konstanta, ktera urcuje vzajemny pomér velikosti povrchové a odporové sily (zavisi

tedy na povrchovém napéti), As uréuje pomér velikosti sily F, a odporové sily (zavisi tedy na

rozdilu hustoty télesa a hustoty vody).

Zabyvejme se dale turbulentnim pfipadem, protoze s nim se typicky v nasich experimen-
tech setkdme. Lamindrni pfipad by nastal pro velice mala télesa (mensi nez milimetr) a malé
rychlosti.

Z vysledku (8) plyne:

1) Vyska H vysttiknuté vody je pfiblizné linedrné Gmérnd vysce h, ze které téleso uvoliiujeme.

2) Vyska H roste s rostoucim koeficientem obtékani w.

3) Vyska H klesa s roustouci hmotnosti télesa (pfi ostatnim parametrech nezménénych), neb
hmotnost udava rozdil hustoty télesa a vody, na kterém zavisi koeficient Asz.

4) Zéavislost vysky H na d (pfi konstantni hustoté télesa) je komplikovanéjsi. ,Povrchovy*
&len s rozmérem d roste, ,tihovy“ &len klesi s d°. Musi tedy existovat jisty rozmér télesa,
pri kterém prevladne tihové sila nad silou povrchovou a odporovou a vyska vystifiknuti
za¢ne klesat aZz na nulu. Povrchova sila dominuje (pokud viibec) pfi malych rozmérech
a zpusobuje linearni nartust vysky H.

Experiment a vysledky

Vysledky vés — nasich FeSitelti — potvrzuji teoretické zavéry v bodech 1) a 2). Tedy voda
stiika vice, hazime-li téleso z vétsi vysky ¢i hazime-li krychli misto koule.

Experimentédlni davtip vyzaduje ovéfeni tvrzeni 3). Napiiklad mizeme dutou nddobku po-
stupné vypliovat zavazimi.

V tomto ,vzorovém feSeni“ se pokusime experimentélné dolozit zavér v bodu 4). Zejména
proto, Ze se o to zadny z TFesSitelt nepokusil. Zduraziiujeme, Ze neocekdvame zadné exaktni
zavéry, proto priprava i provedeni nedosahuji takové preciznosti, jak by si feseni experimentalni
ulohy FYKOSu zasluhovalo.

Jako padajici téleso pouzijeme gelovych kulicek, které nechdme nabobtnat ve vodé. Ziskame
tak sadu triceti téles stejného tvaru, hustoty o malo vétsi nez je hustota vody a rozméra
v rozmezi 1,5 mm az 10 mm. Pocatecni vyska h bude béhem experimentu konstantni.

Vystiik vody po dopadu télesa na hladinu je velice dynamicky jev, a je proto dosti obtizné
vysku vystiiknuti H méfit. Nejefektivngjsi (nikoliv nejpfesnéjsi) je vyuziti digitalni kamery,
j€jiz zdznam pribéhu experimentu posléze vyhodnotime.

Pro kazdou velikost kulicky jsme provedli dvé méfeni, jejichz vysledky shrnuje nésledujici
tabulka.

10
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Tabulka vysledki méfeni

d[dji] | 15|16 | 16 |18[18| 20 | 22 |22| 24 |27| 27 | 33 | 35 | 35 | 35
H [dj2] | 0 0 5 |10|20|135|160 |90 |240|85|125|180|170 | 195|245
d[dj1] | 37| 38 |39 |45|46| 48 | 48 |56 | 56 [62| 63 | 75 | 75 | 79 | 84
H [dj2] [245[230(285| 0|0 | O 0[]0 O0 (0] O 0 0 0 0

Jednotky dj; a dj2 jsou délkové jednotky, které jsme si ad hoc definovali pfi odecitani
rozméru kuliéek a vysky vystfiknuti z digitalni fotografie, resp. digitdlniho zdznamu. Jelikoz
jsme na exaktni vysledky rezignovali, nema smysl méfeni kalibrovat a previddét nameérené

hodnoty do jednotek SI.
Pro nézornost je nezbytné zobrazit data i graficky (obr. 6). Pak je vidét, ze nase vysledky

H [djo]

250 1 o o

200 1 o

150 1

100

50 1

20 30 40 50 60 70 80 d [djy]
Obr. 6. Graf vysledk méreni

nejsou nijak ohromujici. Zpocatku se d& vypozorovat ristova tendence hodnot. Od rozméru
kulicky asi d = 40dj; vsak vystrikovani vody po dopadu naprosto ustalo. Kulicka tedy dosahla
takovych rozmért (tj. hmotnosti), Ze jeji zbrzdéni odporovou a povrchovou silou se blizi nule
a nedochazi tak k zadnému vystiiknuti. Kulicka projde hladinou naprosto hladce, bez pozoro-
vatelného zpomaleni. Tento jev je v naSem experimentu zesilen tim, Ze koeficient obtékani je
velice maly jednak diky tvaru a jednak diky hladkému a kluzkému povrchu kulicky.

Timto je potvrzen zavér 4) teoretického tvodu.

Graf rovnéz demonstruje obrovskou chybu méfeni a veliky vliv ndhody na kazdé méfeni.
K jejimu eliminovani bychom potfebovali mnohem vice trpélivosti a opakovani pokusi.
Zaver

V piipadé hydrodynamickych fyzikalnich jevi je velice obtizné vyvodit teoretické predpo-
védi a stejné tak provést reprezentativni a exaktni méreni. V této uloze slo tedy predevsim

11
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o kvalitativni experimentalni analyzu jevu. Z tohoto thlu pohledu jsou nase vysledky uspoko-
jivé, ba co vic, doslo k jakési shodé s teoretickou predikci.

Velkou pochvalu zaslouzi vsichni feSitelé této tilohy. Drtiva vétSina z nich k experimentu
pristoupila s chuti a odhodlanim a dospéla tak k podrobnym experimentilnim zavislostem

triknuti tiznych trech tél lias h . .
vystiiknuti na riznych parametrech télesa alias hovna Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.S ... hratky s elektrony (6 bodi; primér 4,29; vesilo 7 student)

a) Druhym zpitisobem, kterym méfil J. J. Thomson velikost
mérného naboje elektronu, je pravé studium vychylovani
katodového zareni elektrickym polem. Uvazujte aparaturu
podle obrazku z minulé kapitoly serialu. Jak zavisi odchylka B
paprsku, zaznamenana na stinitku vpravo, na priloZzeném ®
napéti, rychlosti ,corpuscules“ a geometrickych vlastnos-
tech aparatury?

b) Jednim z problémi, se kterymi se J. J. Thomson potykal pfi
stanovovani mérného naboje elektront, byl nasledujici: Po
vstupu paprsku katodového zareni do magnetického pole se
paprsek rozsiril do tvaru jakéhosi véjite (viz obrazek). Tento
rozptyl paprsku ¢ini uré¢ovani poloméru kruznice, kterou ka-
todové zafeni vytvori, znacné nepresné (Thomson hovoiil o 20 %). Cim miizeme tento roz-
ptyl vysveétlit? Pokud uvedete, jakym zpiisobem by bylo mozno tuto nepfesnost zmensit,
vyslouzite si bonusovy bod.

¢) Zpracovanim dat z tabulky uréete velikost ndboje elektronu v piipadé, ze by olej mél
hustotu 920 kg-m~?, vzduch hustotu 1,2 kg-m™—> a viskozitu 17,1 - 10~ 7 Pa-s. Uzivali jsme
elektrické pole o intenzité 250 kV-m™?.

S resiteli si zaspdsovali Jakub a Pavel.

Zase elektron

Ozna¢me U prilozené napéti, m. hmotnost elektronu, e jeho ndboj a v jeho rychlost. Co
se tyde aparatury, necht vzdalenost mezi elektrodami je d, jejich délka s, vzdalenost mezi
koncem elektrody a stinitkem (koncem baiiky) I. Koneéné odchylku svazku (vzdélenost bodu
na stinitku od osy) ozna¢me y.

Privedené napéti vytvori v prostoru mezi elektrodami homogenni elektrické pole velikosti

E=2. 9)

V tomto elektrickém poli pusobi na elektron konstantni elektrickd sila, kterd mu udéluje
zrychleni

el eU
= = 10
Me dme (10)
ve sméru kolmém k ose banky.
Prulet elektronu mezi elektrodami trva dobu
T="2, (11)

v

12
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za tuto dobu se elektron vychyli do vzdalenosti

M

1,5 1eU s
= —aT?* == — 12
1= 2 dme v? (12)
a ziska pri¢nou rychlost
eUs
=al = . 13
Uy a dme'U ( )

Za elektrodami je elektron volny a jeho rychlost se zachovava. Pohybuje se proto pfimocare,
pod konstantnim thlem, danym slozkami rychlosti v, vy, vzhledem k ose baiiky. Z podobnosti
trojuhelnikt zjistujeme, ze odchylka y2, kterou elektron ziskd béhem této faze splituje

Y2 Uy

22— Y 14
) (14)

Kdyz to vSechno slozime dohromady, ziskame celkovou odchylku elektronu

eUs S
y—y1+y2—d7(l+§). (15)

Mev?
V&jitek
Jak vétsina feSitelt spravné odhadla, problémem je nestejna rychlost elektront. Podle

vztahu, uvedeného v seridlu se za¢nou elektrony, urychlené na rychlost v, v magnetickém poli
indukce B pohybovat po kruznici poloméru

MeV

eB

0= (16)

Protoze naboj a hmotnost elektronu jsou konstanty a magnetické pole ptisobi na vSechny
elektrony stejnym zptisobem (pole muZeme povazovat za dostateéné homogenni), musime vy-
svétleni hledat v rozdilné rychlosti.

Riuznou rychlost ziskavaji elektrony jiz pti svém vyletu z anody vlivem ruznych povrchovych
podminek (pfimési,...) a termického pohybu &astic.

Odfiltrovani je mozné v principu provést vice zpusoby. Za katodu muizeme napiiklad pfi-
dat dva otocné kotouce, ve kterych vyfizneme vzajemné pootocené stérbiny. Pri rotaci obou
kotoucu stejnou tthlovou rychlosti propusti aparatura pouze ¢astice, které maji rychlost prave
nutnou k prekonani vzdalenosti mezi kotou¢i v dobé, kterou kotouce potfebuji k pootoceni
mérenimi rychlosti molekul.

Dalsi moznosti je vlozit pred rozdélovaci magnetické pole kombinaci magnetického a elek-
trického pole takovou, Zze obé intenzity jsou vzajemné kolmé. Toto pole odchyluje vsechny
Castice kromé téch, které maji rychlost pravé nutnou k vyrovnani elektrické a magnetické sily.
Po prichodu dostatecné dlouhym takovym polem dostaneme pomérné presné svazek elektront,
které budou mit rychlosti pouze malo rozptylené. Po priichodu takto pripraveného svazku sa-
motnym magnetickym polem tak dostaneme pomérné dobry obraz.

13
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Data processing

Autor textu patého dilu seridlu se omlouvéa vSem FeSitelim seridlu, nebot diky jeho chybé
byla data uvedena v tabulce priloZzené k seridlu nesmyslna. Pii vypoctech pak vychazely vy-
sledky, které nekorespondovaly s textem uvedenym za tabulkou (ndbojem nesenym jednotli-
vymi kapkami). Uvedme proto alespon pro uplnost, jak by se pfiklad poéital v pfipadé spravné
zadanych dat, a vysledek vypoctt provedeny na zadanych datech.

Pomoci vztahu uvedeného v zadéani seridlu muzeme vypocitat naboj, ktery nesou jednotlivé
kapicky. O kazdé kapicce ,,vime“, jaky nese elementarni naboj, proto mizeme z dat pro kazdou
kapicku vypocitat velikost elementarniho nadboje. Vyslednou hodnotu pak ziskame jako primeér
hodnot pro vsechny kapicky nesouci nenulovy naboj. Po zpracovani zadanych dat ziskdme
vysledek

e~1,50-1071C,
ktery uvadime pouze pro orientaci. Pavel Motloch
pavel@fykos.mff.cuni.cz

Poradi resitell
po V. sérii

Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 4 4 44 4 8 6 34 100 164

1. Peter Kosec G Ludovita Stara, Trenéin 4 3 -2 4 3 - 16 61 64

2. Patrik Svancara G Ludovita Stara, Trenéin 2 -3 - 4 - 9 58 60

3. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - = - - - - 0 44 25

4. Tomas Trégner G J. Heyrovského, Praha - - - = - - - 0 28 14

5. Ondrej Benes SPS, Hronov - - - - - - = 0 57 8

6. Lubomir Grund G Zabteh 2 -2 -3 - - 7 58 7
7.—8. Alena Harlenderovd Slovanské G, Olomouc - - - - - - - 0 100 6
Adam Chlapecka G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - = 0 86 6
9.-10. Martina Starhovd G, Sumperk - - - - - - - 0 45 5
Markéta Svecovd G, Havlicktv Brod - - - - - - - 0 50 5
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 6 34 100 164
1. Barbora Drozdova G Ludovita Sttra, Trendin 2022 -1 — 7 48 56
2. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov 23 -- -8 - 13 60 40
3. Anna Chejnovskd G B. Némcové, Hradec Kralov 2 -3 - - 5 67 35
4. Tomds Pikdlek G, Boskovice 4 - 4 4 8 - 20 88 30
5. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stura, Trenéin - - - = - - - 0 44 28
6. Jiri Narozny G, Boskovice 13 -2 - - - 6 70 21
7. Dominika Kalasovd G, Boskovice - - -2 -8 - 10 80 12
8. Nurullah Karakoc - - - - - = = 0 60 9
9. Barbora Jani G Jana Keplera, Praha - - - - - - 0 38 3
Kategorie tretich rocniku

jméno $kola 1234PES V % ¥

Student Pilny MFF UK 4 444 4 8 6 34 100 164

1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 3444 4 8 4 31 7, 106

2. Miroslav Rapcdk G, Orlova - - -4 4 7 5 20 62 91

3. Zuzana Docekalova G, F. Hajdy, Ostrava 4 - - - -10 - 14 75 75

4. Veronika Pastykovd G J. Ortena, Kutnd Hora 232-3 6 5 21 52 73

5. Jan Bogar G Ludovita Sttra, Trendin - - - - - - = 0 72 66

6. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 234 -2 - 6 17 70 52

7. Jana Bazovd G Ludovita Stara, Trendin - 3 4 7T 61 46

8. Tereza Jerdabkovd SPS a SOU Letohrad - - - - - - - 0 82 41

9.—10. Katerina Honzdkovd G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0o 73 30

Petra Knazekovd G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - - - 0 43 30

11. Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - - - - 0 59 29

12. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - 0 47 26

13. Lada Peksova G Ch. Doppl., Zborovska, Praha - - - - - - 0 67 24

14. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tabor - = = =3 - - 3 65 20

15. Michal Husek G, Bucovice 2 - - - - - - 2 29 17

16. Stanislav Paldcek G M. Kopernika, Bilovec - - - - - - = 0 62 16

17.—18. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim - - - - - - - 0 31 10

Viktor Jamrich G Ludovita Sttra, Trenéin - - - = - - - 0 63 10

19. Michal Miiller G, Jevicko - - - - - - - 0 55 6

20. Jan Nevoral @G, Jana Masaryka, Jihlava - - - - - - - 0 45 5

21. Martin Chudjak SPS Martin - - - - - - = 0 44 4

22.-23. Vojtéch Dziewicki SG Dr. Randy, Jablonec n. N. - - - - - - - 0 100 3

Jiri Kerestes VOS a SPS elektrotech., Plzeri - - - - - - - 0 100 3

24. Jaroslav Pavela G F. Palackého, Val. Mezifici - - - - - - - 0 67 2
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Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola 12 4 PES V % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 8 6 34 100 164

1. Lukds Labor G, T¥inec -3 - - -7 10 70 67

2. Karel Kolar G, Spitalska, Praha 2 - 13 - - 6 57 52

3. Tereza Zdbojnikovd G, Uherské Hradisté 2 4 4 - - 2 15 57 50

4. Pavel Maly G Ch. Doppl., Zborovskéa, Praha — 3 - - - - 3 74 43

5. Lukas Cimpl G, Frenstat pod Radhostém - - - - - 0 65 42
6.—7. Madria Kieferovd G Sv. Frantigka, Zilina - - - - = 0 78 35
Prabhat Rao Pinnaka - - - - - - 0 80 35

8. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka, Vsetin - - - - - - 0 44 27

9. Martin Vyska G, Nad Aleji, Praha - - - - - - 0 96 26
10.-12. Jana Figulovd G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - - - 0 53 20
Michael Hakl G Ch. Doppl., Zborovska, Praha — — - - - - 0 67 20

Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha - - - - - - 0 59 20

13. Jan Humplik Prvni éeské G, Karlovy Vary - - - - - - 0 73 19

14. Hana Sustkovd G, Trutnov - - - - - - 0 39 18

15. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - 0 58 11

16. Michal Koutny G, Masarykovo nam., Ttebi¢ - - - - - - 0 100 10

17. Martin Polacko G, Alejova, Kosice - - - - 0 60 9

18. Vaclav Obrazek G Jana Keplera, Praha - - - - - - 0o 70 7

19. Barbora Handkova - - 1111 4 17 5
20.—21. Eva Haskovd G a SOS, Upice - - - - - - 0 25 4
Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - = 0 80 4

22.—23. Dana Suchomelovd G Ludovita Stura, Trenéin - - - - - - 0 100 3
Martina Vavdckova G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - 0 100 3

24. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava - - - - - - 0 17 1
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Reseni VI. serie

Uloha VI.1 ... odpor je marny (4 body; primér 4,44; vesilo 9 studentii)
Vypocitejte odpor n-rozmérné krychle mezi dvéma nejvzdalenéjsimi vrcholy (ty o soufad-
nicich (0,0,...,0) a (1,1,...,1)). Zkuste zadit od trojrozmérné a pouzijte stejny postup.
Prednesl Lukds Ledvina.

v

0. vrstva . . ; . O 3
predstavit. K tomu je dobré nakreslit si obrazek.

V zadani nebylo feCeno, Ze se krychle sestava pouze
z hran. Pokud bychom vsak uvazovali plnou krychli z ma-
teridlu o konstantni rezistivité, tak by méla mezi libovol-
1. vrstva nymi dvéma vrcholy nekonec¢ny odpor. V okoli vrcholu
se daji ocekavat jisté ekvipotencialni roviny. Zde je po-
tfeba si uvédomit, ze vyskytujeme-li se v n-rozmérném
prostoru, tak oblasti se stejnym potencidlem jsou variety
2. vrstva o n —1 rozmérech. Privedeme-li do néjakého vrcholu elek-
tricky proud, tak ve vzdalenosti d od vrcholu je ,,plocha“
ekvipotencidly timérna d"~'. Zajima-li nas odpor az do
vzdalenosti do, plati

3. vrstva do
Ry, = / edi (17)
0o S

kde vsak S znaéi plochu vyse zminéné ekvipotencidly, tedy

4. vrstva S~ 1"~ . Dosazenim do (17) dostavame pro n > 2

Obr. 7. Ctyirozmérna krychle do
Ry, ~ g/ '~ dl = 4o0.
0

Je vidét, ze odpor vice nez jednorozmérné krychle, coz je tsecka, je vici libovolnym dvéma
ruznym vrcholim nekonec¢ny. Proto se budeme dale zabyvat odporem n-rozmérné krychle slo-
zené z hran, kazda o odporu R.

V této tloze budeme znacit soufadnice vrchola (a:l, . ,x"), zt e {0,1}. Vzhledem k sy-
metrii tlohy lze pfedpokladat jisté ekvipotencialni plochy. Na k-té ekvipotencidlni plose lezi
vrcholy lezici v (n — 1)-rozmérném prostoru kolmém na télesovou thlopficku. Tato plocha
splniuje rovnici

n
in:k pro 0<k<nm. (18)

i=1
Pokud se snazime vypocitat odpor trojrozmérné krychle, tak nalezneme tyto, dvé ekvipo-
tencialni plochy a ,;secteme” odpory, které jsou zapojené mezi nimi, dale pak jiz feSime , pouze“
sériové spojovani odpord mezi jednotlivymi vrstvami. Mame-li v§ak krychli n-rozmérnou, jiz
nebudeme mit pouze tyto dvé ekvipotencialni plochy pro krychli, ale bude jich n — 1, kde n je

dimenze.

17
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Predpokladejme nyni tedy toto pasové uspofadani. Z kazdého vrcholu vychazi pravé n vo-
di¢t; do kazdého sméru {ei,...,e,} jeden.® Nejdiive vypoé&téme, kolik vrcholi je ve které
vrstvé. VSechny vrcholy lezici v k-té vrstvé jednak spliuji rovnici (18), déle jejich souradnice
z* € {0,1}. Z tohoto je jiz vidét, ze podet uzlll ve vrstvé je

Ny, = (Z) (19)

Najdéme nyni vztah mezi koeficienty binomického rozvoje.

(n): n! _ n! .m—|—1:< n )_m—i—l. (20)

m mln—m)  (m+Dn-—-m-1) n—m m+1) n—m

Vodict z vrstvy 0 do vrstvy 1 jde nNp, tedy soucin poctu uzli a dimenze.
Z prvni vrstvy vychézi opét nN; vodi¢id, nebot dva sousedé nemohou leZet v téze vrstve.
Avsak vodict, které se propojuji prvni a druhou vrstvu je jen

G12 :TLNl 77’LN0. (21)

Oznacime-li G4y pocet vodict spojujicich vrstvu z s vrstvou y, v naSem piipadé bude platit
|z — y| = 1, miZeme upravit vyraz (21) uzitim identity (20) do tvaru

Gra=n(") (1 - %) — (h— 1)\, .

Z tohoto vyrazu je vidét, ze z kazdého uzlu prvni vrstvy vychézi jeden vodi¢ do nulté vrstvy
a n — 1 vodi¢t do druhé vrstvy.

Zformulujme nyni domnénku: nachazime-li se v k-té vrstvé, tak z jednoho uzlu vychazi
n — k vodi¢a do (k — 1)-vé vrstvy a k vodi¢a do (k + 1)-vé vrstvy. Matematicky zapséno

Gk(k+1) = (TL — k)Nk . (22)

Diukaz provedeme indukci. Pro k = 0 jsme ovérili vySe. Nyni predpokladejme, ze

G(k—l)k:(n_k_1)<kil>'

Toto znamend, ze vrstvy k — 1 a k spojuje G(r—1), vodici. Dale vSak vime, Ze z vrstvy k

celkové vychézi n(Z) vodici, dale vSak neni zadna hrana rovnobézna s télesovou thloprickou,
coz jasné implikuje

G _ ("

k(k+1) n( k

Upravou vjrazu, pouzitim identity (20) dostavame

Guren =) =050, ) =a(2) -0k (1) =

3) Vektory e; = (0,...,0,1,0,...,0) majici jednicku na i-té pozici tvoii kanonickou bdzi n-rozmérného
prostoru. Kazdy z nich ma délku 1 a je kolmy na vSechny ostatni.

) — Gp—1)k -
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Timto jsme dokazali domnénku (22).

Chceme-li nyni vypodcitat odpor celé krychle mezi vrcholy (0,...,0) a (1,...,1), stadi vypo-
¢itat odpor mezi jednotlivymi vrstvami; celkovy odpor je souctem téchto parcidlnich odport.
Protoze jsou vSechny odpory stejné veliké, plati

R

R -
k(k+1) = Gk P
Pro odpor celé krychle plati

n—1 n

Ron=3 Ry =R =R -
: Z”” DY R DY gy

Toto je vyraz pro celkovy odpor krychle slozené z hran o odporu R v n-dimenziondlnim
prostoru mezi nejvzdalenéjsimi vrcholy.
Jesté je zajimavé vypocitat, jak se vyviji odpor v zavislosti na dimenzi, kdyz n — oo.

1 1 1 1 2R
RO"—R(Wm*“*m*a)N? -0

Je vidét, ze odpor klesa jako prevracend hodnota dimenze.

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.2 ... 6ték z koule (5 bodi; primer 3,00; vesili 3 studenti)

V uzemnéné kouli z vodivého materidlu je vyvrtan maly otvor, tak
akorat, ze nim projde mala nabita ¢astice. Umistime ji do vzdalenosti d
od stredu koule na spojnici jejiho stiedu a otvoru (viz obrézek 8). Nédboj
pustime. Jak daleko z koule vyleti ven? Zkuste vyuzit metodu zrcadlo-
vého potencialu. Nad koulemi rozjimal Pavel M.

N&boj uvnitt koule na ni pfitdhne ze zemé naboj opacny a ten se na
ni urcitym zpisobem rozprostie. Vlastnosti vodi¢i a tedy i nasi koule
je, ze jejich povrch mé vsude stejny potencidl, pro urcitost si ho zvolime
jako nulovy.*

Nyni si odmysleme velkou kouli a pfimysleme naopak néjaky druhy bodovy naboj. Pred-
pokladejme, ze v celkovém poli ptivodniho a nového se nachéazi plocha nulového potencialu,
ktera presné kopiruje pivodni kouli. Potom je ziejmé pole téchto dvou naboji ekvivalentni
s ptivodnim polem néboje a koule.’

Kam zrcadlovy naboj umistit a jak bude velky? Ze symetrie bude ziejmé lezet na ose
Castice a otvoru. Situaci budeme popisovat v fezu prochazejicim touto osou, s pocatkem ve
stfedu koule a osou x mifici k otvoru. Ozna¢me r polomér koule, @ zrcadlovy naboj a D jeho

Obr. 8. Koule
s Casticl

4) Pokud by viude stejny nebyl, elektrony by se pohybovaly ve sméru jeho

spadu.

5) Tato avaha je, feknéme, klasicka a v zadani na ni bylo odkazovano pod nazvem metoda zrcadlového
potencidlu. Pro obsirnéjsi vysvétleni odkazujeme na 2. dil Feynmanovych prednasek, ¢ast 6.7.
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vzdalenost od pocatku. Potom zfejmé v bodech (—r,0), (r,0) vyzadujeme nulovy potenciél,

tedy
a_ . Q q Q

r—d D-—r ’ r+d D+r

Vynasobenim jmenovateli a seCtenim, resp. ode¢tenim, rovnic dostaneme

T 7’2

Q:—QE7 D:E'

Nyni ovétfime, ze plocha o nulovém potencialu je skuteéné vyzadovana koule. Tedy pokusime
se rovnici
q Q

Vo0t Ja-DEts

upravit na tvar 22 + y? = r2. A skuteéné, nékolika elementarnimi algebraick§mi Gpravami
a vyuzitim vztaht pro Q a D se ndm to povede. Pouziti zrcadlového naboje je tedy opravnéné
a potencial v misté Castice, nez se zacala pohybovat, je

_ 1 Q@ g T
T 4meg D —d Admegr2 —d?

®1

Co d4l? Céstice se za¢ne piisobenim naboje na kouli pohybovat ven z koule a s ni zrcadlovy
naboj naopak smérem ke kouli. Ve chvili, kdy castice kouli opusti, na ni ale zacne piisobit
tato sila v opafném sméru a Castice se po Case zastavi. V tu chvili bude mit zfejmé stejnou
potencialni energii jako na zacatku.

Ozna¢me [, resp. L, vzdalenost &astice, resp. zrcadlového nédboje @', od poéatku v situaci,
kdy je ¢astice venku a zrcadlovy naboj uvnitt. Potom ziejmé Q' = —qr/l a L = 72/l jako
v prvnim piipadé. Pro potencial v misté ¢astice tedy mame

_ 1 _ q r
T dmegl— L 4weg 12 —r2

©2

Z rovnice p1 = @2 potom uZz jednoduse vyjadiime [ = v/2r? — d? a vzdalenost ¢astice od koule,

na kterou se ptala tloha, tedy bude v/2r2 — d2? — r.
Jan Hermann

honzah@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.3 ... relativisticka koule (4 body; primér 2,00; vesilo 5 studentii)

Prii pohybu rychlosti srovnatelnou s rychlosti svétla dochazi ke kontrakci délek, ale zaroven
se ndm piedmét zda delsi nez ve skutecnosti je (zkuste sledovat paprsky svétla vyslané z blizsiho
a vzdélenéjsiho konce télesa). Vypoditejte, jestli se u relativistické koule tyto efekty nevyrusi.

Z Cambridge donesl Dalimil.

Spravné feSeni této tlohy se nam bohuzel do uzavérky tohoto c¢isla nepodafilo zajistit.
Vzorové feseni bude v pfiStich dnech dostupné na nasich internetovych strankach. Ptijméte

nasi omluvu. JUCI
Tomas Jirotka
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Uloha VI.4 ... kdmen na pistu (5 boddi; primeér 2,88; fesilo 8 studentii)
Marek m4 pist o rozméru S s idedlnim plynem v rovnovdzném stavu (p, V
a T). Na tento pist z vysky h pusti kdmen o hmotnosti m (viz obr. 9). Pist se
stlac¢i a opét vrati do néjaké polohy zpét. Jak zavisi tato poloha na hmotnosti
kamene a vysky, ze které byl upustén? Je mozné, Ze se pist ustali ve vyssi poloze
nez byl prve? Jak se zméni teplota plynu v pistu?
Napadlo Mdru pri vymysleni perpetua mobile.

om

h

Pokusme se uvazovat takovy fyzikalni model, ktery aspon trochu odpovida
realité a zaroven je dostatecné jednoduchy.

Predpokladejme, ze vélec je umistén v atmosféie o tlaku pa., pficemz prestup Obr. 9.
tepla mezi plynem uvniti vélce a vnéj$i atmosférou je velmi maly, jako je tomu

Pist pred
tfeba u termosky, kterd ma tepelné izolovanou vnitfni a vnéjsi sténu. Vnitini sténa dopadem
véalce je v tepelné rovnovaze s plynem uvnitt a vnéjsi sténa je v rovnovaze s vnéjsi kamene

atmosférou. Pokud ohfejeme vnéjsi stény véalce, teplo nebude proudit dovnitf
a naopak. Ozna¢me hmotnost pistu M. Tepelnou kapacitu C' vnitfni stény valce uvazujme
nejprve nulovou, na konci se k tomu vratime.

Pti feseni tlohy vyjdeme ze zdkona zachovani energie. Soucet mechanické energie systému
a ,tepelné“ energie systému musi byt na zacatku i na konci déje shodné.

Béhem nepruzné srazky kamene a pistu se ¢ast kinetické energie kamene prfeméni v teplo Q,
které ohfeje jednak kdmen a jednak vnéjsi sténu pistu. Rychlost kamene tésné pred srazkou je
vo = v/2gh, rychlost pistu s kamenem po nepruzné srdZce je rovna vy = muvo/(m + M), jak
plyne ze zachovani hybnosti, a jeho kineticka energie

2,2 2

m-vy m~gh
By = = . 23
LT om+ M) T m+ M (23)

Predpokladejme, Ze uvolnéné teplo @ unikne do atmosféry a nebude hrat roli v ndmi zkoumané
energetické bilanci.

Stav v okamziku srazky kamene a pistu berme za poc¢atecni, vertikalni poloha a potencialni
energie kamene a pistu budiz v tomto okamziku zvolena jako nulova. Veli¢iny vztahujici se
k pocatecnimu, resp. koncovému stavu budeme znacit indexem 1, resp. 2. Vnitini energie
idedlniho plynu je dana

U =aNkgT = apV,

pricemz druhé rovnost plyne ze stavové rovnice. Zde N znaci pocet molekul, kg Boltzmannovu
konstantu a @ = 5/2 pro dvouatomovy plyn (nap¥. dusik, kyslik). Celkova energie poc¢ate¢niho
stavu je

Ey=Ex1+ U =Ek1+ap1Vi.

V pocatecnim a koncovém stavu je vysledna sila piisobici na pist nulova a plati tedy rovnosti

p1=pa+ Mg/S
p2 =p1+mg/S, (24)

kde S je plocha pistu. Pist je v koncovém stavu v klidu, musel tedy nutné byt brzdén tfenim,
jinak by totiz stale osciloval kolem rovnovazné polohy. Pti tfeni vznikd teplo na vnitini sténé
valce, které prechazi do uzavieného plynu. Energie ztstava v systému.
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Celkova energie koncového stavu je
Es = Epg +Us = (m -+ M)gs -+ Ozszz s

kde s je vyska pistu oproti poc¢atecni. Tlak p2 je dan rovnici (24) a zérovenn Vo = Vi + Ss. Diky
rovnosti F1 = E3 potom plati

Erx1+ apiVi = (m+ M)gs + a(pr + mg/S)(Vi + Ss).

Zvednuti pistu s odtud poté vyjadiime

Er1— amgd
L+ a)g(m+ M) + ap.S

Zavislost energie Ej 1 na hym,M je didna vztahem (23).

Z vyjadreni s je patrné, ze pist vystoupi vysSe, nez byl pivodné, v pfipadé, ze Fr 1 > amgd.

Pokud by veskeré teplo @) preslo zpét do systému a nikoli do okoli nebo pokud m > M,
podminka pro zvednuti pistu je mgh > amgd, a tedy pro dvouatomovy plyn h > 5d/2.

Kdyz pist stoupne a jesté ke vSemu nese vétsi zatéz nez puvodné, je zfejmé, ze teplota plynu
vzrostla mezi pocatecnim a koncovym stavem. Teplota samoziejmeé vzroste ve vSech pripadech,
protoze kdyz naopak pist klesne, kineticka energie i rozdil potencialni energie mezi poc¢ateénim
a koncovym stavem se ulozi do vnitini energie plynu.

U¢inili jsme celkem neopravnény predpoklad o nulovosti vlastni tepelné kapacity C vnitini
stény valce. Vsimnéme si ale, Ze kapacitu C' lze do provedenych vypocti snadno zapocitat
zvétSenim konstanty «. Tudiz C zahrneme pfimo do tepelné kapacity plynu.

Neéktefi z vas povazovali cely déj za adiabaticky, tedy bez pfenosu tepla mezi vnéjskem
a systémem. V pripadé klasického adiabatického déje by vyslednému vétsimu tlaku jisté musel
odpovidat mensi objem. Nulovy pfenos tepla mezi vnéjskem a systémem jsme predpokladali
také, ale je tfeba si uvédomit, ze teplo vznikne tfenim pfi brzdéni pistu.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... lidsti ptdci (4 body; primér 3,31; vesilo 18 studenti)

Titan — druzice Saturnu — je mrazivy svét (povrchova teplota asi 94 K) s mohutnou dusi-
kovou atmosférou, s ledovym povrchem a uhlovodikovymi jezery. Pramér Titanu je 5150 km,
hmotnost je 1/45 hmotnosti Zemé, tloustka jeho atmosféry je 200 km a tlak na jeho povrchu
je 1,5 atmosféry.

Na zéakladé predlozenych tudaji urcete gravitacni zrychleni na povrchu a odhadnéte hus-
totu atmosféry. Srovnanim s parametry ptaki v pozemskych podminkach rozhodnéte, zda by
opereny c¢lovek mohl na Titanu létat. Létat se zachtélo Honzovi P.

Gravita¢ni zédkon ve tvaru a = ;«rm/r2, kde a oznacuje zrychleni, s gravitacni konstantu,
m hmotnost planety a r vzdéalenost od stfedu, plati jak pro hmotné body, tak pro libovolné
kulové symetrické rozlozeni hmoty (analogie mezi gravitaci a elektrostatikou). Dodejme, Ze pro
tihové zrychleni na Zemi plati g = »M/ R? a z poméru obou rovnic dostaneme

2
a= % (g) g=134ms""'.
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Co se v zaddni mini tloustkou atmosféry? Hustota atmosféry s vyskou klesa pt¥iblizné expo-
nenciilné, coz vyjadiuje barometrickd formule (totéz pro tlak)

= goexp (2L
Q= Qo p RT ’

v niz A oznacuje molarni hmotnost, g zrychleni, h vysku nad povrchem, R plynovou konstantu
a T termodynamickou teplotu. VSimnéte si, Ze v ¢itateli stoji potencidlni energie jednoho molu
v homogennim tihovém poli, takze tento vztah je jednoduchym disledkem vztahu Boltzman-
nova. V grafu se zavislost hustoty (logaritmické méritko) na vysce (linedrni méfitko) podobéa
klesajici pfimce. V urcité vysce pozorujeme maly ,zhup“ podobny skelnému prechodu. V této
vysce také zacinad rust teplota. Tloustku atmosféry definujme jako konec tohoto prechodu;
v zemské atmosféfe mu odpovid4 vyska h = 110km a hustota o = 10~ kg-m 2. Lze ted postu-
povat obracené a z definice tloustky atmosféry jako vysky, kde hustota nabjva 10~% nasobku
hustoty na povrchu, odvodit tloustku atmosféry? Pokud povazujeme tihové zrychleni za kon-
stantu, nikoliv. Z vysky atmosféry totiz odvodime pouze rychlost poklesu, ale tlak bude vzdy
piimo Gmérny celkové hmotnosti atmosféry.°

Pokud bychom (mechanicky) vychéazeli ze vzorce pro hydrostaticky tlak p = hoa, dostali
bychom nesmyslné nizkou (v atmosféfe konstantni) hustotu o = 0,57kg-m~3. Tento model
totiz uvazuje kapalnou atmosféru.

Vhodnéji atmosféru popiseme modelem idealniho plynu, ktery predpokladé platnost stavové
rovnice pM = oRT. Z ni plyne hustota dusiku (M = 0,028kg-mol™') o = 5,4kg-m™3; rovnice
van der Waalsova dava hustotu ¢ = 5,6kg-m ™. Pro danou teplotu a tlak jsou podminky
platnosti rovnic splnény.

Mohl by na Titanu opefeny clovék létat? Za létani povazujeme jednak aktivni tfepetani
k¥idélky jako vrtulnik, jednak pasivni nadnaSeni diky profilu kfidel jako u rogala. VySetfujme
podminky aktivniho letu. V nagem fddovém odhadu oznac¢ime charakteristickou délku R a frek-
venci f: K zemi ,letouna“ tahne tihové sila F' ~ R3pja (vatlak zanedbatelny), zatimco k véénym
idealiim mifi sila odporova turbulentniho proudéni F ~ oR* f? (odporovou silu pfi pohybu kii-
del nahoru lze diky nizké rychlosti zanedbat). Podminka rovnovahy dava pro ¢lovéka stejné

velikosti jako orel iméru
\/7 pr [Tz . ~5
pz V It

kde jsme odhadli orli hustotu asi na 0,7g-m™ (mozna jste si vSimli, Ze néktefl ptacci maji
nizsi hustotu nez voda, a tedy plavou). Na druhou stranu takovy model po¢itd s hmotnosti
ptéka asi 50kg, coz dost nesedi, tedy presnost tohoto odhadu je asi jeden fad. Vypocitejme
jesté potfebny vykon

P =FRf ~ oR°f®.

Vykon vyrazné zavisi na charakteristickém rozméru a na frekvenci. Pro metrového orla vychézi
na zemi Ffadové desitky watt. Pro Clovéka s dvoumetrovymi kfidly na Titanu fadové stovka

6) Pokud bychom misto homogenniho tihového pole uvazovali tihové pole planety, v némz je poten-
ciondlni energie E, = —sxMm/x, objevil by se problém. Hustota by totiz se vzrustajici vzdéalenosti
konvergovala k nenulové konstanté. To by znamenalo nekone¢nou celkovou hmotnost, ¢imz by byl po-
rusen predpoklad, Ze pole zpusobuje pouze masa Titanu. Navic bychom u takto nekonecného télesa
tézko mohli tézko mluvit o tepelné rovnovaze.
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watt. Zkouseli jste nékdy Splhat na lané bez nohou? Borci vykonu fadové stovky wattu do-
sahnou.

Zavérem tedy konstatujeme, ze diky vyssi hustoté a niz§imu tihovému zrychleni by opefeny
¢lovék nejspis mohl 1état, ale musel by se pékné ohanét. Jakub Michélek

jmi@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.E ... vratné lahve (8 bodi; primér 4,64; vesilo 14 studentii)
Kupte si standardni sklenénou lahev od piva nebo minerdlky a zméite, jak zavisi vyska
tonu vydaného po fouknuti na hrdlo na vysce vodni hladiny v lahvi.
Vymaysleli organizdtori na pravidelné schizi.

Teorie

Nejdrive se zamyslime nad tim, jaky tén z lahve po fouknuti na hrdlo uslySsime. Musime
ovSem udélat néjaka pribliZzeni, abychom se k rozumnému vysledku vibec dopracovali. Tim
hlavnim bude tvar lahve, budeme ji povazovat za tzky duty valec s jednim koncem otevienym,
druhym uzavienym (viz obr. 10).

V lahvi pak vznikd stojaté vlnéni, které ma na uzaviené strané uzel, na oteviené kmitnu.
Nejmensi (zakladni) frekvence, kterd tuto podminku spliiuje, je

- = 2
f 0 4l ) ( 5)
kde c je rychlost zvuku ve vzduchu, [ je vzdéalenost od vodni hladiny k hrdlu. Ta je v tomto
pfipadé pravé ¢tvrtinou vlnové délky vzniklé viny (obr. 10 nahofe).

Obr. 10. Vlny vznikajici
v klarinetu

Na obrazku 10 vidime jesté dalsi mozné stojaté vlny, jsou to vyssi harmonické frekvence,
v téchto situacich je [ rovno tfem, péti, sedmi,... ¢tvrtindm vlnové délky vzniklé viny a od-
povidajici frekvence jsou 3 fo, 5fo0, 7fo,- .-

Co s takto vypoctenymi frekvencemi udéla ztzeni hrdla? Lahev od piva neni totiz ni¢im
jinym nez Helmholtzovym rezonatorem’. Mizeme si jej predstavit jako kouli s valcovym hr-
dlem. P#i fouknuti na usti lahve dochéazi ke zvétSeni tlaku v hrdle a jeho obsah tla¢i na vzduch

7 O Helmholtzové rezonadtoru si miizete v anglictiné pocist napfiklad na internetové adrese
http://phys.unsw.edu.au/jw/Helmholtz.html, véetné odvozeni rezonancni frekvence.
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v dutiné lahve — ten potom funguje jako pruzina a vrati vzduch zpét. Tyto periodické zmény

potom vydavaji zvuk o frekvenci
c S
fo=o Ve (26)

kde c je rychlost zvuku, S plocha hrdla, L jeho délka a V objem dutiny lahve.

Protoze nami pouzitd lahev bude mit pomér priméru hrdla a dna pomérné maly (asi
1/3), mizeme ocekavat, ze v naméfeném spektru budou zastoupeny jak frekvence vznikajici
rezonanci celého vzduchového sloupce, tak i ty vzniklé rezonanci vzduchu v hrdle.

Experiment

Ke méfeni jsme pouzili pivni lahev nejmenované starobrnénské znacky, vodu, pravitko a po-
¢itaé s mikrofonem. Pokusy jsme nahravali do programu Audacity®, kde jsme potom provedli
spektralni analyzu.

Jak jsme predpokladali, zzeni hrdla se projevilo zvlast na zdkladni frekvenci, kterd byla
uplné prehlusena frekvenci Helmholtzovou. Jak ji tedy mizeme najit? Nastésti se ndm v za-
znamu ukazaly vyrazné piky u hodnot vyssich, které odpovidaji druhé az sedmé harmonické
frekvenci, jak vidime na obrazku 11. Protoze pro n-tou frekvenci plati

fo=02n-1)fo, (27)
dokazeme linearnim fitem urcit hodnotu fo.
T HEL L } T R L j
: : : ' ' prapg&h intenzity ———

0 ; ; ; ' vy&&i harmonické frekvence +--o--4
g | - A A

= : : : : : : :
~ L : : : : : : : : B
50 - L A A LS
B L L NI L ) oy J

0 5000
[ [He]

Obr. 11. Typicky prubéh intenzity

8) http://audacity.sourceforge.net/
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Obr. 12. Priklad fitu pro zjisténi fo
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Na obrazku 12 vidime ptiklad fitu ke zjisténi frekvence. Fitujeme pfimou timérou popsanou
rovnici (27). Odectené hodnoty z grafii intenzit naleznete v tabulce.

Tabulka vysledki méfeni

I [cm] | fur [Hz] | 3o [Hz] [5fo [Ha] | 7o [Hz] [9fo [Ha] | 11fo [Hz] [ 13/o [He
14 268 1687 3008 4124 5143 6377 n/a
15 237 1619 2870 3786 4868 5948 6834
16 221 1582 2666 3519 4636 5643 6439
17 214 1529 2454 3344 4406 5309 6174
18 209 1496 2258 3206 4175 4977 5943
19 199 1435 2106 3103 3936 4756 5650
20 189 1365 1967 2995 3694 4578 5307
21 187 1317 1880 2894 3517 4436 5121
22 168 1239 1802 2743 3393 4228 4828
23 160 1180 1752 2622 3262 4052 4736
24 148 1102 1696 2471 3163 3822 4527

Tedy uz zbyva jenom zpracovat nalezené zakladni frekvence. Tyto hodnoty jsou spolu
s fitem vztahu (25) zaneseny v grafu 13. Fitovana konstanta ¢ ma vyznam rychlosti zvuku
a jeji hodnota vychazi

c=(323+2)ms"".

Odecteni Helmholtzovy frekvence neni takovy problém, jde vzdy o nejvyraznéjsi pik z celého
spektra. Jeji velikosti jsou opét v tabulce. Protoze lahev nema zrovna lehce urcitelné rozmeéry
hrdla (je obla a hrdlo pfechézi v télo lahve plynule), konstanty v rovnici (26) neumime zmé¥it.
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Upravime ji tedy do tvaru

c A
fH_%\/V0+(x—0,14)SL’ (28)

kde konstanta A = S/L parametrizuje hrdlo, Vs uréuje objem vzduchu v oblé ¢asti lahve a St
je prufez dna. Proménna z stejné jako v minulém pripadé reprezentuje vzdélenost hladiny
od usti hrdla. Pokud timto pfedpisem fitujeme ziskana data, obdrzime hodnoty: A ~ 3 mm,
Vo ~ 149cm? a Sr ~ 26 cm?, coz jsou veelku realné udaje. Naméfens data spolu s fitovanou
zévislosti (28) najdete v grafu na obr. 13.

600 % T T T T T
prvni harmonické frekvence —o—i
B ~I-§-I fitovana zavislost ------- B
500 @_‘. Helmholtzova frekvence - -+-1
=N fitovana zavislost -----
- F§“L\ —
400 @4@ -
= _ L ]
S
300 -
— &‘N ~
oo _
R
L A = T T - —
200 m-w—_}_—___tb__%_ )
L LS i _
100 | | | | | |
12 14 16 18 20 22 24 26
z [cm]

Obr. 13. Kone¢né vysledky méreni

Diskuse

7 vysledku grafického zpracovani vyplyva, Ze se namérené hodnoty dobte shoduji s teorii.
Rychlost zvuku je sice pro teplotu asi 20°C rovna piiblizné 340m-s—', ale tento rozdil je
pravdépodobné zplisoben tvarem lahve a to jsme cekali.

Jak je vidét, u mensich vzdalenosti hladiny od tusti hrdla je frekvence nizsi nez ocekavana
— to je zpusobeno pravdépodobné tim, ze zizeni lahve je jiz neprijemné blizko. Kdyby byla
lahev dostatecné velka, nemuseli bychom se pravdépodobné viibec jejim tvarem zaobirat.

Vysledky fitu Helmholtzovych frekvenci potvrzuji, Ze se lahev opravdu chovéa jako Helmhol-
tziv rezonator. Jejich intenzita je nejvétsi a s prehledem prehlusuji frekvence vzniklé rezonanci
celého sloupce.

Poznamky k resenim

Témér vSichni fesitelé dospéli ke spravnému hyperbolickému grafu. Bylo ale vhodné méfit
vzdélenost od hladiny k tsti (jak vyplyva z teorie), ne ode dna. Vysledky se potom daji lépe
porovnat a navic takto zavislost nékteri mylné povazovali za exponencialu. Za pékné zpracovani
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jsme chtéli pochvalit Karla Kolafe, ale ten svoje feSeni poslal tak pozdé, Ze si nic nezaslouzi.

Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.S ... atomové modely a Rutherfordiiv experiment (6 bodi; primér 3,00;
Tesil 1 student)

a) Rozhodnéte, zda stabilita (popf. rozmér) saturnského atomového modelu zdvisi na atomo-
vém cisle Z.

b) Upravte vzorec(vztah 12 ze Sesté kapitoly) pro pravdépodobnost rozptylu a-édstice pod
velkym tuhlem ¢ tak, abyste dostali prakti¢téjsi vztah pro pravdépodobnost dopadu na
Jjednotku plochy scintilatoru, a uvazte, jak byste ho vyuzili k urceni materialu ostfelovaného
vzorku. Dale odhadnéte, jak by se vzorec zménil, pokud bychom neuvazovali centralni naboj
Ze, nybrz Z rozptylenych elementarnich naboji e jako tfeba v Lenardové modelu.

¢) Vroce 1896 objevil astronom E. C. Pickering ve svétle hvézdy ¢ Puppis &éry, které spliiovaly
Rydbergertiv vztah (vzorec 7 v Sesté kapitole) pron = 2 am = 2,5; 3;3,5; 4;4,5; ..., tedy
i pro polocela ¢isla! Vysvétlete tuto zdanlivou nesrovnalost s Borhovym modelem.

S resitelem si zaspasovali autori seridlu.

Saturnsky model

V Sestém dile seridlu byl predstaven Nagaoktiv saturnsky model atomu takto: jedna se
o kladné nabité jadro (ndbojem Ze, tedy prvek ma atomové ¢islo Z) a prstenec z elektroni
krouzicich okolo. Ma-li byt takova soustava stabilni, musi existovat rychlost obihani, pti které
se vyvazi vSechny sily ptsobici na kazdy jednotlivy elektron, totiz sila pritazliva k jadru,
odpudivd od ostatnich elektronu a sila odstfediva. Pro jednoduchost budeme piedpokladat,
ze elektrony jsou rozestavéné ve vrcholech pravidelného mnohothelniku se stfedem v jadre.
Vzdalenost mezi jddrem a elektronem oznac¢me r; to je vlastné hledany polomér atomu.

Je-li mnohotihelnik Z-tihelnikem, sviraji pruvodice nultého a n-tého elektronu tihel

aiQ’nn
"z

Stejny thel je mezi odpudivou silou pusobici mezi témito elektrony a teénou k prstenci v misté
kazdého z obou elektront. Z odpudivé sily se tak uplatni jen slozka dand faktorem sin(cs,/2).
Vzdalenost mezi nultym a n-tym elektronem je z kosinové véty r2 = 27"2(1 — Cos i ), tedy

. Qnp
Tn :27’5111?.

Odpudiva sila ptsobici na nulty elektron je pak soucet odpudivych sil od vsech ostatnich
elektronti, prvniho az (Z — 1)-ho;

2 Z-1 -

e 1 0571,
Fogp = —— — sin —
dp 4reg HZ::I r2 s 2 4 47‘(60 r2 Z sin an/2

Pritazliva sila je jasna,
e? Z
4meg 2’

pii —
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takze pro rovnovahu musi byt

mv2

Foii = I ,
P odp+ r

coz po dosazeni a preskupeni da

9 Z—1

e 1 1 2
4meg 4 Z . NT mre (29)
n=1 sin —-

A

Zévorka je vizdycky kladna a pro myslitelnd Z je fadu 10', takze vzdy je mozné vhodnou
rychlost{ docilit stabilniho ob&hu. Odpovéd na druhou otédzku v zadani neni Giplné jednoznacénd
— polomér prstence (atomu), jak vidime v (29), zdvisi mnohem silnéji na rychlosti, s jakou
elektrony obihaji kolem jadra, nez na atomovém cisle.

Rozptyl castic
Prouzek plochy detektoru uhlové sitky d¢, ktery lze zasdhnout a-casticemi rozptylenymi
pfi odstrelovani pod thlem ¢, mé obsah
dS = 2nr? sin ¢ dep = 2nr? sin(n — ¢) dep.

Vydélime-li elementem plochy rovnici ze zadéni, dostaneme

@ 1 2 T—¢
dS  2xr2” " sin(w — ¢)’

kde pro pripomenuti
1 ZeQ

= 1 2"
4Teg 5Mug

Ry,

Jelikoz ¢ je blizké =, je i sin(w — @) blizké © — ¢, a tak muZeme jejich podil nahradit jednickou.
Konstanty zatratime v imérnosti a zbude jen

dp

15 ~ B~ (Ze)?. (30)

Pokud budeme porovnavat pocty dopadii na stejnou plosku pii rozptylech na rtznych mate-
ridlech, mély by tudiz vyjit v poméru Z%/Zzz. Znéme-li jeden material, jsme z experimentu
schopni ur¢it atomové éislo druhého a tedy i jeho slozeni. (Oba materidly musi byt samoziejmé
¢isté prvky).

Jestlize by jadra nebyla koncentrovana v jednom bodé a misto toho by bylo Z jader o na-
boji e rozmisténo po atomu, dostali bychom pro kazdé jadro rovnici (30), kde by bylo Z = 1.
Jelikoz jader mame tentokrat vice, kazdé by pfispivalo k ¢etnosti dopadi podobnym zptisobem
a vysledny efekt by mohl byt pfiblizné popsany tmérnosti

dp

2
as Z - Ry,

2
|Z:1~Ze .

Pak by pomér pro rtizné prvky byl pouze Z1/Z2, coz lze snadno ovérit.
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Hvézdné &ary
Jak bylo uvedeno v serialu, Rydbergova formule zni

1 2n?k*mZ%e* (1 1
= e (o e) (3D

kde k = (4ﬁ50)_1. Vsimnéme si, ze kdyz vynasobime polocelé ¢islo dvéma, dostaneme celé
¢islo. Ve vzorci (31) se vyskytuji druhé mocniny, takze ty bude potieba vynasobit ¢tyimi,

1 1 1
—=4Rz-1 | — — —5 | -
AT ((W (2m>2)
Kam nyni se &tyfkou, kterd v (31) neni? Jedind veli¢ina, kterd neni pfirodni konstanta, je
atomové cislo Z. Mame tedy
g (11
xR w2 )
Astronom Pickering tudiz nepozoroval atomarni vodik, ale jednou ionizované atomy helia o He™,

které se chovaji uplné stejné jako vodik, jen maji dvojnasobny jaderny naboj.

Jakub Benda
jakub@fykos.mff.cuni.cz
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Zavérecné poradi

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1 34PE VI % X

Student Pilny MFF UK 4 45 4 8 36 100 200

1. Peter Kosec G Ludovita Stara, Trenéin - 025 5 12 60 76

2. Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Trenéin - 1 3 4 6 14 60 74

3. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - - 0 44 25

4. Tomas Trégner G J. Heyrovského, Praha - - -3 1 4 29 18

5. Martina Starhovd G, Sumperk - -2 11 6 33 11

6. Ondrej Benes SPS, Hronov - - - - - 0 57 8

7. Lubomir Grund G Zabteh - - - - - 0 58 7

8.—9. Alena Harlenderovd Slovanské G, Olomouc - - - - - 0 100 6

Adam Chlapecka G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - 0 86 6

10. Markéta Svecovd G, Havlicktv Brod - - - - - 0 50 5
Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1 34 PE VI % X

Student Pilny MFF UK 4 4 5 4 8 36 100 200

1. Barbora Drozdova G Ludovita Stuara, Trenéin 2 -1 1 - 4 46 60

2. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov 3 - - 4 7 59 47

3. Anna Chejnovskd G B. Némcové, Hradec Kralov 4 - - -5 9 69 44

4. Jirt Narozny G, Boskovice 6 45 3 - 18 83 39

5. Tomds$ Pikalek G, Boskovice - - - - 6 6 86 36

6. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - 0 44 28

7. Dominika Kalasovd G, Boskovice 3 - -3 4 10 71 22

8. Nurullah Karakoc - - 0 60 9

9. Barbora Janu G Jana Keplera, Praha - - - - - 0 38 3
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Kategorie tretich rocniku

jméno $kola 1 34 P E VI % X
Student Pilny MFF UK 4 4 5 4 8 36 100 200

1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 6 35 4 6 24 77 130
2. Miroslav Rapcdk G, Orlova 4 - 4 4 14 63 105
3. Veronika Pastykova G J. Ortena, Kutna Hora - 2 4 4 15 53 88
4. Zuzana Docekalovda G, F. Hajdy, Ostrava - - - 0o 75 75
5. Jan Bogadr G Ludovita Stara, Trenéin - - - - 0 72 66
6. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - 0 70 52
7. Katerina Honzakovda G Jana Keplera, Praha 6 - -4 5 20 81 50
8. Jana Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - 0 61 46
9. Tereza Jerdabkovd SPS a SOU Letohrad - - - - - 0 82 41
10. Petra Knazekovd G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - 0 43 30
11. Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - - 0 59 29
12. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - 0 47 26
13. Lada Peksova G Ch. Doppl., Zborovska, Praha — - - - - 0 67 24
14. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tabor - - -3 - 3 66 23
15. Michal Husek G, Bucovice - - - - - 0 29 17
16. Stanislav Paldcek G M. Kopernika, Bilovec - - - - - 0 62 16
17.—18. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim - - - - - 0 31 10
Viktor Jamrich G Ludovita Stura, Trendin - - - - - 0 63 10

19. Michal Miiller @G, Jevicko - - - - - 0 55 6
20. Jan Nevoral @G, Jana Masaryka, Jihlava — - - - - 0 45 5
21. Martin Chudjak SPS Martin - - - - - 0 44 4
22.-23. Vojtéch Dziewicki SG Dr. Randy, Jablonec n. N. — - - - - 0 100 3
Jiri Kerestes VOS a SPS elektrotech., Plzeti - - - - - 0 100 3

24. Jaroslav Pavela G F. Palackého, Val. Mezitici — - - - - 0 67 2
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Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola 1 4 P E VI % X

Student Pilny MFF UK 4 5 4 8 36 100 200

1. Karel Kolar G, Spitalska, Praha 6 34 9 22 66 T4

2. Lukas Labor G, Tfinec - - - - 0 70 67

3. Tereza Zdbojnikovd G, Uherské Hradisté - - 0 57 50

4. Pavel Maly G Ch. Doppl., Zborovska, Praha - - - o 74 43

5. Lukas Cimpl G, Frenstat pod Radhostém - - - - 0 65 42

6. Prabhat Rao Pinnaka - - - 5 5 77 40

7. Maria Kieferova G Sv. Frantiska, Zilina - - - - 0 78 35

8. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka, Vsetin - - - - 0 44 27

9. Martin Vyska G, Nad Aleji, Praha - - - - 0 96 26
10.-12. Jana Figulovd G Ludovita Sttra, Trendin - - - = 0 53 20
Michael Hakl G Ch. Doppl., Zborovska, Praha — - - - 0 67 20

Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha - - - - 0 59 20

13. Jan Humplik Prvni ceské G, Karlovy Vary - - - - 0o 73 19

14. Hana Sustkovd G, Trutnov - - - - 0 39 18

15. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - 0 58 11

16. Michal Koutny G, Masarykovo nam., Ttebi¢ - - - - 0 100 10

17. Martin Polacko G, Alejova, Kosice - - - - 0 60 9

18. Vidclav Obrdzek G Jana Keplera, Praha - - - - 0 70 7

19. Barbora Handkovd - - - - o 17 5
20.—21. Eva Haskovd G a SOS, Upice - - - - 0 25 4
Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - 0 80 4

22.—23. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - 0 100 3
Martina Vavdckova G P. de Coubertina, Tabor - - - = 0 100 3

24. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava - - - - 0 17 1
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Zadani I. serie

Termin odeslani:

Uloha 1.1 ... skrolovadni v metru

Informacni systém v prazském metru ma jednu zajimavou vlastnost. Pfi skrolovani textu
smérem doleva se pismo nakloni. Jak je mozno jednoduchym zpisobem ,hardwarové“ docilit
tohoto efektu a jaky vliv mé tato uprava pro text, ktery skroluje vertikdlné? Poznamenejme,
ze svételny panel se skldda z LED diod rozmisténych v pravotihlém rastru.

Uloha I.2 ... lano na klinech

Na dvou klinech (viz obrazek) je polozeno lano tak, ze se uprostied nedotykd podlozky.
Situace je osové soumérna. Vypocitejte, jaka jeho maximaélni ¢ast muze takto viset ve statické
rovnovaze. Bonus: pro jaky uhel naklonénych rovin je tento pomér nejveétsi?

« «

Schéma symetrické situace

Uloha I.3 ... adiabaticky invariant .
Mezi dvéma zardzkami se po piimce rovnomérné pohybuje 7/ v, %

hmotny bod o hmotnosti m rychlosti v. Jednu ze zarazek za- P

¢neme oddalovat rychlosti v1 < v. Jak se zméni energie hmot- é m %

ného bodu? 7

3 Micek mezi sténami
Uloha 1.4 ... vypousténi odstredivky

Méme dostateéné vysokou vélcovou nddobu s vodou (polomér r,
vyska hladiny vody h) a rozto¢ime ji thlovou rychlosti w. Do stiedu
dna udéldme malou dirku plochy S, pricemz nadoba stale rotuje. Kolik
vody z nadoby vytece ven?

Uloha I.P ... teplomér

Kapilara lékaiského rtutového teploméru je pod stupnici zaskrcena,
aby se rtut nemohla vracet do batiky a my mohli v klidu ode¢ist zméfFenou
teplotu. Jak jisté vite, od ervna je zakézan prodej rtutovych teplomért.
Pii této historické prilezitosti se zamyslete, pro¢ je ztzené misto pro
rtut prichodné pouze jednim smérem pii ohiivani a pro¢ se stejnym
zpisobem nemuze rtuf pfi ochlazeni zase samovolné vratit do barky.

Rotujici odstredivka
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Uloha 1.E ... fridex

Organizatori jedou na severni pdl. Maji motorové sané a i pres tfeskuté mrazy okolo to¢ny
musi 1it do chladi¢e Fridex. Poradte jim, jakou maji volit smés alkoholu s vodou, to znamen4,
urcete, jaka je zavislost teploty tuhnuti smési alkoholu s vodou na jeho koncentraci. Nemate-li
dostatecné vykonny mrazak, zméfte, pii jaké koncentraci smés zmrzne pii né€jaké pevné dané
teploté.

Uloha I.S ... petrinska

a) Co uvidi ¢lovek stojici mezi dvéma spojenymi na sebe kolmymi zrcadly, jejichz spojnice je
svisla?

b) Méjme rovinné zrcadlo sklonéné pod thlem 45°, pohybujici se zleva doprava rychlosti v.
Zprava na néj dopadd paprsek svétla rychlosti ¢ (Ghel dopadu je tedy 45°) a odrazi se
zhruba nahoru. Pomoci Huygensova principu urcete tthel mezi dopadajicim a odrazenym
paprskem, tedy vlastné opravte zakon odrazu a dopadu pro pohybujici se zrcadlo.
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