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Uvazujte pneumatiku valcovitého tvaru o poloméru R s vnitrnim otvorem o poloméru r sirky d
husténou na tlak p. Pneumatiku zatizime silou F'. Pri tomto zatiZeni se zméni tvar pneumatiky
z valce na valcovou tisec se stejnym vnitrnim i vnéjsim polomérem. Predpokladejte, Ze se teplota
pneumatiky zatiZzenim nezméni. Urcete plochu styku pneumatiky s vozovkou.

Lukds si v noci hraje v postylce s letadijlkem.

Uvazujme idedln{ plyn v pneumatice. Je-li pneumatika po zatiZeni v klidu (napf. zaparkované
auto), bude platit stavova rovnice pV = NkT, kde V je objem plynu v pneumatice, N je pocet
Castic plynu v pneumatice, k je Boltzmannova konstanta a T je teplota plynu v pneumatice.
Pocet castic i teplota plynu zlistava konstantni, takze bude platit

pV =p1V1,

kde p1, resp. Vi je tlak, resp. objem pneumatiky po zatizeni a V' je objem pneumatiky pred
zatizenim. Bude se také hodit vyjadreni

V:n(R2—r2)d, (1)

kde d je sitka pneumatiky. Dédle musi byt soustava v mechanické rovnovaze, cemuz odpovidd
rovnost velikosti tlakové a zatézovaci sily F' = Fy, tedy

F=(p1—pa)S. (2)

Nyni diskutujme, jaké ruzné pripady mohou nastat. K tomu vyuzijeme nacrt situace na obraz-
ku 1.
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Obr. 1: Nacért pneumatiky.

Zaprvé teoreticky muze nastat situace, v niz by pneumatika byla zdeformovana az za vnitini
polomér r. Tato situace je vzhledem k technické realizaci vétSiny vozidel a letounti nemozné
(a navic prindsi do problému dals{ slozitost), proto se ji zabyvat nebudeme.
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Déle je mozné, aby pneumatika byla dostate¢né nahusténd vzhledem ke svym rozmértim
a zatézovaci sile. Tim je mysleno, ze deformace pneumatiky je v porovnani s objemem pneu-
matiky zanedbatelnd, takze plyn ma témér stejny objem, a tim padem i tlak jako nezatizend
pneumatika (p1 = p). Pro tento pifipad lze nalézt feSeni jednoduse z (2) jako

_F
P—Pa

Pokud tento predpoklad neni splnén nebo z néjakého duvodu potfebujeme presnéjsi reseni,
je nutné uvazovat zménu tlaku v pneumatice. Uzijme notace podle obrizku. Rovnici (2) lze
rozepsat jako

F=(p1—pa)S=(p1 —pa)ld =2Rd (p1 — pa) singp, (3)

kde d je sitka pneumatiky.
Ubytek objemu AV odpovida valcové (kruhové) dseéi, jejiz objem lze vypodéitat z obsaht
prislusné kruhové vysece a obvodového trojihelniku se stfedovym tthlem 2¢ jako

AV =d (2—“0111%2 — L Ricos go) ,
21 2

odkud dosazenim za [
AV = d(pR® — R*sinpcos ).

Po vytknuti R? a uzitim sin 2z = 2sin x cos ¢ dostaneme
1
AV = R%d (4p —3 sin 2@) . (4)

Jak tvar této rovnice napovida, vyjadiime-li pomoci ni pres stavovou rovnici tlak p; a dosadime-
li do (2), dostavdme analyticky nefesitelnou rovnici. Proto je nyni tfeba zamyslet se nad tim,
co vlastné od naseho feseni ocekdavame. Potrebujeme-li nalézt feseni pro konkrétni pripady
velice presné, tak bude zapotfebi nejen numerické feseni, ale také zptesnéni nasich predpokladi.
Napriklad tim, ze misto stavové rovnice pouzijeme van der Waalsovu rovnici, kterd ndm dava

N2
(p + Wa) (V — Nb) = konst.
kde a a b jsou konstanty prislusného plynu v pneumatice (parametrizuji interakci ¢astic plynu
mezi sebou a objem, ktery tyto Céstice zabiraji). Do této rovnosti dosadime Vi = V — AV
a dostavame

<p+ ]\‘//2;1) (V — Nb) = {pl - (VJ_VZ“W} [(V — AV) — Nb] .

Dosazenim za pi, resp. V, AV z (3), resp. (1), (4) dostaneme (tam, kde jsme ponechali V,
resp. AV, mé&jme na paméti, ze tyto jsou funkei ¢)

F NZa 2 2 2 L. _
[pa+2Rdsinap+ (VAV)2:| [TEd(R —-r ) -R d(np—istgo) —Nb} =

- (p+ A;;‘) [nd (R* — r*) — Nb] (5)
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kde pocet ¢dstic N uréime z pocateénich podminek (napiiklad z van der Waalsovy rovnice po-
moci teploty T' numericky). Tuto rovnici je pro konkrétni pfipady t¥eba vyfesit pro ¢ numericky
s pozadovanou presnosti napriklad pomoci Newtonovy metody.

Nejsou-li ndroky na presnost tak velké, 1ze pokracovat ve vypoctu za pouziti nékolika aproxi-
maci. Nejprve se opét vratime k idedlnimu plynu (odpovid4 zanedbani ¢lent s a a b). Dostavdme

F 1
<pa+ mﬁﬂ(ﬁ) |:Ttd (R2 _7=2) — R%q (gp— 551n2(p):| = npd (R2 —T2) .

Nyni je treba aproximovat sinus. Pov§imnéme si, ze pouzitim pfiblizeni sin x &~ x se anuluje ¢len
p—sin(2¢)/2, ¢imz dostavame FeSeni pro konstantni tlak. V tomto ¢lenu je tedy tfeba rozvinout
sinus do vyssiho fadu. S rozvojem do patého ¢i dokonce jesté vysstho fadu umiraji nase veskeré
snahy o explicitn{ feSen{ a nikdy nedostaneme presnéjsi vysledek nez numerickym resenim (5),
proto jiny rozvoj nez do tfettho fadu nedava smysl. Je tfeba ale dbat i na to, za jakych podminek
je nase aproximace funkcéni. Rozvojem sinu do tfetiho fddu prejde vysSe zminovany clen do
tvaru (2/ 3)4,03. Porovnédnim aproximovanych hodnot s pavodnim ¢lenem zjistime, ze jiz pro ¢ =
= 30° se dopoustime chyby 5% (a pro vétsi ¢ rychle roste). Dobfe nahusténd pneumatika by
tuto podminku méla snadno splinovat, nicméné pro podhusténé pneumatiky by jiz toto priblizeni
mohlo zanést znacnou chybu do vysledku. Nyni vyvstdva otdzka, jak aproximovat ¢len sin .
Pro rozvoj do prvniho fadu je chyba této aproximace mensi nez rozvinuti ¢ — sin(2¢)/2 do
tretitho fadu, takze tato moznost je urc¢ité validni, nicméné jak se ukaze dalsim postupem,
rozvoj do tretiho fddu neprinese zddnou dalsi vyznamnéjsi slozitost do vypoctu a jesté déle tim
nepresnost snizime, proto rozvinme i sin ¢ do tfetiho fadu. Z praktickych divodi jesté rovnici
vydélme R%d. Ziskdme

* " 2Rd (p - 19 rR2) 37 R )

Zavedme si substituce

a roznasobme. Vyjde nam
#) + 8] (4-5¢7) =ra (o= 5¢")
alp— = Bl (A-= =pAlp—=
|:p (‘P 64;0 + 390 p ¥ 6@

2
3Pa¢” = 4pag” + [A (0 — pa) — 4B — 64 (p — pa) 9 + 6AB =0.

Pohybujeme-li se v nasf oblasti ¢ < 30° ~ 0,5rad, mizeme élen (2/3)paw® zanedbat (je mini-
malné 20krat mensi neZ ¢len 4pag04).

Dostavame tak kvartickou rovnici, kterou muzeme vytesit napiiklad pomoci Cardanovych
vzorcu ¢i pomoci programu WolframAlpha. Pozor! Je treba ze ¢tyr kofenu identifikovat ten,
ktery dava fyzikalné smysl.

neboli
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Komentare k reSenim

Vsechna (opakuji vSechna) feSeni opomnéla atmosfericky tlak. Rozhrani pneumatika—vozovka
(runway) rozhodné neni vzduchotésné. Asfalt, panel ¢i jiné materidly, ze kterych se vozovky
vyrabéji, nejsou dokonale hladké a ani pneumatiky nemaji patricné elastické vlastnosti, aby tyto
nerovnosti vyplnily. Mezi sty¢nou plochou pneumatiky a vozovkou si tedy muzeme predstavit
vrstvicku vzduchu (o atmosferickém tlaku).

Kdyz se nyni zamyslime nad silami ptusobicimi na sty¢nou plochu S pneumatiky a uvédo-
mime si, Ze jejich vyslednice musi byt nulova, dostavame

Fpneu = Fnorm + Fatm )

kde normalova sila vozovky na pneumatiku Fyhorm musi byt rovna F. Odtud ziskdme

_r,
pQ—S Pa -

Dalsi castou chybou bylo uziti plochy celého vnitinitho povrchu pneumatiky ve vypoctu tla-
ku. Tlakova sila sice piisobi na kazdy element povrchu, nicméné ty mimo styéné plochy jsou
vyrovnany normélovymi (elastickymi) silami pldsté pneumatiky.

Také se nemohu ubranit pocitu, ze mnoho z vas pojmu tlak viibec nerozumi. Mnoho z vas
uvadélo tvahy typu ,sila F' zpusobi zvyseni tlaku o. .. “ Tlak neni néco, co se nékde nachdzi (na
rozdil napf. od ldtkového mnozstvi) a co lze néjak jednoduse pridévat. Tlak je veli¢ina popisujici
silové ucinky latky na svoje okoli. Dame-li si toto do souvislosti s mechanickymi vlastnostmi
tekutin (zddné vzdélené silové vazby mezi elementy tekutiny, Zddnd vnitini struktura), ziska-
vame predstavu, ze tlak odpovidé silovym plisobenim na sty¢nou plochu a nijak pfimo nezavisi
na predchozim tlaku uvnitt pneumatiky — nic nepricitame, tlak pocitdme rovnou ze sil.

Nakonec bych rad upozornil na stanovovani podminek pri aproximacich. Dulezité je si fict,
jak kterd odchylka daného vyrazu ovlivni celkovy vysledek, jaka odchylka vysledku je prijatelna,
a jak tato odchylka zavisi na parametrech tlohy. V této tloze, kde je parametrt vice, je potfeba
byt obzvlasté opatrny. Naptiklad pii aproximaci vyrazu se sinem stfedového uhlu je tfeba
uvazovat i o koeficientu u sinu. Casto poméh4 si situaci pfedstavit. Napifklad je vidét, ze
(v postupu ve vzorovém Fesen{) aproximace sin ¢ & ¢ odpovid4 zanedbéni deformace oproti
celkovému objemu pneumatiky. Z toho vyplyva, ze presnost tohoto ptiblizeni nezdvisi pouze na
velikosti ¢, ale také na pomeéru vnitintho a vnéjsiho poloméru.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz
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