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Uloha IL5 ... gravita¢ni manévry 5 bodii; priamér 1,89; Fesilo 47 studentt

Mame druzici, kterda obihda Slunce po eliptické drdze. Pokud zmensime rychlost v afelu v,
na 4/5 piivodni rychlosti (tj. na 4/5va), jak se zméni rychlost druzice v periheliu? Vyjadrete
novou rychlost za pomoci ptivodni rychlosti v, a parametru elipsy (hlavni poloosa a a relativn{
excentricita €). Karel byl na predndsce o gravitacnim praku.

Pripomenme si niektoré vlastnosti pohybu druzice v gravitacnom poli Slnka:

e Draha druzice je kuzelosecka — elipsa (kruznica je takd Specidlna elipsa), parabola alebo
hyperbola.

« Tazisko stistavy (v nasom pripade sa prakticky zhoduje so Slnkom) lezi v jednom ohnisku
kuzelosecky.

e Mechanickd energia E sa zachovava; typ kuzelosecky ur¢ime podla jej znamienka: E < 0
pre elipsu, £ = 0 pre parabolu a F > 0 pre hyperbolu.

e Mechanickd energia je dand ako sucet kinetickej energie Fyx a potencidlnej energie v gra-
vitaénom poli* E,. Ak je druzica hmotnosti m od Slnka hmotnosti M vzdialend r a méa
rychlost v, plati

1 2 GmM

E = Ex + F, = gmuT = ——. (1)

e Pre elipsu existuji dva body, v ktorych je rychlost druzice kolma na jej spojnicu so
Slnkom: perihélium a afélium. Pre parabolu a hyperbolu existuje len jeden taky bod, a to
perihélium.

o Vzdialenost od Slnka v perihéliu je rp, = a(1l —¢) a v aféliu r, = a(1 +¢).

e Na druzicu posobia sily len v smere spojnice druzica — Slnko (tzv. radidlne sily). Gravi-
tacna sila Fgy posobi smerom ku Slnku, odstrediva F, od neho.

e 7 predoslého bodu vyplyva, ze moment hybnosti druzice sa zachovava.

o V perihéliu plati |Fg| > |Fo|, v aféliu |Fg| < |F,|; rovnost nastéva len pre kruznicu.

Prvé dva body st len 1. Keplerov zdkon. Platnost tretiecho bodu vidime z toho, ze v neko-
neéne (kde E, = 0) musi byt mechanickd energia nezdpornd, ¢o sa zhoduje so zjavnym faktom,
ze len pri pohybe po elipse druZica nedokéze uletiet do nekonecna.

Dalsie dva body vidno z geometrie elipsy — apsidy st na opa¢nych koncoch hlavnej osi
a fazisko sistavy lezi tiez na tejto osi. Vyjadrenie rp, a 7. cez € plynie priamo z definicie
excentricity ako ,vzdialenost ohnisk/diika hlavnej osi“. Tiez vieme, ze v perihéliu musi byt
radidlna zlozka rychlosti druzice nulovid. Ak by smerovala k Slnku, resp. od Slnka, druzica by
sa k nemu este priblizovala resp. bola este blizsie pred chvilou, ¢o pre najblizsi bod dréahy nie
je mozné. Podobna tvaha plati pre afélium.

Nasleduje rozbor sil. To, ze v perihéliu pésobi na druzicu vyslednica sil smerom prec¢ od
Slnka a v aféliu zasa ku Slnku, je jasné. Zo zachovania momentu hybnosti vyplyva rovno 2.
Keplerov zdkon. Ak je totiz zlozka rychlosti kolma na spojnicu druzica — Slnko rovna v, je
moment hybnosti® dany vztahom

L=muv,r (2)
a plocha, ktort tato spojnica prejde za dany cas, je priamo timerné konstantnému vyrazu v, r.

Tieto vlastnosti (plus 3. Keplerov zdkon) stacia na vyrieSenie velkej vacsiny tiloh z nebeskej

mechaniky. Vratane tejto.

LUzitoéna konvencia je povazovat ju za nulovi v nekoneéne.
2Vseobecne ide o vektor, v rovine stadi uvazovat jeho zlozku kolmt na td rovinu.
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Zo zadania vieme, ze draha druzice je eliptickd, teda E < 0. Slnko lezi priblizne v jednom
z ohnisk tejto elipsy. Po zmensSeni rychlosti v aféliu musi druzica stéle obiehat po elipse (lebo
mechanickd energia sa len zmensi), ale uz po tplne inej.

To, ¢o maju tieto dve elipsy spoloc¢né, je afélium. Ked je rychlost zmensend, je totiz kolmé
na spojnicu so Slnkom, a kolméa ostane aj po zmenseni. Perihéliom novej elipsy sa tento bod
nemdze stat, lebo platila podmienka pre afélium |Fg| > |F| a ak sa zmens{ rychlost, zmensi sa
aj odstredivé sila a podmienka pre afélium stale plati> Tym pidom maji nase elipsy spoloént
aj vzdialenost od Slnka v aféliu.

Nasim hlavnym cielom je teraz vyjadrif pévodné rychlosti druzice v perihéliu v, a v aféliu v,
pomocou danych parametrov. Vyjdeme zo zédkonov zachovania mechanickej energie a momentu
hybnosti v tychto bodoch.

Z (1) dostavame
1 2 GmM 1 2 GmM

E=-mv; — = —muv
2P o 2 " ra
z (2) zasa
Ta
L = mvara = mupry = Up = Va—,
r
p

kedze v tychto bodoch je v rovnd celej rychlosti. Dosadme do tychto rovnic rp = a(l —¢),r, =
= a(l +¢) a po pér upravach sa dopracujeme k

vl =GM2 (3)
ara
2 Ta
vp=GMt (4)

Teraz spravme mensiu odbocku a dosadme z (4) do vyrazu pre energiu v perihéliu. Dosta-
neme

o GmMr, GmM GmM

2ary, Tp 2a '’
energia teda zévisi len na dizke hlavnej osi.

Ale naspit k povodnej tlohe: ked rychlost v aféliu klesne na v, = 4/5v., bude druZzica
obiehat po elipse s hl. polosou a’, excentricitou &’ a rovnakou vzdialenostou r, = ra. Z (3) teda
dostaneme

DT T T
, 9+ 16¢
€ =—.
25

Vzdialenost r, sa nezmeni, preto si ju moézeme vyjadrit pred a po zmenseni rychlosti:

GM(1—¢') _ () 16 ,  16GM(1—¢)

Ta

ra=a(l+e)=d(1+¢),
/ 1+e¢ 25(1+¢)
=a =a .

1+4+¢ 34 + 16¢

a

Z (4) potom dostavame

arp  Pa)*(L-¢)

N2 GMr, 2 a®(1 —
()" = u-e)

)

3Pozor, tato tvaha sa nedd pouzit, ak by sme zmensovali rychlost v perihéliu!
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do ¢&oho staéi dosadit a’ a €', odmocnit a dostaneme

o — v 17+ 8¢
PTP10(1 4-6)
Vidime, ze parameter a vo vysledku vobec nevystupuje, co je pochopitelné z rozmerovej analyzy.

Jakub Safin
xellos@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:xellos@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	5: gravitační manévry

