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Uloha IIL.P ... zahvizdej mi néco 5 bodti; primér 2,10; fesilo 31 studentt

Vysvétlete, na jakém principu funguje hvizdani pomoci ust. Uvazujte pritom nejprve jednodu-
odhadnéte, v jakém rozsahu se muze pohybovat zéakladni frekvence hvizdu. (Pokud umite hviz-
dat, miizete zkusit posoudit presnost vaseho odhadu pomoci experimentu.)

Mirek chce nendpadné zjistit, kolik resitelu taky neumi hvizdat.

Tato tloha m4 plné pravo nazyvat se problémovou. Jak si ukdzeme, zdkladni fyzikdlni principy
hvizdani nejsou prilis slozité, nicméné presny popis jevu neni mozny kvili komplikované stavbé
astni dutiny. Budeme se snazit spiSe o srozumitelné vysvétleni zkoumanych jevii nez o podrobny
matematicky popis.

V nésledujicim textu si zopakujeme, co to je vlastné zvuk, podivime se na stojaté viné-
ni ve vzduchovém vélci, nauéime se néco malo z hudebni teorie a sezndmime se s principem
akustickych resonatori, konkrétné Helmholtzova resonatoru. Nakonec zkusime nabyté poznatky
aplikovat na samotné hvizdani sty a zamyslime se nad rozdily mezi modelem a skute¢nosti.

Zvuk

Jako zvuk v bézném zivoté oznacujeme vjem, ktery jsme schopni vnimat pomoci sluchu. Ve
fyzice pod timto pojmem obvykle rozumime longitudinalni (podélné) mechanické vlnéni ve
hmotném prostredi, nehledé na to, zda se jednd o slysitelnou frekvenci. Akustickou (zvukovou)
vlnu si mizeme predstavit jako periodické zhustovani a rozpindni ldtkového prostiedi, v nasem
ptipadé vzduchu. Pfi popisu vIinéni se divime budto na vychylku jednotlivych ¢astic kolem
jejich stfednich poloh, nebo na okamzitou vychylku objemového elementu®

y(z,t) = yo cos [w (t — E)] , (1)

Cs

kde yo je amplituda a cs rychlost zvuku v daném prostredi. Uvazujeme zde rovinnou vlnu, kde
x urcuje vzdalenost daného bodu vlny od bodového zdroje zvuku. Rychlost zvuku v plynném

prostredi je priblizné dana vztahem
| Kp
Cs = B (2)
4

kde x je Poissonova konstanta idedlniho plynu a ¢ je jeho hustota. Amplitudou zvukového
vinéni se zde zabyvat nebudeme (zévisi na ni predevsim intensita zvuku), dtlezitd pro nas bude
frekvence, resp. vinova délka. Jednak proto, ze podle frekvence urcujeme vysku ténu, a jednak
proto, ze vlnova délka urc¢uje mody stojatého vinéni, které mohou existovat v resonanc¢nim valci
danych rozméru.

Stojaté vinéni ve vzduchovém valci

Nyni se podivame na to, jak se chova zvukové vinéni v dlouhé valcové dutiné naplnéné vzduchem.
Pro jistotu zde pfipomenme vztahy mezi vinovou délkou A, frekvenci f a tthlovou frekvenci w

Cs

w
F=9=x

Misto vychylky objemového elementu & Eastic mizeme vinéni také popsat pomoci lokélni odchylky tlaku

plynu
p(z,t) = po cos |:w (t — 1):| .
Cs
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Stojaté vinéni vznika interferenci dvou shodnych vIn, pfichozi a odrazené. Superpozici dvou vin
popsanych rovnic{ (1) dostaneme v jednorozmérném piipadé vztah

y(z,t) = 2yo cos (wt) sin (wa:) = 2yo cos (2nft) sin (2n§) ,

s A

kde 2yo sin (2nz/)) je amplituda stojatého vinéni. Pro leps{ predstavu si nejprve mysleme, Ze
misto vzduchového valce méame strunu. Pevné uchyceny konec struny odpovidd uzavienému
vélci, volny konec struny otevienému. Pti odrazu na volném konci mé odrazend vina stejnou
fazi jako vlna prichozi, dochézi tedy ke konstruktivnimu skladédni a v bodé vznikne kmitna,
tj. misto s maximélni amplitudou. Pfi odrazu na pevném konci je fize odrazené viny opacni,
skladani je pak destruktivni a v bodé vznikne nehybny uzel.

Chovéani struny odpovidd harmonickému pohybu c¢éastic pri Siteni zvuku. Na uzavieném
konci zifejmé nemiuze dochdzet k posunu objemovych elementi vzduchu, ¢éstice se zde pruzné
odrazeji, coz odpovida opacné fazi viny. Na pevném konci je tedy uzel. Pro zmény tlaku vsak
dostaneme opacny vysledek, nebot odrazy ¢astic predstavuji harmonické zmény tlaku v oblasti
uzavieného konce (uzavieny konec pusobi silou proti pohybu ¢astic), médme zde tedy ,tlakovou
kmitnu“. Na otevieném konci vzduch volné proudi, z pohledu ¢astic zde bude kmitna, zatimco
tlak se vyrovnava s okolim, bude mit proto na otevieném konci uzel? Fize harmonickych zmén
tlaku a polohy ¢éstic jsou tedy posunuty ve fzi o /2.

Zajimat nés bude pfedevsim ptipad, kdy jsou oba konce oteviené. Jeden konec predstavuje
dychaci dstroji, druhy konec jsou usta. Je zfejmé, zZe aproximovat Ustni dutinu trubici neni
mozné, predstavujme si proto pro ted, Ze se nesnazime hvizdat, ale hrajeme tieba na pistalu.
Jaké stojaté vinéni muze v pistale vznikat? Jestlize jsou oba konce oteviené, musi se v nich
nachdzet kmitny. Pokud jsou to jediné kmitny v celém vélci o délce L, plati pak L = \/2.
Mezi kmitnami se v tomto pripadé nachdzi pouze jeden uzel. Bude-li uzli n € N, bude platit
obecné L = nA/2. Frekvence vin je potom

NnCs

=1 ®)

Jesté poznamenejme, ze sitka valce musi byt mensi nez vinova délka, abychom mohli zanedbat
kolmé siteni.

Trocha hudebni nauky

Nyni si musime objasnit, pro¢ vlastné chceme, aby byl zvuk tvoren stojatym vlnénim urcité
frekvence a ne smési libovolnych vin s proménnymi frekvencemi. Akustické kmity, které nemaji
konstantni frekvenci, vinimame jako hluk. Oproti tomu pravidelné kmitani nase sluchova centra
prelozi jako tén. Sami vSak mozné vite, Ze pokud si nechite na pocitaci vygenerovat tén jedné
frekvence, miize byt jeho poslech pomérné nepfijemny (zv14sté jedné-li se o vysoké frekvence).
Kazdy hudebni ton totiz obsahuje dalsi, tzv. alikvotni neboli vyssi harmonické tény. V pripadé
pistaly se jednd o ty frekvence, pro néz je v rovnici (3) n = 2,3,... Pokud tedy budeme hledat
frekvenci hvizdu, bude nas vzdy zajimat prvni harmonické, tj. n = 1.

Také budeme chtit pozdéji urcit tonovy rozsah hvizdu. K tomu potiebujeme védét, ze v ev-
ropské hudbé se pouzivd rovnomérné temperované ladéni, které rozdéli kazdou oktédvu (rozdil

2Ve skuteénosti se tlak vyrovna az vné trubice, uzel tedy neni pfimo v roviné otevieného konce, ale tuto
skutecnost si tady dovolime zanedbat.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XX VIILIILP

mezi dvéma sousednimi harmonickymi frekvencemi) na dvanict téna. Frekvence kazdého té-
nu je vzdy rovna ¥/2ndsobku frekvence ténu pod nim. P¥i pfifazovani téntl frekvencim pak
miizeme vyjit z komorntho A (nejéasté&ji 440 Hz), nebo pouzit prevodni tabulku?

Jak jsme uz ale zminili vyse, pomoci chvéni vzduchu ve vzduchové trubici hvizdani modelovat
nelze. Jaky vhodny model tedy miuzeme pouzit?

Helmholtziiv resonator

Resonancemi vzduchu v dutindch se zabyval vyznamny némecky fyzik a fyziolog Hermann
von Helmholtz, po némz jsou tyto resonance také pojmenovany. Helmholtz pti svém vyzkumu
v oblasti akustiky pouzival k identifikaci frekvenci jednotlivych t6nt mosaznou banku s izkym
hrdlem, kterou dnes nazyvime Helmholtziv resondtor? Princip funkce Helmholtzova resonatoru
je podobny jako v pripadé hry na sklenéné lahve. Vnéjsi silou je dovniti dutiny vtlacen vzduch,
ktery po zeslabeni vnéjsi sily opét unikd ven. Tlak v dutiné se snizi az na hodnotu mensi, nez je
okolni tlak, proto je vzduch opét vztazen dovnitt a proces se opakuje, pouze s mensi intenzitou.

Oscilace vzduchu v resondtoru budeme modelovat pomoci harmonického oscildtoru (pruzi-

ny). V hrdle se nachézi masa vzduchu o hmotnosti m, tuhost systému definujeme jako

y=yo0
kde y je vychylka od ekvilibria yo a F' je okamzitd sila pusobici na masu vzduchu v hrdle. Pro
thlovou frekvenci oscilaci plati

s  k 1 dF

T w4y

_Sdp
m dy

; (4)

Y=Yo

y=v0
kde S je prirez hrdla a p = F/S je okamzity tlak vzduchu. Nyni zavedeme predpoklad, ze se
jedné o adiabaticky d&j. Tento pfedpoklad je nutny také pro platnost vztahu (2). Pfi odvozovani
Poissonova zakona pro adiabaticky déj dojdeme pres prvni vétu termodynamickou, stavovou
rovnici idedlnfho plynu a vztah pro vypoéet vnitini energie idedlniho plynu® k rovnici

av - v
kde k je Poissonova konstanta idealniho plynu a V' je objem celé resonancéni komory vcéetné

hrdla. V rovnici (4) muzeme psit dy = dV/S, nebot ke zméné objemu dochézi ve vélcovitém
hrdle komory, kde zfejmé V (y) o y. Po této upravé dosadime z (5), dostaneme

B = sl (5)

W= FGSZPO

mVo

Veliciny po a Vo opét oznacuji rovnovazné hodnoty.
Déle si mizeme hmotnost masy vzduchu v hrdle vyjadfit pomoci hustoty vzduchu g, délky
hrdla L a prufezu hrdla jako

wg o KLSpU

m = oSL = oV

(6)

3http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html

“http://en.wikipedia.org/wiki/Helmholtz_resonance

50dvozeni neni t&7ké, ale jiz bychom pf#ilis odboéili. Vypoéet najdete napt. na eské i anglické Wikipedii
v ¢lanku Adiabaticky déj (Adiabatic process).


http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Helmholtz_resonance
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Umocnénim vztahu (2) dostaneme

2 Po
s = K—
[
a dosazenim do (6) ziskdme
wg _ CQS
= I

Tento vztah nakonec prepiseme pomoci w = 2nf jako

Cs S
I=a\in: @

Empirickd méfeni ukazuji® Ze misto délky L je presnéjsi uvaZovat ekvivalentni délku Leq =
=L+ 0,4D, kde D je hydraulicky prumér hrdla. Proto pokud neplati L > D, méli bychom ve
vztahu (7) psdt Leq misto L.

Hvizdani

Nyni se uz konecné podivejme na samotné hvizdani. Na rozdil od Helmholtzova resondtoru mé
resonan¢n{ dutina (tstni dutina) jesté jeden otvor (hrtan), ze kterého proudi dovniti dutiny
vzduch hnany z plic. To pro nds vSak neni podstatné, dilezité je, ze ma vzduch v dutiné vyssi
tlak a unikd ven uzkym otvorem (usty). Navic lze také hvizdat i pfi nasavani vzduchu, potom
je princip zcela identicky.

Podle ¢lanku Whistling na anglické Wikipedii” mohou p¥i hvizdéni sty ziistdvat rty v témér
neménné pozici, pficemz vysku ténu ménime pouze pozici jazyka® Rty a zuby méni pouze barvu
ténu. Potom by ve vztahu (7) byl jedinou proménnou objem Vp. Velikost objemu vzduchu, ktery
se podili na resonanci v ustni dutiné, zavisi na tom, jak moc pfiblizime jazyk k hornimu patru.
Teoreticky bychom mohli snizit objem témér na nulu, frekvence by potom nebyla shora omezena.
Dolnim limitem je objem ustni dutiny.

Podle lorda Rayleigho® se frekvence hvizdu mize pohybovat v rozsahu 500 Hz az 4 200 Hz.
Zkusme rozumné zvolit hodnoty veli¢in v (7) a provést dolni odhad. Rychlost zvuku je pfibliz-
né cs ~ 300 m-s~ !, otvor mezi rty nebude mit mensi prifez nez S ~ 0,5 cm?, objem tst s jazykem
u dolniho patra odhadneme na Vi =~ 50 ml. Nejhute se odhaduje délka L, predpoklddejme, ze
je rovna tloustce rtu L ~ 5mm. Po dosazeni dostaneme nejnizsi moznou frekvenci

fmin &~ T00Hz .

Zahrneme-li hydraulicky primér D =~ 5mm, dostaneme o néco nizsi frekvenci fmin = 500 Hz.
N4&s odhad je spise fadovy, hodnoty S i L jsou spatné méfitelné a lisi se ¢lovék od ¢lovéka, takze
s vysledkem muzeme byt velmi spokojeni. Pii hornim odhadu snizujeme Vp, dolni mez je vsak
tézké stanovit. Resonanéni objem urcité muze poklesnout az na jednotky mililitra, pro Vo = 2ml
dostaneme pétkrat vyssi frekvenci

fmax =~ 2500 Hz.

To je méné, nez tvrdi Rayleigh, ale vzhledem k hrubosti odhadi je to stale vyborny vysledek.

Shttp://www.lightandmatter.com/html_books/Osn/ch05/ch05.html#Section5.5

7http: //en.wikipedia.org/wiki/Whistling

8http://en.wikipedia.org/wiki/Whistling. Pozici rtd nemizeme p¥ili§ ménit proto, Ze pii zmenseni otvoru
dochéaz{ k zadusSeni tén, zatimco pfi zvétSeni otvoru neni tén Cisty a rychle prechdzi v sum

9http://mysite.du.edu/~jcalvert/waves/pipes.htm
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Podle naseho odhadu se ténovy rozsah hvizdani pohybuje v rozmezi Hy az Df. Pro srovnéani,
rozsah sopranu je priblizné C4 az Cel® Zajimavé je, Ze pokud se vratime k modelu vzduchové
trubice a pouzijeme pro uréen{ frekvence hvizdu vztah (3), do néjz dosadime hloubku dstni
dutiny L ~ 10cm, dostaneme frekvenci f ~ 1500Hz, coz je také fddové dobry vysledek.
Fyzikalné vSak nemiize byt spravny, protoze sitka ustni dutiny je srovnatelnd s jeji hloubkou
(transversalni sifeni) a také vime, Ze pfi zméné polohy jazyka v dstech nechdvdme vzduch stile
volné proudit, nedochézi tedy ke zkraceni délky L. Vysku ténu by pak nebylo mozné modulovat.

Experimentalni ovéreni

Co se tyce experimentalniho ovéfeni vysledku, tak autor tohoto textu hvizdat neumi, nicméné
se nalezl dobrovolny experimentalni subjekt, jehoz ténovy rozsah hvizdu byl zméren pomoci
programu Audacity. Nejniz$i naméfend zdkladni frekvence byla 440 Hz (A4), nejvyssi 1400 Hz
(~Fs). Na dolni hranici byl zdznam jiz dost zasumély a neslo jiz dost dobfe rozliSit mezi
zékladni frekvenci a druhou harmonickou, proto byl nejnizsi ton dodate¢né stanoven poslechem
oproti klaviru. Méfen{ je v souladu s nas$im i Rayleighovym odhadem, spiSe nizs{ rozsah (méné
nez dvé oktavy) je ¢isté otdzkou trénovanosti subjektu. Pro zajimavost — podle Guinessovy
knihy rekord@!! je v soucasnosti nejvyssim ténem dosazenym pFi hvizdani nota Hy (3951 Hz).
Nejniz$im zahvizdanym ténem je Fz (174,6 Hz)'?

Zavér

Co tici zadvérem? V uvodu jsme predesilali, Ze se pokusime spiSe o kvalitativni popis, nakonec se
nam vsak zkoumany déj povedlo i docela dobfe kvantifikovat. Musime vSak mit na paméti, ze
jsme si spoustu véci zjednodusili a neméame zaruku, Ze je nds model skutecné fyzikilné spravny.
Podrobny rozbor by vyzadoval exaktni vypocty a pravdépodobné bychom skonc¢ili u modelovani
proudéni vzduchu v tstni dutiné. O modelovani naleznete vice v odkazu v poznadmce!® kde se
autor prace zabyva proudénim vzduchu ve flétnéch.

Komentar k doslym Fesenim

Ve zna¢ném poctu reseni se vyskytoval predpoklad, ze v ustni dutiné vznikd stojaté vinéni,
podobné jako ve flétndch. Jak jsme vsak uvedli vyse, tento model neni vhodny z duvodu slozi-
té stavby dstni dutiny. Nékteri z vas tvrdili, ze hvizdani je umoznéno diky rezonanci rtd — pii
hvizdani sice miZzeme zaznamenat jemné chvéni rtu a tvari, ale to je pouze dusledkem rezonance
vzduchu v dstni dutiné; hvizdat lze i s ,inhibovanymi“ rty. V nemalém poctu feseni se objevil
Helmholtzuv rezonator jako vhodny model pro hvizdéni, ale obcas jste pfrisuzovali schopnost
ménit frekvenci hvizdu spiSe zméné velikosti otvoru mezi rty nez zméné rezonancniho objemu
ustni dutiny. Velikost otvoru, kterym vzduch unikd, sice ovliviiuje zdkladni frekvenci, ale pouze
omezené, nebot s piili§ otevienymi dsty prechdzi hvizd ve foukdni (Sum) a s téméf uzavieny-

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Vocal_range. Oktavy znacime dolnim indexem podle polohy na modernim
piané od Ag po Cg, komorni A je Ay.

Mhttp://www. guinnessworldrecords . com/world-records/highest-note-whistled

12 http://www.guinnessworldrecords . com/world-records/lowest-note-whistled

Bhttp://www.lam. jussieu.fr/Publications/Theses/these-patricio-de-la-cuadra.pdf
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mi usty je hvizd zatlumen. Pochvala patii tém fesitelim, ktefi Helmholtzovu rezonanci nejen
srozumitelné popsali, ale také spravné odvodili vztah pro zakladni frekvenci.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
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MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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