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Uloha V.E ... sladime 8 bodt; pramér 4,65; fesilo 23 studentt
Zmeérte zavislost teploty tuhnuti vodného roztoku sacharézy na koncentraci za atmosférického
tlaku. Pikos v zimé sladil chodnik.
Teorie

Pro vyjadreni koncentrace roztoku budeme pouzivat hmotnosti zlomek wc, ktery je roven po-
meéru hmotnosti m. rozpusténého cukru ku hmotnosti celého roztoku mg = me+my, kde m. je

hmotnost vody, tedy
we= e o e (1)
me  Me+ My

Koncentraci mtzeme vyjadrit také pomoci moldrniho zlomku z., tedy poméru latkového
mnozstvi cukru n. ku latkovému mnozstvi celého roztoku ng = ne + ny, kde ny je latkové
mnozstvi vody v roztoku. Latkové mnozstvi je rovno poméru hmotnosti a moldrni hmotnosti,
plati tedy

me

& Nc M. (2)

- — Me m bl
ne Ne + Ny 1\/12 + ]W:

Te =

kde M, = 342,3 g-mol~! je moldrn{ hmotnost cukru (sacharézy) a M, = 18,0 g-mol~! je molarn{
hmotnost vody.

Ochlazujeme-li ¢istou vodu z teploty, pti které je kapalnd (napf. 80 °C), na teplotu, pfi které
je tuhd (napt. —20 °C), pii urcité teploté dojde k fazové preméné, tedy k tuhnut{ vody na led.
Teplota pfi této fazové pfeméné je konstantni, pfi¢emz ale k dokonceni fdzové pfemény (tedy
ztuhnuti vody) je tfeba ze vzorku stdle odebirat teplo (tzv. latentni teplo, v tomto piipadé
skupenské teplo tuhnuti).

Vlozime-li vodu do prostredi, ve kterém udrzujeme teplotu pod teplotou tuhnuti vody,
teplota vody se bude snizovat az k teploté tuhnuti, na ni se na néjakou dobu zastavi a teprve poté
se bude ochlazovat déle (viz obrdzek 3a a také naméfend zdvislost na obrazku 4). Z namérené
z4vislosti teploty na case je pak mozné urcit teplotu tuhnut{ (resp. tédni) vody.

Chovani smési dvou latek pti riaznych teplotach a koncentracich vyjadiuje tzv. binarni fizovy
diagram. Mame-li smés dvou latek dané koncentrace, dokdzeme z néj vycist, jak se bude s ménici
se teplotou chovat. V mnoha pfipadech nas zajima rovnovazny fazovy diagram, tedy fazovy
diagram (pro sacharézu viz obrazek 1a), ktery zobrazuje rovnovdzné stavy.

V pripadé sacharézy vsak rovnovazné stavy nejsou snadno dosazitelné, vzhledem k slozitosti
molekuly sacharézy a také kvili vysoké viskozité roztokl je jen mald pravdépodobnost, ze
dojde k nukleaci a ristu krystalu a vzniku rovnovazného stavu! Skuteény fazovy diagram je na
obrazku 1b.

PopiSme nyni chovani roztoku sacharézy o hmotnostnim zlomku wo (nizsi nez je mez roz-
pustnosti) o pokojové teploté, ktery zacneme ochlazovat (ddle budeme popisovat obrézek 2).
Ve fazovém diagramu sestrojime ¢aru w. = wo. Vidime, ze tato ¢ara protind kfivku likvidu
pii teploté Ti. Toto je teplota, pfi které v roztoku zadinaji rust krystaly vody (tj. zac¢ind se
vylucovat led). Jelikoz se vylu¢uje z roztoku led, snizuje se koncentrace vody v roztoku, a te-
dy koncentrace sacharézy roste. Zavislost koncentrace sachardzy na teploté pak udava kiivka
likvidu — pri teploté Th < Tt je hmotnostni zlomek sacharézy wi > wo.

 http://www.doitpoms.ac.uk/t1lplib/biocrystal/water-sucrose.php
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a) rovnovazny fazovy diagram

b) skuteény fazovy diagram
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Obr. 1: Rovnovazny a skute¢ny bindrni fazovy diagram voda—sacharéza.
Zdroj: http://www.doitpoms.ac.uk

Pokud nyni nas experiment s ochlazovianim vody v prostiedi s nizkou teplotou opakujeme
s roztokem o hmotnostnim zlomku wo, pri teploté T; dojde k vyrazné zméné rychlosti ochlazo-
vani (viz obrdzek 3 a naméfend zavislost na obrazku 6). Z naméfené zavislosti teploty na case
pak mtzeme pro danou koncentraci urcit teplotu, pti které zacina v roztoku krystalizovat voda.

Pro to, aby zacala voda krystalizovat na led, je tfeba, aby byla pfitomna tzv. nukleac¢ni
centra, tedy jakési zarodky krystald. Ta mohou vzniknout ndhodnym setkanim vice ¢astic dané
latky (tj. v nasem pripadé vody), coz je ovSem brzdéno snahou systému o vyrovnani koncent-
race v celém objemu. V pfipadé, ze ldtku ochlazujeme prilis rychle, miaze dojit k podchlazeni,
tj. k ochlazeni latky na teplotu nizsi nez je teplota tuhnuti, presto vsak latka muze zustat ka-
palna. Napifklad vodu je mozné za norméalniho tlaku podchladit? az na —42 °C. Pokud bychom
vodu nebo roztok ochlazovali velmi rychle na nizkou teplotu (pro vodu® je tato rychlost ¥a-
dové 10°°C-s™! a teplota asi —135°C) nedoslo by viibec ke krystalizaci, ldtka by ztuhla jako
amorfni, vytvorilo by se tedy sklo.

V pripadé, kdy dojde k podchlazeni, je pak mozné, ze se teplota latky na kratkou dobu
opét zvysi (viz tfeti sloupec na obrdzku 3 a naméfend zdvislost na obrézku 7). V tom piipadé
miiZze byt obtizné zjistit teplotu, pti které by pri velmi pomalém ochlazovani ke krystalizaci
zacalo dochézet. V pripadé, ze odebirdme teplo stadlym vykonem, je mozné napt. ke krivkam

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Podchlazeni_(termodynamika)
3http://www.benbest.com/cryonics/lessons.html#glass


http://www.doitpoms.ac.uk
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Obr. 2: Cést fazového diagramu s vyznadenou zménou koncentrace kapaliny pifi zméné teploty.

ochlazovani vytvofit teény (viz obrdzek 3) a hledat jejich pruseéik.

Model

Pokusme se nyni najit z4vislost teploty tuhnuti na koncentraci roztoku® V rovnovézném stavu
mezi ledem a tekutym roztokem pro chemické potencidly vztazené na 1mol (v tomto piipadé
mérnou Gibbsovu energii) pi, resp. pe plati

M= e - (3)
Pro chemicky potencial idedlnfho vodného roztoku pfi teploté T plati
te = pv + RTIn(av), (4)

kde pv je chemicky potencial ¢istého rozpoustédla (vody), av je aktivita roztoku a R je moldrni
plynova konstanta. Pro aktivitu plati av = xv7v, kde 2 je molarni zlomek vody a =, je aktivni
koeficient. Specidlné pro idedlni roztok plati v, = 1. Dosazenim (4) do (3) dostaneme podminku
pro rovnovazné stavy

H1— My

In (.’L‘V) = T .

4Vice na https://tinyurl.com/freezingpoint-depression a v Mortimer R. Physical Chemistry.


https://tinyurl.com/freezingpoint-depression
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Obr. 3: Mozné krivky ochlazovani pro Cistou latku a pro roztok v ptfipadé konstantniho
vykonu ochlazovani. Vyznaceny jsou optimalni zpusoby odectu teploty fizového prechodu.

Obé strany rovnice zderivujeme podle teploty (za konstantniho tlaku p), ¢imz dostaneme

dln(mv)__m—uwi(%) _L@ﬂv) (5)
dr  ~ RT? "RT\OT/), RT\OT),’

kde index p za derivaci znaci, Ze se jedna o derivaci za konstantniho tlaku p. Chemicky poten-

cidl p mazeme vyjadrit pomoci molarni entalpie H a molarni entropie S jako p = H — T'S,

pricemz S = (0u/0T)p. Vyuzitim téchto vztahii mizeme rovnici (5) upravit na
din(zy)  Hi—H, AH

dT RT?  RT?’

(6)

kde AH je rozdil molarni entalpie tuhé a kapalné fize vody pfi rovnovazné teploté (teploté
tuhnut{), tedy mérné molarn{ skupenské teplo tuhnuti rozpoustédla (vody), které m4 jednot-
ku J-mol~!. Rovnici (6) zintegrujeme podle teploty od teploty tuhnuti 7o ¢istého rozpoustédla
do (hledané) teploty tuhnuti roztoku T, tedy

T T
dln (zv) AH
——dT = dT.
/TO aT / RT? (7)

Integral na levé strané je roven

Ty
dln (zy _
[ ar — O = el

To

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze ma-li byt teplota tuhnuti rovna Tp, musi byt molarni zlomek
vody roven 1 (tj. ¢istd voda), tudiz In (zv)|;_p, = In(1) = 0. Pro pfehlednost budeme déle
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x oznacovat molarni zlomek roztoku s teplotou tuhnuti 7, tedy budeme psat In (:tc\,)|T:Tt =
= In (zv). Pfedpokldddme-li, ze AH nezdvisi na teploté, integrdl na pravé strané dokdzeme
snadno vypocitat, ¢imz dostaneme

AH 1 1
In(@v) = =5~ (ﬁ - ﬁ) :

odkud jiz mUzeme vyjadrit zavislost teploty tuhnuti na moldrnim zlomku vody jako

AHTy

L= XA —Rhom@y) ®)

Vsimnéme si, Ze tato teplota nezdvisi na vlastnostech rozpusténé latky, pouze na teploté Ty
tuhnuti ¢istého rozpoustédla, jeho mérném skupenském teple tuhnuti AH a na moldrnim zlom-
ku.

Pokud bychom predpoklddali, ze moldrni zlomek vody je blizky 1 (tj. koncentrace cukru je
mald) a teplota tuhnuti roztoku se od teploty tuhnut{ ¢istého rozpoustédla lisi jen madlo, pak
bychom tpravou (8) dostali tzv. Blagdentv zdkon, tj. Ze zména teploty tuhnuti roztoku oproti
teploté tuhnuti &istého rozpoustédla je pifmo dmérna moldrnimu zlomku rozpusténé latky®

Koncentraci pri méfreni budeme vyjadirovat hmotnostnim zlomkem cukru we, proto v rovni-
ci (8) potfebujeme nahradit moldrn{ zlomek vody ws. Vyuzijeme toho, Ze moldrni zlomek vody
je roven xv = 1 — z¢, kde z. je molarni zlomek cukru. Z rovnic (1) a (2) pak vyjadiime

M.
= M. M, (9)

1—wc

Ty

a tedy po dosazeni (9) do (8) jiz zndme teoretickou zavislost teploty tuhnuti na hmotnostnim
zlomku cukru. Vsimnéme si, ze tato zavislost zavisi i na molarni hmotnosti cukru. Pokud bychom
misto cukru pouzivali kuchytiskou stil, kterd mé moldrn{ hmotnost nizsf — asi 58,4 g-mol~! pfi
stejném hmotnostnim zlomku (tedy stejné hmotnosti latky v daném mnozstvi vody) by teplota
tuhnuti byla nizsi. Naptiklad pro hmotnostni zlomek 0,2 vychézi pro cukr teplota tuhnuti
asi —1,3 °C, zatimco pro sul asi —7,5 °C, z ¢ehoz je zfejmé, ze chodnik je leps{ v zimé solit nezli
sladit.

Meéreni

7 vyse uvedeného vidime, ze v pripadé roztoku neexistuje jedna pevnd teplota, pii které roztok
tuhne, ale jedna se o teplotni interval. Budeme tedy mérit teplotu, pti které roztok zacina tuh-
nout (za¢ina krystalizovat voda), tedy teplotu, pii které pozorujeme vyraznou zménu v rychlost
ochlazovani. Namétend zavislost tedy bude kiivkou likvidu ve fdzovém diagramu (obrazek 1).

Pti méfeni byl nejprve v nerezové nadobé véalcového tvaru pripraven roztok pridanim kost-
kového cukru o hmotnosti m. do vody o hmotnosti m, a jeho rozpusténim. Poté byl roztok
vlozen do mrazaku, ve kterém se teplota pohybovala mezi —25°C a —30°C.

Teplota roztoku béhem ochlazovani byla v sekundovych intervalech mérena pomoci teplomeé-
ru Dallas DS18B20 v pouzdre T092, které bylo celé ponoreno do roztoku tak, aby se nedotykalo
stén nadoby.

Nejprve byla zmérena kiivka chladnuti pro ¢istou vodu, viz obrazek 4. Vidime, ze teplota
tuhnuti je dle ocekdvani 0 °C.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Freezing-point_depression#Calculation
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Obr. 4: Namérena krivka chladnuti vody. I — ochlazovani vody, II — tuhnuti pri teploté

tuhnuti, I1I — ochlazovani ledu.
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Obr. 5: Priblizné vypocitana derivace kfivky chladnuti vody na obrézku 4.
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Mérna tepelnd kapacita, tedy teplo nutné k ohtati jednotkové hmotnosti dané latky o 1 K, je
pro vodu ¢, = 4180 Jkg - K™ a pro led ¢ = 2090 J-kg~'-K~'. Mérn4 tepelns kapacita ledu je
polovicni, v pfipadé, ze bychom teplo odebirali latce stéle stejnym vykonem, méla by smérnice
namétené kiivky pred tuhnutim byt dvojndsobnd nez po tuhnuti. Smérnici kiivky ziskdme
numerickym zderivovanim namérené kiivky, viz obrdzek 5. Vidime, Ze rychlost ochlazovani po
zmrznut{ dvojndsobnd neni, coz muze byt zpusobeno napiiklad tim, Ze fazova preména nebyla
dokoncena v celém objemu v jeden okamzik. Rychlost ochlazovani je navic zavisla na okolni
teploté, kterd se v piipadé mrazdku ménila (na nékterych naméfenych kiivkach bylo zejména
pri nizsich teplotach patrné, ze pti zapnuti kompresoru se teplota snizovala, po vypnuti se opét
zacala mirné zvysovat).

Z derivace na obrazku 5 mizeme ze znalosti mérné tepelné kapacity vody téz odhadnout
i mérné skupenské teplo tuhnuti vody, predpokladame-li, Ze tepelny tok ze vzorku zavisi pou-
ze na jeho teploté. Tésné predtim, nez za¢ne vzorek tuhnout (tedy jiz pii teploté 0°C), je
vzorek ochlazovan rychlosti asi 21,2 K-h™?, je tedy odebirdno teplo rychlosti ¢, - 21,2 K-h™*
= 88600J-kg”'-h~!. Voda tuhla asi 3,2h, tudiz odevzdala teplo 88600J-kg~!-h~!.3,2h =
= 280kJ-kg~!. Skute¢ns hodnota mérného skupenského tepla tuhnuti je 333,7kJ-kg™!, nas
odhad je tedy rddové spravny.

Pfi méfen{ s roztoky zejména vyssich koncentraci (we > 30 %) dochézelo vzdy k podchlazent
(viz namétend zavislost na obrézku 7). Vzhledem k tomu, Ze vykon, kterym bylo odebiréno teplo,
zéavisel na teploté i case, nebylo mozné k urceni teploty, pri které zacina roztok tuhnout, pouzit
postup z obrazku 3. Proto byla tato teplota odhadnuta dle obrazku 7. Z obrazku 3 je pak
ziejmé, ze skutecna teplota, pri které roztok zacind tuhnout, je vyssi nez ta, kterou jsme timto
postupem odecetli.

Pfi koncentracich 63,8 % a 66,1 % (roztoky o takto vysoké koncentraci bylo nutné pfipravit
pri zahtivani, nebot dle fazového diagramu na obrazku 1 je rozpustnost pfi pokojové teploté
nizsi) se jiz nepodatrilo roztok zmrazit. Pfi ochlazeni na teplotu okolo —25°C mél roztok vel-
kou viskozitu (odhadem vySsi nez tekuty med p¥i pokojové teploté), dle fazového diagramu
(obrézek 1b) by mélo jit o pfesycené roztoky.

Namérené hodnoty jsou uvedeny v tabulce 1. Namérenou zavislost teploty, kdy vodny roztok
sachardzy zacind tuhnout, na jeho koncentraci pak uvddime na obrazku 8, a to vCetné teoreticky
vypoéitanych hodnot dle rovnice (8).

Nejistoty méreni

Cukr i voda byly vazeny véahou s rozlisenim 0,01 g. Nejistotu méfeni hmotnosti cukru odhadneme
na Am. = 0,1g. Nejistota méfeni hmotnosti vody vsak bude vétsi, jelikoz ¢ast vody se muze
odparit a v pripadé nesikovnosti se ji opét ¢ast muze ztratit pfi michani, odhadneme ji tedy
na Amy = 5g. Nejistotu Aw. méfeni hmotnostniho zlomku cukru pak uréime ze zdkona Sifeni
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Obr. 6: Namérené kiivky chladnuti pro nizsi koncentraci roztoku (we = 24 %).
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Obr. 7: Namérend kiivka chladnut{ roztoku pro vyssi koncentraci roztoku (w. = 41 %), kdy
doslo k podchlazeni.
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Tabulka 1: Namérené hodnoty.

my me We i3
g g % °C
137+£5 0,0 0,0 0,0£0,7

100 £ 5 45+0,1 4,3+0,2 -0,4+£0,7
129+ 5 8,2+0,1 59+0,2 —-0,5+0,7
94+5 8,7+0,1 8,5+0,4 —-0,5+0,7
110£5 10,8 +£0,1 9,0+0,4 -0,9+0,7
143+ 5 16,8 +0,1 10,5£0,3 -0,6 £0,7
135£5 21,3+0,1 13,7+0,4 -1,0+0,7
164+ 5 33,1+0,1 16,8+0,4 —-1,7+0,7
11445 302+0,1 20,9+0,7 —-1,6 £0,7
134+5 429+0,1 242+0,7 —-2,54+0,7
143+ 5 53,8+ 0,1 27,3+0,7 -3,0+0,7
106 £ 5 432+0,1 289+1,0 —-2,94+0,7
11145 520+0,1 31,9+1,0 -3,6+1,0
875 429+0,1 33,1+1,3 —-4,0£1,0
109 +£5 64,7+0,1 372+1,1 —-5,0+1,0
108 £ 5 66,1 +0,1 38,0+1,1 —-444+1,0
110+ 5 76,6 £0,1 41,0+1,1 —-5,8+1,0
104 £5 82,0+0,1 440+1,2 —6,6 £1,0
95+5 82,5+0,1 46,5+1,3 -8,1+1,0
111+5 108,1+0,1 493+1,1 —8,6 +1,0
83+5 83,2+0,1 50,2+1,5 -92+1,0
124+5 1314+0,1 514+10 —-11,0£1,0
71+5 91,3+0,1 56,1+1,7 —-1284+1,0
92+5 142,7+0,1 609+13 —-1924+1,0
96+5 169,5+£0,1 638+1,2 nezmrzlo
82+5 160,0£0,1 66,1+14 nezmrzlo

nejistot jako

AOwe \ 2 Awe \ 2
AwC_WAmVM) + (am D)

~ Mame—mme 1 [ameme |7
\/[ (mc+mv>2]+{ <mc+mv>2]

B \/Am?,mg + AmZm2

(me +my)?

Co se tyce méfeni teploty, pouzité detektory teploty maji rozliseni 0,062 5 °C a vyrobce udava
presnost lepsi nez 0,5°C. Vzhledem k tomu, Ze v mnoha piipadech dochézelo k podchlazeni,
a tedy na naméfeném grafu nebyl jednoznacény bod pro odecteni, nejistotu méfeni teploty
budeme uvazovat vyssi, odhadem 0,7 °C pro w < 30% a 1,0 °C pro w > 30 %.
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Obr. 8: Namétend zavislost teploty, kdy vodny roztok sacharézy zacind tuhnout, na jeho
koncentraci a teoreticky vypocitané teploty tuhnut{ dle rovnice (8).

Vypocitané nejistoty pro jednotlivd méfeni jsou v tabulce 1 a téz vyneseny jako chybové
tsecky na obrézku 8.

Diskuse

Na obrazku 8 muzeme srovnat namérenou a teoreticky vypocitanou zavislost. Vidime, ze pro
koncentrace nad asi 20 % se naméfené hodnoty od teoreticky vypocitanych hodnot zadinaji
rozchéazet.

Teoreticky model poéital s idedlnim roztokem (rovnice (4)) a vysledek teoretického vypodtu
byva po nékolika dalsich aproximacich pouzivan pouze pro malé koncentrace (Blagdeniv zékon).
Pro piesnéjsi vypodet zejména pii vyssich koncentracich by bylo t¥eba pouzit jinou rovnici®

Jednou z moznych pri¢in nesouhlasu namérenych hodnot s teoretickym modelem je také
postup odecitani teploty tuhnut{ v ptipadech, kdy doslo k podchlazeni (obrdzek 7). Déle je
mozné, ze pripravené roztoky z vody z vodovodu a kostkového cukru obsahovaly dalsi necistoty,
které teplotu tuhnuti snizily.

Zavér
Nameérili jsme zavislost teploty, pri které vodny roztok sacharézy zacind tuhnout, na koncentraci

(viz obrazek 8), a to az do koncentrace asi 60 %. Nakonec néco malo statistiky — pro naméreni
této ulohy bylo pouzito 366 kostek cukru.

6X. Ge, X. Wang. Estimation of Freezing Point Depression, Boiling Point Elevation and Vaporization
enthalpies of electrolyte solutions. Ind. Eng. Chem. Res., 2009.
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Komentare k doslym Fesenim

Mnoho fesitelti provedlo pfili§ mélo méfeni (nejéastéji pro étyfi koncentrace), ze kterych pak
vyvozovala ruzné zavéry, napiiklad to, ze zavislost je linedrni. Zejména v pripadech, kdy byly
pouzity jen nizké koncentrace, nelze tento zavér z pouhého méreni vyslovit, nebof zména teplo-
ty tuhnuti je srovnatelna s nejistotou méreni. Jen malo fesiteld provedlo méreni i pro nulovou
koncentraci, kterd do zavislosti jisté také patii a pomoci které si mohli snadno ovérit pripad-
nou chybu pfi méreni teploty — v rdmci presnosti, které jsme schopni s domécimi pomuckami
dosdhnout, bude jisté teplota tuhnuti vody (i té z vodovodu) 0 °C.

Vétsina doslych feseni byla bohuzel velice stru¢na a neobsahovala vse podstatné. Jediny, kdo
podle nés do feseni uvedl vSe, co by feseni experimentalni tlohy mélo obsahovat, byl Premysl
Stastny, proto také jako jediny dostal za experimentélni Glohu plny pocet bodi. Vem ostatnim
doporucujeme, aby si precetli nad$ navod, jak na vypracovani experimentélni ilohy, na nasem
webu! jisté vam pfi feSen{ dalsich experimentélnich tloh pomize.

Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

“http://fykos.cz/sex/jak-na-to
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