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Uloha VL3 ... pracovni pohovor 4 body; pramér 2,39; fesilo 36 studentt

Jedna z pracoven lorda Vetinariho ma kruhovy pudorys o poloméru R a je umisténa na loziscich,
diky nimz se miize otdcet kolem své osy. Pro zajisténi otdceni se pouziva motor, ktery miize
pusobit libovolnym momentem sily. Pri otac¢eni ptsobi na podlahu mistnosti treci moment Moy,
nezévisly na rychlosti, ktery je shodny se statickym tfecim momentem. Zidle pro névstévy
je umisténa tak, ze clovek na ni sedici pociti ucinky rotace pouze tehdy, presahne-li tihlové
zrychleni hodnotu e¢. Urdete, za jakou nejkratsi dobu se miiZze mistnost otocit o 180°, aby
navstéva nic nepoznala, a jaka prace je k tomuto otoceni potieba. Celkovda hmotnost mistnosti,
kterou miizete povazovat za homogenni disk, je m.

Bonus Predpoklddejte, ze ndvstévnik pociti vliv rotace tehdy, presdhne-li tithlovy ryv (zména
zrychleni) hodnotu jo. Mirek si uz zase spletl dvere od pokoje.

Uloha mé ponékud delsi zad4ni, rozebereme si proto nejprve jednotlivé ¢asti a rozmyslime si,
co se po nas chce a jak budeme postupovat. Dulezité je uvédomit si, Zze motor je schopen
nastavit libovolny moment sily, s nimz se mistnost bude otacet. Pro hledani nejmensiho casu
tedy nemusime uvazovat vibec tfeci moment My, ten sehraje roli az pri vypoctu prace. Nase
tloha tedy vypada nasledovné: mame integral

T
Dot :/ w(t)dt, dw <eoVtel0,T],
o dt
kde ¢or = m a w je hlova rychlost, a nasim tkolem je minimalizovat celkovy cas T, za ktery se
mistnost otoci. Zaddni by $lo preformulovat jako variac¢ni tilohu na hleddni minima s danymi
podminkami. My si vSak vystacime s elementarnimi dvahami, pficemz si pomtzeme nacrtky
rychlostnich diagram.

Jesté si uvédomme jednu podstatnou véc — ackoli to zadani explicitné nezminuje, je prirozené
predpoklddat, ze po otocce 0 ot = T mistnost nerotuje. Kdyby tomu tak nebylo, Vetinariho host
by po vyméfeném Case T vstal a nejpozdéji pti otevieni dvefi by si rotace vSiml (pravdépodobné
by se pred nim otdcela néjaka ¢ast vnéjsi stény).

Nyni budeme predpokladat, ze feseni mé jednoduchy tvar, kdy prvni polovinu ¢asu zrychlu-
jeme s konstantnim zrychlenim o a druhou polovinu ¢asu se stejnych zrychlenim zpomalujeme,
a ukdzeme, ze tak skutecné dosdhneme miniméalniho ¢asu. Podivejme se na obrazek 1. Vime,
ze zrychleni je definovano jako prvni casova derivace rychlosti a ze si tuto derivaci muzeme
v grafu zndzornit jako teénu, jez udavéd sklon kiivky w(¢) v daném bodé. Obsah plochy pod
grafem je rovny dhlu, o ktery se mistnost otoc¢i. Zrychleni je konstantni eqg, resp. —eo, graf se
proto skldda ze dvou usecek, které spolu s ¢asovou osou vytvareji rovnoramenny trojihelnik.
Vysku tohoto trojuhelniku, tj. maximalni rychlost, mizeme snadno spocitat. Pro rovhnomérné
zrychleny pohyb méme

o 1 T\?
=3(3)

2 2
T
Wmax = 505 ) (1)
z ¢ehoz snadno vyjadiime
Wmax — 4/€0Pot -

Nyni si pfedstavme, %e zdkladnu trojihelniku zmensime, tj. zkrdtime éas T na T' < T. Pak
ziejmé klesne obsah plochy pod grafem (polovina zékladny krat vyska), nedojde tedy k otodeni
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o celé por. Co kdyby plocha neméla tvar trojihelniku, tj. zrychleni by nebylo po ¢astech kon-
stantni? Obsah by se poté také nutné zmensil, argument® je snadny: pokud by kfivka v(t) protla
pravou odvésnu trojihelniku, jiz bychom se nestihli vratit zpét v case T, protoze sklon krivky
nemuze byt vétsi nez sklon odvésny. Podobné, kdybychom se na zac¢dtku nékdy pohybovali se
zrychlenim mensim nez eo, nestihli bychom v ¢ase T'/2 dosdhnout maximalni rychlosti a pak
jsme jiz omezeni pravou odvésnou. V zadném mensim case tedy nedokdzeme mistnost otocit
0 @ot. Hledany minimdln{ ¢as je tedy podle rovnice (1)

T=2,]2.
€0

«“1
T T t

0]
Obr. 1: Néértek zavislosti ihlové rychlosti rotace mistnosti na ¢ase. Carkovana éara ilustruje,
pro¢ nelze dosdhnout kratsiho ¢asu T' potiebného k otocéce o .

Kdyz uz nyni mame jasno v tom, jak bude vypadat pohyb mistnosti, mizeme spocitat préaci

motoru, kterou musi na jednu otoCku o ot vykonat. Analogicky k transla¢nimu pohybu je
préace pri rotaci definovana jako integral

W = / Mmotor dSD .
0

kde Mmotor je moment sily, kterym pusobi motor. Pti roztdceni je na mistnost potreba pusobit
momentem

M = Ieqg + My s
jelikoz kromé roztaceni disku jesté pusobime proti brzdnému tfecimu momentu. Plati
1 2
I =-mR",
2

kde m, R jsou hmotnost a polomér mistnosti ze zadani. P¥i zpomalovani disku mame
M = IEO — Mo )

jelikoz zde treni napomédhé zpomalovani. Celkova préce je potom

o

5
W =W +W,= / (%mR%O + MO) dep +/ %msto — M| de.
0

I
2

'Kdybychom chtéli byt exaktn&jsi, mohli bychom zde zuzitkovat Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté dife-
rencidlniho poctu, ale jiz jsme si slibili, Zze se budeme pohybovat na elementarni tirovni.
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Absolutni hodnota zde vyjadiuje skuteénost, ze praci motoru povazujeme vzdy za kladnou —
miize totiz dojit k situaci, kdy Mo > mR?eo/2, mistnost by tedy samovolné zpomalovala, piilis
prudce a je proto potieba jeji rotaci i béhem brzdéni urychlovat. Po vipoétu® dostaneme

1
W = EnmRQEO

pro My < mR250/2 a
W = TEMO

pro Moy > mR250/2.

Jisté jste si v8imli, Ze naSe feSeni m4 ve funkei €(t) nespojitost 29 v bodé T'/2. Tuto prud-
kou zménu zrychleni by navstévnik sedici na zidli dozajista pocitil. Proto v bonusové casti
pozadujeme, aby thlovy ryv, tj. casova derivace thlového zrychleni, nepfesahl hodnotu jo. Za-
vislost v(¢) bude nyni reprezentovana hladkou funkci. Pfi konstrukei grafu ¢(¢) budeme postu-
povat podobné jako v prvni ¢asti pfi konstrukei grafu w(t) (pfedpokladdme nulové zrychleni na
konci pohybu); zde vSak budeme navic pozadovat rovnost plochy pod a nad ¢asovou osou, ¢imz
docilime taky nulové rychlosti na konci pohybu. Ryv a zrychleni budou vypadat nasledovné:

[ jo protel[0,T/4U[3T/4,T],
j(t)_{ J*jo grote(T/4,3T/4)

Jot pro t € [0,T/4],
e(t) =< joT/2—jot prote (T/4,3T/4),
—joT + jot prote [3T/4,T].

Graf w(t) je naértnut na obrdzku 2. V obrizku je sugestivné zaznaceno, jak budeme postupovat
pri vypoctu integralu pro celkovy thel ¢o¢. Jedna se o obsah obdélniku

T
Yot = Wmax§ s (2)
kde 5
wmax _ 1 . T
2~ 2° (4) ' ®)

Z rovnic (2) a (3) pak snadno vyjadiime

Saot
T:437‘. 4
V2o (4)

Praci budeme psat nyni jako integral ve tvaru
W:/|Ia(t)—|—Mo|d<p:/|[5(t)—|—Mo|wdt. (5)

piicemz stéle I = mR?/2. Integrovat budeme tii tseky o délce T/4, T/2 a T/4. Casovy vyvoj
momentu Mmotor je pro nazornost uveden na obrazku 3.

2Pokud jesté neumite dobfe integrovat, uvédomte si, ze vlastné poéitdme plochu pod grafem funkce e(t) =eo
nasobenou momentem setrvac¢nosti, pfiéemz jedna strana obdélniku je zvétsena/zmensena o M.
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Obr. 2: Nacrtek zdvislosti tthlové rychlosti na ¢ase pro podminku |j| < jo. V obrdzku je
vyznaceno, jak ziskat obsah plochy pod grafem bez integrace.

M

Obr. 3: Nacrtek zdvislosti momentu sily na ¢ase. Plnd ¢ara znaci vysledny moment pusobici
na mistnost, prerusovana Cara predstavuje absolutni hodnotu momentu sily motoru.

Nyni je potfeba vyjadrit rychlosti a zrychleni v jednotlivych tsecich v zavislosti na Case.
U zrychleni jsme to jiz provedli, pro rychlosti dostaneme integraci zrychleni

2jot? pro t € [0,T/4],
w(t) =1 —=5joT?+ LjotT — éjOtQ pro t € (T/4,3T/4),
2joT? — jotT + Ljot pro t € [3T/4,T].

Jak se bude chovat absolutni hodnota v integralu? Pro druhy tsek bude motor pusobit
nulovym momentem sily v Case

2Mo
th=T/2
1 / + Jom 2
a v tfetim tseku ze symetrie podle obrazku 3 v Case
2Mo
to =T — .
? jomR2

Pokud treci moment M presdhne hodnotu

1
Mue, = gjomRQT,
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bude motor pusobit vzdy momentem sily pouze ve sméru thlové rychlosti. Ted uz nezbyva nez
provést integraci. Celkem integrujeme pro piipad Mo < Mme, pfes pét tsekt (druhy a tfeti
se rozstépily na dva pfes absolutni hodnotu). Vzhledem k poctu élent v jednotlivych inte-
grandech a tvaru mezi se jednd o velmi pracny vypocet, uvedeme zde proto pouze vysledek
pro Mo > Mme,, ktery po dosazeni z (4) vypada néasledovné:

1.
W = ﬁjngMo = TEM() .

Tento vysledek by néds nemél prekvapovat, stejné bude vypadat pii jakémkoli pohybu z klidu
do zastaveni, kdy po celou dobu pohybu neprekro¢i ptislusny mezni moment zadany brzdny
tfeci moment M.

Jesté pozndmka na zdvér: pokud bychom i v bonusu uvazovali omezeni na € (coz bychom
méli), museli bychom Fesit situaci, kdy jo7/4 > £o. Potom by v grafu (¢) doslo k ,ufiznuti
Spicek“ a v grafu v(t) by pfibyly linedrni tseky. Celkovy ¢as T by se zfejmé prodlouzil. Podrobny
prepocet prace motoru je jenom dalsi timorné cviceni na integraci polynomu a nic nového do
tlohy neptinasi, proto ho zde neuvadime.

Komentare k doslym resenim

Jak je ze zadani ziejmé, lord Vetinari chce, aby navstéva po otoceni nic netuse vstala a vysla
ven z mistnosti Spatnymi dvermi. Je proto nutné, aby po otoceni mistnost jiz nerotovala. Jeli-
koz to vsak nebylo v zadani pfimo zminéno, naprostd vétsina z vas tuto podminku neuvazovala
a Tesila tak jinou, jednodussi tlohu. Za vyfteseni zakladni ¢asti za zjednodusenych predpokla-
di byly udéleny dva body, za bonus byl dalsi bod navic, celkem tedy tii body. Obvykle jste
se zjednodusenou verzi neméli problémy, nejcastéji dochazelo k chybé pii vypocétu drahy za
konstantniho ryvu, kdy jste u kubického ¢lenu chybné uvddéli koeficient 1/4 namisto 1/6.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz
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