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Uloha VL5 ... hospodska rvacka 5 bodi; (chybi statistiky)

Pri svém pobytu v Ankh-Morporku Dvoukvitek navstivil také hospodu. Nebyla by to dobra
hospoda, kdyby se tam nestrhla vSeobecna rvacka, pri které létaji zidle, flasky a dalsi véci z jedné
strany hospody na druhou. Dvoukvitek musi samozrejmé vsechno poradné zdokumentovat svym
fotoaparatem. Ted zrovna foti kulicku o poloméru R, kterd leti rychlosti v blizkou rychlosti
svétla c. I v takovych hospodéach plati teorie relativity, ze které vyplyva, Zze Dvoukvitek by
ve své klidové soustavé zméril kontrakei kulicky ve sméru pohybu o faktor /1 —v?/c2. Jaky
polomér kulicky ve sméru pohybu zaznamena na fotografii se zanedbatelné kratkou expozici?
Fotoaparat zaujiméa vuci kulicce obecnou polohu.

Nejen Jakub M. vi, Ze vse je potreba 7ddné zdokumentovat!

Nejprve popisme, co se vSechno déje v nasem problému. Jak bylo naznaceno v zadani, v pripa-
dé relativisticky se pohybujici kulicky se uplatiiuje tzv. kontrakce délky (pfesnéji Lorentzova
transformace). Kromé toho ale jesté musime pocitat s mechanizmem zdznamu obrazu. Fotoa-
parat dokaze zachytit v urcity moment fotony z ruznych smériu. Jenomze rychlost kulicky neni
zanedbatelnd v porovnani s rychlosti svétla, proto fotony, které dorazi do fotoaparatu ve stejny
okamzik, obecné nejsou emitovany kulickou v tutéz dobu.

Zavedme soufadny systém spojeny s kuli¢kou (¢',z’,4’, 2’) a spojeny s hospodou (¢, z,y, 2).
Necht jsou systémy zavedeny tak, ze kulicka leti ve sméru osy x v kladném smyslu a v kazdém
Case se fotoaparat nachézi v bodé z = y = z = 0. Pfechod mezi témito systémy se realizuje
(specidlni Lorentzovou) transformaci:

kde v = (1 — v?/c*)Y2. Nyn{ uvazujme imaginarni fotoaparét, ktery je v klidu v kulicce
a v dase t' = 0 prochézi skuteénym fotoapardtem. V tento okamzik klapne zavérka obou foto-
aparatu. Uvédomme si, ze v tento okamzik zaznamend virtudlni fotoaparit na film ty stejné
fotony, které zaznamena fotoaparat skutecny. Zrekonstruujme tedy svétocary fotonu zachy-
cenych virtudlnim fotoapardtem (coZ je snadné), pretransformujme je do hospodské soustavy
a zjistéme, co vlastné skutecny fotoaparat zaznamenal.

Protoze mame k dispozici jen jeden fotoapardt, dokdzeme zachytit pouze projekci objektu
(sméry polohovych vektort), proto nds bude zajimat jen obrys této projekce. Virtudlni foto-
aparat, pro ktery je kulicka v klidu, bude pfijimat fotony z oblasti kruhové projekce koule,
vyznamny pro nas bude jen kruznicovy obrys. Pokusme se zachytit polohu téchto fotont v za-
vislosti na Case r'(t).

Reknéme, Ze se fotony pohybuji rychlosti svétla ve vakuu, &ili maji svételnou svétocaru
a musi platit

r/Ar’:x/2(t)+y'2(t)+z’2(t):c2t/2. (2)

Necht @’ je jednotkovy vektor ve sméru osy symetrie (spojnice stiedu koule s fotoapara-
tem). Rovnéz ale mus{ trajektorie fotoni svirat s osou symetrie povrchovy pulthel. (Trajektorie
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Obr. 1: Pozorovani koule imagindrnim fotoaparatem.

hraniénich fotonti budou tvofit plast kuzele!) Potom musi platit

/

r'-a =|r|cosa,

kde o je poloviéni vrcholovy thel. Z (2) miizeme tento vyraz pfepsat jako

/ ~ / ’
r-a =—ct cosa ,

3)

kde volime zéporné znaménko, protoze v ¢ase t' = 0 jiz musi byt fotony v imagindrnim fotoa-

paratu.

Nyni transformujme rovnice (3) a (2) pomoci transformaci (1) a ziskdme popis svétocar foto-
na, které v hospodské soustavé zachytil skuteény fotoaparat. Rovnice (2) se musi transformovat
pouze odstranénim &arek, protoze rychlost svétla je ve viech systémech stejna? Rovnici (3) si

prepisme do slozkového tvaru

x/a; + y'a; + z'a'z
a nyni jiz aplikujme transformace (1). Dostavame

v(z — vt)ay + yay, + za, = —cy (t — %) cosa’,
c

coz po upravé dé vzniknout vyrazu tvaru

o (a; - %coso/) x + yay + za, =y (va, — ccosa’) t

! Povsimnéte si, ze kuzel je limitnim pfipadem komolého jehlanu.

?Kdo nevéfi, at dosadi. Nicméné vzhledem k tomu, Ze pravé tato vlastnost je jednim z pfedpokladii, ze

kterych se Lorentzova transformace odvozuje, je tento vypocet bezpredmétny.
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a nakonec jesté prondsobme kladnym koeficientem k, jehoz velikost uréime posléze
’ v ’ ’ ’ v oy ’
ky (az — —cos« ) x + kayy + karz = ky (faz —cosa ) ct.
c c
Zavedme polohovy vektor a:
/ v / / ’
a= (k’y (az - fcosoe> ,kawkaz) .
c

Zvolme k takové, aby platilo
la| =1, (4)

a odted zna¢me a = a. Z rovnice (4) vyplyva, ze
k~y (a; - Ecoscu’) <1.
c
Nyni je ¢as na matematické lemmatko: Necht plati

~1<A(B-CD)<1,

kde
A>0,
—-1<B<1,
0<C<1,
0<D<1.
Potom plati
—-1<A(CB-D)<1. (5)

Dikaz: Prepisme prvni nerovnici na dvé nerovnice tvaru

CD-B<

= |

, (6)
B-CD<—, (7)

pricemz méjme na paméti, ze A je kladné. Rovnéz si prepisme dokazovanou nerovnici na dvé

1

— < =
CB-D<—, (8)

1

— < —.
D-CB<— 9)

Uvédomme si, Ze nerovnice (6) a (7) jsou dolni odhady 1/A, proto po dosazeni za 1/A do (8)
a (9) dokazujeme silngjsi tvrzeni a je tedy toto dosazeni korektni. Z (8) dostaneme

(C+1)(B-D)<0,
(C-1)(B+D)<0,
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coz vzhledem k oborum B, C, D vede na nerovnice

B<D,
B> -D,

coz opét vzhledem k B, D pokryva vSechny moznosti.

Dosazeni do nerovnice (9) ddva stejné vysledky. Dosazeni (6) do (9) ddva stejny vysledek
jako dosazeni (7) do (8) a analogicky pro druhou dvojici dvojic nerovnic.

Podfvejme se, Ze pii dosazeni A = kv, B =a,, C =v/c, D = cosa’ a rovnice (5) vyhovuji
predpokladim lemmatu. Dusledek lemmatu ndm zarucuje, ze existuje takové a, ze plati

r-a= —ctcosa,

kde r = (z,vy, 2).

Transformované rovnice (2) a (3) tedy rovnez popisuji trajektorie fotont na povrchu kuzele,
tentokrat o vrcholovém pulthlu a. Fotoaparat tedy zachyti projekci kulicky ve tvaru kruhu.
Ale vzhledem k tomu, ze v pricném sméru vzhledem k rychlosti nedochazi ke kontrakci, je
pozorovany polomér ve sméru pohybu také r.

Nutno jesté podotknouti, ze toto vyjadfeni neni tplné presné. Vzhledem k tomu, ze bodovy
pozorovatel nemé zadnou pfimou moznost, jak urcit vzddlenost predmétu, jediné, co dokdzeme
tici, je: ,,Kulicka m4 stejnou thlovou plochu, kterou by méla kulicka v klidu v predpoklddané
vzdéalenosti kulicky“.

Toto ovSem neni jediny poznatek, ke kterému jsme dospéli. Dalsim disledkem nasich vysled-
ki je tzv. Penroseova—Terrellova rotace. Vzhledem k nerovnosti @’ # @ jsou vzéjemné polohy
kulicky v dobé emise fotona vuci skuteénému a virtudlnimu fotoaparatu ruzné, nicméné body
emise fotont na kuli¢ce jsou stejné. To znamend, ze kulicku v poloze pozorované redlnym foto-
apardtem vidime z té strany, ze které ji pozoruje imagindrni fotoaparat (ktery ji pozoruje v jiné
vzéjemné poloze). Reeno kratce, vidime kuli¢ku z jiné strany — pootodenou.
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