
Jan Hradil a kolektiv

Fyzikální

koresp ondenèní

semináø

X. ro èník { 1996/97

�





Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Pøedmluva

Pøedmluva

Milý ètenáøi,

v této ro èence se ji¾ tradiènì sna¾íme ukázat èinnost FYKOSu (FYzikálního KOresp ondenè-

ního Semináøe) ve ¹kolním ro ce 1996/97, kdy prob ìhl jeho jubilejní X. ro èník.

Struktura této ro èenky se mírnì li¹í o d toho, jak vypadá semináø b ìhem roku. Ten vypadá

tak, ¾e øe¹itelé dostáva jí, víceménì pravidelnì, zadání ¹esti sérií úloh. Ka¾dá série obsahuje

5 teoretických úloh, 1 exp erimentální úlohu a kapitolu Seriálu na p okraèování, co¾ je letos

p ovídání o astronomii a astrofyzice. Seriál je doplnìn dal¹í, celkem tedy sedmou úlohou.

Øe¹itelé øe¹í (jak ji¾ vyplývá z jejich názvu) tyto úlohy a p oté je p o¹lou (ne nutnì v¹echny)

na adresu semináøe. Následnì organizátoøi úlohy opraví, ob o dují a za¹lou zp ìt øe¹itelùm,

aby si mohli prohlédnout své chyby. Na základì b o dování je sestavena výsledková listina

a na konci ka¾dého ro èníku jsou nejlep¹í øe¹itelé p o zásluze o dmìnìni. FYKOS je pøedev¹ím

soutì¾!

Toto základní schéma semináøe vzniklo nìkdy na jeho p o èátku. Nejdøíve se k nìmu do-

plnila dvì ka¾doro èní soustøedìní, která jsou ji¾ neo dmyslitelnou souèástí semináøe. Jsou

o dmìnou nejlep¹ím øe¹itelùm v¾dy na jaøe a na p o dzim. Dal¹í aktivitou je Den s exp eri-

mentální fyzikou, kdy umo¾níme (ve sp olupráci s jednotlivými pracovi¹ti) na¹im øe¹itelùm

náv¹tìvu nìkolika pracovi¹», kde se dìlá þopravdová fyzikaÿ.

Tolik ¾ivot semináøe b ìhem roku, co v¹ak ukrývá tato ro èenka? Na zaèátku na jdete

kompletní zadání teoretických a exp erimentálních úloh. Z praktických dùvo dù jsme o ddìlili

øe¹ení teoretických úloh, o d exp erimentálních. Ob o jí p ostupnì na jdete za zadáním. V dal¹í

èásti je celý Seriál na p okraèování, pøeru¹ovaný jednotlivými úlohami, vá¾ícími se k danému

tématu. A pak u¾ je jen soupiska nejlep¹ích øe¹itelù a to» v¹e.

Pokud byste mìli p o pøeètení p o cit, ¾e se chcete pøihlásit k soutì¾ení v semináøi neb o ¾e

se p otøebujete na nìco zeptat, a» u¾ se to týká fyziky, studia na matfyzu èi ¾ivota matfyzáka,

neb o jte se a napi¹te. Organizátoøi jsou vám k disp ozici témìø nepøetr¾itì na adrese

FYKOS

KTF MFF UK

V Hole¹ovièkách 2

180 00 Praha 8

e-mail: fykos@m�.cuni.cz

www: http://www.m�.cuni.cz/iso/news/fks

tel: (02) 2191 2493 (záznamník KTF)
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�

Zadání úloh

Úloha I . 1 . . . stojánek na víno

Obr. 1

�

Firma Strýèek Skrblík s. r. o. zaplavila domácí i zahranièní

trhy geniálním výrobkem { døevìným sto jánkem na víno, je-

ho¾ p o dobu si mù¾ete prohlédnout na obr. 1. Bude tento sto-

jánek funkèní? Závisí stabilita systému sto jánek { láhev vína

na velikosti a tvaru láhve èi na mno¾ství moku v láhvi obsa-

¾eném? A p okud ano, tak jak?

Øe¹ení str. 10

Úloha I . 2 . . . alchymistické zrcad lo

Mìjme válcovou nádobu se rtutí. Rozto èíme ji úhlovou rychlostí ! kolem rotaèní osy.

Urèete ohniskovou vzdálenost zrcadla, které tvoøí p ovrch rtuti.

Øe¹ení str. 11

Úloha I . 3 . . . ponoøit se èi neponoøit?

S

�; "

r

h

�

0

Q; S

Obr. 2

�

Velká nádoba je naplnìna tekutým dielektrikem hustoty

� a relativní p ermitivity "

r

. Na dnì nádoby je tenká kovová

deska o plo¹e S . Nad ní plave vo divý hranol hustoty �

0

< � ,

jeho¾ p o dstava má obsah S . Na hranol pøivedeme elektrický

náb o j Q (viz obr. 2). Jak ovlivní elektrické p ole hloubku p o-

noru hranolu, víte-li, ¾e

a) deska na dnì je uzemnìna,

b) deska není uzemnìna?

Zaveïte takové zjedno du¹ující pøedp oklady, abyste byli schopni úlohu øe¹it, a p okuste se

o dhadnout chybu, kterou va¹e zjedno du¹ení do výsledku vnesou.

Øe¹ení str. 12

Úloha I . 4 . . . pøekvapení po procitnutí?

Pøedstavte si, ¾e jdete veèer klidnì spát a do rána se ve¹keré vzdálenosti a rozmìry v¹ech

pøedmìtù zvìt¹í desetkrát, pøièem¾ jejich hmotnost se nezmìní. Zanechá tato událost nìjaké

stopy na va¹í existenci? A p okud ano, tak jaké?

Øe¹ení str. 13

Úloha I . 5 . . . balónek

r

f

Obr. 3

�

Jak mo c mù¾ete nafouknout p ou»ový balónek, dokud nepraskne?

Pøedp okládejte, ¾e balónek má tvar koule. Nenafouknutý nech» má

p olomìr r

0

. Je z gumové blány, která má v jistém pøiblí¾ení tyto elastické

vlastnosti: roztahujeme-li kruh vyøíznutý z této blány na okra ji tak, ¾e

síla na jednotku délky obvo du je f , bude p olomìr kruhu r pøímo úmìrný

f , r = r

0

(1 + af ); a je konstanta úmìrnosti (viz obr. 3). Materiál praskne

pøi maximální síle na jednotku délky f

max

.

Na jedno nadechnutí nab erete do plic ob jem V

f uk

vzduchu a ten pak fouknete do balónku.

Kolikrát mù¾ete do balónku fouknout, ne¾ praskne, a jaký bude mít rozmìr?

Øe¹ení str. 14

Úloha I . 6 . . . vý¹e mého domova hvìzd se bude dotýkat. . .

První exp erimentální úloha leto¹ního ro èníku je svým zadáním p omìrnì jedno duchá, p o-

skytuje v¹ak velký prostor pro va¹i nápaditost a vynalézavost: Zmìøte vý¹ku va¹eho bydli¹tì

co nejvíce zp ùsoby a výsledky p orovnejte. Neb o jte se o dvá¾ných nápadù. Sp o èítejte neb o

alesp oò o dhadnìte chyby mìøení nezap omína jíce na to, ¾e ve fyzice platí: jedno pozorování

= ¾ádné pozorování!

Øe¹ení str. 51
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Úloha I I . 1 . . . rohové zrcad lo

B

P




Obr. 4

�

Pøedstavte si, ¾e sto jíte v b o dì B na obr. 4 pøed dvìma zr-

cadlovými plo chami, které jsou na seb e kolmé ( 
 = 90

�

). Kolikrát

uvidíte svùj obraz v zrcadlech? Co se stane, dáme-li pøed jednu

stìnu pøeká¾ku P (napø. skøíò)?

Jak se situace zmìní, budou-li zrcadla mìnit svùj úhel ( 
 < 90

�

,

resp. 
 > 90

�

)?

Øe¹ení str. 16

Úloha I I . 2 . . . magnetické kyvad lo

l

�

Bg

Obr. 5

�

V homogenním tíhovém p oli (tíhové zrychlení g = 9 ; 81 m : s

� 2

) je

na závìsu zanedbatelné hmotnosti délky l = 1 ; 00 m umístìna malá

kovová kulièka o hmotnosti m = 10 ; 0 g. Na kulièku byl pøiveden

náb o j o velikosti Q = 5 ; 0 � C. Celá tato aparatura se nachází ve

svislém homogenním magnetickém p oli, jeho¾ vektor magnetické

indukce B o velikosti B = 0 ; 5 T má stejný smìr jako tíhové zrychlení

g . Ostatní magnetická p ole jsou vùèi tomuto magnetickému p oli

zanedbatelná. Celá soustava se nachází v klidu. Závìs vychýlíme

o úhel � = 7

�

a uvolníme. Popi¹te p ohyb kulièky p o uvolnìní.

Øe¹ení str. 19

Úloha I I . 3 . . . jarový tryskáè

Matou¹ si vystøihl z tvrdého papíru lo dièku, která je nakreslena na obr. 6 pøi p ohledu

shora. Do místa A pak kápl kapièku jaru a þlo ï ÿ spustil na vo dní hladinu. Nemálo se p o divil,

kdy¾ lo ï þsama o d seb eÿ vyrazila prudce vpøed. Umíte p ohyb lo di vysvìtlit? Platí pro nìj

zákon zachování energie?

Øe¹ení str. 23

A

Obr. 6

�

R

S

R

R

Obr. 7

�

Úloha I I . 4 . . . zrcad la, aneb kdo je nejkrásnìj¹í

Vypuklé a duté zrcadlo ma jí stejný p olomìr køivosti R . Vzdálenost mezi vrcholy zrcadel

je 2 R . V jakém b o dì na optické ose zrcadel musíme umístit zdro j svìtla S , aby p o o draze o d

vypuklého a dutého zrcadla splýval obraz b o du S se svým vzorem?

Øe¹ení str. 24

Úloha I I . 5 . . . dvojèata ve vesmíru

Z

'




M

K

u

v

Obr. 8

�

Michal a Karel jsou dvo jèata. V zá jmu vy¹¹ího vìdeckého

p oznání je p osadíme ka¾dého do jiné kosmické lo di v tý¾ èas

t = 0 a vystøelíme ze Zemì Z rychlostmi u a v vstøíc hvìzd-

ným dálavám. Abychom jim ¾ivot co nejvíce znepøíjemnili,

jejich rychlosti svíra jí úhel ' , jak je to vidìt na obr. 8. Po

èas hvìzdného putování se jejich rychlosti nemìní. V èase t

0

se Michal, který se zrovna nachází v b o dì M , rozho dne vyslat

zprávu { rádiový signál svému sourozenci. Po d jakým úhlem


 vùèi svému smìru p ohybu musí zamìøit signál, aby Karel

zprávu ob dr¾el?

Vliv ostatních tìles na dráhu lo dí a paprsku zanedb ejte. Diskutujte té¾ pøípad, kdy

vesmírné lo dì nejsou vypu¹tìny ve stejný èas, ale Michal se vydá do vesmíru o dobu T døíve.

Jak se zmìní výp o èet, budou-li velikosti rychlostí u a v blízké rychlosti svìtla c ?

Øe¹ení str. 25
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Úloha I I . 6 . . . kostka cukru

Zjistìte, jaký tlak vydr¾í kostka cukru, tj. jaká je její mez p evnosti v tlaku. V øe¹ení neza-

p omeòte uvést parametry p ou¾itých kostek (rozmìry kostky, znaèku cukru ap o d.). Vho dnou

meto dou proveïte tolik mìøení, aby va¹e výsledky byly prùkazné (nejménì deset mìøení na

jeden druh kostky). Z výsledkù zkuste vyvo dit nìjaké závìry.

Øe¹ení str. 59

Úloha I I I . 1 . . . skokan

Èlovìk padá z mùstku do bazénu, pøièem¾ v bazénu je vo da a mùstek je ve vý¹ce h nad

hladinou. Ná¹ skokan má hmotnost M = 80 kg, hustotu � = 0 ; 9 g.cm

� 3

, je vysoký L = 1 ; 7 m

a na p o èátku skoku (volného pádu) byl v klidu. Do jaké nejvìt¹í hloubky H se skokan p onoøí?

Jaký bude jeho dal¹í p ohyb? Odp or vo dního prostøení: a) zanedb ejte, b) nezanedb ejte.

Øe¹ení str. 27

Úloha I I I . 2 . . . dopravní pøestupek

Jede si tak jednou pan Doppler p o mìstì a co nevidí. Zastavuje ho vozidlo p olicie a pøí-

slu¹ník p ovídá: þPane øidièi, jste si vìdom toho, ¾e jste jel na èervenou?ÿ

þ Nikoliv. Kdy¾ jsem pro jí¾dìl kolem semaforu, tak jsem vidìl zelenou. Tím jsem si na-

prosto jist,ÿ o dp ovídá pan Doppler.

þTak v tom pøípadì vám musím dát p okutu za rychlou jízdu!ÿ

Kolik zaplatil pan Doppler a pro è, jsou-li sazby 1 Kè za 1 km.h

� 1

pøes p ovolený limit

60 km.h

� 1

ve mìstì?

Øe¹ení str. 29

Úloha I I I . 3 . . . koule

Tøi koule jsou sp o jeny stejnými gumièkami tak, ¾e tvoøí rovnostranný tro júhelník. Sou-

stava le¾í na hladkém vo dorovném stole. Jaké náb o je je tøeba na koule pøivést, aby se plo cha

tro júhelníka zdvo jnásobila? Tuhost gumièek je k , p o èáteèní délka je l .

Øe¹ení str. 31

Úloha I I I . 4 . . . cirkus

Artista padá na silnì napnutou plachtu z vý¹ky h = 1 m. Jaký bude maximální prùhyb

plachty, je-li prùhyb s artistou v klidu � y = 2 cm? Pova¾ujte v¹echny výchylky za malé.

Øe¹ení str. 31

Úloha I I I . 5 . . . kutil

Pøedstavte si obyèejnou cívku o 100 závitech, její¾ konce oznaème A , B (viz obr. 9). Nyní

sp o jíme konec závitu èíslo 57 s koncem cívky B p omo cí dokonalého vo dièe. Jak se bude li¹it

tato cívka o d cívky s 57 závity, budeme-li ji mìøit mezi b o dy A{B ?

Øe¹ení str. 32

A B

1 57 100

Obr. 9

�

Úloha I I I . 6 . . . optické vlastnosti vody

Tentokrát je zadání velmi struèné: zmìøte index lomu obyèejné pitné vo dy. Souèasnì si

pøeètìte autorské øe¹ení úlohy I . 6 a p okuste se realizovat jen jednu meto du, ale zato co

nejpreciznìji.

Øe¹ení str. 62
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Úloha IV . 1 . . . sever

Je to u¾ dávno, co jsme my, organizátoøi, cho dili na své základní ¹koly. Nicménì si v¹ichni

dobøe pamatujeme, ¾e jsme se uèili, jak p omo cí ruèièkových ho dinek a p olohy Slunce na

obloze pøibli¾nì stanovit sever. Po vás bychom chtìli, abyste nám vysvìtlili, jak to funguje,

pro è to funguje a s jakou pøesností (pøibli¾nì).

Øe¹ení str. 33

Úloha IV . 2 . . . Pepek námoøník

Sp o ètìte práci, kterou musí vykonat námoøník na to, aby svinul plachtu o hmotnosti M ,

která má ¹íøku a a vý¹ku b . Plachta visí celá svisle dolù z ráhna a námoøník ji navíjí na ráhno

konstantní rychlostí.

Øe¹ení str. 36

Úloha IV . 3 . . . mìøení tlaku vzduchu v zimì

Fyzikální exp edice p otøebuje zmìøit tlak vzduchu ve svém táb oøe, aby si mohla být jistá,

¾e jí nehrozí vysokohorská nemo c (u¾ i tak jim hrozí umrznutí, proto¾e je pøesnì � 30

�

C).

Sho dou okolností ma jí s seb ou rtu»ový barometr s hliníkovou stupnicí a namìøili tlak vzduchu

750 torr. Jaký byl ve skuteènosti tlak vzduchu, jestli¾e jsou barometr i mìøidlo cejchovány

pro teplotu 0

�

C?

Øe¹ení str. 37

Úloha IV . 4 . . . napjatá situace

k

1

k

2

k

1

k

2

Obr. 10

�

Mìjme dvì pru¾iny o tuhosti k

1

a k

2

. Jaký bude p omìr p e-

rio d kmitù, jestli¾e na nì p ovìsíme záva¾í, p okud jsou v prv-

ním pøípadì pru¾iny sp o jeny þsériovìÿ a ve druhém þ para-

lelnìÿ (viz obr. 10)? V þ paralelnímÿ pøípadì je záva¾í umís-

tìno tak, ¾e hrazdièka je stále vo dorovná.

Øe¹ení str. 38

Úloha IV . 5 . . . fotbalistický problém

Fotbalista vykopne míè a udìlí mu kromì p osuvné rych-

losti i rotaci okolo svislé osy. Na kterou stranu o d p ùvo dního

smìru se míè zaène o dchylovat v závislosti na smyslu rotace

a pro è? Míè p ova¾ujte za ideální kouli, o dp or vzduchu neza-

nedbávejte.

Øe¹ení str. 39

Úloha IV . 6 . . . hustota vody

Tentokrát je va¹ím exp erimentálním úkolem zmìøit dal¹í fyzikální vlastnost vo dy, toti¾ její

hustotu. Aby nevznikaly velké zmatky, vymysleli jsme pro vás tento p ostup mìøení: Do vo dy

p onoøíme nádobu dnem vzhùru, p ùvo dnì celou naplnìnou vzduchem o atmosférickém tlaku.

Jak se nádoba p onoøuje, tak se do nádoby p ostupnì dostává vo da. Vymyslete, jak tímto

p ostup em zjistíte hustotu vo dy a p okuste se navrhnout takové exp erimentální usp oøádání,

abyste dosáhli maximální pøesnosti. Znáte atmosférický tlak a tíhové zrychlení.

Øe¹ení str. 67

Úloha V . 1 . . . rozmazaný ¹roub

Po naklonìné rovinì se sklonem � se z klidové p ozice valí válec, na kterém je pøedkreslen

závit. Válec se stále zrychluje a p ostupnì se nám jednotlivé závity þrozma¾ouÿ, a¾ není

p oznat, ¾e tam jednotlivé závity byly. Mìøíme èas o d pu¹tìní válce do chvíle, kdy nerozeznáme

jednotlivé závity. Jak tento èas závisí na úhlu � ? Pøedp okládejte, ¾e oko má snímkovací

frekvenci f , válec má prùmìr R , stoupání závitù je s .

Øe¹ení str. 39

Úloha V . 2 . . . Vykradená pyramida

Jistý du¹evnì chorý faraón si pøed mnoha tisíci lety nechal vytesat mnoha tisíci otrokù

z jednoho kusu mohutné skály pyramidu. Starovìcí zlo dìji o dvì dynastie p ozdìji chtìli

pyramidu vyloupit, leè nena¹li vcho d, a tak se rozho dli, ¾e se p okusí pyramidu pøevrhnout.
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Do její ¹pièky zaklesli p evný kruh, jím¾ provlékli je¹tì p evnìj¹í lano. Za lano pak zapøáhli

organizovanou skupinu otrokù táhnoucích smìrem o d pyramidy kolmo ke dvìma hranám

p o dstavy (obr. 11). Po daøí se otrokùm pyramidu pøevrhnout, kdy¾ jich bude dostateènì

mnoho, neb o ji p o písku jen kus p op otáhnou?

Okolní písek je dokonale udusán minulými generacemi vykradaèù hrob ek, kteøí u¾ celá

staletí obhlí¾eli, kudy pyramidu vykrást, tak¾e se pyramida do písku nebude b oøit. Hmotnost

pyramidy je M , ko e�cient statického smykového tøení je � . Pyramidu p ova¾ujte za jehlan

(p ohøební dutina je velmi malá, proto¾e vládce je celý seschlý).

Øe¹ení str. 40

d

h

�

F

armáda

otrokù

Obr. 11

�

�

Obr. 12

�

Úloha V . 3 . . . velké válení

Mìjme dva duté válce vnìj¹ích p olomìrù R

1

, R

2

a vnitøních p olomìrù r

1

, r

2

( r

2

< R

2

<

r

1

< R

1

). Válce jsou vlo¾eny do seb e (obr. 12) a navzá jem se p o sob ì valí, ale neklou¾ou.

Vnìj¹í válec se zaène valit p o naklonìné rovinì s úhlem � . Jakého zrychlení celá soustava

dosáhne?

Nad rámec zadání se mù¾ete p okusit p opsat p ohyb jednotlivých válcù. Hmotnosti válcù

jsou M

1

; M

2

a materiál válce mù¾eme p ova¾ovat za homogenní. Zmìní se øe¹ení výraznì pro

tøi válce?

Øe¹ení str. 42

Úloha V . 4 . . . vodotrysk v lodi, aneb Rychlé ¹ípy nikdo nedobìhne

Rychlé ¹ípy si p ostavily ¹lap ohyb neb oli ob o j¾ivelný vùz, s ním¾ p o dnikly závo d pøes øeku

s Bratrstvem ko èièí pracky. Bratrstvo prohrálo a málem se utopilo. þVy budete mokrý taky,

kouknìte se na ty mraky!ÿ pro cedil Dlouhé Bidlo p o nedobrovolné koup eli, naèe¾ následu-

jící den vyvrtal do dna ¹lap ohybu Rychlých ¹íp ù neb ozezem díru prùøezu S . Jak vysokým

vo dotryskem se na pøí¹tích závo dech mohly ko chat davy pøíznivcù sp ortu, kdy¾ Rychlé ¹ípy

vèetnì Rychlono¾ky usedly do lo di?

Øe¹ení str. 43

Úloha V . 5 . . . ¹lechtic

Veliký ¹éf semináøe radostnì pøeskakuje 
uktuace hmoty ve svém p oko ji. Právì dopadl

plnou vahou z vý¹e H = 1 m nad zemí volným pádem na hráb ì. Násada je dlouhá l = 2 ; 0 m a

vá¾í m

2

= 1 kg, èást o celového hrabla kolmá k násadì je dlouhá z = 7 cm a vá¾í m

1

= 2 ; 5 kg

(p ova¾ujte jej za homogenní).

Jakou rychlost má konec násady hrabí v okam¾iku, kdy se op ová¾livì dotkne nosu na¹eho

nejvy¹¹ího? Srá¾ku p ova¾ujte za nepru¾nou. ©éfùv nos se nachází 180 cm nad p o dlahou,

¹éfova hmotnost èiní 92 kg vèetnì klíèù v pravé kapse.

Øe¹ení str. 44

Úloha V . 6 . . . experimentování v de¹ti

Teï u¾ nebude snì¾it, a proto mù¾ete p ozorovat dé¹». Pokuste se zmìøit ob jem jedné

de¹»ové kapky. Nezap omeòte si zapsat, kdy to vlastnì pr¹elo a jestli dé¹» pøi¹el ze západu neb o

z výcho du (p orovnávejte kvalitu výcho dních a západních de¹»ù). Napø. pøi pádu padákem

lze mìøit ¹uplerou v¹echny rozmìry kapky, o cejchujeme-li si dalekohled, mù¾eme v nìm

o dhadovat velikost kap ek. . .

Øe¹ení str. 72
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Úloha VI . 1 . . . kapalina mezi rovnobì¾nými deskami

Odvo ïte vztah pro vý¹ku h hladiny kapaliny mezi dvìma svislými nekoneènì dlouhými

rovinami, vzdálenými o d seb e d , které jsou p onoøeny do kapaliny. Povrchové nap ìtí kapaliny

je � a hustota je � .

Øe¹ení str. 44

Úloha VI . 2 . . . pru¾ina, kvádr a tøení

1 2

k

v

Obr. 13

�

Na obr. 13 máme dva stejné kvádry o hmotnosti m sp o jené

pru¾inou o tuhosti k . Ko e�cient tøení (statického i dynamic-

kého) je f . Jakou minimální rychlostí v musíme p oslat kvádr

è. 2 smìrem ke stìnì, aby se v prùb ìhu nastalého dìje p ohnul

i kvádr è. 1?

Øe¹ení str. 45

Úloha VI . 3 . . . kuleèník

Máme N identických kuleèníkových koulí, které le¾í na nekoneènì velkém, ideálnì rovném

a vo dorovném kuleèníkovém stole. Jednu kouli uvedeme do p ohybu. Po jistém p o ètu nárazù

se koule vrátí zp ìt a zùstane stát. Jaký je minimální p o èet koulí, aby to bylo mo¾né. V¹echny

rázy jsou dokonale elastické.

Øe¹ení str. 47

Úloha VI . 4 . . . lanovka

Na ©umavì se v souèasnosti buduje za jímavé zaøízení na pøepravu døeva. Proto¾e se do

mo èálu normální traktor nedostane, p okou¹ejí se lesníci p ou¾ít pro pøepravu døeva vzducho-

lo dì. Vzducholo ï bude mít nosnost 5000 kg a bude up evnìna ke dvìma stanovi¹tím vzdá-

lených o d seb e 3 km. Vzducholo ï nemá ¾ádný p ohon a je tahána mezi kotvícími stanovi¹ti.

Jednu cestu absolvuje s nákladem døeva a druhou jede prázdná, ob èas nese vaky s vo dou.

Jakou maximální silou bude vzducholo ï p ùsobit na up evòovací lana, bude-li prázdná

a nesmí-li její vý¹ka nad terénem pøesáhnout 300 m (aby nenaru¹ila vzdu¹ný prostor) na celé

tøíkilometrové trase?

Øe¹ení str. 48

Úloha VI . 5 . . . vodovod

Ke koncùm vo dorovné trubice délky l , hmotnosti M a konstantního prùøezu S jsou pøi-

p evnìna kolena, která pøivádí vo du seshora a o dvádí ji smìrem dolù (vo da b ì¾í svisle, zato èí

doleva, b ì¾í vo dorovnì, pak zahne vpravo a b ì¾í zase svisle dolù). Druhé koleno je up evnìno

na oto èném kloubu. Jaký prùtok musí být v trubici, aby zùstala vo dorovnì?

Øe¹ení str. 49

Úloha VI . 6 . . . jak tlustý je papír?

Pokuste se zmìøit, jak tlustý je list papíru. Aby byly va¹e výsledky srovnatelné, mìøte

papír p o cházející ze ¹kolního se¹itu nelinkovaného.

Øe¹ení str. 73
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�

Øe¹ení teoretických úloh

Úloha I . 1 . . . stojánek na víno

Obr. 14

�

Firma Strýèek Skrblík s. r. o. zaplavila domácí i zahranièní

trhy geniálním výrobkem { døevìným sto jánkem na víno, je-

ho¾ p o dobu si mù¾ete prohlédnout na obr. 14. Bude tento

sto jánek funkèní? Závisí stabilita systému sto jánek { láhev

vína na velikosti a tvaru láhve èi na mno¾ství moku v láhvi

obsa¾eném? A p okud ano, tak jak?

Øe¹ení:

Z obrázku v zadání není patrné, zda p o dlo¾ka je èi není souèástí sto jánku, proto vy¹etøíme

ob ì mo¾nosti. V ob ou pøípadech jde o to, zda se tì¾i¹tì celé soustavy sto jánek { láhev bude

nacházet nad p o dstavou sto jánku (p o dmínka stability).

a) Po dlo¾ka je souèástí sto jánku

V tomto pøípadì musí tì¾i¹tì le¾et nad p o dlo¾kou, co¾, jak je z obrázku v zadání patrné,

v¾dy platí, proto¾e b ì¾nì p ou¾ívané lahve ani nepøesáhnou p o dlo¾ku.

b) Po dlo¾ka není souèástí sto jánku

V tomto pøípadì p o dstavou sto jánku rozumíme p ouze p o dstavu døevìnného hranolu,

tudí¾ tì¾i¹tì soustavy musí le¾et nad touto p o dstavou. Poloha tì¾i¹tì soustavy je dána p olo-

hou tì¾i¹tì a tíhou jednotlivých èástí soustavy: sto jánku (tíha T

1

) , prázdné láhve (tíha T

2

)

a kapaliny (tíha T

3

).

T

T

2

+ T

3

T

1

Obr. 15a




T

T

2

+ T

3

T

1

Obr. 15b

�

T

T

2

+ T

3

T

1

Obr. 15c

�

Doléváme-li p ostupnì kapalinu do láhve, mìní se jak p oloha tì¾i¹tì, tak tíha kapaliny (viz

obr. 15a a¾ 15c). Tím se mìní p oloha výsledného tì¾i¹tì soustavy, která je stabilní, p okud

se tì¾i¹tì soustavy nachází stále nad p o dstavou sto jánku. Proto staèí vy¹etøit p o dmínku

stability pro prázdnou a plnou láhev.

Z uvedeného vyplývá, ¾e stabilita sto jánku je ovlivnìna sp oustou faktorù. . .(laskavý ète-

náø si snadno doplní). V¾dy ale lze setro jit sto jánek tak, aby splòoval p o dmínky zadání;

fyzikálnì øeèeno, aby tì¾i¹tì se v¾dy nacházelo nad p o dstavou hranolu.

Úloha I . 2 . . . alchymistické zrcad lo

Mìjme válcovou nádobu se rtutí. Rozto èíme ji úhlovou rychlostí ! kolem rotaèní osy.

Urèete ohniskovou vzdálenost zrcadla, které tvoøí p ovrch rtuti.

Strana 10
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Øe¹ení:

x

y

!

�

�

F

g

F

F

0

[ x; y ]

Obr. 16

�

Hladina rotující kapaliny vytvoøí parab oloid. Pro jedno-

duchost staèí pracovat v rovinì svislého øezu pro cházejícího

osou rotace. Polo¾me p o èátek soustavy souøadnic do vrcholu

parab oloidu. Pak má køivka rovnici

y =

!

2

2 g

x

2

;

co¾ lze ukázat takto. Aby byla èástice na hladinì v klidu, musí

být výslednice sil, které na ni p ùsobí, normálou k p ovrchu.

Sklon hladiny je tedy dán p omìrem velikostí sil gravitaèní

a o dstøedivé

tg � =

m!

2

x

mg

: (1)

Køivka je tedy dána diferenciální rovnicí

d y

d x

=

!

2

x

g

; (2)

z které integrací plyne

y =

!

2

2 g

x

2

+ c ;

kde konstantu c p olo¾íme rovnou nule, vzhledem k volb ì souøadné soustavy. V¹imnìte si, ¾e

ohnisková vzdálenost nezále¾í na hmotnosti, tudí¾ ani na hustotì kapaliny.

Teï, kdy¾ máme jasno ve tvaru køivky, je mo¾né p ou¾ít více p ostup ù. Jedno duché je øíci,

¾e parab ola daná rovnicí x

2

= 2 py , má ohniskovou vzdálenost p= 2, a o dtud u¾ vyjde

f =

g

2 !

2

:

Del¹í, ale celkem sp olehlivé øe¹ení získáme tím, ¾e vezmeme paprsek pøicházející z neko-

neèna rovnob ì¾nì s rotaèní osou ve vzdálenosti r , v místì dopadu se o drazí o dvo jnásobný

úhel ne¾ je úhel � ( r ) a hledáme, kde tento o dra¾ený paprsek protne osu. Pøi dobré orientaci

ve vzoreècích analytické geometrie vyjde výsledek nezávislý na r . Na závìr bych se rád zmínil

o elegantním zp ùsobu øe¹ení: Uva¾ujme paprsek z nekoneèna, rovnob ì¾ný s osou, dopada jící

na hladinu v místì, kde je sklonìna o úhel � = 45

�

k vo dorovné rovinì. Tento paprsek se o d-

razí do vo dorovné roviny a tudí¾ místo jeho o drazu je ve vý¹ce rovné ohniskové vzdálenosti.

U¾itím rovnic (1) a (2) tak dostaneme

tg � = 1 =

!

2

g

x

0

; z èeho¾ x

0

=

g

!

2

: (3)

Index 0 se vztahuje k onomu význaènému b o du. Po dosazení do rovnice parab oly ob dr¾íme

témìø okam¾itì výsledek:

f = y

0

=

!

2

2 g

x

2

0

=

!

2

2 g

g

2

!

4

=

g

2 !

2

: (4)

Kdyby mìl nìkdo z Vás p o cit, ¾e se jedná o teorii o dtr¾enou o d reálného svìta, vìzte,

¾e na stejném principu pracoval originální astronomický pøístro j. Jednalo se o tzv. Nu¹lùv

cirkumzenitál, kterým se urèovaly èasy prùcho dù hvìzd kru¾nicí urèité vý¹ky nad horizontem.

Pøístro j existoval ve tøech exempláøích.
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Úloha I . 3 . . . ponoøit se èi neponoøit?

S

�; "

r

h

�

0

Q; S

Obr. 17

�

Velká nádoba je naplnìna tekutým dielektrikem hustoty

� a relativní p ermitivity "

r

. Na dnì nádoby je tenká kovová

deska o plo¹e S . Nad ní plave vo divý hranol hustoty �

0

< � ,

jeho¾ p o dstava má obsah S . Na hranol pøivedeme elektrický

náb o j Q (viz obr. 17). Jak ovlivní elektrické p ole hloubku

p onoru hranolu, víte-li, ¾e

a) deska na dnì je uzemnìna,

b) deska není uzemnìna?

Zaveïte takové zjedno du¹ující pøedp oklady, abyste byli schopni úlohu øe¹it, a p okuste se

o dhadnout chybu, kterou va¹e zjedno du¹ení do výsledku vnesou.

Øe¹ení:

Pro jedno duchost budeme pøedp okládat, ¾e je deska stejnì velká jako p o dstava plovoucího

kvádru a vrstva nevo divého dielektrika mezi nimi je dostateènì tenká na to, aby v ní bylo

elektrické p ole homogenní.

Pokud je deska na dnì uzemnìná, nabije se opaèným náb o jem stejné velikosti jako kvádr.

Systém pak bude p o dobný deskovému kondenzátoru a velikost elektrické intenzity v nìm

mù¾eme vyjádøit jako:

E

0

=

U

d

=

Q

C d

=

Q

"S

:

Jedna deska samozøejmì vytváøí p ouze p olovièní intenzitu:

E =

Q

2 "S

a na kvádr p ùsobí síla

F = QE =

Q

2

2 "S

;

která se musí vykomp enzovat pøírùstkem síly vztlakové. V¹imnìte si, ¾e síla nezávisí na

vzdálenosti hranolu a dna. Zmìna hloubky p onoru tedy bude

� h =

F

�g S

=

Q

2

2 "S

2

g �

:

Jestli¾e v¹ak tento výraz vyjde vìt¹í ne¾ byla vý¹ka p ùvo dnì nep onoøené èásti hranolu,

k vyrovnání sil nedo jde, hranol klesne a¾ na dno, kde se vybije, a pak se vrátí zp ìt do

p o èáteèní p olohy.

Pokud deska na dnì uzemnìná není, budou se na ní p ouze indukovat p ovrchové náb o je,

jejich¾ silové p ùsob ení se v¹ak vykomp enzuje, p ou¾íváme-li vý¹e p opsané pøiblí¾ení.

Kdybychom mìli úlohu øe¹it b eze v¹ech aproximací, museli bychom numericky prop o-

èítat p ole v dielektriku s uvá¾ením p ovrchových náb o jù, které zde budou hrát urèitou roli

i v pøípadì, ¾e je deska nekoneènì tenká. V jejím støedu se toti¾ v dùsledku vìt¹í intenzity

p ole kvádru budou indukovat náb o je opaèného znaménka, ne¾ má kvádr, a tyto náb o je pak

budou chyb ìt na okra ji. Pøita¾livá síla se tedy vytvoøí v ka¾dém pøípadì.

Úloha I . 4 . . . pøekvapení po procitnutí?

Pøedstavte si, ¾e jdete veèer klidnì spát a do rána se ve¹keré vzdálenosti a rozmìry v¹ech

pøedmìtù zvìt¹í desetkrát, pøièem¾ jejich hmotnost se nezmìní. Zanechá tato událost nìjaké

stopy na va¹í existenci? A p okud ano, tak jaké?
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Øe¹ení:

Tato úloha je z øady kvalitativních, úvahových problémù. Je velmi tì¾ké obsáhnout ¹íøi

dùsledkù a v¹ech souvislostí pøi zmìnì rozmìrù. Pokusíme se nìkteré z nich p opsat u¾itím

transformace fyzikálních velièin.

Nejdøíve si ujasníme, co to znamená, ¾e mù¾eme p ozorovat nìjakou zmìnu. Vzhledem

k tomu, ¾e jsme zvyklí v¹echny velikosti p osuzovat relativnì vùèi jiným velikostem, nevidìli

bychom pøímo zvìt¹ení svìta. Zmìnu bychom vidìli p orovnáním pro cesù, které by probíhaly

jinak pøed a p o zvìt¹ení. Skoro nic by toti¾ nefungovalo tak, jako pøed transformací (zmìnou

rozmìrù).

K tomu, abychom mohli mluvit o p ozorovatelných zmìnách, musíme sp eci�kovat, jak se

zmìní fyzikální zákony. Vezmìme napøíklad Newtonùv gravitaèní zákon F

g

= �

m

1

m

2

r

2

. Tato

formule dává pøedpis pro gravitaèní sílu v pøípadì, ¾e vzdálenost mezi dvìmi tìlesy je r a ma jí

hmotnosti m

1

; m

2

. Vzdálenost a hmotnost mìøíme p omo cí nìjakého mìøítka (napøíklad metr

je de�nován pøes rychlost svìtla, kilogram je ulo¾ený v ústavu pro míry a váhy v Paøí¾i).

Základní otázkou je, jestli p o transformaci (zmìnì rozmìrù) se zákony zmìní tak, ¾e do

nich dosadíme vzdálenost zmìøenou stejným zp ùsob em jako pøed transformací, vezmeme

prostì nìjaký metr, který se ale také zvìt¹il, aneb o mìøíme p omo cí p ùvo dních nezmìnìných

mìøítek. Matematicky øeèeno, oznaèíme-li v ( A ; B ) vzdálenost dvou b o dù mìøenou p ùvo dními

mìøítky, v

0

( A ; B ) vzdálenost mìøenou zvìt¹enými mìøítky a A

0

; B

0

jsou obrazy b o dù A ; B p o

transformaci (èárkovanì znaèím velièiny a jednotky p o transformaci), tak platí:

v ( A

0

; B

0

) = 10 v ( A ; B ) ; v

0

( A

0

; B

0

) = v ( A ; B ) :

Teï u¾ jenom zbývá rozho dnout, jestli p o transformaci bude platit místo F

g

= �

m

1

m

2

v ( A; B )

2

a) F

g

= �

m

1

m

2

v

0

( A

0

; B

0

)

2

(vzdálenost mìøíme stejným zp ùsob em jako pøed transformací {

p omo cí mìøítek, které se zmìnily) neb o

b) F

g

= �

m

1

m

2

v ( A

0

; B

0

)

2

(vzdálenost mìøíme p omo cí p ùvo dních, nezmìnìných mìøítek).

Rozeb erme nejprve pøípad a) . Fyzikální zákony platí ve stejné formì jako pøed trans-

formací, pøièem¾ fyzikální velièiny v nich obsa¾ené se mìøí zmìnìnými mìøítky. To znamená,

¾e jste sice v¹echny rozmìry desetkrát zvìt¹ili, ale rovnì¾ jste pøede�novali jednotku metru

(tj. zmìnili fyzikální konstanty, napø. rychlost svìtla) tak, ¾e se vlastnì nic nestalo. V¹echny

p ohyb ové rovnice vypada jí úplnì stejnì, velièiny nabýva jí ve zmìnìných mìøítkách stej-

ných ho dnot, ale nikdo si nièeho nev¹imne. Délka lib ovolného pøedmìtu p o transformaci je

[ l

0

] m

0

= l

0

= 10 l = 10[ l ] m = [ l ]10 m = [ l ] m

0

(hranatou závorkou rozumím èíselnou ho dnotu

velièiny), neb o» právì m

0

= 10 m. V tomto smyslu jsou fyzikální zákony nemìnné vùèi li-

b ovolné transformaci. (Co¾ je zároveò jeden z výchozích princip ù ob ecné teorie relativity.)

Jenom pøede�nujeme jednotku, ale jestli jsme to udìlali tak, ¾e v¹echny pøedmìty jsme 10 �

vzdálili a pøitom desetkrát zvìt¹ili rychlost svìtla, to nikdo nep ozná.

Pøípad b) . Nebudu tu líèit, jak se 100 � zmen¹í gravitaèní zrychlení, 1000 � zmen¹í

hustota látek ap o d., jen se soustøedím na základní problémy.

Pøedev¹ím, na¹e zmìna totálnì nesplòuje platné zákony. Nemù¾ete zároveò splnit zákon

zachování hybnosti (rychlost zùstává konstantní) a zachovat také moment hybnosti (to by

musela rychlost 10 � klesnout). Nìkdo prostì pøi¹el (jestli to byl ufónek neb o Bùh, p ova¾uji

za nep o dstatné) a vynalo¾il své úsilí na to, aby v¹echny èástice o d seb e 10 � vzdálil. Mu-

sel tím zvý¹it desetkrát i jejich rychlosti, neb o» v = � s= � t , jinak by p oru¹il vý¹e zmínìné

transformaèní pravidlo. Musíme ale také øíci, na jaké úrovni v nitru hmoty se zastavil. Pokud
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jenom vzdálil molekuly, zmìnil tak vìt¹inu látek v plyn (1000 � men¹í hustota), p okud o ddì-

loval i atomy, rozbil tak skoro v¹echny chemické slouèeniny (100 � klesla elektrostatická síla,

která je zo dp ovìdná za v¹echny chemické vazby), mohl i rozbít atomy a nakonec i roz¹tìpit

jádra atomù { o ddìlení nukleonù o d seb e (a na to u¾ je tøeba vynalo¾it sakra velikou energii).

A tím jeho mo c konèí, i kdyby byl v¹emo cný. Kvarky uvnitø nukleonù u¾ o ddìlit nemù¾e,

neb o» energie k tomu p otøebná je tak velká, ¾e b ohatì staèí na tvorbu nových èástic. Tady

je vidìt, ¾e takto klasicky p o jatá úloha musí mít své hranice, z klasického hlediska mù¾eme

jít maximálnì p o úroveò atomù.

Rozeb erme také pøíro dní zákony. Síly, které ubýva jí s kvadrátem vzdálenosti (jsou to

takzvanì síly dlouho dosahové) logicky klesnou 100 � . Zároveò ale platí, ¾e p o dle de�nice síly

z druhého Newtonova zákona F = ma , abychom urychlili nìjaké tìleso na stejnou èíselnou

ho dnotu zrychlení, musíme vynalo¾it desetkrát vìt¹í sílu ( a

0

= 10 a ), efektivnì tedy klesne

napø. gravitace 1000 � . Snáze tento jev p o chopíme tak, ¾e na¹i transformaci dotáhneme ma-

tematicky do konce. Nebudeme mìnit èíselné ho dnoty rozmìrù, ale formálnì pøede�nujeme

fyzikální konstanty tak, aby se nám v¹e jevilo 10 � vìt¹í, jako by se metr desetkrát zmen¹il.

Poté v¹echny základní konstanty pøede�nujeme tak, aby zákony zùstaly ve stejné p o dob ì,

a máme tady nový svìt. Konkrétnì 10 � zmen¹íme rychlost svìtla, 1000 � zmen¹íme gravi-

taèní konstantu � , neb o» v jejím rozmìru je m

� 3

ap o d. Nutno v¹ak p oznamenat, ¾e v na¹í

úloze jsme ob jektivnì ¾ádné konstanty nemìnili, studujeme ten samý vesmír jako pøed zmì-

nou, tímto zp ùsob em ale snadno nahlédneme, jak se který pro ces zmìní.

Nakonec shrnu va¹e závìry, jak by to s námi vypadalo. Jedním slovem { ¹patnì. 1000 �

men¹í hustota zp ùsobí, ¾e z b ì¾ných látek budou plyny, maximálnì kapaliny. Tíhové zrychlení

na þp ovrchuÿ Zemì bude 100 � men¹í, o dstøedivá síla kolem rovníku zp ùsobí (stoupne 10 � ),

¾e se vìt¹ina hmoty Zemì rozlítne do vesmíru (za pøedp okladu, který jsem ji¾ diskutoval, ¾e

se toti¾ zvìt¹í rychlost, aby ob ì¾ná doba zùstala stejná). Termo jaderná syntéza ve Slunci je

silnì závislá na hustotì hmoty, Slunce vyhasne a díky rotaci døíve, ne¾ se op ìt gravitaènì dá

do kupy, ztratí tolik hmoty, ¾e u¾ na dal¹í svícení mít nebude. O rozpadu molekul a atomù

díky stokrát slab¹í elektrostatické interakci jsem u¾ psal. Ze Sluneèní soustavy i galaxie se

stane vyso ce energetická mlhovina a snad za pár miliard let do jde k tomu, ¾e se na nìjaké

novì vzniknuv¹í planetì z novì vytvoøených atomù a molekul zro dí inteligentní ¾ivot, který

p o chopí, jakou stra¹nou katastrofu na¹e úloha ve vesmíru vyvolala.

Úloha I . 5 . . . balónek

r

f

Obr. 18

�

Jak mo c mù¾ete nafouknout p ou»ový balónek, dokud nepraskne?

Pøedp okládejte, ¾e balónek má tvar koule. Nenafouknutý nech» má

p olomìr r

0

. Je z gumové blány, která má v jistém pøiblí¾ení tyto elastické

vlastnosti: roztahujeme-li kruh vyøíznutý z této blány na okra ji tak, ¾e

síla na jednotku délky obvo du je f , bude p olomìr kruhu r pøímo úmìrný

f , r = r

0

(1 + af ); a je konstanta úmìrnosti (viz obr. 18). Materiál praskne

pøi maximální síle na jednotku délky f

max

.

Na jedno nadechnutí nab erete do plic ob jem V

f uk

vzduchu a ten pak fouknete do balónku.

Kolikrát mù¾ete do balónku fouknout, ne¾ praskne, a jaký bude mít rozmìr?

Øe¹ení:

Pøed samotným øe¹ením pøíkladu je tøeba si dùkladnì pøeèíst zadání a p ov¹imnout si,

¾e v zadání úlohy je p opsáno chování kruhu z uva¾ované gumové blány, zatímco úloha p o-

¾aduje vy¹etøit chování kulového p ovrchu, které by mohlo být zcela o dli¹né. Pro správné

p o chop ení celé situace je dobré si také p ov¹imnout, ¾e pro r = r

0

je f = 0 N.m

� 1

- þpnutí

je v p o èáteèním stavu nulovéÿ.
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'

�

�

R

R

h

F

0

F

0

F

F

F

v

Obr. 19

�

Prvním krokem k úsp ì¹nému vyøe¹ení pøíkladu je na jít

závislost p olomìru balónku R na f . Nech» je balónek, jeho¾

p o èáteèní p olomìr byl R

0

, nafouknut na p olomìr R . Uvá¾íme

kulový vrchlík o p olomìru � . Jeliko¾ p ovrch koule má v ka¾-

dém b o dì stejné vlastnosti, platí �=�

0

= R =R

0

. Je-li vrchlík

dostateènì malý, platí v oznaèení dle obr. 19 ' =

�

R

a pro

jeho vý¹ku platí

h = R (1 � cos ' ) = R

"

1 �

 

1 �

'

2

2

!#

= R

'

2

2

:

Odtud získáme

h

�

=

'

2

, co¾ znamená, ¾e pro malé ' je vrchlík

mnohem þ plo¹¹í ne¾ ¹ir¹íÿ a lze tudí¾ pro nìj p ou¾ít vztahy

platné pro kruh. Odtud ji¾ pøímo plyne

(1 + af ) =

�

�

0

=

R

R

0

:

Tento vztah lze také získat p orovnáním p omìru obsahù dvou kruhù z uva¾ovaného materiálu

s p omìrem p ovrchù dvou koulí:

(1 + af )

2

=

� r

2

� r

2

0

=

4 � R

2

4 � R

2

0

:

Platí tedy R = R

0

(1 + af ). Odtud ji¾ snadno o dvo díme, ¾e maximální ob jem balónku je

V

max

=

4

3

� R

3

max

=

4

3

� R

3

0

(1 + af

max

)

3

:

V pøípadì, ¾e zanedbáme pøetlak v balónku vzniklý pnutím v gumové blánì, lze do balónku

fouknout celkem

n =

"

V

max

� V

0

V

f uk

#

krát ( [ x ] znamená dolní celou èást èísla x ) ;

kde V

0

=

4

3

� R

3

0

.

K dosa¾ení pøesnìj¹ího výsledku je tøeba uvá¾it pøetlak v balónku. Uvá¾íme op ìt kulový

vrchlík o p olomìru � . Pro dostateènì malý kulový vrchlík platí ' =

�

R

. Souèet velikostí

elastických sil p ùsobících p o jeho obvo du je F = 2 � �f , velikost jejich výslednice, která

smìøuje do støedu balónku, je

F

v

= F ' = 2 � �f

�

R

=

2 � �

2

f

R

:

Tato výslednice zp ùsobuje pøetlak

� p =

F

v

� �

2

=

2 f

R

:

Tento vztah lze také o dvo dit následovnì: Pøedstavíme si kouli jako dvì p olokoule, délka jejich

sp o je je 2 � R a p ùsobí tedy na nìm síla 2 � R f . Tato síla o dp ovídá síle zp ùsob ené tlakem,

která se sna¾í ob ì p olokoule o dtrhnout. Získáváme tedy:

� p� R

2

= 2 � R f a tedy � p =

2 f

R

:
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Proto¾e teplota v balónku je stejná jako teplota v okolí balónku platí:

( p

a

+ � p ) V

max

= p

a

( V

0

+ nV

f uk

)

n =

"

4

3

� R

3

0

V

f uk

p

a

 

p

a

+

2 f

max

R

0

+ R

0

af

max

!

(1 + af

max

)

3

�

4

3

� R

3

0

V

f uk

#

Za pøedp okladu, ¾e teplota v balónku nedosáhne teploty v okolí balónku, lze pro pøep o èet

ob jemu p ou¾ít vztahù platných pro adiabatický dìj.

K øe¹ení lze pøidat je¹tì jeden za jímavý p ostøeh k úloze. Vyp o èteme práci p otøebnou

k rozta¾ení gumovému kruhu o p o èáteèním p olomìru r

0

na p olomìr r . Platí:

W =

Z

r

r

0

2 � �

� � r

0

r

0

a

d� = �

2 r

3

+ r

3

0

� 3 r

2

r

0

3 r

0

a

V nìkterých øe¹eních se pracovalo s p o jmem energie blány, který lze de�novat p ouze na

základì tohoto vztahu. V ¾ádném pøípadì neplatí pro energii vztah ob dobný vztahu pro

energii p ovrchu kapaliny ( E = � S ). Dále uká¾eme, ¾e vztah pro vykonanou práci neo dp oruje

zákonu zachování energie. Vyp o èítáme plo¹nou hustotu energie

" =

E

S

=

2 r

3 ar

0

+

r

2

0

3 ar

2

�

1

a

Plo¹ná hustota energie je tedy funkcí závislou p ouze na p omìru r a r

0

a tedy pro energii

jakékoliv èásti blány, její¾ obsah je S , platí E = "S . Rozdìlili bychom p ùvo dní blánu na n

èástí, ka¾dou bychom roztáhli samostatnì ve stejném p omìru a znovu je sp o jili. Vykonali

bychom stejnou práci, jako kdybychom roztahovali pøímo p ùvo dní blánu. Platí tedy zákon

zachování energie.

Úloha I I . 1 . . . rohové zrcad lo

B

P




Obr. 20

�

Pøedstavte si, ¾e sto jíte v b o dì B na obr. 20 pøed dvìma zr-

cadlovými plo chami, které jsou na seb e kolmé ( 
 = 90

�

). Kolikrát

uvidíte svùj obraz v zrcadlech? Co se stane, dáme-li pøed jednu

stìnu pøeká¾ku P (napø. skøíò)?

Jak se situace zmìní, budou-li zrcadla mìnit svùj úhel ( 
 < 90

�

,

resp. 
 > 90

�

)?

Øe¹ení:

Nejprve nìkolik vìt úvo dem. Úloha znìla: þ. . . kolikrát uvidíte svùj obraz v zrcadlech. . . ÿ

Mìli bychom tedy uva¾ovat reálný pøípad (lidské tìlo, dvì o èi). Samozøejmì, ¾e to pøiná¹í

problémy. Pokud toti¾ máte o èi dvì, uvidíte se ob ecnì (tj. v nìkterých p olohách) vícekrát,

ne¾li jedno oký. Vzhledem k tomu, ¾e by se úloha v pøípadì dvou o èí stala komplikovanou

(vzdálenost o èí, dominance jednoho z nich. . . ), uva¾ujme proto následující formulaci úlohy:

þKolikrát uvidí zornièka sama seb e?ÿ

Nejprve si uvìdomme, co vlastnì znamená, ¾e se zornièka uvidí v zrcadle. Znamená to,

¾e paprsek, který þz níÿ vy¹el, na ni zp ìt dopadne.

Úlohu budeme øe¹it b ez pøeká¾ky (v pøípadì pøeká¾ky se p ostupuje ob dobnì, ale je to

zdlouhavé) pro ob ecný úhel 
 a budeme diskutovat tøi pøípady:

i) (180

�

� 
 < 360

�

)

Je zøejmé, ¾e p okud se paprsek o drazí o d jednoho ze zrcadel, nikdy se neo drazí o d toho

druhého. To znamená, ¾e maximální p o èet o drazù paprsku, vycházejícího ze zornièky tak,

aby na ni dopadl zp ìt, je roven jedné. Zornièka se tedy uvidí 1-krát.
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Nemusí se ale vidìt ani jednou a to v tom pøípadì, ¾e je v oblasti K, ze které neexistuje

ani jedna kolmice na jedno ze zrcadel (viz obr. 21).

1

2




K

Obr. 21

�

1

2




K

2

K

1

�

�

0

�

�

0

Obr. 22

�

ii) (90

�

< 
 < 180

�

)

Uva¾ujme pøípad, ¾e se paprsek vycházející ze zornièky o drazil nejprve o d jednoho zrcadla,

pak o d druhého a dopadl zp ìt na zornièku (viz obr. 22). Je dobré si také uvìdomit, ¾e p okud

se paprsek p ohybuje smìrem do vrcholu úhlu svíraného zrcadly, pak se ka¾dý následující

úhel o drazu li¹í o d pøedchozího o úhel 
 , a p okud se paprsek vrací, li¹í se o úhel � 
 .

Pokud paprsek dopadá p o d úhlem � na zrcadlo 1, dopadne na zrcadlo 2 p o d úhlem

180

�

� ( � + 
 ). Aby se paprsek mohl vrátit do zornièky, musel by být úhel �

0

+ �

0

men¹í

ne¾ 180

�

, tj. 
 � 90

�

. To v¹ak není v tomto pøípadì splnìno. Zároveò je zøejmé, ¾e ¾ádný

z paprskù, které se jednou o drazily o d ka¾dého ze zrcadel, se nikdy neo drazí p otøetí.

Zbývá mo¾nost, ¾e se paprsek o drazí právì jednou o d jednoho ze zrcadel. Paprsek vy-

cházející ze zornièky se mù¾e o drazit jednak o d zrcadla 1 a vrátit se zp ìt, jednak o d zrcadla

2 a vrátit se zp ìt. To znamená, ¾e paprsek p oka¾dé dopadá kolmo na dané zrcadlo. V¾dy

nastane alesp oò jedna z tìchto mo¾ností. Mù¾e se ale stát, ¾e op ìt neexistuje kolmice vedená

ze zornièky na jedno ze zrcadel, a pak se uvidí jen jednou (viz obr. 22, oblasti K

1

a K

2

).

Tedy maximálnì se zornièka v pøípadì ii) uvidí 2-krát, minimálnì jednou.

iii) (0

�

� 
 � 90

�

)

Budeme uva¾ovat dvì varianty. Paprsek jdoucí ze zornièky se o drazí, ne¾li na ni dopadne

zp ìt (viz obr. 23)

a) sudý p o èet krát, b) lichý p o èet krát.

1

2




�

�

�

max

�

Obr. 23a










1




2

2

1

Obr. 23b

�
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Rozeb ereme nejprve þsudouÿ variantu. Jak ji¾ bylo øeèeno, p okud paprsek dopadne na

zrcadlo 1, p otom 2, p otom 1, . . . , p o ka¾dém o drazu se velikost následujícího úhlu dopadu

zvìt¹í o 
 . To platí samozøejmì p ouze tehdy, p okud paprsek p ostupuje smìrem do vrcholu

úhlu, který zrcadla svíra jí. Oznaème jako �

max

úhel, p o d kterým paprsek zaèíná z úhlu

þvystup ovatÿ (viz schematicky obr. 23a).

Platí, ¾e

�

max

= 180

�

� � � ( k � 1) 
 ;

kde k je p olovina celkového p o ètu o drazù. Ne¾li paprsek dopadne zp ìt na zornièku, o drazí se

( k � 1)-krát. Oznaème úhel, který pøi dopadu do zornièky paprsek svírá se zrcadlem 2, jako

� a úhel, který svírá tento paprsek s paprskem vycházejícím ze zornièky, jako � . Vzhledem

k tomu, ¾e

� = �

max

� ( k � 1) 


a také

(180

�

� � ) + (180

�

� � ) + 
 + � = 360

�

;

dostáváme pro úhel � rovnici

� = 180

�

� (2 k � 1) 
 :

Oèividnì 0

�

� � � 90

�

. Odtud plyne pro k

max

nerovnost

k

max

� (90

�

=
 ) + 1 = 2 : (5)

Zornièka se v þsudéÿ variantì iii) uvidí

n

S

= 2 INT[(90

�

=
 ) + 1 = 2]-krát

(INT znamená celou èást, dvo jka je tam proto, ¾e p okud se uvidím v jednom zrcadle, uvidím

se i ve druhém; viz v obr. 23a dva druhy ¹ip ek, tj. smìru cesty pro paprsek).

Pøejdìme k þlichéÿ variantì. Pøi ní, p o urèitém p o ètu o drazù, do jde k situaci, ¾e paprsek

dopadne na jedno ze zrcadel p o d pravým úhlem a vrací se p o stejné dráze zp ìt. To znamená,

¾e platí � + k 
 = 90

�

.

Nicménì zde je nutno si uvìdomit, ¾e existuje omezení pro úhel � . (To je rozdíl o d þsudéÿ

varianty, kde úhel � v rovnici pro k

max

nevystup oval!). Pokud se paprsek ze zornièky o drazí

nejprve o d zrcadla 1 (viz obr. 23b), je zøejmé, ¾e �

1 min

= 


1

. Tedy

k

1 max

= INT[(90

�

� 


1

) =
 ] :

V pøípadì, ¾e se paprsek nejprve o drazí o d zrcadla 2, je

k

2 max

= INT[(90

�

� 


2

) =
 ] :

(Snadno se dá napø. ukázat, ¾e rozdíl j k

1 max

� k

2 max

j � 1). Celkový p o èet obrazù v liché

variantì je tedy

n

L

= k

1 max

+ k

2 max

+ 2

(dvo jka znamená pøímý o draz v zrcadlech).

Celkový p o èet svých obrazù, které tak zornièka uvidí, bude roven

n = n

S

+ n

L

:

Sp eciálnì pro 
 = 90

�

bude n

S

= 2. Nicménì se zornièka þsudouÿ variantou uvidí jen

jednou. To proto, ¾e paprsek z ní vycházející bude rovnob ì¾ný s paprskem vcházejícím,

tj. pøicházejí ze stejného (pro zornièku!) místa, a ona je nemù¾e rozli¹it. (Pokud bychom
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zornièku nahradili b o dem, vracející se paprsek by jej minul. Zde hra je roli koneèná velikost

zornièky.)

Tento pøípad nastane pro v¹echny úhly 
 , pro nì¾ nastává v nerovnici (5) rovnost. V da-

ných pøípadech je tedy nutno o deèíst jednièku o d celkového p o ètu obrazù. (Je u¾iteèné si to

nakreslit, aby bylo vidìt, ¾e vlastnì uvidíte v¹echny blízké b o dy zobrazovaného b o du, jen

tento b o d ne.)

A tak se zornièka pro 
 = 90

�

uvidí 3-krát.

Pokud je v místnosti pøeká¾ka ( 
 = 90

�

), uvidí se zornièka p ouze dvakrát, proto¾e pøe-

ká¾ka ze zadání sto jí v cestì jednomu paprsku. Pokud by tato pøeká¾ka byla p osunutá

nevho dnìji, vidìla by se zornièka p ouze jednou, pøípadnì ani jednou.

Nakonec bych je¹tì rád zdùraznil, ¾e vztah pro n se li¹í o d vzorce

n = INT[360

�

=
 ] � 1 ,

který bychom þvydedukovaliÿ b ez hlub¹ího rozb oru. Jako pøíklad bych uvedl 
 = 72

�

.

V tomto úhlu existují dvì oblasti, ve kterých se zornièka uvidí 5-krát, a jedna oblast, ze

které se uvidí jen 4-krát.

Úloha I I . 2 . . . magnetické kyvad lo

l

�

Bg

Obr. 24

�

V homogenním tíhovém p oli (tíhové zrychlení g = 9 ; 81 m : s

� 2

) je

na závìsu zanedbatelné hmotnosti délky l = 1 ; 00 m umístìna malá

kovová kulièka o hmotnosti m = 10 ; 0 g. Na kulièku byl pøiveden

náb o j o velikosti Q = 5 ; 0 � C. Celá tato aparatura se nachází ve

svislém homogenním magnetickém p oli, jeho¾ vektor magnetické

indukce B o velikosti B = 0 ; 5 T má stejný smìr jako tíhové zrychlení

g . Ostatní magnetická p ole jsou vùèi tomuto magnetickému p oli

zanedbatelná. Celá soustava se nachází v klidu. Závìs vychýlíme

o úhel � = 7

�

a uvolníme. Popi¹te p ohyb kulièky p o uvolnìní.

Øe¹ení:

Nejprve uveïme kvalitativní øe¹ení. Na kulièku p ùsobí magnetická síla, která je dána

vektorovým souèinem

F

m

= Q v � B (6)

Magnetické p ole zp ùsobuje zakøivení dráhy kulièky. Síla, kterou p ùsobí na kulièku, ji dle

Flemingova pravidla levé ruky o dchyluje doleva (pøi p ohledu shora a pøi kladném náb o ji

kulièky) o d smìru jejího p ohybu (v zadání úlohy míøí magnetické p ole ve smìry osy � z ).

Její dráha musí být o dp ovída jícím zp ùsob em prohnuta. Uvá¾íme-li, ¾e dominujícím p ohyb em

kulièky je p ohyb matematického kyvadla, vypadá její kmitání pøi p ohledu shora dle obr. 28.

Na kru¾nici le¾í ty b o dy, v nich¾ je rychlost kulièky nulová. Magnetické p ole tedy zp ùsobuje

stáèení roviny kyvu kyvadla.

Cílem kvantitativního øe¹ení, kterým se fyzika ve skuteènosti zabývá, je dostat øe¹ením

p ohyb ových rovnic závislost p olohového vektoru èástice na èase r ( t ). Vycházíme pøi tom

z p ohyb ových rovnic

m a = F

g

+ F

m

+ R ;

kde R je síla vlákna. V kartézském systému ( x; y ; z ) ma jí tvar

ma

x

= � B Qv

y

+ R

x

;

ma

y

= B Qv

x

+ R

y

;

ma

z

= � mg + R

z

:

(7)

Toto je komplikovaná soustava rovnic, její¾ pøímé øe¹ení je obtí¾né. My se v¹ak b ez nìho

ob ejdeme.
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l

y

�

SK

R

m g

Obr. 25

�

Pøednì si uvìdomíme, ¾e i obyèejné matematické kyvadlo analy-

ticky vyøe¹íme jen pro malé výchylky � , kdy mù¾eme psát sin �

:

= � .

Potom se p ohyb o dehrává pøibli¾nì v rovinì konstantní souøadnice z .

Po dle obrázku 25 rozlo¾íme tíhovou sílu na slo¾ku kolmou na závìs

a slo¾ku ve smìru závìsu, která se vyrovná s vazebnou silou závìsu.

Potom síla mg sin � p ùsobí pøibli¾nì proti výchylce y , pro ni¾ platí

sin � = y =l . Tím se nám redukují rovnice (7) na dvo jrozmìrný pro-

blém

ma

x

= F

x

= � B Qv

y

�

mg

l

x;

ma

y

= F

y

= B Qv

x

�

mg

l

y :

(8)

Na první p ohled jsme si mo c nep omohli, neb o» pøed seb ou máme sou-

stavu lineárních diferenciálních rovnic

d

2

x

d t

2

= �

B Q

m

d y

d t

�

g

l

x;

d

2

y

d t

2

=

B Q

m

d x

d t

�

g

l

y :

(9)

I kdy¾ lze tuto soustavu rovnic oproti p ùvo dní soustavì øe¹it pøesnì matematickým p o-

stup em, nebudeme ho provádìt a radìji zkusíme nalézt øe¹ení fyzikální analogií.

Ta sp o èívá v tom, ¾e þnáho douÿ víme je¹tì o jedné síle, která je jako magnetická síla

(6) dána vektorovým souèinem rychlosti èástice a nìjakého vektoru. Je to síla Coriolisova.

Nejprve vysvìtlíme, jak vypadá Coriolisova síla a s èím úzce souvisí, a p otom vám ob jasníme

ideu na¹eho øe¹ení magnetického kyvadla.

Pohyb ový zákon v rotující vzta¾né soustavì

Mìjme inerciální vzta¾nou soustavu (IVS) S' a soustavu S , která vùèi ní rotuje kolem

sp oleèného p o èátku konstantní úhlovou rychlostí ! (viz obr. 26), jedná se tedy o soustavu

neinerciální (NIVS). Druhý Newtonùv zákon platí jen pro IVS a to v p o dob ì, kterou v¹ichni

dobøe známe (èárkovanì znaèíme velièiny nále¾ející do S' ):

m a' = F' ; (10)

V soustavì S v¹ak vznika jí tzv. zdánlivé síly, které nikterak nesouvisí s fundamentálními

interakcemi (s gravitaèní èi elektromagnetickou silou). Tyto síly jsou pøímým dùsledkem

toho, ¾e se soustava S p ohybuje vùèi v¹em IVS zrychlenì. Pohyb ový zákon v soustavì S

pak mù¾eme zapsat v p o dob ì

m a = F + F

S

; (11)

kde F je výslednice v¹ech skuteèných sil (napø. elektrická, magnetická èi gravitaèní síla) a F

S

je výslednice v¹ech zdánlivých (setrvaèných) sil.

V soustavì S p ùsobí ob ecnì dvì takové zdánlivé síly Jednou z nich je síla o dstøedivá ,

tu v¹ichni dobøe znáte z koloto èe,

F

O

= m!

2

[ x

0

; y

0

] � m!

2

• ;

kde jsme • oznaèili p olohový vektor v rovinì ( x; y ). Druhou silou je síla Coriolisova , která

je zo dp ovìdná napø. za stáèení pasátních vìtrù v subtrop ech. A toto je námi hledaná síla,

která nám p omù¾e úlohu elegantnì vyøe¹it, neb o» je p o dobnì jako magnetická síla dána

vektorovým souèinem (p ùsobí kolmo na smìr rychlosti)

F

C

= 2 m — � v :
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Platí pro ni stejné zákonitosti, které jsme p opsali u síly magnetické. Druhý Newtonùv zákon

v soustavì S pak má tvar

m a = F + m!

2

• + 2 m — � v ;

co¾ v rovinì ( x; y ) dává soustavu rovnic

ma

x

= F

x

� 2 m! v

y

+ m!

2

x;

ma

y

= F

y

+ 2 m! v

x

+ m!

2

y :

(12)

Øe¹ení rovnic analogií

Rovnice (12) vypada jí velice p o dobnì jako rovnice (8). Pøedstavme si, ¾e rovnice (8) nep o-

pisují p ùsob ení magnetického a tíhového p ole na kyvadlo pøi jeho malých výchylkách v na¹í

IVS, nýbr¾ ¾e se jedná o kyvadlo v NIVS S rotující úhlovou rychlostí ! a s nulovým mag-

netickým p olem. Jinak øeèeno: budeme p ova¾ovat magnetickou sílu za sílu Coriolisovu, kde

! =

B Q

2 m

:

Pro è to v¹echno dìláme? K na¹í hyp otetické NIVS S toti¾ existuje IVS S' , která má tu

vlastnost, ¾e z p ohyb ovém zákona (11) se stane zákon (10), ve kterém u¾ ¾ádný vektorový

souèin v � — není. Tím se p ohyb ové rovnice velice zjedno du¹í a nám nebude èinit problémy

je vyøe¹it. Nalezneme tak øe¹ení v soustavì S' , které jedno duchou transformací pøeneseme

zp ìt do soustavy S .

Pøidáme-li do (8) nulu, tzn. pøièteme a o deèteme m!

2

x , resp. m!

2

y , rovnice budou mít

tvar

a

x

= � (

g

l

+ !

2

) x � 2 ! v

y

+ !

2

x;

a

y

= � (

g

l

+ !

2

) y + 2 ! v

x

+ !

2

y :

(13)

Srovnáme-li rovnice (13) s (12), vidíme, ¾e výrazy � m 


2

x a � m 


2

y , kde jsme oznaèili




2

=

g

l

+ !

2

; (14)

hra jí roli slo¾ek síly F v rovnici (11).

x

0

�

0

x

x

�

x

y

0

�

0

y

y

�

y

•

! t

K

S

Obr. 26

�

Nyní staèí jenom vìdìt, jak se transformují slo¾ky

síly do soustavy S' , vùèi ní¾ se S otáèí, a tuto transfor-

maci o dvo díme z obr. 26. Velice snadno zjistíte, ¾e

x = x

0

cos ! t + y

0

sin ! t;

y = � x

0

sin ! t + y

0

cos ! t:

(15)

Jedná se jenom o hledání tìch správných pravoúhlých

tro júhelníkù, jejich¾ o dvìsny dohromady p oskláda jí x

a y . Inverzní transformace z S do S' vychází

x

0

= x cos ! t � y sin ! t;

y

0

= x sin ! t + y cos ! t;

neb o» soustava S' se vùèi S otáèí s úhlovou rychlostí � ! . Jeliko¾ síla F je úmìrná vektoru

[ x; y ], ihned o dtud vyplývá, ¾e v soustavì S' bude mít tvar

F' = [ � 


2

x

0

; � 


2

y

0

] ;
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a tedy musíme v S' øe¹it dvì rovnice, které u¾ nejsou mezi seb ou provázány,

a

0

x

= � 


2

x

0

;

a

0

y

= � 


2

y

0

:

(16)

Rovnice (16) urèitì v¹ichni p oznáváte, jejich øe¹ením jsou obyèejné kmity, neb o» zrychlení

je pøímo úmìrné výchylce, ale opaèného smìru. Ale p ozor, jsou to ob ecnì eliptické kmity,

neb o» zde velice zále¾í na p o èáteèních p o dmínkách.

Ob ecné øe¹ení rovnic (16) napí¹eme jako sup erp ozici harmonických funkcí sin a cos:

x

0

= K sin 
 t + L cos 
 t;

y

0

= M sin 
 t + N cos 
 t;

(17)

konstanty K , L , M , N musíme dop o èítat z p o èáteèních p o dmínek (napø. konkrétnì pro

ho dnoty K = N 6= 0, L = M = 0 dostáváme obyèejné kruhové kmity). V èase t = 0 platí

(p o èátek soustavy souøadné o dp ovídá rovnová¾né p oloze kyvadla { b o d S na obr. 25):

y

0

(0) = � ; v

0

y

(0) = 0 ;

x

0

(0) = 0 ; v

0

x

(0) = � ! � ;

(18)

kde jsme oznaèili p o èáteèní výchylku ve smìru y (a tím i y

0

) � = l sin � . Rychlost v

x

(0) jsme

zvolili nulovou, a proto v soustavì S' je v

0

x

(0) = � ! � , neb o» se celá S' otáèí vùèi S úhlovou

rychlostí � ! .

y

0

x

0

�

2 �

!




5 ; 3 ; 1

6 ; 4 ; 2 ; 0

Obr. 27

�

Ze známého vzoreèku v = ! r pro rovnomìrný p ohyb

p o kru¾nici, a uvá¾íme-li, ¾e rychlosti jsou maximální

tam, kde jsou nulové p olohy, a naopak, snadno o dvo díme

v

0

x

= K 
 cos 
 t � L 
 sin 
 t;

v

0

y

= M 
 cos 
 t � N 
 sin 
 t;

(19)

Dosadíme-li p o èáteèní p o dmínky (18) do rovnic (19)

a (17), získáme: K = � � ! = 
, L = 0, M = 0, N = � .

V soustavì S' má øe¹ení na¹í úlohy tvar

x

0

= �

� !




sin 
 t;

y

0

= � cos 
 t:

V soustavì S' kyvadlo vykonává eliptické kmity, jak je

to vidìt na obrázku 27.

x

y

�

2 �

!




0

1

2

3

4

5

6

Obr. 28

�

Teï u¾ staèí provést transformaci zp ìt do soustavy S

p o dle vztahu (15). Øe¹ení na¹í úlohy pak vypadá takto:

x = � cos 
 t sin ! t �

� !




sin 
 t cos ! t;

y = � cos 
 t cos ! t +

� !




sin 
 t sin ! t:

(20)

Za p ou¾ití stejných p o èáteèních p o dmínek bychom do-

sp ìli k výsledku (20) øe¹ením rovnic (9). Cílem této úlohy v ¾ádném pøípadì nebyl výklad

øe¹ení soustavy diferenciálních rovnic. Uznávám, ¾e námi p ou¾itá �nta není úplnì triviální,

p okud jste ji ale p o chopili, mìli byste mít jasno v tom, co to vlastnì ty zdánlivé síly jsou.

Na obr. 28 se skuteènì mù¾eme pøesvìdèit, ¾e p ohyb kyvadla v na¹em pøiblí¾ení (20)

kvalitativnì souhlasí s tím, co jsme pøedp ovìdìli v úvo du.
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Závìr

Kyvadlo bude kmitat s úhlovou frekvencí 
, pøièem¾ ale nikdy nepro jde rovnová¾nou p o-

lohou. Bìhem kmitání se stáèí v¾dy doleva, smìøuje-li magnetické p ole ve smìru osy � z

a naopak doprava, je-li B ve smìru z , a to tak, ¾e p olohy maximálních èi minimálních vý-

chylek se stáèí úhlovou rychlostí ! . Kyvadlo tak dìlá charakteristické þ¹pièkyÿ. Nejmen¹í

vzdálenost o d p o èátku souøadné soustavy je � ! = 
.

Pro zadané ho dnoty získáme: p o èáteèní výchylka � = 12 cm, frekvence ! = 1 ; 3 : 10

� 4

Hz ,

úhlová frekvence 
 = 3 ; 1 Hz. Tyto ho dnoty samozøejmì vùb ec neo dp ovída jí obrázkùm, kde

byl p ou¾it p omìr frekvencí asi 1 : 8 ; 5. Magnetická síla je mnohem slab¹í ne¾ tíhová, a tak

za tìchto p o dmínek mù¾eme mluvit o þstáèení roviny kyvù kyvadlaÿ, neb o» velikost vedlej¹í

p olo osy � ! = 
 z obrázku 27 je zanedbatelná vùèi hlavní p olo ose � , je asi desetitisíckrát men¹í.

Stejnì tak mù¾eme zanedbat ! ve vztahu (14). Dostáváme tak obyèejné matematické kyvadlo

kmita jící s p erio dou 2 s, jeho¾ rovina kyvù se oto èí kolem dokola za 14 ho din.

Poznámka

Úplnì stejný p ohyb vykazuje p opulární Foucaultovo kyvadlo , na které p ùsobí námi p o-

u¾itá Coriolisova síla s tím, ¾e úhlová frekvence rotace p oloh maximální a minimální vzdá-

lenosti o d rovnová¾né p olohy kyvadla je ! = !

Z

= sin � , kde � je zemìpisná ¹íøka a !

Z

je

velikost uhlové rychlosti Zemì rotující okolo vlastní osy. To souvisí s tím, ¾e na p ohyb kyva-

dla v na¹em pøiblí¾ení má vliv p ouze slo¾ka vektoru —

Z

ve smìru tíhového zrychlení. V na¹í

zemìpisné ¹íøce ( � = 50

�

) se Foucaultovo kyvadlo oto èí kolem dokola asi za 31 ; 3 ho din; na

severní p olokouli se stáèí doprava, kde¾to na ji¾ní p olokouli doleva. Kdybychom chtìli na¹e

magnetické kyvadlo exp erimentálnì zmìøit, museli bychom pøihlédnout i k rotaci Zemì, která

rovnì¾ zp ùsobuje stáèení roviny kyvù, neb o» jsou oba jevy øádovì srovnatelné.

Nìkdy se stáèení Foucaultova kyvadla vysvìtluje tak, ¾e se nemìní orientace roviny kyvù

vùèi stálicím, co¾ není ob ecnì pravda, platí to jenom na p ólech. Je to napøíklad vidìt z toho,

¾e za jeden den se o citneme ve stejné p ozici vùèi stálicím, av¹ak kyvadlo rotaèní p ohyb

zdaleka je¹tì nedokonèilo. Správným vysvìtlením p ohybu Foucaultova kyvadla je jen a jen

p ùsob ení Coriolisovy síly, která je dùsledkem toho, ¾e soustava sp jatá se zemí je neinerciální.

Úloha I I . 3 . . . jarový tryskáè

A

Obr. 29

�

Matou¹ si vystøihl z tvrdého papíru lo dièku, která je na-

kreslena na obr. 29 pøi p ohledu shora. Do místa A pak kápl

kapièku jaru a þlo ï ÿ spustil na vo dní hladinu. Nemálo se p o-

divil, kdy¾ lo ï þsama o d seb eÿ vyrazila prudce vpøed. Umíte

p ohyb lo di vysvìtlit? Platí pro nìj zákon zachování energie?

Øe¹ení:

Celou soustavu mù¾eme p ova¾ovat za dvourozmìrnou (v rovinì hladiny, neuvolòuje se

tedy ¾ádná p otenciální energie skrytá v gravitaèním p oli). Hladinu vo dy p ova¾ujme za pru¾-

nou blanku, která má tendenci smr¹tit se na co nejmen¹í plo chu, ale gravitace jí to nedovolí.

Energie uskladnìná v této plo¹e je dána vzorcem

� E = � � S ;

tedy vnitøní energie je úmìrná plo¹e hladiny. Konstantu úmìrnosti � nazýváme p ovrchové

nap ìtí (vo dy) a jeho ho dnota je pøibli¾nì 73 mJ.m

� 2

. Kápnutím èistícího prostøedku se ale

neuvolní celá tato energie, rozvine se toti¾ p ovrch nové kapaliny { jaru. Ten má urèitì také

nìjaké p ovrchové nap ìtí. To se mi nep o daøilo na jít v ¾ádných tabulkách, je v¹ak men¹í ne¾

p ovrchové nap ìtí vo dy. Ono rozlití nutnì nìjakou energii sp otøebuje, ale bude to ménì, ne¾

vo da do dá. Tolik energetické hledisko.
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Z hlediska sil je to pøibli¾nì takto: Pøedstavme si místo lo dièky, øeknìme sirku, na její¾

jedné stranì je èistá hladina a na druhé taky. Na ka¾dou stranu sirky p ùsobí p ovrchové nap ìtí

vo dy, které je v rovnováze a má velikost 73 mN na ka¾dý metr sirky. Kápnutím jaru, mýdla

neb o jiné látky o ni¾¹ím p ovrchovém nap ìtí se tato rovnováha p oru¹í a na sirku bude p ùsobit

nenulová výsledná síla smìrem do èisté vo dy. Pokud nebude ono tìleso (sirka, lo dièka, cokoli

plovoucího) pøip evnìno, dá se do zrychleného p ohybu, který pøejde ve zp omalený, proto¾e

se skvrna roz¹íøí, tím hnací síla zanikne a nakonec o dp orové síly p ohyb lo ïky zastaví.

Zákon zachování energie jako celek samozøejmì naru¹en není. Pøi vý¹e p opsaném dìji

se p ouze pøemìòuje jedna forma energie ve druhou a to p otenciální energie (av¹ak ne ve

smyslu gravitaèního p otenciálu!) soustavy jar{vo da na kinetickou energii lo dièky. Pokud

bychom chtìli vrátit jar do láhve, na jeho shromá¾dìní a hlavnì o dtr¾ení z hladiny bychom

p otøeb ovali minimálnì tolik energie, kolik jí získalo na¹e plavidlo pøi rozjezdu.

Úloha I I . 4 . . . zrcad la, aneb kdo je nejkrásnìj¹í

R

S

R

R

Obr. 30

�

Vypuklé a duté zrcadlo ma jí stejný p olomìr køivosti

R . Vzdálenost mezi vrcholy zrcadel je 2 R . V jakém b o dì

na optické ose zrcadel musíme umístit zdro j svìtla S , aby

p o o draze o d vypuklého a dutého zrcadla splýval obraz

b o du S se svým vzorem?

Øe¹ení:

Ve vzorovém øe¹ení budeme p ou¾ívat znaménkovou konvenci, která se nejèastìji p ou¾ívá

na støední ¹kole. Velièiny mìøené pøed zrcadlem jsou kladné, za zrcadlem záp orné. (Po drob-

nìji napø. E. Svob o da { Pøehled støedo¹kolské fyziky, SPN 1991, str. 468, 471, 472. ) Je dobré

si uvìdomit,¾e k tomu, aby nìkde vznikl obraz pøedmìtu nestaèí jeden paprsek, ale musí se

tam protnout v¹echny paraxiální paprsky. K øe¹ení nám nicménì staèí zobrazovací rovnice.

R R

R

j b j

j a

0

j j a j j b

0

j

S

1

S = S

2

Obr. 31

)

Bo d S zobrazíme nejprve napø. vypuklým zrcadlem

a p oté dutým. Opaèným p ostup em bychom samozøejmì

ob dr¾eli stejný výsledek. Obraz S

1

vzniklý prvním zob-

razením bude vzorem pro druhé a jeho výsledek S

2

bude

sho dný s b o dem S .

Zobrazovací rovnice pro vypuklé zrcadlo:

1

a

+

1

a

0

= �

2

R

;

a { pøedmìtová vzdálenost, a

0

{ obrazová vzdálenost.

Zobrazovací rovnice pro duté zrcadlo:

1

b

+

1

b

0

=

2

R

;

b { pøedmìtová vzdálenost, b

0

{ obrazová vzdálenost.

Po dle vý¹e uvedených pøedp okladù platí také rovnice

a

0

+ b = 2 R ; a + b

0

= 2 R :

Nyní máme ètyøi rovnice o ètyøech neznámých, z nich¾ snadno dop o èítáme napøíklad a .

Vyjde kvadratická rovnice se dvìma reálnými koøeny

a

1

=

1 +

p

3

2

R a a

2

=

1 �

p

3

2

R :

První koøen zjevnì vyhovuje zadání úlohy, zatímco druhý nikoliv, neb o» le¾í mimo oblast

mezi zrcadly.
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Úloha I I . 5 . . . dvojèata ve vesmíru

Z

'




M

K

u

v

Obr. 32

�

Michal a Karel jsou dvo jèata. V zá jmu vy¹¹ího vìdeckého

p oznání je p osadíme ka¾dého do jiné kosmické lo di v tý¾ èas

t = 0 a vystøelíme ze Zemì Z rychlostmi u a v vstøíc hvìzd-

ným dálavám. Abychom jim ¾ivot co nejvíce znepøíjemnili,

jejich rychlosti svíra jí úhel ' , jak je to vidìt na obr. 32. Po

èas hvìzdného putování se jejich rychlosti nemìní. V èase t

0

se Michal, který se zrovna nachází v b o dì M , rozho dne vyslat

zprávu { rádiový signál svému sourozenci. Po d jakým úhlem


 vùèi svému smìru p ohybu musí zamìøit signál, aby Karel

zprávu ob dr¾el?

Vliv ostatních tìles na dráhu lo dí a paprsku zanedb ejte. Diskutujte té¾ pøípad, kdy

vesmírné lo dì nejsou vypu¹tìny ve stejný èas, ale Michal se vydá do vesmíru o dobu T døíve.

Jak se zmìní výp o èet, budou-li velikosti rychlostí u a v blízké rychlosti svìtla c ?

Øe¹ení:

Pøednì si uvìdomme, ¾e kdy¾ se budeme na celou situaci dívat ze soustavy sp o jené se

Zemí, nebude platit, ¾e úhel, p o d kterým signál p oletí, je sho dný s úhlem, p o d kterým

signál Michal vyslal (viz obr. 33). Oznaème si w rychlost signálu v soustavì sp o jené se

Zemí. Pohybuje-li se Michal rychlostí u a vy¹le-li signál rychlostí c p o d úhlem 
 , rychlost

letu signálu bude w = c + u (na úlohu se díváme nerelativisticky). Rychlosti se vektorovì

sèíta jí a s výjimkou pøípadu u = 0 zøejmì platí 
 6= 


�

, kde 


�

je úhel letu signálu v soustavì

sp o jené se Zemí. Proto musíme úlohu øe¹it v Michalovì soustavì.

Tato soustava se vzhledem k Zemi p ohybuje rychlostí u . Pro rychlost Karla v Michalovì

soustavì pak platí

1

v' = v � u ;

co¾ rozepsáno ve slo¾kách

v

0

x

= v

x

� u ;

v

0

y

= v

y

:

O M

K

1

K

2

x

y







�

u

v

c w

u

v

soustava Zemì

Obr. 33

3

O' = M

K

1

K

2

x

0

y

0

'




v

v � u

v � u

� u

soustava

Michalova

Obr. 34

4

Ve sp eciálním pøípadì, kdy T = 0, se Karel vzhledem k Michalovi p ohybuje p o pøímce,

která pro chází p o èátkem Michalovy soustavy, tj. p olohou Michala (viz obr. 34). Michal musí

vyslat signál tímto smìrem. Z obrázku pak snadno nahlédneme, ¾e platí

tg 
 =

v

0

y

v

0

x

=

v

y

v

x

� u

=

v sin '

v cos ' � u

: (21)

1

Tyto vztahy se nazýva jí adièní teorém skládání rychlostí, který plyne z Galileovy transformace souøadnic.

Ve sp eciální teorii relativity musíme p ou¾ít jiné vztahy vycházející z Lorentzovy transformace souøadnic.
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Pokud vystartuje Michal o èas T døíve, bude

úhel 
 závislý na èase, oznaème jej 
 . Na obr. 35 je

nastínìna tato situace v soustavì sp o jené s Micha-

lem: V èase t = � T vystartuje ze Zemì Michal,

v t = 0 se vydává na svou p ou» i Karel, aby p o

uplynutí doby t

0

mohl Michal vyslat signál (b o d

K

0

), který Karel ob dr¾í v èase t = t

0

+ � (b o d K

1

).

Dráha Karla v Michalovì soustavì je pøímka se

smìrnicí tg 
 vyp o ètené p o dle vzorce (21). Po dle

obr. 35 pak snadno o dvo díme

tg 
 =

�

�

=

sin 
 ( t

0

+ � ) v

0

cos 
 ( t

0

+ � ) v

0

� uT

;

kde � je doba letu signálu. Uvìdomme si v¹ak, ¾e v nerelativistickém pøípadì je doba letu

signálu � vùèi èasu t

0

zanedbatelná, neb o» dráha, kterou za nìjakou dobu urazí Karel je

mnohem men¹í ne¾ dráha, kterou za stejnou dobu urazí svìtlo. Na obrázku to znamená, ¾e

splynou úseèky MK

0

a MK

1

. Dobu � je samozøejmì mo¾no sp o èítat z kosinové vìty 4 K

1

MK

0

,

co¾ vede na øe¹ení p omìrnì slo¾ité kvadratické rovnice. Výsledek vychází úmìrný èlenùm v =c

a u=c , to znamená, ¾e nemá smysl p o èítat s èasem � v nerelativistickém pøípadì. Proto

tg 
 '

v

0

t

0

sin 


v

0

t

0

cos 
 � uT

: (22)

O' = M

K

0

K

1

x

0

y

0

�

�




uT

v

0

�

v

0

t

0




c

soustava

Michalova

Obr. 35

5

Ze vztahu (22) rovnou vidíme, ¾e pro èas t

0

� T se 
 blí¾í 
 . To je samozøejmé, neb o» za

této p o dmínky je v Michalovì soustavì rozdíl mezi smìrnicí Karlovy dráhy a drahou signálu

minimální.

V pøípadì, ¾e jsou rychlosti blízké rychlosti svìtla, musíme nahradit Galileovu transfor-

maci transformací Lorentzovou Pohybuje-li se soustava

b

S rychlostí u vùèi soustavì S ve

smìru osy x , Lorentzova transformace p otom zní (støí¹kované velièiny jsou vzta¾eny k p o-

hybující se soustavì

b

S .):

b

x = ( x � ut ) � ;

b

y = y ;

b

t = ( t �

ux

c

2

) � ;

(23)

kde � je Lorentzùv faktor,

� =

1

q

1 � u

2

=c

2

:

Uva¾ujeme-li v¹ak relativistické efekty, musíme také p ou¾ít relativistické vzorce pro sklá-

dání rychlostí

b

v

x

=

v

x

� u

1 �

uv

x

c

2

;

b

v

y

=

v

y

�

�

1 �

uv

x

c

2

�

:

Na rozdíl o d klasického pøípadu se nám v relativitì transformují i slo¾ky rychlosti kolmé

na smìr p ohybu soustavy

b

S . Je to dáno prostì tím, ¾e pøi Lorentzovì transformaci nezùstává

èas stejný pro rùzné inerciální systémy a transformuje se stejnì jako souøadnice; mluvíme pak

o èasoprostoru. Oznaème hledaný úhel v relativistickém pøípadì

b


 . Potom za pøedp okladu

T = 0 platí

tg

b


 =

b

v

y

b

v

x

=

v sin '

v cos ' � u

1

�

= tg 


1

�

= tg 


v

u

u

t

1 �

u

2

c

2

: (24)
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To znamená, ¾e pøi zap o ètení relativistických efektù se nám tg

b


 zmìní právì o Lorentzùv

faktor � . To plyne z toho, ¾e v jakékoliv fyzikální souøadné soustavì zùstává rychlost svìtla

stále stejná.

Poznámka: Pro za jímavost uvedeme i o dvození vztahù pro relativistické skládání rych-

lostí. Staèí nám k tomu p ouze Lorentzova transformace (23) a znalost ob ecnì platných vztahù

v

x

=

d x

d t

a v

y

=

d y

d t

. Aplikujme tyto vztahy v soustavì

b

S za p ou¾ití (23):

b

v

x

=

d

b

x

d

b

t

=

�

�

d x

d t

� u

�

�

�

1 �

u

c

2

d x

d t

�

=

v

x

� u

1 �

uv

x

c

2

;

b

v

y

=

d

b

y

d

b

t

=

d y

d t

d

b

t

d t

=

v

y

�

�

1 �

u

c

2

d x

d t

�

=

v

y

�

�

1 �

uv

x

c

2

�

:

Úloha I I I . 1 . . . skokan

Èlovìk padá z mùstku do bazénu, pøièem¾ v bazénu je vo da a mùstek je ve vý¹ce h nad

hladinou. Ná¹ skokan má hmotnost M = 80 kg, hustotu � = 0 ; 9 g.cm

� 3

, je vysoký L = 1 ; 7 m

a na p o èátku skoku (volného pádu) byl v klidu. Do jaké nejvìt¹í hloubky H se skokan p onoøí?

Jaký bude jeho dal¹í p ohyb? Odp or vo dního prostøení: a) zanedb ejte, b) nezanedb ejte.

Øe¹ení:

Na zaèátku výp o ètù si nejprve uvìdomme, v jakých èasových sledech probíhá celý dìj:

a) skok z vý¹ky h (volný pád) a¾ p o dopad na hladinu,

b) p ostupné p onoøování skokana,

c) p ohyb smìrem dolù pro ji¾ zcela p onoøeného skokana a¾ do hloubky p onoøení H ,

d) p ohyb smìrem nahoru, dokud je skokan celý p onoøen,

e) vynoøování; skokan zùstává nakonec èásteènì vynoøen nad hladinou.

Po tomto ujasnìní se nyní vìnujme rozb oru sil, které v b o dech b) a¾ e) na skokana p ùsobí.

Jednak je to hydrostatická vztlaková síla, která p ùsobí na ka¾dý pøedmìt v kapalinì, jednak

o dp orová síla prostøedí, která p ùsobí proti p ohybu skokana díky jeho nenulové rychlosti.

1) Zanedbáváme o dp orovou sílu kapaliny

Jeliko¾ nám jde o urèení hloubky p onoøení H , nemusíme znát èasové závislosti velièin

charakterizující p ohyb. Lze p otom u¾ít zákona zachování energie pro skokana, který se na-

chází v p oli gravitaèní síly. To ov¹em pøedp okládá znalost p otenciální energie ( E

p

) a prùb ìh

sil, které kona jí práci, abychom mohli tyto práce ( W

b

, W

c

) sp o èíst.

Pøedp okládáme-li, ¾e skokan bude pøi skoku stále ve svislé p oloze, nemusíme (pro jedno-

duchost) vztahovat p otenciální energii vzhledem k tì¾i¹ti, nýbr¾ i vzhledem k patám skokana.

Nulovou hladinu p otenciální energie stanovme v zatím neznámé hloub ce H (tj. o d hladiny

k patám).

Rozeb ereme jednotlivé kroky:

a) Skokan má p otenciální energii

E

p

= M g ( h + H ) :

b) Na skokana p ùsobí hydrostatická vztlaková síla, která vykoná práci

W

b

=

L

Z

0

F

v z

d x ;
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kde

F

v z

= S x%

k

g ;

pøièem¾ S je plo¹ný prùøez skokana (zjedno du¹me ho na tvar kvádru neb o válce), x

hloubka, do které je p onoøen, %

k

hustota vo dy, g tíhové zrychlení. Integrál je souètem

pøes v¹echny elementy práce

F

v z

d x

na dráze d x , kde je F

v z

mo¾no p okládat za konstantní.

Integrováním zjistíme, ¾e W

b

=

1

2

S L

2

%

k

g . Tento výp o èet lze provést i úvahou, neb o»

W

b

je lineárnì závislá na x , tak¾e celkový souèet je obsahem tro júhelníku.

c) Zde F

v z

= V %

k

g = S L%

k

g je tedy konstantní. Vykonaná práce na dráze H � L je W

c

=

S L%

k

g ( H � L ). Sepi¹me zákon zachování energie:

E

p

= W

b

+ W

c

;

neb o» energie, jakou má skokan, se sp otøebuje na brzdìní. Z toho p o dosazení snadno

sp o èteme:

H =

h% +

1

2

%

k

L

%

k

� %

;

uvá¾íme-li M = V % = S L% .

Dosadíme-li ho dnotu h = 10 m, zjistíme, ¾e skokan by se p onoøil do hloubky H =

98 ; 5 m, co¾ je zjevný nesmysl, neb o» skokan by se utopil, a on se pøitom neutopí. Odp orová

síla tedy bude mít p o dstatný vliv.

d) Potom se skokan zaène vynoøovat rovnomìrnì zrychlenì, dokud je zcela p onoøen neb o»

vztlaková síla je konstantní.

e) Pøi vynoøování nad hladinu bude pro ces e) probíhat sho dnì jako b). Skokan má v p oloze,

kdy þsto jíÿ na hladinì takovou rychlost, ¾e ho vynese do vý¹ky h , co¾ je dáno tím, ¾e

energie se nikde neztrácí (nedisipuje), tzn. p o zabrzdìní je skokan zase urychlován.

2) Odp orovou sílu kapaliny nezanedbáváme

a) Sp o èteme nejprve rychlost v b o dì, kde se dotýká skokan hladiny. Jde o rovnomìrnì

zrychlený p ohyb se zrychlením g , tedy

h =

g t

2

2

; v

0

= g t :

Vylouèením èasu dostaneme v

0

=

p

2 g h .

b) Sepí¹eme 2. Newtonùv zákon pro zrychlení a skokana. Urychlující síla je tíhová M g ,

zp omalující síla vztlaková F

v z

= S x%

k

g , p o dobnì jako v pøípadì 1b) a o dp orová síla

prostøedí (kapaliny) F

o

=

1

2

C S %

k

v

2

. Celkovì tedy

M g � S x%

k

g �

1

2

C S %

k

v

2

= M a :

Výp o èet mù¾eme provést jedno duchým mo delováním tøeba i na programovatelné kal-

kulaèce. Jeho my¹lenka sp o èívá v p osouvání èasu, kdy v èasovém okam¾iku t dop o èteme

p o dle na¹í rovnice a , a p omo cí nìho sp o èteme

v

0

= v + a d t ;

x

0

= x + v d t +

a d t

2

2

; (25)
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pøedp okládáme-li v dostateènì malém intervalu ( t; t + d t ) rovnomìrnì zrychlený p ohyb.

Ho dnoty x

0

, v

0

jsou ji¾ v èase t + d t : Pomo cí nich sp o èteme novou ho dnotu a

0

a p ostup

se opakuje.

V na¹em pøípadì b) jsou p o èáteèní ho dnoty x = 0 a v = v

0

=

p

2 g h , pøièem¾ výp o èet

konèí v okam¾iku, kdy x � 1 ; 7 m.

c) Dostáváme p o dobnou rovnici jako u b). Zde výp o èet konèí pro nulové (neb o pøibli¾nì

nulové) ho dnoty rychlosti a koneèná ho dnota x bude hledaná hloubka H .

Dále u¾ jen uvedu rovnice pro b o d d) a e):

S L ( %

k

� % ) g �

1

2

C S %

k

v

2

= M a ;

� M g + S x%

k

g �

1

2

C S %

k

v

2

= M a ;

kde druhá z rovnic vede pøi øe¹ení ke kmitavému p ohybu, který se utlumí.

K vlastní technice výp o ètu se slu¹í do dat, ¾e d t mù¾eme zjistit zkusmo a to tak, ¾e

dáváme stále men¹í a men¹í ho dnoty, p okud se výsledky výp o ètu o d seb e dost li¹í. Já jsem

p ou¾il ho dnotu d t = 0 ; 005 s a o dp orovou konstantu C = 1.

Pøi výp o ètu s men¹í obmìnou vztahu (25)

x

0

= x +

v + v

0

2

d t

jsem se na programovatelné kalkulaèce Casio dostal k výsledkùm pro

h = 10 m ; H = 6 ; 4 m ;

h = 2 m ; H = 4 ; 7 m ;

h = 1 ; 8 m ; H = 4 ; 6 m ;

co¾ je pøece jen realistiètìj¹í výsledek (by» se ho dnoty zda jí také p onìkud velké) ne¾ v pøí-

padì 1).

Úloha I I I . 2 . . . dopravní pøestupek

Jede si tak jednou pan Doppler p o mìstì a co nevidí. Zastavuje ho vozidlo p olicie a pøí-

slu¹ník p ovídá: þPane øidièi, jste si vìdom toho, ¾e jste jel na èervenou?ÿ

þ Nikoliv. Kdy¾ jsem pro jí¾dìl kolem semaforu, tak jsem vidìl zelenou. Tím jsem si na-

prosto jist,ÿ o dp ovídá pan Doppler.

þTak v tom pøípadì vám musím dát p okutu za rychlou jízdu!ÿ

Kolik zaplatil pan Doppler a pro è, jsou-li sazby 1 Kè za 1 km.h

� 1

pøes p ovolený limit

60 km.h

� 1

ve mìstì?

Øe¹ení:

Pokud chceme problému pøijít na kloub, musíme pøedp okládat, ¾e p olicista vidìl èervenou

v tentý¾ okam¾ik, kdy pan Doppler vidìl zelenou. A dále vzhledem ke zmìnì frekvence svìtla

musíme uva¾ovat relativistické vztahy pro Dopplerùv jev. Zavedeme si dvì souøadné soustavy.

Souøadnou soustavu semaforu S1 (v ní se nachází i p olicista) a soustavu Dopplerova auta

S2. Tyto souøadné soustavy se pøibli¾ují rychlostí v .

Co vidí p ozorovatel v S1? Semafor vy¹le 1 vlnu èerveného svìtla rychlostí c za èas T

c

=

1

f

c

.

V soustavì S2, z hlediska pana Dopplera, se ale pøibli¾uje semafor rychlostí v . Z toho, ¾e

v S1 i v S2 se svìtlo p ohybuje rychlostí c , lze o dvo dit, ¾e v S2 vy¹le semafor 1 vlnu za èas

T =

T

c

q

1 �

v

2

c

2
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(dilatace èasu). Jeliko¾ se semafor pøibli¾uje rychlostí v , je vlnová délka pøijímaného svìtla

a jeho frekvence

�

z

= ( c � v ) T =

c

f

c

s

c � v

c + v

; f

z

= f

c

s

c + v

c � v

:

Vyjádøíme si rychlost v :

v = c

f

2

z

� f

2

c

f

2

z

+ f

2

c

:

= 0 ; 22 c = 237 : 10

6

km.h

� 1

;

co¾ o dp ovídá p okutì 237 mil. Kè.

Tento výsledek je mo¾no p ova¾ovat za správný, p okud ov¹em uvedeme p o dmínky, za

kterých platí.

i) Pøedev¹ím jsme jaksi mimo dìk pøedp okládali, ¾e semafor sto jí pøímo ve smìru jízdy pana

Dopplera. Jeliko¾ ke srá¾ce semaforu a pana Dopplera nedo¹lo, musíme pøedp okládat, ¾e

se pan Doppler p o díval na semafor ve vzdálenosti minimálnì srovnatelné s jeho vý¹kou

(èi horizontální vzdáleností), neb o» v pøípadì, ¾e pan Doppler pro jí¾dí p o d semaforem

a dívá se pøitom na nìj, nemù¾e u¾ do cházet k p o délnému Dopplerovu jevu. Do jde zato

k pøíènému Dopplerovu jevu zp ùsob enému dilatací èasu

f

0

= f

c

s

1 �

v

2

c

2

;

co¾ v na¹em pøípadì znamená, ¾e pan Doppler uvidí èervenou, a to je¹tì o nìco tmav¹í

ne¾ je v S1.

ii) Ve výp o ètu jsme p ou¾ili velikost rychlosti svìtla ve vakuu. Pøi správném zaokrouhlení

nebude ani zemská atmosféra na obtí¾.

Nakonec je tøeba uèinit p oznámku k pøesnosti výp o ètu.

Policista udìlující p okutu mù¾e znát frekvenci (vln. délku) semaforu s p omìrnì velkou

pøesností. Pokud v¹ak pan Doppler øekne, ¾e vidìl zelenou, pak lze vý¹i p okuty p ouze o d-

hadnout neb o uèinit výp o èet pro pana Dopplera co nejpøíznivìj¹í a p ou¾ít v nìm frekvenci

nìjaké ¾lutozelené barvy. V ka¾dém pøípadì je zbyteèné o deèíst onìch 60 Kè, obzvlá¹tì, kdy¾

uvá¾íme, ¾e se incident o dehrál na vzduchu, a ne ve vakuu.

Je tedy nanejvý¹ vho dné zaokrouhlit výsledek s ohledem na pøesnost zadaných (èi zvo-

lených) velièin.

Na úplný závìr se mù¾eme zamyslet nad (ne)reálností pøíkladu.

a) Na automobil jezdící rychlostí 0 ; 22 c si asi je¹tì pár let p o èkáme. Jízda v nìm bude ale

velmi nep oho dlná. Zkuste si sp o èítat o dstøedivou sílu p ùsobící na pasa¾éry v tomto autì

jedoucím p o p ovrchu zemském. Prostøedky, kterými by p olicista v historicky krátké dob ì

takto rozjeté auto zastavil a pan Doppler by pøitom neutrp ìl újmu na zdraví, zatím

neznáme.

b) Pan Doppler si mohl v¹imnout, ¾e zelená se nachází na semaforu na místì èervené.

c) A» u¾ pan Doppler zelenou vidìl neb o ne, bylo by pro nìj urèitì výho dnìj¹í zaplatit

p okutu za jízdu na èervenou, ne¾ riskovat èástku o nìkolik øádù vy¹¹í.

Úloha I I I . 3 . . . koule

Tøi koule jsou sp o jeny stejnými gumièkami tak, ¾e tvoøí rovnostranný tro júhelník. Sou-

stava le¾í na hladkém vo dorovném stole. Jaké náb o je je tøeba na koule pøivést, aby se plo cha

tro júhelníka zdvo jnásobila? Tuhost gumièek je k , p o èáteèní délka je l .
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Øe¹ení:

F

el

F

k

Q

p

2 l

Obr. 36

�

V zadání to nebylo patøiènì zdùraznìno, ale pøedp okládáme, ¾e

náb o je, které pøivedeme na koule ma jí stejnou velikost. Øe¹ení pro

rùzné náb o je by bylo o nìco slo¾itìj¹í.

Aby se obsah tro júhelníka zvìt¹il dvakrát, musíme jeho stranu

zvìt¹it

p

2-krát. To plyne ze vztahù

2 S = 2 �

1

2

l

2

sin 60

�

=

1

2

(

p

2 l )

2

sin 60

�

:

To samozøejmì platí ob ecnìji. Kdy¾ nìjakému ob jektu zvìt¹íme lineární rozmìry n -krát, pak

se jeho plo chy, p ovrchy atd. zvìt¹í n

2

-krát a jeho ob jem vzroste n

3

-krát.

Dále je zøejmé, ¾e v¹echny náb o je musí mít stejné znaménko,

proto¾e chceme-li, aby se obsah tro júhelníka zvìt¹il, v¹echny tøi

kulièky se musí o dpuzovat. Na ka¾dou kulièku p ùsobí elektrostatické síly F

el

o d dal¹ích dvou

kulièek a síly o d gumièek F

k

(viz obr. 36). Pùsobící síly musí být v rovnováze. Síla F

el

, kterou

p ùsobí jedna kulièka na druhou, má p o dle Coulomb ova zákona velikost F

el

=

1

4 � "

Q

2

(

p

2 l )

2

.

Síla F

k

, má velikost F

k

= k � l = k (

p

2 � 1) l . Musí tedy platit

k (

p

2 � 1) l =

1

4 � "

Q

2

(

p

2 l )

2

:

Náb o j, který musíme pøivést na ka¾dou kulièku tedy je

Q = � 2 l

q

2 � "k l (

p

2 � 1) :

Úloha I I I . 4 . . . cirkus

Artista padá na silnì napnutou plachtu z vý¹ky h = 1 m. Jaký bude maximální prùhyb

plachty, je-li prùhyb s artistou v klidu � y = 2 cm? Pova¾ujte v¹echny výchylky za malé.

Øe¹ení:

V zadání je napsáno, ¾e plachta, na kterou artista padá, je silnì nap jatá. Co to znamená?

Pnutí uvnitø plachty je natolik velké, ¾e jeho pøírùstek pøíslu¹ející dal¹ímu malému prota¾ení

plachty je oproti p ùvo dní ho dnotì zanedbatelný. Dále uva¾me, ¾e zmínìná prota¾ení jsou

dostateènì malá právì v tomto smyslu.

F

x

F

y

F

p

�

�

y

l

Obr. 37

)

Z pøedchozího o dstavce plyne, ¾e síla F

p

(viz obr. 37), p ù-

sobící ve smìru plachty, má konstantní velikost. Pro dal¹í vý-

p o èet je za jímavá p ouze její slo¾ka F

y

. Slo¾ka F

x

musí být

nulová, jinak by se nám artista zaèal p ohyb ovat ve vo dorov-

ném smìru. To v¹ak není mo¾né, proto¾e situace je dostateènì

symetrická, jak plyne ze zadání.

Pro velikost síly F

y

platí (p ou¾ijeme sin �

:

= tg � platné pro malé úhly � )

F

y

= F

p

sin �

:

= F

p

y

l

= k y :

Konstantu k urèíme ze silové rovnováhy v p oloze, v ní¾ je artista v klidu (prohnutí o � y ).

Síla plachty musí být komp enzována gravitaèní silou.

mg = k � y ) k =

mg

� y

;

kde m je hmotnost artisty.
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Maximální prùhyb plachty vyp o èteme ze zákona zachování energie. Bìhem pádu se nej-

prve mìní p otenciální energie artisty na kinetickou energii a na energii pru¾nosti plachty.

Nejhloub ìji bude artista zøejmì v místì, kde se zastaví, tedy kde jeho kinetická energie bude

nulová. Jeliko¾ pru¾né síle F = k y o dp ovídá energie W =

1

2

k y

2

, máme

mg ( h + y

max

) =

1

2

k y

2

max

=

1

2

mg

� y

y

2

max

:

Toto je kvadratická rovnice, jejím¾ jediným fyzikálnì smysluplným øe¹ením je

y

max

= � y +

q

(� y )

2

+ 2 h � y

:

= 22 ; 1 cm :

Nakonec se zmíníme o výsledku, které vychází ze zcela jiných pøedp okladù, toti¾ ¾e

plachta b ez artisty má právì klidovou þdélkuÿ (zde se asi není mo¾né vyhnout nìjaké úvaze

o struktuøe plachty, aby se vyjasnil význam té þdélkyÿ). Pak je z Ho okova zákona F

p

=

~

k � l ,

kde � l je zmìna délky plachty. V tomto pøípadì, p okud zanedbáme y

max

vùèi h v p otenciální

energii, získáme

y

max

=

4

q

4 h (� y )

3

:

Dùle¾itá poznámka: Øe¹ení úlohy, jak bylo p opsáno vý¹e, o dp ovídá spí¹e dopadu akrobata

na provaz, proto¾e plachta byla uva¾ována více ménì jednorozmìrnì. Pokud øe¹íme problém

pro skuteènì dvourozmìrnou plachtu, nelze ji¾ brát rozmìry artisty nekoneènì malé. I v

dvourozmìrném pøípadì v¹ak vychází maximální prùhyb plachty pøímo úmìrný p ùsobící síle

za pøedp okladu, ¾e se plachta p o d artistou pøíli¹ neroztáhne.

Èíselnì tedy dostaneme stejnì velký prùhyb jako v jednorozmìrném pøípadì. Tvar plachty

ale bude jiný. Aproximujeme-li místo, v nìm¾ se artista dotýká plachty, kruhem o p olomìru

a a má-li nezatí¾ená plachta tvar kruhu o p olomìru b , bude z -ová souøadnice b o dù plachty

v závislosti na vzdálenosti o d osy z :

z = � h

ln r =b

ln a=b

; r > a ;

z = � h ; r � a ;

kde h je maximální prùhyb plachty.

Úloha I I I . 5 . . . kutil

Pøedstavte si obyèejnou cívku o 100 závitech, její¾ konce oznaème A , B (viz obr. 38).

Nyní sp o jíme konec závitu èíslo 57 s koncem cívky B p omo cí dokonalého vo dièe. Jak se bude

li¹it tato cívka o d cívky s 57 závity, budeme-li ji mìøit mezi b o dy A{B ?

A B

1 57 100

Obr. 38

�

Øe¹ení:

Cívka je charakterizována v elektrickém obvo du dvìma velièinami { svým o dp orem R

a indukèností L . Budeme pøedp okládat, ¾e cívka ze zadání úlohy má rovnomìrnì rozlo¾eny

v¹echny své závity p o celé délce a je blízká ideální cívce.

V obvo dech stejnosmìrného proudu se v ustáleném stavu nepro jeví o dli¹né vlastnosti

zkratované cívky o d cívky s 57 závity. Její o dp or tedy bude

57

100

R , kde R je o dp or celé

nezkratované cívky.
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57 z. 43 z.

Obr. 39

3

Zap o jení ze zadání úlohy lze ekvivalentnì pøekreslit dle obr. 39.

Celá cívka se tedy bude chovat jako transformátor s p omìrem zá-

vitù

N

1

N

2

=

57

43

, který má zkratované sekundární vinutí. Proveïme

následující my¹lenkový p okus: Zvý¹íme-li nepatrnì nap ìtí na pri-

márním vinutí (nezkratované èásti cívky), nastane zvìt¹ení proudu

pro cházejícího primárním vinutím a zvìt¹í se magnetická indukce

uvnitø primárního vinutí. Na primárním vinutím se bude induko-

vat nap ìtí, smìøující proti zvý¹ení nap ìtí. Potud je p opis vlastností zkratované cívky

sho dný s p opisem vlastností cívky nezkratované. Av¹ak magnetická indukce se zároveò zvìt-

¹ila i v sekundárním vinutím a tedy i na nìm se bude indukovat nap ìtí, opaèného smìru

ne¾ p ùvo dní vzrùst nap ìtí, a sekundárním vinutím zaène pro cházet proud opaèného smìru

ne¾ v primárním vinutí (tento proud bude p omìrnì velký, neb o» sekundární vinutí je zkra-

továno; bude p ouze omezován o dp orem sekundárního vinutí). Tento proud ov¹em¾e sni¾uje

magnetickou indukci vznika jící v primárním vinutí (lép e øeèeno vytváøí magnetickou indukci

opaèného smìru). To má za pøímý následek indukci nap ìtí na primárním vinutí smìøujícího

sho dnì s p ùvo dním zvý¹ením nap ìtí. Samozøejmì nyní lze celou úvahu nìkolikrát zopa-

kovat. Jaký tedy z tìchto kvalitativních úvah plyne závìr? Zkratovaná cívka bude mít men¹í

indukènost ne¾ ob dobná cívka s 57 závity. Bude jí pro cházet vìt¹í proud ( Z =

p

R

2

+ L

2

!

2

)

s men¹ím fázovým p osunem (� ' = arctg

L!

R

). Cívka o debírá ze zdro je vìt¹í energii (vìt¹í

proud i úèiník), která se p ou¾ije k p okrytí ztrát vzniklých v sekundárním vinutí.

Úloha IV . 1 . . . sever

Je to u¾ dávno, co jsme my, organizátoøi, cho dili na své základní ¹koly. Nicménì si v¹ichni

dobøe pamatujeme, ¾e jsme se uèili, jak p omo cí ruèièkových ho dinek a p olohy Slunce na

obloze pøibli¾nì stanovit sever. Po vás bychom chtìli, abyste nám vysvìtlili, jak to funguje,

pro è to funguje a s jakou pøesností (pøibli¾nì).

Øe¹ení:

Cílem úlohy bylo, abychom si vyjasnili, jak funguje známá to p ouèka ze ¹koly o urèení

severu p omo cí ruèièkových ho dinek:

Jsme-li na severní p olokouli a namíøíme-li malou ruèièku na Slunce, pak osa

úhlu � , urèeného malou ruèièkou, støedem ciferníku (vrchol úhlu) a dvanáctkou,

urèuje severo ji¾ní smìr a jih je pøed námi. Po oto èení se o 180

�

se bude ná¹

p ohled upírat na sever.

To» tedy p ouèka. Zbývá øíci, pro è platí a hlavnì, jak pøesnì. Následující øe¹ení èerpá

z my¹lenek Tomá¹e Braunera.

Vý¹e zmínìné pravidlo pøip ou¹tí dvì interpretace: a) ho dinová ruèièka míøí ke Slunci,

b) ho dinová ruèièka míøí k prùmìtu Slunce do teèné roviny k Zemi v místì p ozorovatele,

ciferník ho dinek také le¾í v teèné rovinì. Jinak øeèeno, rovina urèená Sluncem a ho dinovou

ruèièkou je vertikální, tj. kolmá na horizont.

První z variant je nejednoznaèná, proto¾e umo¾òuje rotaci kolem osy urèené ruèièkou.

Proto budeme vy¹etøovat druhou interpretaci a zvlá¹tì pak její pøesnost.

Mìøíme-li èas o d p oledne (tj. o d doby, kdy Slunce vrcholí), pak za dobu t se Zemì oto èí

o úhel � = 
 t , kde 
 je úhlová rychlost rotace Zemì. Ho dinky ma jí ciferník, na kterém

12 ho dinám o dp ovídá oto èení ruèièek o 360

�

. Zemì se za tuto dobu oto èí ale jen o 180

�

, tj.

ho dinová ruèièka rotuje dvakrát rychleji ne¾li Zemì kolem své osy.

Pøedstavme si nyní, ¾e jsme se p o dívali na ho dinky, zjistili úhel � a z nìj úhel � = � = 2,

o který se p o oto èila Zemì (viz obr. 40). Urèeme, o jaký skuteèný úhel 
 bychom se mìli

oto èit o d Slunce, abychom do¹li na jih (na¹í meto dou nejdøíve urèujeme jih).
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Proto¾e osa rotace Zemì je sklonìna k rovinì ekliptiky o 23 ; 5

�

, budeme p opisovat na¹i

p olohu p omo cí tøí úhlù � � , ' a " , jejich¾ význam je patrný z obr. 40. Poznamenejme jen,

¾e úhel " nabývá ho dnot z intervalu h� 23 ; 5

�

; +23 ; 5

�

i , p o dle p olohy Zemì na ekliptice. Dále

budeme pøedp okládat, ¾e se Zemì p ohybuje p o kru¾nici.

y = y

0

J

S

O

A

A'

z

0

z

x

x

0

k

1

k

2




rovník

'

�

"

t

1

t

2

Obr. 40




Sluneèní paprsek jdoucí rovnob ì¾nì s osou x a pro cházející b o dem A [ x; y ; z ] na Zemi,

bude p ovrch Zemì protínat je¹tì v b o dì A

0

[ � x; y ; z ]. Bo dy A , A

0

urèují na p ovrchu Zemì

hlavní kru¾nici k

1

(co¾ je kru¾nice se støedem ve støedu koule, le¾ící na zadané sféøe). Touto

kru¾nicí je zadaná rovina, v ní¾ le¾í prùmìt sluneèního paprsku do teèné roviny (toto tvrzení,

které by se mohlo zdát ne zcela zøejmým, lze ovìøit pøímým výp o ètem). Smìr k jihu urèuje

p oledník v daném místì, který je èástí jiné hlavní kru¾nice k

2

. Úhel 
 je pak roven úhlu,

který sp olu svíra jí teèné vektory t

1

a t

2

ob ou kru¾nic v b o dì A .

Bo d A má v èárkované souøadné soustavì (její¾ osa je toto¾ná s osou rotace Zemì)

souøadnice

A [cos ' cos � ; cos ' sin � ; sin ' ] :

Proto¾e øe¹ení úlohy nezávisí na zvoleném mìøítku, zvolili jsme za p olomìr Zemì jednièku.

Jestli¾e chceme vyjádøit souøadnice b o du A v neèárkované souøadné soustavì, musíme

èárkovanou souøadnou soustavu oto èit o úhel � " (viz obr. 40) kolem osy y = y

0

:

x = x

0

cos " + z

0

sin " = cos ' cos � cos " + sin ' sin " ;

y = y

0

= cos ' sin � ;

z = � x

0

sin " + z

0

cos " = � cos ' cos � sin " + sin ' cos " :

Normálový vektor k rovinì, v ní¾ le¾í kru¾nice k

1

, je

n

1

=

�!

OA �

�!

OA

0

= (0 ; � z ; y ) = (0 ; cos ' cos � sin " � sin ' cos "; cos ' sin � ) :

Normálový vektor n

2

k rovinì, v ní¾ le¾í kru¾nice k

2

, je rovnob ì¾ný s rovinou x

0

y

0

a mù¾eme

jej zvolit jako n

2

( x

0

; y

0

; z

0

) = (sin � ; � cos � ; 0) :

Po aplikaci rotace o úhel " dostáváme

n

2

( x; y ; z ) = (sin � cos "; � cos � ; � sin � sin " ) :

Snadno nahlédneme, ¾e úhel, který svíra jí vektory t

1

, t

2

, je sho dný s úhlem, který svíra jí

vektory n

1

a n

2

. Proto

cos 
 =

n

1

� n

2

j n

1

jj n

2

j

:
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Dal¹í výp o èet je ryze technický, a proto jej p onecháváme na vás a uvedeme jen koneèný

výsledek pro cos 
 :

cos 
 =

sin ' cos � cos " � cos ' sin "

q

(cos ' sin � )

2

+ (cos ' cos � sin " � sin ' cos " )

2

: (26)

" { ro èní doba

� { denní doba

o dchylka 


Obr. 41

�

Chyba � , jí¾ se dopustíme u¾itím na¹í p ouèky, tedy bude � = 
 � � . Sp eciálnì pro

zemìpisnou ¹íøku ' = 50

�

(na ní se zhruba nachází ná¹ stát), z obr. 41 zjistíme, ¾e nejvìt¹í

chyby se dopustíte v létì pøibli¾nì v osm ho din ráno neb o ve ètyøi ho diny o dp oledne a její

velikost bude pøibli¾nì 24 ; 6

�

.

V zimì to bude ve ètyøi ráno a v osm veèer, co¾ se ale, proto¾e v daných dobách Slunce pro

samou tmu neuvidíme, ve skuteènosti nestane. Nejvìt¹í chyby se tak dopustíme pøi výcho du

a západu Slunce.

S vý¹e uvedenou rovnicí (26) pro úhel 
 si mù¾ete je¹tì vyhrát a na jít místa na Zemi

a èasy, ve kterých je chyba nejvìt¹í.

Je¹tì je nutno uvá¾it ostatní relevantní chyby.

Samozøejmì by nám mìly jít správnì ho dinky ( � 5 minut). Potom je tu chyba vznika jící

z faktu, ¾e Zemì je rozdìlena do èasových pásem, maximální chyba tak vznika jící v urèení

èasu je p ùl ho diny (p okud je èas v pásmu urèen p oledníkem, p ùlícím pásmo), èemu¾ o dp ovídá

na ciferníku 15

�

, ale chyba bude p olovièní, tj. 7 ; 5

�

.

Dále se díky eliptické dráze ob jeví chyba, která má maximální velikost pøibli¾nì 15 minut

v urèení p oledne p o dle Slunce (Slunce toti¾ nebude ve 12 ho din le¾et pøesnì ji¾ním smìrem),

tj. 3 ; 75

�

v urèení severu. Tato chyba je nejvìt¹í na zaèátku listopadu èi v p olovinì února.

Je mo¾né (spí¹e jisté), ¾e jednotlivé chyby jsou na sob ì závislé, a proto je není mo¾no jen

naivnì seèíst. Nicménì z obrázkù vidíme, ¾e velikost maximální chyby bude v na¹í zemìpisné

¹íøce 24 ; 6

�

+ 7 ; 5

�

:

= 32

�

právì v létì a sp eciálnì pro Prahu, pøes ni¾ pro chází patnáctý

p oledník, kolem 24 ; 6

�

, proto¾e se neob jeví þpásmováÿ chyba. (Zde neuva¾ujeme þeliptickouÿ

chybu, která b ìhem roku kolísá.

Poznámka: Rád bych up ozornil také na to, ¾e vý¹e uvedená meto da nebude pracovat na

ji¾ní p olokouli tak, ¾e bude urèovat sever. Jak si toti¾ snadno uvìdomíte, ho dinky by vám

musely jít p ozpátku aneb meto du mù¾ete p ou¾ít s tím, ¾e zrcadlíte malou ruèièku vùèi ose

6{12.

Úloha IV . 2 . . . Pepek námoøník

Sp o ètìte práci, kterou musí vykonat námoøník na to, aby svinul plachtu o hmotnosti M ,

která má ¹íøku a a vý¹ku b . Plachta visí celá svisle dolù z ráhna a námoøník ji navíjí na ráhno

konstantní rychlostí.
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Øe¹ení:

Uká¾eme si dvì øe¹ení této úlohy:

1) Výslednou práci sp o èítáme ze zmìny p otenciální energie plachty v tíhovém p oli. Pro úèely

tohoto výp o ètu si plachtu nahradíme hmotným b o dem o hmotnosti M (hmotnost plachty)

umístìným v tì¾i¹ti plachty. ®e je mo¾né takovouto aproximaci provést, o tom nás nejlép e

pøesvìdèí jedna z de�nic tì¾i¹tì: Tì¾i¹tì je p ùsobi¹tì výsledné tíhové síly. Tì¾i¹tì nesmotané

plachty le¾í ve vzdálenosti b= 2 o d ráhna, tì¾i¹tì smotané plachty le¾í pøímo na ose ráhna.

Smotaná plachta zvìt¹ila svo ji p otenciální energii o

E

p

= M g

b

2

:

Stejnou práci musel vykonat Pep ek, proto

W = M g

b

2

:

2) U¾itím integrálního p o ètu. Práci sp o èítáme p o dle de�nice jako dráhový integrál síly.

W =

B

Z

A

F � d s : (27)

a

x

Obr. 42

�

Síla, kterou musí Pep ek p ùsobit, je rovna tíhové síle dosud nenamotané èásti plachty

(vìt¹í síla by zp ùsobila zrychlený p ohyb plachty). Vzdálenost nenamotané èásti plachty o d

ráhna oznaèím x (viz obr. 42) a bude se mìnit o d � b do 0. Snadno o dvo díme, ¾e tíhová síla

p ùsobící na nenamotanou èást plachty je

F = M

x

b

g :

Dosazením do vztahu (27) dostaneme

W = �

0

Z

� b

M g

x

b

d x = M g

b

2

;

co¾ je hledaná práce. Pøi dosazování do skalárního souèinu jsme

zohlednili to, ¾e Pep ek p ùsobí silou opaènou ne¾ je síla tíhová (zna-

ménko mínus pøed integrálem).

K tomuto výsledku bychom pøi pøesnìj¹ím výp o ètu museli je¹tì pøidat dal¹í práce, které

musel Pep ek vykonat.

i) Kinetická energie soustavy na konci dìje

Pokud bude námoøník navíjet konstantní rychlostí a¾ do úplného konce, bude se pak

s touto obvo dovou rychlostí otáèet ráhno i s plachtou. Kinetická energie takovéto otáèející

se soustavy je

E

k

=

1

2

J !

2

=

1

2

J

v

2

R

2

kde J je moment setrvaènosti soustavy ráhno + namotaná plachta, v rychlost vyta-

hování plachty, R p olomìr soustavy ráhno + namotaná plachta. Dosazením nìjakých

rozumných ho dnot ( v = 1 m.s

� 1

, b = 10 m . . .) zjistíme, ¾e v pøípadì, kdy je hmotnost

ráhna s hmotností plachty srovnatelná, je tato kinetická energie minimálnì o øád men¹í

ne¾ W . V opaèném pøípadì bychom tuto energii nemìli op omíjet. Pep ek mù¾e zabránit

konání této nadbyteèné práce tím, ¾e pøestane tìsnì pøed koncem to èit a plachta sama

þdo jedeÿ.
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ii) Ztráty zp ùsob ené tøením a jinými o dp orovými silami

Budou pravdìp o dobnì srovnatelné s W a budou záviset na mnoha faktorech (kvalita na-

víjecího systému, p ovìtrnostní p o dmínky . . .). Práce jim o dp ovída jící se pøemìní na teplo.

Poznámka na závìr: Snad na ¾ádné lo di se plachty na ráhno nenamotáva jí, v¹ude se

k nìmu p ouze pøivazují.

Úloha IV . 3 . . . mìøení tlaku vzduchu v zimì

Fyzikální exp edice p otøebuje zmìøit tlak vzduchu ve svém táb oøe, aby si mohla být jistá,

¾e jí nehrozí vysokohorská nemo c (u¾ i tak jim hrozí umrznutí, proto¾e je pøesnì � 30

�

C).

Sho dou okolností ma jí s seb ou rtu»ový barometr s hliníkovou stupnicí a namìøili tlak vzduchu

750 torr. Jaký byl ve skuteènosti tlak vzduchu, jestli¾e jsou barometr i mìøidlo cejchovány

pro teplotu 0

�

C?

Øe¹ení:

Nejprve si ujasnìme princip rtu»ového barometru. Je to trubice tvaru U, na jednom konci

uzavøená. Uvnitø je rtu», mezi rtutí a uzavøeným koncem U{trubice je vakuum. Z rovnosti

sil dostáváme vztah

p

a

S = h�g S ;

kde � je hustota rtuti, S prùøez trubice, h rozdíl vý¹ek hladin v ob ou trubicích. Je vidìt, ¾e

rozdíl vý¹ek hladin (a tedy i namìøený tlak) závisí p ouze na hustotì. Z toho té¾ plyne, ¾e

tep elná deformace sklenìné trubice nemá na mìøení vliv. K trubici je pøip evnìno mìøítko,

na kterém o deèítáme jen rozdíl vý¹ek hladin.

Po dle de�nice o dp ovídá tlak 1 torr vý¹ce 1 mm rtu»ového sloup ce v manometru pøi nor-

málních p o dmínkách. Za jímá nás h

0

, které by udávalo vý¹ku sloup ce rtuti pøi daném tlaku,

p okud by teplota barometru byla 0

�

C.

Proto¾e mìøítko se zimou smrsklo, ukazuje více, ne¾ je ve skuteènosti vý¹ka hladiny. Tedy

h

skut

= h

nam

(1 + � � T ) < h

nam

;

kde h

nam

je vý¹ka rtu»ového sloup ce o deètená p olárníky z barometru a � = 2 ; 4 : 10

� 5

K

� 1

je

teplotní délková rozta¾nost hliníku, � T = � 30 K. Navíc je tøeba zap o èítat teplotní zmìnu

hustoty rtuti.

�

� 30

= �

0

= (1 + � � T ) > �

0

;

kde � = 1 ; 8 : 10

� 4

K

� 1

je teplotní ob jemová rozta¾nost rtuti. Pro atmosférický tlak platí vztah

p

a

= h

0

�

0

g = h

skut

�

� 30

g , z nìj¾ chceme získat h

0

. První vyjádøení tlaku je pøi teplotì 0

�

C

a druhé je pøi � 30

�

C. Vý¹ka rtu»ového sloup ce h

0

udáva jící správný tlak tedy je

h

0

= h

skut

�

� 30

�

0

= h

nam

1 + � � T

1 + � � T

;

p o dosazení h

:

= 753 ; 5 mm, èili atmosférický tlak je ve skuteènosti pøibli¾nì 754 torrù. Vy-

sokohorská nemo c tedy rozho dnì nehrozí, tento tlak se vyskytuje b ì¾nì i v normálních

p o dmínkách.

Proto¾e � � T ; � � T � 1, mù¾eme zanedbat jejich vy¹¹í mo cniny a psát

h

0

:

= h

nam

(1 + � � T )(1 � � � T )

:

= h

nam

(1 + � � T � � � T ) :

Poznámka: Je dobré si uvìdomit, ¾e vý¹ka hladiny se p o èítá ze vzorce h = p=�g a ne

pøímo z toho, ¾e se nìjak zvìt¹í ob jem rtuti (ob ecnì by toti¾ nemusela vycházet lineární

závislost jako zde).
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Úloha IV . 4 . . . napjatá situace

k

1

k

2

k

1

k

2

Obr. 43

�

Mìjme dvì pru¾iny o tuhosti k

1

a k

2

. Jaký bude p omìr p e-

rio d kmitù, jestli¾e na nì p ovìsíme záva¾í, p okud jsou v prv-

ním pøípadì pru¾iny sp o jeny þsériovìÿ a ve druhém þ para-

lelnìÿ (viz obr. 43)? V þ paralelnímÿ pøípadì je záva¾í umís-

tìno tak, ¾e hrazdièka je stále vo dorovná.

Øe¹ení:

Nejprve pøip omeòme de�nièní vztah pro tuhost pru¾iny

k =

F

� y

a nyní o dvo díme vztahy pro tuhost systému pro paralelní a sériové sp o jení pru¾in.

1) Paralelní sp o jení

Pro dlou¾ení ob ou pru¾in � y , bude stejné pro ob ì pru¾iny, neb o» dle pøedp okladù úlohy je

hrazdièka sp o jující pru¾iny stále vo dorovná, tedy

� y = � y

1

= � y

2

:

Celková síla, kterou p ùsobí ob ì pru¾iny na hrazdièku, je

F = k

1

� y

1

+ k

2

� y

2

= ( k

1

+ k

2

)� y

a pro þtuhost pru¾in sp o jených paralelnìÿ tak dostaneme

k =

F

� y

=

( k

1

+ k

2

)� y

� y

= k

1

+ k

2

:

Pøip omeòme, ¾e v zadání úlohy nebylo øeèeno nic o umístìní zátì¾e na hrazdièce a b ez

znalosti její p olohy na hrazdièce nelze èinit ¾ádné úvahy o rozkládání tíhové síly na zátì¾

p ùsobící na jednotlivé pru¾iny.

2) Sériové sp o jení

Síla, která zp ùsobuje pro dlou¾ení dolní pru¾iny, se v ideálním pøípadì, pøená¹í na horní

pru¾inu, proto platí

F = F

1

= F

2

:

Celkové pro dlou¾ení soustavy pru¾in je tedy

� y = � y

1

+ � y

2

=

F

1

k

1

+

F

2

k

2

=

F

k

1

+

F

k

2

= F

�

1

k

1

+

1

k

2

�

a pro þtuhost pru¾in sp o jených sériovìÿ pak máme

k =

F

� y

=

F

F

�

1

k

1

+

1

k

2

�

=

k

1

k

2

k

1

+ k

2

:

Uva¾ujeme-li, ¾e se ob ì pru¾inky budou chovat jako jedna, b ez vzniku slo¾ených kmitù

a p o dobných nep ìkných vìcí, staèí p ou¾ít známý vztah pro dobu p erio dy kmitù oscilátoru

tvoøeného pru¾inou tuhosti k , na které je zavì¹eno záva¾í o hmotnosti m

T = 2 �

r

m

k

:
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Tedy p omìr p erio d kmitù sériovì a paralelnì sp o jených pru¾in bude

T

c

T

p

=

2 �

r

m

k

1

k

2

k

1

+ k

2

2 �

q

m

k

1

+ k

2

=

k

1

+ k

2

p

k

1

k

2

� 2 :

Poslední nerovnost platí díky AG nerovnosti (nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým

prùmìrem).

Úloha IV . 5 . . . fotbalistický problém

Fotbalista vykopne míè a udìlí mu kromì p osuvné rychlosti i rotaci okolo svislé osy. Na

kterou stranu o d p ùvo dního smìru se míè zaène o dchylovat v závislosti na smyslu rotace

a pro è? Míè p ova¾ujte za ideální kouli, o dp or vzduchu nezanedbávejte.

Øe¹ení:

Ka¾dý, kdo nìkdy hrál fotbal, ví, ¾e vykopnutý míè se o dchyluje ve smìru rotace. Ale jak

to zdùvo dnit?

Pou¾ijme Bernoulliho rovnici

1

2

�v

2

+ p = konst.

Jeden ze zdánlivì paradoxních dùsledkù této rovnice je ten, ¾e v místì, kde kapalina

proudí vy¹¹í rychlostí (takové místo p oznáme p o dle vy¹¹ího p o ètu proudnic { p o dobnì jako

intenzitu elektrického neb o magnetického p ole p oznáme p o dle hustoty silo èar), musí být ni¾¹í

tlak.

Pokud za rychlost v mechanicky dosadíme vzá jemnou rychlost p ovrchu míèe a vzduchu,

kde se sèítá rychlost p ohybu a rotace, do jdeme k závìru, ¾e míè bude zatáèet v opaèném

smyslu, ne¾ je jeho rotace.

Chybnost této úvahy tkví v tom, ¾e jsme pøedp okládali, ¾e vzduch má na v¹ech protileh-

lých b o dech u p ovrchu míèe stejnou rychlost vùèi tì¾i¹ti míèe a op omnìli jsme fakt, ¾e míè

sám nezanedbatelnou mìrou ovlivní proudící vzduch kolem.

F

y

Obr. 44

2

Ve viskózní tekutinì (souhrnný název pro kapaliny a plyny)

strhuje otáèející se koule nejbli¾¹í vrstvy tekutiny a rychlost prou-

dící tekutiny je vy¹¹í nahoøe (viz obr. 44). Díky o dli¹ným rych-

lostem proudìní na rùzných stranách koule, musí být na rùzných

stranách koule rùzný tlak (abychom splnili Bernoulliovu rovnici).

Ni¾¹í tlak bude na stranì s vy¹¹í rychlostí proudìní a opaènì na

protilehlé stranì bude tlak ni¾¹í. Jestli¾e pak seèteme jednotlivé

tlakové síly, celková výslednice bude smìøovat do oblasti vy¹¹ích

rychlostí.

Mù¾eme tedy zopakovat, ¾e koule se bude o dklánìt o d pøí-

mého smìru ve stejném smyslu jako rotuje.

Tento b ezp o chyby za jímavý fyzikální efekt nazýváme Magnusùv jev a byl vyu¾it i ke

konstrukci novo dobých plachetnic { rotorové lo di s Flettnerovým rotorem. Tyto plachetnice

ma jí místo sto¾áru a plachet vysoké válce, kterými otáèí motor.

Úloha V . 1 . . . rozmazaný ¹roub

Po naklonìné rovinì se sklonem � se z klidové p ozice valí válec, na kterém je pøedkreslen

závit. Válec se stále zrychluje a p ostupnì se nám jednotlivé závity þrozma¾ouÿ, a¾ není

p oznat, ¾e tam jednotlivé závity byly. Mìøíme èas o d pu¹tìní válce do chvíle, kdy nerozeznáme

jednotlivé závity. Jak tento èas závisí na úhlu � ? Pøedp okládejte, ¾e oko má snímkovací

frekvenci f , válec má prùmìr R , stoupání závitù je s .
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Øe¹ení:

Oko si pøedstavíme jako kameru, která p o dobu 1 =f exp onuje, a v¹e, co se stane, zachytí

do jednoho obrázku. Aby se ¹roub jevil zcela rozmazaný, musí jeho závity za dobu 1 =f pro jít

v¹emi p olohami, co¾ nastane, p okud se oto èí alesp oò jednou dokola (nakreslete si obrázek).

To znamená, ¾e p otøebujeme sp o èítat, v jakém okam¾iku dosáhne válec frekvence otáèení f .

Po dle známých vzorcù platí f = ! = 2 � = v =� R , a tedy v = � R f . Dále pro p ohyb válce

p o naklonìné rovinì musí platit zákon zachování energie E

p

= E

k

+ E

r

, èili

mg h =

1

2

mv

2

+

1

2

J !

2

=

3

4

mv

2

;

neb o» pro válec je J =

1

2

m ( R = 2)

2

a ! = 2 v =R . Z toho plyne

h =

3 v

2

4 g

:

Proto¾e jde o p ohyb rovnomìrnì zrychlený s nulovou p o èáteèní rychlostí, platí snadno o d-

vo ditelný vztah d =

1

2

v t , kde d je ura¾ená dráha, co¾ v na¹em pøípadì (naklonìná rovina)

znamená d = h= sin � , kde h je vý¹kový rozdíl. Dostáváme tak tøetí dùle¾itý vztah

t =

2 h

v sin �

:

Z vý¹e uvedených vztahù pro t , h a v , ob dr¾íme øe¹ení

t =

3 � R f

2 g sin �

:

Mù¾eme tedy konstatovat, ¾e èas, p o kterém se ¹roub rozma¾e, závisí nepøímo úmìrnì na

sinu sklonu naklonìné roviny.

Úloha V . 2 . . . vykradená pyramida

d

h

�

F

armáda

otrokù

Obr. 45

�

Jistý du¹evnì chorý faraón si pøed mnoha tisíci lety

nechal vytesat mnoha tisíci otrokù z jednoho kusu mo-

hutné skály pyramidu. Starovìcí zlo dìji o dvì dynastie

p ozdìji chtìli pyramidu vyloupit, leè nena¹li vcho d, a

tak se rozho dli, ¾e se p okusí pyramidu pøevrhnout. Do

její ¹pièky zaklesli p evný kruh, jím¾ provlékli je¹tì p ev-

nìj¹í lano. Za lano pak zapøáhli organizovanou skupinu

otrokù táhnoucích smìrem o d pyramidy kolmo ke dvìma

hranám p o dstavy (obr. 45). Po daøí se otrokùm pyramidu pøevrhnout, kdy¾ jich bude dosta-

teènì mnoho, neb o ji p o písku jen kus p op otáhnou?

Okolní písek je dokonale udusán minulými generacemi vykradaèù hrob ek, kteøí u¾ celá

staletí obhlí¾eli, kudy pyramidu vykrást, tak¾e se pyramida do písku nebude b oøit. Hmotnost

pyramidy je M , ko e�cient statického smykového tøení je � . Pyramidu p ova¾ujte za jehlan

(p ohøební dutina je velmi malá, proto¾e vládce je celý seschlý).

Øe¹ení:

Úlohu je tøeba rozdìlit na urèení dvou p o dmínek { jak velkou sílu budeme p otøeb ovat

pro pøeklop ení pyramidy a pøi jak velké síle se pyramida je¹tì nezaène p osouvat. Sp o jením

ob ou p o dmínek ob dr¾íme øe¹ení.
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d

h

F

g

F

2

F

1

F

�

�

o

Obr. 46




Pùsob ení síly F na pyramidu mù¾eme nahradit p ùsob ením sil F

1

, F

2

, jejich¾ velikosti jsou

F

1

= F cos � a F

2

= F sin � (viz obr. 46). Pro úplnost do dejme, ¾e gravitaèní síla F

g

má

p ùsobi¹tì v tì¾i¹ti pyramidy, tj. v

1

4

vý¹ky!

Tøení vykomp enzuje p ùsob ení síly F

1

do maximální velikosti F

t

= � ( F

g

+ F

2

). Polo¾me

první p o dmínku jako F

1

< F

t

. A tedy p o úpravì snadno dostáváme

F <

�F

g

cos � � � sin �

: (28)

Toto je p o dmínka pro velikost síly plynoucí ze tøení s p o dlo¾kou taková, aby se pyramida

nep osunula. Teï urèíme, jak velikou sílu budeme do opravdy p otøeb ovat.

Vyjdìme z momentù p ùsobících sil vzhledem k ose otáèení (hrana pyramidy)

M

1

= F

1

h ;

M

2

= F

g

d

2

+ F

2

d

2

:

Z obrázku je jasné, ¾e chceme, aby M

1

> M

2

, a proto

F

1

h > F

g

d

2

+ F

2

d

2

) F >

1

2

F

g

d

h cos � �

1

2

d sin �

: (29)

A nyní snadno ob ì p o dmínky (28) a (29) sp o jíme do jedné. Po jedno duchém vykrácení

a upravení dostáváme výsledek

� >

d

2 h

:

Na závìr je¹tì proveïme diskusi. Je tøeba si uvìdomit, jaké p ostupy a úpravy jsme p ou¾ili,

zda byly ekvivalentní a èi jsme nepøehlédli jiné mo¾nosti øe¹ení.

To, co jsme u vztahu (28) oznaèili jako þúpravyÿ, je pøedp oklad, ¾e cos � � � sin � > 0.

Diskutujme, co se stane, kdy¾ je zde znaménko opaèné. Tím se zmìní znaménko nerovnosti

ve vztahu (28) a ka¾dý snadno nahlédne, ¾e je tato p o dmínka splnìna pro ka¾dou sílu F

(resp. její velikost). Kdy¾ je � � cotg � , pyramida se nep osune ani pøi þseb evìt¹íÿ síle F .

Po dobnì ve vztahu (29) jsme pøedp okládali, ¾e je h cos � �

1

2

d sin � > 0. To je pro na¹i

úlohu splnìno v¾dy. Upravíme-li tento vztah na tvar 2 h=d > tg � , vidíme, ¾e levá strana je

tangens úhlu mezi stìnou a p o dstavou pyramidy, a jeliko¾ otro ci sto jí venku, je tento v¾dy

vìt¹í ne¾ tg � .
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Úloha V . 3 . . . velké válení

�

Obr. 47

�

Mìjme dva duté válce vnìj¹ích p olomìrù R

1

, R

2

a vnitø-

ních p olomìrù r

1

, r

2

( r

2

< R

2

< r

1

< R

1

). Válce jsou vlo¾eny

do seb e (obr. 47) a navzá jem se p o sob ì valí, ale neklou¾ou.

Vnìj¹í válec se zaène valit p o naklonìné rovinì s úhlem � .

Jakého zrychlení celá soustava dosáhne?

Nad rámec zadání se mù¾ete p okusit p opsat p ohyb jednot-

livých válcù. Hmotnosti válcù jsou M

1

; M

2

a materiál válce

mù¾eme p ova¾ovat za homogenní. Zmìní se øe¹ení výraznì

pro tøi válce?

Øe¹ení:

Oznaème h pøevý¹ení naklonìné roviny a � velikost úhlu, který svírá naklonìná rovina

s vo dorovnou rovinou. Oznaème !

1

úhlovou rychlost rotace vnìj¹ího válce a !

2

úhlovou rych-

lost rotace vnitøního válce; vzhledem k tomu, ¾e se válce p o sob ì p ohybují b ez prokluzování,

bude platit

v = R

1

!

1

) !

1

=

v

R

1

;

r

1

!

1

= R

2

!

2

) !

2

=

r

1

R

2

!

1

=

r

1

v

R

1

R

2

:

Kinetická energie soustavy se skládá z translaèní a rotaèní slo¾ky:

E

k in

=

1

2

( M

1

+ M

2

) v

2

+

1

2

J

1

!

2

1

+

1

2

J

2

!

2

2

:

Vyp o èteme moment setrvaènosti napø. J

1

vnìj¹ího dutého válce J

1

= J

1 ; 0

� J

1 ;i

, kde J

1 ; 0

je

moment setrvaènosti celého válce (tj. b ez dutiny) a J

1 ;i

je moment setrvaènosti válce, který

by vyplnil dutinu, tedy

J

1 ; 0

=

1

2

�

M

1

R

2

1

R

2

1

� r

2

1

�

R

2

1

;

J

1 ;i

=

1

2

�

M

1

r

2

1

R

2

1

� r

2

1

�

r

2

1

;

J

1

= J

1 ; 0

� J

1 ;i

=

1

2

M

1

( R

2

1

+ r

2

1

) :

Výrazy v závorkách pøedstavují hmotnosti plných válcù, které jsou samozøejmì jiné ne¾ M

1

.

Celková kinetická energie soustavy tedy bude

E

k in

=

1

2

( M

1

+ M

2

) v

2

+

1

4

M

1

( R

2

1

+ r

2

1

) !

2

1

+

1

4

M

2

( R

2

2

+ r

2

2

) !

2

2

;

E

k in

=

1

2

( M

1

+ M

2

) v

2

+

1

4

M

1

R

2

1

+ r

2

1

R

2

1

v

2

+

1

4

M

2

( R

2

2

+ r

2

2

) r

2

1

R

2

1

R

2

2

v

2

:

Pohybuje-li se soustava b ez tøení, bude na úpatí naklonìné roviny p o dle zákona zachování

energie platit E

k in

= E

pot

= ( M

1

+ M

2

) g h . Je-li koneèná rychlost soustavy v (pøedp okládáme,

¾e se soustava p ohybuje rovnomìrnì zrychlenì b ez pøípadných kmitù malého válce uvnitø

velkého), bude pro její zrychlení platit

s =

1

2

at

2

=

1

2

a

v

2

a

2

=

v

2

2 a

:
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Porovnáním vztahu pro energie vyjádøíme

v

2

=

( M

1

+ M

2

) g h

1

2

( M

1

+ M

2

) +

1

4

M

1

R

2

1

+ r

2

1

R

2

1

+

1

4

M

2

( R

2

2

+ r

2

2

) r

2

1

R

2

1

R

2

2

:

Nyní ji¾ zbývá jen dosadit do vztahu pro zrychlení, s =

h

sin �

, tedy výsledný vztah bude

a =

1

2

( M

1

+ M

2

) g sin �

1

2

( M

1

+ M

2

) +

1

4

M

1

R

2

1

+ r

2

1

R

2

1

+

1

4

M

2

( R

2

2

+ r

2

2

) r

2

1

R

2

1

R

2

2

:

Bude-li válcù více, zmìní se výsledný vztah tak, ¾e v èitateli bude souèet hmotností v¹ech

válcù a ve jmenovateli bude nìkolik dal¹ích èlenù za þètvrtinamiÿ vho dnì pronásob enými

p olomìry válcù. Tedy napøíklad pro tøi válce

a =

1

2

( M

1

+ M

2

+ M

3

) g sin �

1

2

( M

1

+ M

2

) +

1

4

M

1

R

2

1

+ r

2

1

R

2

1

+

1

4

M

2

( R

2

2

+ r

2

2

) r

2

1

R

2

1

R

2

2

+

1

4

M

3

( R

2

3

+ r

2

3

) r

2

1

r

2

2

R

2

1

R

2

2

R

2

3

:

Úloha V . 4 . . . vodotrysk v lodi, aneb Rychlé ¹ípy nikdo nedobìhne

Rychlé ¹ípy si p ostavily ¹lap ohyb neb oli ob o j¾ivelný vùz, s ním¾ p o dnikly závo d pøes øeku

s Bratrstvem ko èièí pracky. Bratrstvo prohrálo a málem se utopilo. þVy budete mokrý taky,

kouknìte se na ty mraky!ÿ pro cedil Dlouhé Bidlo p o nedobrovolné koup eli, naèe¾ následu-

jící den vyvrtal do dna ¹lap ohybu Rychlých ¹íp ù neb ozezem díru prùøezu S . Jak vysokým

vo dotryskem se na pøí¹tích závo dech mohly ko chat davy pøíznivcù sp ortu, kdy¾ Rychlé ¹ípy

vèetnì Rychlono¾ky usedly do lo di?

Øe¹ení:

Tuto úlohu mnozí z vás øe¹ili p omo cí Bernoulliho rovnice. Je to jistì jeden z mo¾ných

zp ùsob ù, ale nìkteøí se v øe¹ení ztratili, a nic nesp o èítali.

Staèila jedno duchá úvaha: Vo da u dna lo di má pøesnì takovou tlakovou p otenciální ener-

gii, která staèí na to, aby vyvrtanou dírou vystoupila op ìt do vý¹ky okolní hladiny.

Tuto úvahu mù¾eme zpøesnit tak, aby platila pro pøípad, kdy se lo ïka p otápí: Pøedstavme

si, ¾e na díru vytvoøenou Dlouhým Bidlem vo dotìsnì pøip evníme ve svislém smìru trubici.

Pak se nep o chybnì hladina v trubici ustálí ve vý¹ce o dp ovída jící velikosti pøípadného vo-

dotrysku. Pokud se takto upravená lo ï bude p ohyb ovat ke dnu, nic to nezmìní na tom, ¾e

hladina v trubici bude ve stejné vý¹ce jako hladina okolní. Z toho plyne, ¾e nejvy¹¹í mo¾ný

vo dotrysk sahá do vý¹e okolní hladiny.

Nìkolik p oznámek k tomu, kdy to vùb ec takto funguje: Vlivem rùzných tøecích a o d-

p orových sil bude vo dotrysk pravdìp o dobnì ni¾¹í. Uva¾ovali jsme p ouze pøípad, kdy na

lo ïku nep ùsobí dal¹í síly a zrychlení. Pokud by Rychlono¾ka do lo ïky sko èil, mohla by vo da

vy¹plouchnout i vý¹e. Nejednalo by se v¹ak o trvalý jev. Zanedbali jsme také kapilární efekty.

Závìr: Pøíznivci Rychlých ¹íp ù se asi mo c nep obaví.

Úloha V . 5 . . . ¹lechtic

Veliký ¹éf semináøe radostnì pøeskakuje 
uktuace hmoty ve svém p oko ji. Právì dopadl

plnou vahou z vý¹e H = 1 m nad zemí volným pádem na hráb ì. Násada je dlouhá l = 2 ; 0 m a

vá¾í m

2

= 1 kg, èást o celového hrabla kolmá k násadì je dlouhá z = 7 cm a vá¾í m

1

= 2 ; 5 kg

(p ova¾ujte jej za homogenní).
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Jakou rychlost má konec násady hrabí v okam¾iku, kdy se op ová¾livì dotkne nosu na¹eho

nejvy¹¹ího? Srá¾ku p ova¾ujte za nepru¾nou. ©éfùv nos se nachází 180 cm nad p o dlahou,

¹éfova hmotnost èiní 92 kg vèetnì klíèù v pravé kapse.

Øe¹ení:

Na zaèátku, tìsnì pøed osudným pádem, se ná¹ veliký ¹éf nachází ve vý¹i H = 1 m nad

p o dlahou. Následnì padá, padá a padá, dokud se jeho p o drá¾ky nedotknou nejvy¹¹í èásti

nastra¾eného hrabla. K této srá¾ce do jde p oté, co uletí volným pádem vzdálenost H � z ;

kde z je vý¹ka kovového hrabla. Pánì ¹éfova rychlost v tomto okam¾iku tedy bude ze zákona

zachování energie,

v =

q

2 g ( H � z ) :

Pøedp okládejme, ¾e ná¹ ¹éf má dokonale p evnou obuv znaèky ****. (Navíc má ¹éf hro¹í

kù¾i.) Srá¾ka obuv{hráb ì bude nepru¾ná. Pokud bychom toti¾ pøedp okládali srá¾ku pru¾nou,

¹éf by se o d hrabla o drazil.

Tedy ¹éf dopadne na hráb ì a zastaví se v rovnová¾né p oloze. V¹echna jeho kinetická

energie se absorbuje v jeho p o drá¾kách. Tato rovnová¾ná p oloha v¹ak není jen tak leda jaká,

ona je labilní a tak p ùsob ením malinké 
uktuace se ¹éf z ní vychýlí a uvede hráb ì v p ohyb

otáèivý.

Pro dal¹í p ohyb soustavy ¹éf{hráb ì platí zákon zachování energie (pøi zanedbání tako-

vých pøízemních jevù, jako je kupøíkladu o dp or prostøedí). Pøedp okládejme zde, ¾e hráb ì

p o p o dlaze neprokluzují. Celková energie soustavy E

1

tìsnì p o dopadu ¹éfa na hrablo jest

rovna celkové energii E

2

soustavy v okam¾iku, kdy je násada svislá. Zjevnì E

1

je rovna jen

p otenciální energii, jeliko¾ ¹éf je v klidu:

E

1

= M g z + m

1

g

z

2

;

Nech» v

00

= z !

00

, !

00

je úhlová rychlost hrabí, J je moment setrvaènosti hrabí J =

1

3

m

1

z

2

+

1

3

m

2

l

2

, prièem¾ m

1

z

2

� m

2

l

2

, tedy mù¾eme pøibli¾nì psát J �

1

3

m

2

l

2

. Pak

E

2

=

1

2

M v

00 2

+

1

2

J !

00 2

+ m

2

g

l

2

;

Tedy

M g z + m

1

g

z

2

=

1

2

M !

00 2

z

2

+

1

2

J !

00 2

+ m

2

g

l

2

:

Dostáváme úhlovou rychlost hrabí v okam¾iku, kdy je násada kolmá na vo dorovnou rovinu

!

00

=

s

2 M g z + m

1

g z � m

2

g l

M z

2

+ J

:

V zadání jsme hovoøili o úderu konce násady do nosu { oním koncem násady jsme mínili

èást násady, která o dp ovídá vý¹inám Jeho vzácného fròáku. Udeøí-li násada v tuto chvíli do

nosu na¹eho nejvy¹¹ího, pak tak uèiní rychlostí w = f !

00

g : 1 ; 8 m.s

� 1

.

Úloha VI . 1 . . . kapalina mezi rovnobì¾nými deskami

Odvo ïte vztah pro vý¹ku h hladiny kapaliny mezi dvìma svislými nekoneènì dlouhými

rovinami, vzdálenými o d seb e d , které jsou p onoøeny do kapaliny. Povrchové nap ìtí kapaliny

je � a hustota je � .

Øe¹ení:

Úlohu lze øe¹it celou øadou p ostup ù. Nejjedno du¹¹í je úlohu si zbyteènì nekomplikovat

a stykový úhel mezi p ovrchem kapaliny a deskami p olo¾it roven � 90

�

, tedy pøedp okládat, ¾e
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kapalina dokonale smáèí èi nesmáèí desky. Vzhledem k tomu, ¾e desky jsou nekoneèné (v re-

álném pøípadì je jejich délka mnohem vìt¹í ne¾ jejich vzdálenost), bude situace symetrická

vzhledem ke ka¾dé rovinì kolmé na ob ì desky i p ovrch kapaliny. Z této symetrie vyplyne, ¾e

p ovrch kapaliny bude þválcovýÿ.

Nyní uva¾ujme úsek desek délky L . Ze symetrie nep ùsobí na kapalinu ¾ádná síla rovno-

b ì¾ná s deskami. Na ka¾dé desce p ùsobí na její okra j p ovrch kapaliny silou F

1

= � L , celková

síla na kapalinu je F = 2 � L . Vzhledem k pøedp okladu o dokonalém (ne)smáèení je tato síla

rovnob ì¾ná s tíhovou silou p ùsobící na kapalinu mezi deskami. Smìr této síly urèuje, zda

kapalina materiál desek smáèí neb o nesmáèí. Je-li zakøivení p ovrchu malé, je ob jem kapaliny

v uva¾ovaném úseku V = hLd . V pøípadì, ¾e kapalina desky smáèí, je tíhová síla na ni

p ùsobící F

g

= mg = �V g = �hLdg . Jeliko¾ je kapalina v rovnová¾ném stavu, platí F = F

g

,

a tedy

h =

2 �

�dg

: (30)

V opaèném pøípadì, tj. kapalina desky nesmáèí, dostaneme ob dobný vztah a¾ na to, ¾e

kapilární sílu vyrovnává tlaková síla kapaliny.

Úloha VI . 2 . . . pru¾ina, kvádr a tøení

1 2

k

v

Obr. 48

�

Na obr. 48 máme dva stejné kvádry o hmotnosti m sp o jené

pru¾inou o tuhosti k . Ko e�cient tøení (statického i dynamic-

kého) je f . Jakou minimální rychlostí v musíme p oslat kvádr

è. 2 smìrem ke stìnì, aby se v prùb ìhu nastalého dìje p ohnul

i kvádr è. 1?

Øe¹ení:

V zadaní úlohy nebylo øeèeno, v jakém stavu se na p o èátku soustava nachází, zda je

pru¾ina nap jatá, stlaèená, aneb o v rovnová¾né p oloze. Rozeb ereme proto v¹echny mo¾nosti.

Nejprve zavedeme souøadnou soustavu. Proto¾e k vyøe¹ení úlohy staèí vy¹etøovat p ohyb

p ouze kvádru è. 2, volíme souøadnice co nejvho dnìji vùèi danému tìlesu. Osa x je v nárysu

toto¾ná s p o dlo¾kou a její p o èátek je v místì, kde by se nacházelo tì¾i¹tì kvádru è. 2, p okud

by pru¾ina byla v rovnováze.

Rozeb ereme si nyní silové p ùsob ení na jednotlivé kvádry. Na oba p ùsobí stejná tíhová

síla, a proto i stejná reakce p o dlo¾ky. Tyto síly jsou pøíèinou tøení mezi kvádry a p o dlo¾kou.

Tøecí síla má velikost F

t

= mg f , kde f je ko e�cient tøení, a p ùsobí v¾dy proti smìru p ohybu

(dynamické tøení), pøípadnì proti smìru síly, která se sna¾í s tìlesem p ohnout (statické tøení).

Dále na oba kvádry p ùsobí síla pru¾iny, stejná co do velikosti, ale opaèná co do smìru. U této

síly pro zjedno du¹ení pøedp okládáme, ¾e má b ìhem celého dìje velikost úmìrnou zmìnì její

délky: F

p

= k � l , kde k je tuhost pru¾iny. No a koneènì na kvádr è. 1 p ùsobí síla o d stìny,

která vyrovnává v¹echny síly sna¾ící se p ohnout tímto kvádrem þskrz stìnuÿ. Ostatní síly

(napø. o dp orovou sílu vzduchu) zanedbáme.

Má-li se p ohnout kvádr è. 1, co¾ je zadáním úlohy, musí na nìho p ùsobit síla pru¾iny

smìrem o d stìny vìt¹í, ne¾ je tøecí síla. K tomu je p otøeba zjistit, zda se kvádr è. 2, pøi

dané p o èáteèní rychlosti, mù¾e dostat do místa, kde bude pru¾ina dostateènì napnutá. Pro

souøadnici tìlesa è. 2, pøi vyrovnání síly tøení a síly pru¾iny na tìleso è. 1, musí platit

F

p

= k x = F

t

= mg f ) x =

mg f

k

: (31)

Kvádr è. 2 musí dosáhnout této souøadnice s nenulovou rychlostí, aby se p ohnul kvádr è. 1.

Úlohu lze øe¹it dvìma zp ùsoby. Buï napí¹eme p ohyb ové rovnice, kdy je nutno kvùli tøecí
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síle rozli¹it pøípady p ohybu kvádru è. 2 smìrem ke stìnì a o de stìny. Rovnice ma jí tvar

m

d

2

x

d t

2

= mg f � k x ; pro p ohyb ke stìnì,

m

d

2

x

d t

2

= � mg f � k mx ; pro p ohyb o de stìny.

K tìmto rovnicím musíme navíc zadat p o èáteèní p o dmínky x ( t = 0) = x

0

a v ( t = 0) = v

0

.

Øe¹ení je v¹ak, i kdy¾ jej lze provést, obtí¾nìj¹í. Proto budeme úlohu øe¹it snaz¹ím zp ùsob em:

pøes zákon zachování energie, kde zap o èteme i pøemìnu p ohyb ové energie na tep elnou energii,

která je zp ùsob ena tøením. Uva¾ujeme pøitom p ouze tìleso è. 2, které se p ohybuje.

Na p o èátku dìje má kvádr è. 2 energii

E

0

=

1

2

mv

2

0

+

1

2

k x

2

0

; (32)

kde první èlen je kinetická energie a druhý èlen vyjadøuje p otenciální energii pøítomnou

díky silovému p ùsob ení pru¾iny. Pøedp okládáme zde, ¾e tìleso má v èase t = 0 rychlost

o velikosti v

0

smìrem ke stìnì. Této rychlosti nabylo urèitým, blí¾e nep opsaným zp ùsob em

(napø. velmi krátkým p ùsob ením znaèné síly { úderem ap o d.). Po èáteèní výchylka x

0

je buï

kladná, p okud je pru¾ina napnuta, nulová, je-li v rovnováze, neb o záp orná, je-li stlaèena.

V urèitém èase t

1

se kvádr pøestane p ohyb ovat smìrem ke stìnì a díky síle o d pru¾iny se

zaène vracet zp ìt. V tomto okam¾iku bude mít p olohu x

1

a p ouze p otenciální energii, která

se bude rovnat p o èáteèní energii zmen¹ené o energii, která se pøemìnila v teplo vlivem tøení,

tedy

E

1

=

1

2

k x

2

1

= E

0

� mg f ( x

0

� x

1

) : (33)

Koneènì v èase t

2

dosáhne kvádr souøadnice x =

mg f

k

, p otøebné k tomu, aby se p ohnul

kvádr è. 1. V tomto okam¾iku bude mít kvádr è. 2 energii

E

2

=

1

2

k x

2

+

1

2

mv

2

= E

1

� mg f ( x � x

1

) : (34)

Èást energie se op ìt ztratila tøením.

Z rovnic (33) a (34) mù¾eme dosazením za E

0

z (32) a za x z (31) vyjádøit x

1

a v

0

pro

kra jní pøípad, kdy bude rychlost v kvádru è. 2 p o dosa¾ení souøadnice x nulová, èím¾ vypadne

èlen kinetické energie v rovnici (34). Uvìdomíme-li si, ¾e vzhledem ke zvolené souøadné

soustavì musí být v

0

< 0 a x

1

< 0, ob dr¾íme p o úpravách

x

1

= � 3

mg f

k

; (35)

v

0

= �

s

15 g

2

f

2

m

k

+ 2 g f x

0

� x

2

0

k

m

) v

0

= � g f

r

m

k

p

15 ; pro x

0

= 0 :

Mìla by následovat krátká diskuse výsledkù. Pøednì bychom si mìli uvìdomit to, ¾e pøi

velkém tøení by dle na¹eho výp o ètu (viz vztah (35)) muselo být také velké stlaèení pru¾iny.

Tedy v reálném pøípadì musí být jednak vzdálenost mezi kvádry vìt¹í ne¾ x

1

, dále pru¾ina

musí být natolik pru¾ná, aby dovolila stlaèení o tuto ho dnotu. Jinak do jde k o drazu (a»

u¾ pru¾nému, èi nepru¾nému) kvádru è. 2 a úloha se zkomplikuje, p onìvad¾ pak musíme

zap o èítat délku plnì stlaèené pru¾iny.
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Uva¾ujeme-li nenulové x

0

, pak pro x

0

< � 3

mg f

k

a x

0

>

mg f

k

je øe¹ení více ne¾ jedno du-

ché. V tìchto pøípadech mù¾e být toti¾ p o èáteèní rychlost kvádru è. 2 nulová a kvádr è. 1 se

p ohne v¾dy.

Úloha VI . 3 . . . kuleèník

Máme N identických kuleèníkových koulí, které le¾í na nekoneènì velkém, ideálnì rovném

a vo dorovném kuleèníkovém stole. Jednu kouli uvedeme do p ohybu. Po jistém p o ètu nárazù

se koule vrátí zp ìt a zùstane stát. Jaký je minimální p o èet koulí, aby to bylo mo¾né. V¹echny

rázy jsou dokonale elastické.

Øe¹ení:

Øe¹ení úlohy zap o èneme tvrzením, které si snadno doká¾ete sami.

Pokud se srazí dvì stejné koule dokonale pru¾ným støedovým rázem, pak si vzá jemnì

vymìní rychlosti. Vypadá to tedy, jako by proletìly skrz seb e. (Ale jen vypadá!)

Ve sp eciálním pøípadì, kdy koule B stála a koule A do ní vrazila, se koule A zastaví

(v ideálním pøípadì na místì) a koule B se zaène p ohyb ovat stejným smìrem a stejnou

rychlostí jako se p ohyb ovala koule A .

Pokud do jde k necentrálnímu rázu, mù¾eme k øe¹ení úlohy o dal¹ím p ohybu koulí vyu¾ít

vý¹e uvedeného tvrzení. Proto¾e v na¹í úloze bude pøi srá¾kách v¾dy jedna z koulí v klidu,

budeme øe¹it jedno du¹¹í variantu, ne¾ kdyby se ob ì koule mohly p ohyb ovat.

Rozlo¾íme vektor rychlosti v nalétáva jící koule A na dvì komp onenty. Jedna ( v

r

) bude

namíøena na støed koule B , druhá ( v

t

) bude teèná k p ovrchu koule B (viz obr. 49). Proto¾e

neuva¾ujeme tøení, do jde prakticky ke støedovému rázu koule A p ohybující se rychlostí v

r

s koulí B . Koule B se zaène p ohyb ovat rychlostí v

r

a koule A bude mít rychlost v

t

. Snadno

se pøesvìdèíte, ¾e úhlová o dchylka vektorù v a v

t

mù¾e být maximálnì 90

�

, co¾ v¹ak ve

skuteènosti o dp ovídá støedovému rázu, tj. nalétáva jící koule by se zastavila.

A

B

v

t

v

r

v

Obr. 49

�

1

2

3

4

Obr. 50

�

Z vý¹e uvedeného vyplývá, ¾e nejmen¹í p o èet koulí v pøípadì, ¾e uva¾ujeme p ouze þdvou-

koulovéÿ srá¾ky je: 4 (to jsou ty rozmístìné) + 1 (to je ta, co do ní na zaèátku strèíme) =

5, pøièem¾ schematické rozmístìní koulí je zachyceno na obr. 50.

A

B

C

D

Obr. 51

 

A

B

C

d

r

Obr. 52

!

Nicménì existuje usp oøádání, pøi nìm¾ do jde k p o¾adovanému efektu za úèasti p ouhých
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ètyø koulí (viz obr. 51). Zde do chází k za jímavé situaci. Pou¾itím p ouze dvou rovnic (zá-

konù zachování (ZZ) hybnosti a energie) úlohu o dal¹ím p ohybu koulí p o srá¾ce nevyøe¹íme.

Získáme na závìr dvì rovnice o tøech neznámých (napø. tøi rychlosti). Proto musíme p ou¾ít

pøedp oklad o dokonale tvrdých koulích k tomu, abychom mohli øíci, ¾e koule B a C se rozletí

p o d úhlem 60

�

, tj. ¾e koule se zaènou p ohyb ovat ve smìru síly, je¾ na nì pøi srá¾ce p ùsobila.

Tak zjistíme, ¾e koule A se o drazí zp ìt s nenulovou rychlostí a p o nárazu do koule D se

zastaví.

Pro za jímavost si to sp o ètìme s tím, ¾e koule B a C se nemusejí dotýkat (viz obr. 52).

Pak platí (u¾itím ZZ), ¾e

v = w +

p

12 r

2

� 4 r d � d

2

2 r

u a v

2

= w

2

+ 2 u

2

;

kde v , resp. w je velikost rychlosti koule A pøed srá¾kou, resp. p o srá¾ce a u je velikost

rychlosti, kterou bude mít p o srá¾ce koule B i C .

Nás za jímá situace, kdy se koule A zastaví, tj. w = 0. To nastane pro

d = 2 r (

p

2 � 1) � 0 ; 82 r :

Vidíme, ¾e rezerva pro to, aby do¹lo k o drazu koule A pøi nedotýka jících se koulích B a C ,

je znaèná.

Úloha VI . 4 . . . lanovka

Na ©umavì se v souèasnosti buduje za jímavé zaøízení na pøepravu døeva. Proto¾e se do

mo èálu normální traktor nedostane, p okou¹ejí se lesníci p ou¾ít pro pøepravu døeva vzducho-

lo dì. Vzducholo ï bude mít nosnost 5000 kg a bude up evnìna ke dvìma stanovi¹tím vzdá-

lených o d seb e 3 km. Vzducholo ï nemá ¾ádný p ohon a je tahána mezi kotvícími stanovi¹ti.

Jednu cestu absolvuje s nákladem døeva a druhou jede prázdná, ob èas nese vaky s vo dou.

Jakou maximální silou bude vzducholo ï p ùsobit na up evòovací lana, bude-li prázdná

a nesmí-li její vý¹ka nad terénem pøesáhnout 300 m (aby nenaru¹ila vzdu¹ný prostor) na celé

tøíkilometrové trase?

Øe¹ení:

Pro jednoznaènost pøedp okládejme následující dopravní re¾im prázdné vzducholo di. Nej-

prve vzducholo ï vystoupá do vý¹ky h (zde 300 m) a pak se pro dlu¾uje lano z místa, kde

vzducholo ï startovala, souèasnì se pøitahuje lano vedoucí z místa, kam smìøuje, tak, aby

vzducholo ï zùstala v konstantní vý¹ce. Pøistání nech» je op ìt kolmé.

Zanedbáme té¾ zmìny hustoty vzduchu s vý¹kou. Nech» je tedy rozdíl vztlakové a gra-

vitaèní síly pro prázdnou vzducholo ï konstantní F

0

= M g = 49 050 N, kde M je nosnost

vzducholo di.

Zavedeme oznaèení: F

1

, F

2

nech» jsou síly p ùsobící na jednotlivá lana, délka základny je

l = 3 km, vzducholo ï nech» je ve vo dorovné vzdálenosti x o d b o du, kde je up evnìno první

lano (0 � x � l ).

Pro slo¾ky tìchto sil platí

F

1 x

= F

2 x

;

F

1 y

+ F

2 y

= F

0

:

Z geometrických úvah lze dále o dvo dit dal¹í rovnice, svazující jednotlivé slo¾ky sil. Napøíklad

mù¾eme vzít tyto dvì rovnice vyjadøující p omìry x -ových a y -ových slo¾ek.

F

1 y

F

1 x

=

h

x

;

F

2 y

F

2 x

=

h

l � x

;
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Jiné vztahy urèené z geometrie by ji¾ nebyly nezávislé. Máme tak ètyøi rovnice pro ètyøi

neznámé, jejich¾ øe¹ením jsou

F

1 x

= F

0

( l � x ) x

l h

; F

1 y

= F

0

l � x

l

;

F

2 x

= F

0

( l � x ) x

l h

; F

2 y

= F

0

x

l

:

Pro velikost síly p ùsobící na první lano nakonec ob dr¾íme

F

1

= sq r tF

2

1 x

+ F

2

2 x

= F

0

p

x

2

+ h

2

( l � x )

l h

:

Pro F

2

by to bylo díky symetrii p o dobné, jen je nutné vzá jemnì zamìnit výrazy x a ( l � x ).

0 1500 3000

x

F

0

F

1

Obr. 53

(

Maximum funkce lze zji¹»ovat rùznými zp ùsoby. Kdo

neumí derivovat, mù¾e hledat p omo cí vyp o èítaných ho d-

not a nakresleného grafu (viz obr. 53). Je nicménì ¾á-

doucí extrém na jít pøesnì, tøeba meto dou p ostupného

p ùlení intervalù (za chvíli uká¾eme pro è).

Exaktní ho dnoty x , v nich¾ se mù¾e nacházet extrém,

jsou dány rovnicí

d F

1

d x

= F

0

( l � 2 x ) x � h

2

p

x

2

+ h

2

l h

= 0 :

Èitatel tvoøí kvadratickou rovnici, její¾ koøeny snadno

sp o èteme

x

extrém1 ; 2

=

l �

p

l

2

� 8 h

2

4

: (36)

Pro dané ho dnoty se na intervalu nacházejí extrémy dva. Jak ukazuje graf (viz obr. 53),

jedná se o mìlké lokální minimum ve vzdálenosti cca 30 m a maximum pro x = 1 470 m.

Kdo si vypsal ho dnoty p o 100 metrech, nabyl do jmu, ¾e maximum le¾í uprostøed, co¾ èíselnì

nedává velkou chybu, ale pro jiné vstupní ho dnoty u¾ to vliv mít mù¾e.

Pokud mìníme p omìr h=l , mìní se i p oloha, v ní¾ do chází k extrémùm. Zvy¹ujeme-li

vý¹ku h , maximum se p osunuje stále více ke kra ji, zatímco minimum mu þjde naprotiÿ.

Existuje urèitá kritická vý¹ka, kdy je p o d o dmo cninou v rovnici (36) nula, tj.

h =

p

2

4

l = 1 060 m ; x

extrém1 ; 2

=

l

4

= 750 m :

Oba extrémy zde splynou a funkce F

1

( x ) zde má tzv. in
exní b o d. Pokud dále zvìt¹ujeme

p omìr, derivací ji¾ ¾ádné extrémy nenalezneme, funkce je zde monotónní a extrémní ho dnoty

budou na kra ji intervalu.

Èíselnì vyjde: F

1

( x = 1 500 m) = 125 050 N ;

F

1

( x = 1 470 m) = 125 100 N ;

F

1

( x = 30 m) = 48 800 N :

Úloha VI . 5 . . . vodovod

Ke koncùm vo dorovné trubice délky l , hmotnosti M a konstantního prùøezu S jsou pøi-

p evnìna kolena, která pøivádí vo du seshora a o dvádí ji smìrem dolù (vo da b ì¾í svisle, zato èí

doleva, b ì¾í vo dorovnì, pak zahne vpravo a b ì¾í zase svisle dolù). Druhé koleno je up evnìno

na oto èném kloubu. Jaký prùtok musí být v trubici, aby zùstala vo dorovnì?
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Øe¹ení:

Oznaèení velièin v úloze: % je hustota vo dy, g { tíhové zrychlení, S { prùøez trubky,

l { délka trubky a M { hmotnost trubky. Prvním krokem k správnému vyøe¹ení úlohy je

zakreslení v¹ech p ùsobících sil (viz obr. 54).

F

g

� F

F

R

A

Obr. 54

2

Sílu F , kterou p ùsobí na trubici protéka jící kapalina, ur-

èíme z druhého Newtonova zákona

F =

� p

� t

:

Síla R je reakèní síla up evnìní prvního kolena. Její velikost a

smìr urèíme z p o dmínky rovnováhy sil

F � F + R + F

g

= 0 ) R = � F

g

:

Dále nás bude za jímat p ouze y -ová slo¾ka síly F . Pro její velikost bude platit

F

y

=

� p

y

� t

=

v � m

� t

= v

2

%S =

Q

2

m

%S

=

%Q

2

v

S

;

kde Q

m

= � m= � t = %v S je hmotnostní prùtok a Q

v

= � V = � t = v S prùtok ob jemový.

Velikost tíhové síly je dána vztahem

F

g

= ( M + %l S ) g :

Má-li zùstat trubka v klidu, musí být splnìna kromì p o dmínky rovnováhy sil také p o dmínka

rovnováhy momentù sil vùèi lib ovolné p evné ose. Pro osu zvolenou v b o dì up evnìní A tak

máme

F

g

l

2

= F

y

l :

Odtud dostaneme pro hmotnostní prùtok rovnici

( M + %l S ) g

l

2

=

Q

2

m

%S

l ) Q

m

=

s

g %S ( M + %l S )

2

:

Pro ob jemový prùtok pak ob dr¾íme

Q

v

=

s

g S ( M + %l S )

2 %

) v =

s

g ( M + %l S )

2 %S

:
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�

Øe¹ení exp erimentálních úloh

Úloha I . 6 . . . vý¹e mého domova hvìzd se bude dotýkat. . .

První exp erimentální úloha leto¹ního ro èníku je svým zadáním p omìrnì jedno duchá, p o-

skytuje v¹ak velký prostor pro va¹i nápaditost a vynalézavost: Zmìøte vý¹ku va¹eho bydli¹tì

co nejvíce zp ùsoby a výsledky p orovnejte. Neb o jte se o dvá¾ných nápadù. Sp o èítejte neb o

alesp oò o dhadnìte chyby mìøení nezap omína jíce na to, ¾e ve fyzice platí: jedno pozorování

= ¾ádné pozorování!

Øe¹ení:

Vypracování exp erimentální úlohy by mìlo obsahovat na zaèátku tro chu teorie p opisující

danou problematiku, následuje struèný, ale srozumitelný p opis mìøení, na ¹ko du není výèet

p omùcek. Nezbytná je tabulka namìøených ho dnot a výp o èet o dchylky mìøení (viz Chyby

mìøení). Stejnì nezbytný je závìr a diskuse získaných výsledkù, kde diskutujete, pro è vám

co jak vy¹lo, srovnáváte meto dy ap o d. To v¹e se b ohu¾el do na¹eho øe¹ení z prostorových

dùvo dù neve¹lo. Proto jsou p o drobnì vypracovány pøedev¹ím první dvì meto dy, které ma jí

v¹echny základní nále¾itosti.

Meto dy mìøení

Mìøení pøímé

Pomùcky: Pro na¹e mìøení je vho dné stavební pásmo, které mívá délku nìkolika desítek

metrù a bývá dìlené p o 1 mm. Pøi mìøení délky 1 metru pásmem se dop ou¹tíme chyby asi

1 mm. Dále jsou u¾iteèní olovnice a kamarád.

Popis mìøení: Vylezeme na støechu a pásmo spustíme k patì domu asistentovi, který

jeho konec pøilo¾í k zemi tak, aby pásmo bylo napnuté a svislé. Svislost lze kontrolovat vedle

spu¹tìnou olovnicí. Alternativnì lze p ou¾ít dlouhý ¾ebøík a o dmìøit vý¹ku metrem (pásmem)

p o èástech p ostupným pøikládáním. My jsme mìøili p omo cí pásma a p omo cníka.

Namìøené ho dnoty:

Mìøení h= m � h

i

= m (� h

i

)

2

= m

2

1 5 ; 99 +0 ; 00 0 ; 0000

2 6 ; 00 � 0 ; 01 0 ; 0001

3 6 ; 00 � 0 ; 01 0 ; 0001

4 5 ; 98 +0 ; 01 0 ; 0001

5 5 ; 99 +0 ; 00 0 ; 0000

6 6 ; 00 � 0 ; 01 0 ; 0001

7 5 ; 98 +0 ; 01 0 ; 0001

8 6 ; 00 � 0 ; 01 0 ; 0001

9 5 ; 98 +0 ; 01 0 ; 0001

10 5 ; 99 +0 ; 00 0 ; 0000

Aritmetický prùmìr je h = 5 ; 99 m.

Výp o èet o dchylky:

Standardní o dchylka s ( h ) = 0 ; 009 m. K hrub é chyb ì p o dle 3{ s kritéria nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( h ) = 0 ; 003 m. Systematická chyba je asi s

sy s

= 0 ; 01 m.

Celková chyba s

tot

= 0 ; 013 m � 0 ; 01 m.

Skuteèná vý¹ka domu h = (5 ; 99 � 0 ; 01) m.

Strana 51



Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Ro èník X

Diskuse: Mìøení dává p omìrnì pøíznivou celkovou chybu. Systematická chyba je dána tím,

¾e se nep ovede dr¾et pásmo pøesnì svisle a také tím, ¾e i kdy¾ se pásmo pro dlu¾uje jen

minimálnì, mù¾e se tro chu prohýbat, p okud jej málo napínáme.

Obmìny pøímého mìøení:

i) Mìøení þp er partesÿ neb oli þp o èástechÿ: Zmìøíme vý¹ku jednoho bytu (patra) v domì,

kde se opakuje více pater stejné vý¹ky, a násobíme p o ètem pater. Pøièteme vý¹ky nep e-

rio dických partií, které o dmìøíme zvlá¹». Mo¾né je té¾ u paneláku zmìøit vý¹ku panelu

zvenku. Chyba mìøení roste s rostoucím p o ètem dílù, na které si dùm rozdìlíme, proto¾e

se zvý¹í p o èet mìøení.

ii) Jsou-li v domì scho dy (stejné), zmìøíme vý¹ku jednoho scho du a násobíme p o ètem

scho dù. Zvlá¹» zmìøíme vý¹ku nezascho dìných partií domu. Chyba je op ìt vìt¹í ne¾

u prostého pøímého mìøení. Navíc tu p ou¾íváme pøedp okladu, ¾e v¹echny scho dy ma jí

stejnou vý¹ku, co¾ nám nikdo nezaruèí.

Mìøení p omo cí provázku

Postup: Ze støechy, resp. jiného nejvy¹¹ího b o du, jeho¾ vý¹ku nad patou domu chceme mìøit,

spustíme na provázku záva¾í. Záva¾í se dole musí dotýkat zemì a zároveò provázek musí

zùstat napnutý. Nahoøe v úrovni b o du, jeho¾ vý¹ku mìøíme, uèiníme na provázku znaèku

(uzlík, �x, kolíèek na prádlo). Potom provázek rozlo¾íme nìkde na p o dlaze a pøikládáním

mìøidla délky zjistíme délku provázku vèetnì záva¾í a¾ ke znaèce.

Pomùcky: provázek, záva¾í, délkové mìøidlo (metr, pásmo).

Namìøené ho dnoty:

Mìøení h= m � h

i

= m (� h

i

)

2

= m

2

1 5 ; 95 +0 ; 03 0 ; 0009

2 5 ; 96 +0 ; 02 0 ; 0004

3 5 ; 98 +0 ; 00 0 ; 0000

4 6 ; 00 � 0 ; 02 0 ; 0004

5 5 ; 99 � 0 ; 01 0 ; 0001

6 5 ; 97 +0 ; 01 0 ; 0001

7 5 ; 94 +0 ; 04 0 ; 0016

8 5 ; 99 � 0 ; 01 0 ; 0001

9 6 ; 02 � 0 ; 04 0 ; 0016

10 5 ; 97 +0 ; 01 0 ; 0001

Aritmetický prùmìr je h = 5 ; 98 m.

Výp o èet o dchylky:

Standardní o dchylka s ( h ) = 0 ; 02 m. K hrub é chyb ì p o dle 3{ s kritéria nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( h ) = 0 ; 008 m. Systematická chyba je asi s

sy s

= 0 ; 03 m.

Celková chyba s

tot

= 0 ; 04 m.

Skuteèná vý¹ka domu h = (5 ; 98 � 0 ; 04) m.

Diskuse: Pøi mìøení do chází k napínání a pro dlu¾ování provázku, pøi srovnání provázku

s mìøidlem pak provázek je napnutý p o dstatnì ménì. Zejména proto nám vy¹la prùmìrná

ho dnota men¹í ne¾ pøi pøímém mìøení. Systematická chyba { pro daný provázek jsme o dhadli,

¾e 1 m se tahem pro dlou¾í asi o 2 mm, dále jsme pøip o èetli asi 2 cm na rùzné chyby pøi

tvoøení znaèky a p orovnávání provázku s metrem.

Toto byla dvì mìøení vzorová skoro se v¹ím v¹udy (to jest s tro chou teorie, p opisem

mìøení a p otøebných p omùcek, namìø. ho dnotami v tabulce, výp o ètem o dchylek, urèením

skuteèné vý¹ky domu a diskusí. Z dùvo du úsp ory místa dále uvedeme jen struèný p opis

jednotlivých meto d.
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Trigonometrické meto dy

Tìchto meto d jste uvádìli snad nejvíce. Ma jí vìt¹inou tu sp oleènou nevýho du, ¾e nep o èíta jí

s nerovností terénu v urèitém okolí domu.

1) Mìøení úhlù

Nech» okolí domu je vo dorovná rovina. Odejdìme do vzdálenosti d o d prùmìtu nejvy¹¹ího

b o du domu do vo dorovné roviny. V této vzdálenosti na zemi zmìøme úhlomìrem úhel � , p o d

kterým vidíme nejvy¹¹í b o d domu nad vo dorovnou rovinou okolí (obr. 55). Platí h = d tg � .

Chyba mìøení sp o èívá zejména v praktické nerovnosti terénu (tomu lze o dp omo ci vho dným

u¾itím vo dováhy) a v p omìrnì nepøesném mìøení úhlu.

h

d

�

Obr. 55

�

h

d

y

�

Obr. 56

�

Obmìny:

i) Do rùzných vzdáleností d o d prùmìtu vrcholu domu stavíme astronomický dalekohled

a zamìøujeme jej na nejv. b o d (obr. 56). Na stupnici azimutální montá¾e dalekohledu

o deèteme úhel � . Délkovým mìøidlem zmìøíme vý¹ku y prùseèíku osy hledáèku a osy

stativu nad zemí. Vý¹ka domu h = x tg � + y .

ii) Pomo cí o drazu v talíøi s vo dou (obr. 57). Do misky nalijeme vo du. Pak misku p op oná¹íme

tìsnì nad zemí smìrem o d domu a díváme se do ní p o d úhlem 45

�

vzhledem k rovinì

hladiny (úhlomìr). S miskou jdeme tak daleko, dokud v ní nevidíme o draz ¹pièky domu.

Potom zmìøíme pásmem vzdálenost misky o d domu { to je vý¹ka domu. Chyby se ob jeví

zejména pøi mìøení úhlu. Poznámka: místo vo dy lze u¾ít rovinné zrcadlo { p otom máme

ale nový problém za jistit jeho vo dorovnost.

iii) Shora zji¹»ujeme, p o d jakým úhlem vùèi normále se nám jeví úseèka délky l vyznaèená

na zemi kolmo ke zdi domu (obr. 58).

h

d

45

�

45

�

Obr. 57

�

h

l

�

Obr. 58

�

2) Zákrytová p ozorování

i) Meto da J. Verna z knihy Ta juplný ostrov neb o té¾ v knize Dva divo¹i o d E. T. Setona.

Do zemì pøed dùm zab o dneme do zemì svisle tyèku. Pak si lehneme na zem a p osouváme

se tak dlouho, dokud nebude na¹e oko, vrchol tyèe a vrchol støechy le¾et v jedné pøímce

(obr. 59). Pak zmìøíme vý¹ku tyèe l , vzdálenost b oka o d tyèe a vzdálenost d oka o d

domu. Z p o dobnosti pravoúhlých tro júhelníkù je vý¹ka domu h = d

l

b

. Chyba mìøení

plyne zejména z nerovností terénu, z urèování p olohy oka a z mìøení délek d , l .

Poznámka: sp eciálnì, je-li l = 1 m, pak h =

d

b

.

Obmìna: Oko pøilo¾íme k zemi blí¾ k tyèce ne¾ v pøedchozím. Kamarád p otom vyznaèí

na tyèce b o d, který zakrývá vrchol domu. Jako l pak uva¾ujeme vý¹ku znaèky nad zemí.
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h

l

d

b

Obr. 59

�

h

l

d

y

a

Obr. 60

�

ii) Skautský zp ùsob. Stoupneme si dostateènì daleko o d domu. Zápisník p o dr¾me vo dorovnì

pøed okem, vysuneme kolmo k nìmu tu¾ku tak, abychom pøes její ¹pièku vidìli vrchol

domu (obr. 60) { pak op ìt u¾ijeme p o dobnost.

iii) Dal¹í zákryt. Viz obr. 61. Z p o dobnosti tro júhelníkù plyne h =

y

d

x .

iv) Srovnávací zákrytové p ozorování (obr. 62). Z p o dobnosti tro júhelníkù o dvo díme

h =

l

1

l

2

( y

2

� y

1

)

l

1

y

2

� l

2

y

1

:

Výho da oproti pøedchozímu { nemusíme mìøit na¹i vzdálenost x o d domu.

h

x

d

y

Obr. 61

�

h

x

l

2

l

1

y

2

y

1

Obr. 62

�

h

1 m

Obr. 63

�

v) Pomo cí tu¾ky. Na domì vyznaèíme svisle o d zemì úseèku délky 1 m. Stoupneme si do

velké (vho dné) vzd. o d domu a pøed o èi umístíme svisle tu¾ku tak, aby nám právì za-

krývala úseèku vyznaè. na domì. Potom zjistíme tu¾kou, kolikrát se tato úseèka vejde do

vý¹ky domu (obr. 63). Jde o naná¹ení míry v nìjakém p omìru.

Chyby: z obr. 63 vidíme, ¾e èím sto jí èlovìk dál o d domu, tím jsou jednotlivé tro júhelníky

vzá j. p o dobnìj¹í, a tedy tu¾ka pøesnìji kryje 1 m.

Dal¹í chyby: problém do dr¾et stálou vzdálenost tu¾ky o d o èí a o dhadnout, kde konèil

pøedchozí zákryt tu¾ky, kdy¾ p osouváme tu¾ku o jednu její délku vý¹e. Lze p ou¾ít i fo-

toaparátu a z fotogra�e pak o deèítat jednotlivé p omìry.

3) Zrcátková meto da

Viz obr. 64. Baterku p olo¾me na zem, aby svítila vo dorovnì, kolmo o d stìny domu.

V ose baterky umístíme zrcadlo (obr. 64) p o d takovým úhlem ' vùèi normále, aby vrhalo

þprasátkoÿ na nejvy¹¹í b o d domu. Zmìøme úhel ' a vzdálenost a prùmìtu vrcholu domu o d

b o du o drazu paprsku na zrcadle. Platí zøejmì h = a tg (2 ' ).

a

'

'

'

Obr. 64

 

h

h

1

d

1

d

slunce

Obr. 65

!
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4) Srovnávání délek sluneèního stínu

Svisle p ostavíme tyèku, zmìøíme její vý¹ku h

1

, délku jejího stínu d

1

a délku stínu domu d .

Vý¹ka domu je p otom h = h

1

d

d

1

, jak nahlédneme z obr. 65. Nevýho dy: neho dí se pro domy

v nerovném terénu, ob estavìné, vrha jící stín na frekventovanou silnici, neb o napø. s mírným

sklonem støechy, její¾ vrchol vrhá stín p ouze krátce p o výcho du a tìsnì pøed západem slunce,

a to je¹tì nìkam ho dnì daleko, meto da závisí na pøízni p o èasí. Chyby vznika jí nerovnostmi

terénu, ale také neostrostí stínu, neb o» Slunce má na obloze dost velkou úhlovou velikost.

Mechanické meto dy.

1) Výtah

Známe-li provozní rychlost výtahu v , zmìøíme stopkami dobu t , za kterou výtah urazí

nìjakou èást vý¹ky domu, kdy¾ u¾ je rozjetý; tato èást má p otom vý¹ku s = v t . Zbylé partie,

kam výtah nejede a kde jede zrychlenì, zmìøíme jinak. Toto mìøení je v¹ak silnì nepøesné.

2) Valení p o naklonìné rovinì

Viz obr. 66. O dùm opøeme fo¹nu, aby její konec sahal a¾ do b o du, jeho¾ vý¹ku chceme

mìøit. Po fo¹nì necháme valit kouli/válec. Zmìøíme stopkami dobu valivého p ohybu p o

fo¹nì, zmìøíme hmotnost tìlesa a zmìøíme délku fo¹ny. Poznámka: p ou¾itelné pro men¹í

domy. Nevýho dy: pøímému mìøení se nevyhneme a je¹tì zp ùsobíme velkou chybu pøi mìøení

èasu a zanedbáním o dp oru vzduchu a tøení.

3) Matematické kyvadlo

Tenký provázek zatí¾ený na konci malým tì¾kým záva¾ím spustíme p o dél mìøené stìny.

Nahoøe provázek up evníme a takto vzniklé kyvadlo rozhoup eme s malou výchylkou. Dùle¾ité

je, aby tì¾i¹tì záva¾í bylo v rovnová¾né p oloze tìsnì nad zemí (je¹tì lep¹í je vyhrabat tam

dùlek). Stopkami zmìøíme dobu kyvu (nejlép e tak, ¾e zmìøíme dobu více kyvù a dìlíme ji

jejich p o ètem). Jako mo del mù¾eme p ou¾ít s malou chyb ou kyvadlo matematické, pro které

h = l =

T

2

g

4 �

2

;

kde T je p erio da, l délka závìsu, h vý¹ka domu. Chyby závisí na konkrétních parametrech

kyvadla { o dp or vzduchu, kyvadlo je fysikální, chyba pøi mìøení èasu (malá).

h

Obr. 66

"

h

h

1

d

l

l

Obr. 67

#

4) Pru¾né kulièky

Vytvoøme matematické kyvadlo o délce závìsu l tak, aby kulièka v rovnová¾né p oloze byla

v nejvy¹. b o dì domu (viz obr. 67). Do tohoto b o du p olo¾íme druhou, identickou kulièku.

První kulièku z nìjaké výchylky pustíme, ta pru¾nì narazí do druhé a udìlí jí p o èáteèní

rychlost ve vo dorovném smìru. Druhá kulièka tedy koná vo dorovný vrh. Zmìøme h

1

, d .
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Potom za pøedp okladu ideální pru¾nosti kulièek a u¾itím zákona zach. energie dostaneme

h =

1

4

d

2

h

1

:

Chyba závisí na dvou p o dstatných vìcech: jak dalece je ráz kulièek pru¾ný ve skuteènosti

a jak velký je o dp or vzduchu pøi p ohybu kulièek.

Pády { sp eciální mechanické meto dy

1) Volný pád malého pøedmìtu se zanedbáním o dp oru prostøedí

Dobu pádu mìøíme stopkami. Vý¹ka domu je v tomto mo delu úmìrná druhé mo cninì

èasu, proto chyba roste lineárnì s dob ou pádu. Jisté výp ovìdní ho dnoty výsledku dosáhneme

pøi vìt¹ích vý¹kách domu pro aero dynamické tvary pada jícího pøedmìtu.

2) Volný pád s o dp orem vzduchu

Zde necháme padat pøedmìt s malou hmotností, velkým souèinitelem o dp oru a vìt¹ími

rozmìry. Pustíme napø. kulový míèek (balónek) z nejvy¹. b o du domu. Rychlost míèku se

velmi rychle ustálí na urèité ho dnotì, p ohyb balónku mù¾eme s malou chyb ou p ova¾ovat za

rovnomìrný. Síly tíhová F

g

= m g , vztlaková F

v z

= � V % g a o dp orová, p ùsobící proti smìru

p ohybu a ma jící velikost

F

odp

= �

1

2

C %S v

2

;

jsou b ìhem rovnomìrného pøímo èarého p ohybu v rovnováze, na tìleso p ùsobí nulová celková

síla ( m je hmotnost míèku, g velikost tíhového zrychlení, V ob jem míèku, % hustota vzduchu

a C je souèinitel o dp oru tìlesa { pro kouli C � 0 ; 48). Odtud snadno

h = t

v

u

u

t

2( mg �

4

3

� R

3

%g )

C � R

2

%

;

kde R je p olomìr míèku (balónku), t doba p ohybu.

Vylep¹ení: míèek vyho díme svisle vzhùru nad nejvy¹¹í b o d domu, aby mìl pøi pádu v jeho

úrovni témìø stálou rychlost.

Chyby: mìøíme èas (asi 0,2 s), p olomìr balónku (nevelká chyba, je-li dost kulový), hmot-

nost balónku se vzduchem.

Hydromechanika

1) Ob jem okapu

Okap neb o svisle p o dél domu nata¾enou hadici naplníme p o úroveò b o du, jeho¾ vý¹ku

mìøíme, vo dou. Buï u¾ pøi nalévání aneb o pøi vylití do nìjaké nádoby zjistíme ob jem

V okapu/hadice. Polomìr R okapu zmìøíme ¹uplerou. Vý¹ka pak zøejmì

h =

V

� R

2

:

Chyby nastanou pøi mìøení ob jemu, pøi prohnutí neb o pro dlou¾ení hadice. Problém { pro

vysoké domy sehnat vho dnou hadici, dost vo dy a zaøízení, které by tu hadici udr¾elo . . .

2) Hydrostatika

Hadici (okap) naplníme vo dou jako v pøedchozím, ale dolù umístíme manometr, kterým

zmìøíme hydrostatický tlak, který nezávisí na prùøezu hadice ap o d., ale jen a p ouze na vý¹ce

hladiny nad manometrem. Vý¹ka hladiny je

h =

p

%g

:

Chyby vzniknou zejména pøi mìøení men¹ích tlakù.
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3) Hydro dynamika

Zacp eme zdola okap a naplníme jej vo dou jako v pøedchozím. Po uvolnìní dolního konce

mìøíme rychlost vytéka jící vo dy (napø. tak, ¾e zmìøíme, za jak dlouho se naplní malá nádoba

pøistavená p o d okap). Pùvo dní vý¹ku hladiny pak vyp o èteme z Bernoulliho rovnice.

Elektromagnetické meto dy { napø. o dp orem drátu

Svisle p o dél stìny domu natáhneme tam a zp ìt drát konst. prùøezu. Zmìøíme jeho el. o dp or

R . Potom zmìøíme o dp or R

0

kusu tého¾ drátu délky l

0

. Platí

R

0

= %

l

0

S

; R = %

l

S

) h =

l

2

=

R l

0

2 R

0

;

kde % je rezistivita materiálu, z nìho¾ je drát vyrob en. Chyba meto dy závisí na tom, jak

¹ikovnì ji provedeme. Jestli¾e je toti¾ o dp or kusu drátu délky l

0

malý (tøeba 10

� 3


), tak

výsledek mìøení takového o dp oru pøímo ohmmetrem je katastrofálnì nepøesný (chyby tøeba

500% { výb orný generátor náho dných èísel). Buï tedy musíme p ou¾ít drát s mnohem vìt¹í

rezistivitou, aneb o o dp or krátké èásti drátu mìøit ¹ikovnìji { na jdìte si nìkde, co je to tzv.

Ohmova meto da (drátem se p ou¹tí velký proud a mìøí se nap ìtí pøímo mezi dvìma b o dy

drátu, jejich¾ vzdálenost je l

0

). Kdy¾ toto vyøe¹íme, mù¾eme provést celkem pøesné mìøení.

Meto da korýtkového zrcadla

t

v

v

r r

r

Obr. 68

$

Dle obr. 68 umis»me na ¹tít domu vo dorovnou desku. Kus p o-

zinkovaného plechu tvaru ob délníku ohneme na zemi p o d deskou

v èást plá¹tì válce tak, aby paprsky vrhané sluncem soustøe-

dìny byly tímto þkorýtkovým zrcátkemÿ do jedné co nejostøej¹í

pøímky na desku. Zmìøme pak parametry zrcadla (tìtivu t , vý¹ku

v ) a sp o ètìme p olomìr R kru¾nice, její¾ èást je øezem korýtka:

R =

t

2

8 v

+

v

2

:

Chyby mohou být znaèné vzhledem k tomu, ¾e ohnout plech do

daného tvaru je nesnadné, nicménì tato meto da byla skuteènì

realizována.

Nìkteré neprovedené, ale proveditelné meto dy

Doba, za kterou urazí vzdálenost zvuková vlna (ozvìna, mikrofon); urèení frekvence tónu vy-

dávaného p o úderu do trubky stejné délky, jako je vý¹ka domu; rùzná vyu¾ití èo èek a zrcadel;

na zemi mìøíme v no ci intenzitu svìtla ze zdro je na støe¹e exp ozimetrem atd. atd.

Meto dy krajnì nerealistické

Jakákoli p ou¾ití ob ecné teorie relativity; mìøení frekvence fotonu pu¹tìného z vrcholu domu

nahoøe a dole; práce námi vykonaná pøi vynesení 1kg o d pøízemí na støechu; rùzný b o d varu

vo dy a rozdíl tlaku v tý¾ okam¾ik v rùzných vý¹kách je pro ob jekty typu dùm pøíli¹ malý,

lze je p ou¾ít p ouze pro mìøení vý¹ky nadmoøské; o dchylka volnì pada jícího tìlesa vlivem

p ùsob ení Coriolisovy síly; rozdíl grav. zrychlení v rùzných vý¹kách; mìøení èasu, za který

uletí danou vzdálenost svìtlo, pøi p ou¾ití b ì¾nì dostupných p omùcek . . .

Závìr

Jak vidíte, meto d je skuteènì pøehr¹el. Av¹ak ne v¹echny dáva jí usp oko jivé výsledky. Pøesnost

vìt¹iny meto d ov¹em zále¾í na jejich konkrétní realizaci, tak¾e by nemìlo smysl zde napø.

ob ecnì þseøaditÿ uvedené meto dy p o dle pøesnosti. Osobnì jsme ob dr¾eli dobré výsledky

u pøímého mìøení, jen o tro chu ménì pøesné pøi mìøení provázkem; meto dy p ou¾íva jící

mìøení úhlu jsou ménì pøesné (tam jsme dostali a¾ 10% chybu).
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Chyby mìøení

Z praktických dùvo dù si dovolujeme pøip o jit nìkolik základních základních p oznatkù z teorie

chyb.

Chyby systematické

Jde o chyby zp ùsob ené p ou¾itou meto dou, mìøícími pøístro ji a o nìkteré chyby exp erimen-

tující osoby. Systematické chyby zkreslují zpravidla výsledek k trvale vy¹¹ím neb o k trvale

ni¾¹ím ho dnotám ne¾ je ho dnota skuteèná.

1) Chyby meto dy

Napø. mìøíme-li vý¹ku domu provázkem, který se b ìhem mìøení o ho dnì protáhne a pak

pøi p orovnávání s metrem (pásmem) je mnohem krat¹í, zákonitì ob dr¾íme men¹í vý¹ku domu,

ne¾ je skuteèná.

2) Chyba mìøidla

Dílky na pásmu ma jí vzdálenost ne pøesnì 1mm, ale tøeba 1,001 mm. Nedokonalost

a nepøesnost stupnic.

3) Nìkteré chyby osobní

Nìkdo pøi o deèítání ze stupnice zaokrouhluje mìøenou ho dnotu mezi dvìma dílky nahoru,

nìkdo dolù. Systematické chyby nelze zmírnit velkým p o ètem mìøení ! Chyby mì-

øidla se da jí zmírnit p ouze p ou¾itím jiného mìøidla (lep¹ího). Chyby osobní lze z velké èásti

o dstranit tím, ¾e dáme velièinu mìøit za stejných p o dmínek více rùzným osobám. Chybu

meto dy lze vylouèit jedinì tak, ¾e p ou¾ijeme jinou meto du.

Chyby náho dné

Opakujeme-li za tých¾ p o dmínek mìøení té¾e velièiny, shledáme, ¾e jednotlivé výsledky se

navzá jem p onìkud li¹í. Mìøení je ovlivnìno napø. náho dnými zmìnami tlaku vzduchu, prou-

dìním vzduchu, malými zmìnami teploty, zmìnou p olohy oka pøi mìøení, pøítomností prachu

pøi mìøení hmotnosti . . . Takových navzá jem nezávislých vlivù bývá mnoho a tì¾ko bychom

hledali pøesnou pøíèinu takové konkrétní o dchylky (tj. který vliv a o kolik pøesnì nám výsle-

dek þ p osunulÿ), proto p ùvo d náho dných chyb vidíme skuteènì v náho dì.

Chyby hrub é

Jsou to velké chyby, které vznika jí nedostateèným soustøedìním p ozorovatele na mìøení.

Ob jevíme je, jestli¾e mìøení vícekrát opakujeme (viz dále). Mìøení zatí¾ené hrub ou chyb ou

vypustíme ze soub oru namìøených ho dnot.

Zpracování výsledkù mìøení p ostaèující k øe¹ení exp erimentálky FKS

Pøedkládáme vám jedno duchý algoritmus, který vám dop oruèujeme u¾ít pro zpracování do-

stateèného p o ètu (deseti a více) mìøení. Bo dy 1) a¾ 5) se týka jí p ouze chyby statistické.

1) Urèíme z namìøených ho dnot aritmetický prùmìr

x =

x

1

+ x

2

+ : : : + x

N

N

=

1

N

N

X

i =1

x

i

:

Dá se ukázat, ¾e za jistých pøedp okladù pro nekoneènì mnoho mìøení se aritmetický

prùmìr ztoto¾òuje se støední ho dnotou mìøené velièiny (viz literaturu).

2) Stanovíme pro ka¾dou namìøenou ho dnotu její zdánlivou chybu � x

i

= x � x

i

.

3) Vyp o èteme standardní o dchylku

s =

v

u

u

t

1

N � 1

N

X

i =1

( x

i

� x )

2

=

v

u

u

t

1

N � 1

N

X

i =1

(� x

i

)

2

:
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4) Vylouèíme hrub é chyby. K tomu se p ou¾ívá tzv. 3{ s kritérium: vylouèíme ty namìøené

ho dnoty, které se o d aritmetického prùmìru x o dchylují o více ne¾ 3 s a opakujeme b o dy

1) a¾ 4).

5) Urèíme smìro datnou o dchylku aritmetického prùmìru (statistickou chybu)

s ( x ) =

v

u

u

t

1

N ( N � 1)

N

X

i =1

( x

i

� x )

2

=

v

u

u

t

1

N ( N � 1)

N

X

i =1

(� x

i

)

2

;

kde N je p o èet namìøených ho dnot p o vylouèení hrubých chyb.

6) Urèíme systematickou chybu. Za chybu pøístro jù mù¾eme p ova¾ovat napø. p olovinu dílku

stupnice. Chybu meto dy, není-li mo¾né ji vyp o èíst, je nutno ji asp oò nìjak fundovanì

o dhadnout.

7) Urèíme celkovou o dchylku buï p o dle vzorce

s

cel k

=

q

(3 s

stat

)

2

+ ( s

sy st

)

2

neb o pro malý p o èet mìøení p ou¾ijeme pøibli¾ného vzorce s

cel k

= 3 s

stat

+ s

sy s

.

8) Chybu zaokrouhlíme na jedno platné místo, výjimeènì na dvì platná místa, zaèíná-li

dekadický zápis chyby na jednièku. Aritmetický prùmìr zaokrouhlíme na èíslici stejného

øádu, jako je nejni¾¹í platné místo chyby.

9) Výslednou ho dnotu uvádíme ve tvaru

x = ( x � s

cel k

) :

Je¹tì byste mìli vìdìt, k èemu vùb ec nìjaké o dchylky p o èítat. Odchylka nám øíká, jak

pøesnì jsme velièinu zmìøili a jak je pravdìp o dobné, ¾e skuteèná ho dnota le¾í v námi urèeném

intervalu. Dá se o dvo dit, ¾e výsledek le¾í s pravdìp o dobností 99 ; 7% v intervalu h x � s

cel k

;

x + s

cel k

i :

Literatura:

J.Bro¾ a kol. : Základy fysikálních mìøení (I), SPN, Praha 1967.

E. Svoboda : Pøehled støedo¹kolské fyziky, SPN, 1990.

Úloha I I . 6 . . . kostka cukru

Zjistìte, jaký tlak vydr¾í kostka cukru, tj. jaká je její mez p evnosti v tlaku. V øe¹ení neza-

p omeòte uvést parametry p ou¾itých kostek (rozmìry kostky, znaèku cukru ap o d.). Vho dnou

meto dou proveïte tolik mìøení, aby va¹e výsledky byly prùkazné (nejménì deset mìøení na

jeden druh kostky). Z výsledkù zkuste vyvo dit nìjaké závìry.

Øe¹ení:

Teorie

Pøi ka¾dém mìøení vycházíme z nìjakých teoretických pøedp okladù. Mìli bychom tedy zmí-

nit asp oò ty základní, které s na¹ím mìøením b ezprostøednì souvisejí. Úkolem bylo zmìøit

mez p evnosti cukru v tlaku. Pùsobíme-li na prùøez S p evného tìlesa tlakovou silou F

p

, pak

v rovnová¾ném stavu p ùsobí v opaèném smìru síly pru¾nosti daného materiálu. Míru þnap ja-

tostiÿ tìlesa v nìjaké èásti tìlesa o prùøezu S kolmém na vnìj¹í tlakovou sílu F p opisujeme

velièinou zvanou normálové nap ìtí. Normálové nap ìtí znaèíme �

n

a platí �

n

=

F

p

S

, tedy

[ �

n

] = Pa . Pro nìkteré p evné látky existuje kritická hranice normálového nap ìtí �

p

, pøi je-

jím¾ pøekro èení do jde k trvalé deformaci. �

p

nazýváme mez pevnosti v tlaku . Pøi p evném

prùøezu S tedy existuje pro nìkteré látky kritická síla F

k r it

taková, ¾e pøi p ùsob ení vìt¹í

silou do jde k trvalé deformaci. Je �

p

=

F

k r it

S

.
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Kostka cukru je tìleso se stálým prùøezem. Abychom zmìøili její mez p evnosti v tlaku,

musíme na ni p ùsobit tlakovou silou a p osléze kostku trvale deformovat. Vho dné je p ùsobit

p omalu se zvìt¹ující tlakovou silou kolmo na jednu ze stìn kostky, pøièem¾ protìj¹í stìna je

opøena o p o dlo¾ku.

Uva¾me nyní vnitøní strukturu kostky. Kostka je slo¾ena z velkého mno¾ství drobných

krystalkù, men¹ích ne¾ 1 mm. Tyto krystalky p o jí k sob ì nìjaká síla, o její¾ p ovaze by nám

asi nìco øekli spí¹ v cukrovaru. Tato síla je v¹ak slab¹í ne¾ síly, díky nim¾ dr¾í p ohromadì

ka¾dý jednotlivý krystalek o sob ì. Pøi dosa¾ení kritického nap ìtí do jde nejprve k p oru¹ení

þvazebÿ mezi krystalky a kostka se na tyto krystalky rozsyp e. Teprve kdybychom p ùsobící

sílu je¹tì nìkolikanásobnì zvìt¹ili, rozdrtili bychom i tu hromádku krystalkù.

Tlakovou silou musíme p ùsobit na stìnu kostky rovnomìrnì, na ka¾dou plo¹ku � S této

stìny by mìla p ùsobit stejná síla � F . Pøesto se nevyhneme problémùm s þokra jovými jevyÿ.

Na o ddìlení krystalkù dotýka jících se hrany kostky je toti¾ tøeba men¹í p ùsobící síly ne¾ na

stejné krystalky uvnitø stìny. Dùsledky tohoto jevu nám nezbyde ne¾ zanedbat, je v¹ak

tøeba za jistit, aby na tyto okra je nep ùsobila vìt¹í síla ne¾ na krystalky uprostøed. Dal¹í

nepøíjemný jev je skuteènost, ¾e kdy¾ se kostka u¾ jednou zaène drolit, sama zabraòuje

dal¹ímu drcení tím, ¾e rozdrcený cukr þpøeká¾íÿ. Je nasnadì, ¾e p o úsp ì¹ném rozdrcení

cukru o dhalíme v hromádce krystalkù nìjaký nerozdrcený kousek. Také mù¾eme o dhadnout

a vzáp ìtí p okusem ovìøit prùb ìh deformace: zvy¹ujeme-li tlakovou sílu F

p

, pak p oblí¾ kritické

ho dnoty do jde nejprve k naru¹ení þvazebÿ mezi krystalky na plo¹e, na ni¾ F

p

p ùsobí, p otom

se rozdrtí okra je kostky, následuje destrukce zbytku kostky.

Postup mìøení

Naznaèíme celkem 4 meto dy, jak zmìøit mez p evnosti v tlaku pro kostkový cukr. Ve v¹ech

p ostup ech je tøeba nejprve zmìøit rozmìry kostky. Pokud se toti¾ jednotlivé kostky li¹í vý-

znamnìji v rozmìrech, je tøeba zmìøit rozmìry pro ka¾dou zvlá¹». K mìøení rozmìrù kostky

je mo¾no u¾ít p osuvné mìøítko s noniem, v nejhor¹ím pøípadì i pravítko. Kostky, které se

velmi málo li¹í, mù¾eme naklást tìsnì za seb ou do øady a zmìøit tak jejich prùmìrnou délku

pravítkem.

(1) Kostku p olo¾íme na vo dorovnou hladkou p o dlo¾ku, která je dost p evná (o cel ap o d.)

a neohýbá se. Na kostku p olo¾íme neohebnou p evnou desku. Na desku klademe p omalu

záva¾í. Kdy¾ do jde k rozdrcení kostky, zjistíme hmotnost v¹ech p ou¾itých záva¾í. Tato apa-

ratura je jistì velmi nestabilní, pøi malém naklonìní ze zvý¹í síla p ùsobící na nìkterou hranu,

ta se zaène hroutit a zhroutí se celá kostka pøi p omìrnì malé zátì¾i. Vho dnìj¹í je proto roz-

místit na p o dlo¾ku 3 neb o více kostek tak, aby pøi zatí¾ení na nich sp o èíva jící desky p ùsobila

na ka¾dou z kostek stejná síla. Napø. 4 kostky umístíme do 4 rohù ètverce, zakryjeme ètverco-

vou deskou a tu zatí¾íme. Celkovou hmotnost záva¾í pak ze zøejmých dùvo dù dìlíme p o ètem

kostek.

(2) Kostku p olo¾íme na p evnou p o dlo¾ku vedle osobní váhy. Na kostku dáme p evnou

destièku rozmìrù o tro chu vìt¹ích ne¾ kostka. Zvá¾íme se, stoupneme si na váhu a velmi

p omalu þpøená¹íme tíhuÿ z váhy na kostku, sledujíce stupnici váhy. Úda j o deètený tìsnì

pøed rozdrcením o deèteme o d své hmotnosti a získáme zátì¾ sp o èíva jící v ten okam¾ik na

kostce.

(3) Kostku p olo¾íme i s p o dlo¾kou a nadlo¾kou na osobní váhu a p omalu na vrchní

destièku p ùsobíme silou svisle dolù, sílu velmi p omalu zvìt¹ujeme. Pøitom sledujeme stupnici

váhy. Dùle¾itý pro na¹e mìøení je úda j o deètený tìsnì pøed rozdrcením, neb o» b ìhem drcení

do chází k prudkým výkyvùm ruèièky vah.

(4) Meto dy p ùsobící na kostku pøes nìjakou páku, zatì¾ovanou záva¾ím na rùzných

místech. U tìchto meto d závisí úsp ìch znaènì na jejich provedení. Velmi snadno zde do jde

k situaci, ¾e silou nep ùsobíme na celou stìnu kostky.
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Vlastní mìøení

Pou¾ili jsme 2 druhy cukru:

a) Cukrovar a ra�nerie cukru v Dobrovci, krychlièky o hranì a = (12 ; 1 � 0 ; 2) mm.

b) Cukr z Pra¾ských cukrovarù o rozmìrech ( a = 21 ; 8 � 0 ; 1) mm, b = (12 ; 4 � 0 ; 2) mm,

c = (11 ; 0 � 0 ; 1) mm.

(1) Nejdøíve jsme se p okusili provést mìøení s jednou kostkou, ov¹em nestabilita za jistila

kolaps u¾ pøi zatí¾ení 10 kg. Pro více kostek jsme p ostup nerealizovali, neb o» vy¾adoval pøíli¹

velkou zátì¾ na vho dné p o dlo¾ce.

(2) Kostku jsme vlo¾ili mezi dvì o celové destièky. Namìøené ho dnoty jsou uvedeny v ná-

sledujících tabulkách.

a) Dobrovecký cukr:

m= kg 58 55 40 54 47 39 57 43 38 45

�

p

= 10

6

Pa 3 ; 89 3 ; 69 2 ; 68 3 ; 62 3 ; 15 2 ; 61 3 ; 83 2 ; 89 2 ; 55 3 ; 02

Hmotnost zátì¾e m = m � s ( m ) = (48 � 2) kg, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Povrch, na který jsme tlakovou silou p ùsobili, byl S = (1 ; 46 � 0 ; 05) : 10

� 4

m

2

.

Chyba pøístro jù (váhy): � 0 ; 5 kg (p ùl dílku stupnice).

Prùmìrná mez p evnosti �

p

= 3 ; 2 : 10

6

Pa.

Standardní o dchylka s = 0 ; 5 : 10

6

Pa, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( �

p

) = 0 ; 2 : 10

6

Pa.

Mez p evnosti v tlaku �

p

= �

p

� celková o dchylka =

= (3 ; 2 � 0 ; 2) : 10

6

Pa � chyba pøístro jù � chyba meto dy.

Chyba pøístro jù: � 0 ; 1 : 10

6

Pa ) �

p

= (3 ; 2 � 0 ; 3) : 10

6

Pa.

b) Pra¾ský cukr:

m= kg 63 65 61 67 65 58 65 60 62 65

�

p

= 10

6

Pa 2 ; 29 2 ; 36 2 ; 22 2 ; 43 2 ; 36 2 ; 11 2 ; 36 2 ; 18 2 ; 25 3 ; 36

Povrch, na který jsme tlakovou silou p ùsobili, byl S = (2 ; 70 � 0 ; 05) : 10

� 4

m

2

.

Prùmìrná mez p evnosti �

p

= 2 ; 3 : 10

6

Pa.

Standardní o dchylka s = 0 ; 1 : 10

6

Pa, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( �

p

) = 0 ; 03 : 10

6

Pa.

Chyba pøístro jù: � 0 ; 1 : 10

6

Pa Mez p evnosti v tlaku �

p

= (2 ; 3 � 0 ; 1) : 10

6

Pa.

(3) Op ìt jsme vlo¾ili kostku mezi 2 o celové destièky. Celá soustava mìla zanedbatelnou

hmotnost vzhledem k chyb ì osobní váhy � 0 ; 5 kg. Namìøené ho dnoty o deètené ze stupnice

váhy tìsnì pøed rozdrcením jsou v tabulkách.

a) Dobrovecký cukr:

m= kg 30 43 36 45 31 40 33 35 44 41

�

p

= 10

6

Pa 2 ; 01 2 ; 89 2 ; 41 3 ; 02 2 ; 08 2 ; 68 2 ; 22 2 ; 35 2 ; 95 2 ; 75

Povrch, na který jsme tlakovou silou p ùsobili, byl S = (1 ; 46 � 0 ; 05) : 10

� 4

m

2

.

Prùmìrná mez p evnosti �

p

= 2 ; 54 : 10

6

Pa.

Standardní o dchylka s = 0 ; 4 : 10

6

Pa, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( �

p

) = 0 ; 1 : 10

6

Pa.

Chyba pøístro jù: � 0 ; 1 : 10

6

Pa Mez p evnosti v tlaku �

p

= (2 ; 5 � 0 ; 2) : 10

6

Pa.

b) Pra¾ský cukr:

m= kg 42 40 43 46 41 45 39 42 41 45

�

p

= 10

6

Pa 1 ; 53 1 ; 45 1 ; 56 1 ; 67 1 ; 49 1 ; 64 1 ; 42 1 ; 53 1 ; 49 1 ; 64
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Povrch, na který jsme tlakovou silou p ùsobili, byl S = (2 ; 70 � 0 ; 05) : 10

� 4

m

2

.

Prùmìrná mez p evnosti �

p

= 1 ; 54 : 10

6

Pa.

Standardní o dchylka s = 0 ; 1 : 10

6

Pa, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka s ( �

p

) = 0 ; 03 : 10

6

Pa.

Chyba pøístro jù: � 0 ; 1 : 10

6

Pa Mez p evnosti v tlaku �

p

= (1 ; 5 � 0 ; 1) : 10

6

Pa.

Závìr a diskuse

Meto da p ou¾itá v mìøení (2) dává zøejmì mnohem vìt¹í ho dnoty ne¾ meto da (3). Kde je

chyba? V jedné z meto d, p opøípadì v ob ou. Pøi svých exp erimentech jsme si v¹imli, ¾e kritická

síla, pøi které se kostka zaène drolit, závisí do jisté míry na èasové zmìnì této síly. Pozorování

je takové, ¾e pøi vìt¹í èasové zmìnì síly vydr¾í kostka kup o divu víc. Druhá meto da pak má

taky nedostatek: sp o èívá ve zkreslení vlivem u¾ zmínìného faktu, ¾e hrana je vùèi tlakové

síle þménì o dolnáÿ, a tudí¾ se zaène b ortit pøi malém zvý¹ení tlaku oproti ostatním b o dùm

úèinné plo chy. Správný výsledek lze o èekávat nìkde mezi výsledky ob ou meto d, rozho dnì

nebude men¹í ne¾ výsledek meto dy (3).

Èastým zji¹tìním bylo, ¾e ho dnoty meze p evnosti pro jednotlivé kostky tého¾ druhu cukru

se nezanedbatelnì li¹ily. To si lze vysvìtlit individuálními 
uktuacemi v ka¾dé kostce zp ùso-

b enými pøi výrob ì aneb o vnìj¹ími faktory (vlhkost ap o d.) a také naru¹ením hran nìkterých

kostek napø. pøi pøepravì. Co se týèe systematických chyb, byly to (kromì chyb meto d) také

chyby pøístro jù, nejèastìji osobní váhy. Za dobrý p ostøeh p ova¾uji i to, ¾e kritický tlak závisí

i na vý¹ce kostky, tj. rozmìru kolmém k úèinné plo¹e.

Filoso�cký závìr a malé p ouèení

Z výsledkù by se dal sestavit p ìkný ¾ebøíèek na¹ich cukrovarù. Po vzoru pana Dishmana

ze známého �lmu þKøidýlko neb o stehýnkoÿ bychom tak mohli pøidìlit tøi hvìzdièky napø.

Dobroveckému cukrovaru s dovìtkem: þcukr z Dobrovce svými bá jeènými krystalky omámí

va¹e chu»ové buòky, av¹ak dejte si p ozor na protézy.ÿ Po dobnì bychom mohli konstatovat:

þkostky pro chvíle p oho dy z Hru¹ovan se vám rozplynou na jazyku tak, ¾e na to ani 1 ; 4 MPa

nep otøebujete.ÿ A to p ouèení? Z provedených výzkumù vyplývá, ¾e kdy¾ se o nìkom øekne,

¾e je z cukru, mù¾e to znamenat skuteènì ledacos.

Úloha I I I . 6 . . . optické vlastnosti vody

Tentokrát je zadání velmi struèné: zmìøte index lomu obyèejné pitné vo dy. Souèasnì si

pøeètìte autorské øe¹ení úlohy I . 6 a p okuste se realizovat jen jednu meto du, ale zato co

nejpreciznìji.

Øe¹ení:

Ob ecný teoretický úvo d sp oleèný v¹em meto dám

Nechceme opisovat uèebnice, av¹ak na základních p o jmech a vztazích je nutné se v teorii

doho dnout.

Mìøit budeme absolutní index lomu vo dy, který je de�nován p omìrem n = c=v ; kde c je

rychlost svìtla ve vakuu, v je rychlost svìtla ve vo dì.

Základním fyzikálním vztahem p opisujícím lom z prostøedí 1 do prostøedí 2 je tzv. Snellùv

zákon (viz obr. 69):

sin �

sin �

=

v

1

v

2

=

n

2

n

1

;

kde � je úhel dopadu na rozhraní, � je úhel lomu, v

1

(resp. v

2

) je rychlost svìtla v prostøedí

1 (resp. 2 ), n

1

(resp. n

2

) je index lomu prostøedí 1 (resp. 2 ).

Na vo dorovné dno nádoby s vo dou p olo¾me pøedmìt a p ozorujme jej z b o du A nad

hladinou (obr. 70). Vzdálenost o d hladiny, ve které by pøedmìt musel le¾et, abychom jej p o
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vypu¹tìní vo dy p ozorovali z b o du A na tém¾e místì, jako kdy¾ v nádob ì byla vo da, oznaème

h

z

. Skuteènou hloubku pøedmìtu oznaème h

s

.

prostøedí 2

prostøedí 1

v

1

v

2

�

�

n

2

n

1

Obr. 69

=

dno

hladina

vo da

vzduch: n

1

n

2

�

�

�

�

�

x

h

z

h

s

A

Obr. 70

>

Po dle obrázku 70 platí:

x

h

Z

= sin � ;

x

h

S

= sin � :

Odtud snadno plyne

h

S

h

Z

=

sin �

sin �

=

n

2

n

1

; (37)

pøièem¾ p oslední rovnost plyne ze Snellova zákona a n

2

je index lomu vo dy, n

1

index lomu

vzduchu. Nakonec uveïme, co nám prorokuje teorie { ta øíká, ¾e lib ovolnou meto dou bychom

mìli namìøit n = n

v ody

2

h 1 ; 329; 1 ; 344 i pro vlnové délky viditelného svìtla. V dal¹ím výkladu

budeme ob èas vyu¾ívat znalosti indexu lomu vzduchu n

1

. Proto¾e n

1

je velmi blízký jedné

(napø. pro ¾luté so díkové svìtlo se uvádí n

1

= 1 ; 000292), dopustíme se zaokrouhlením n

1

:

= 1

chyby øádovì mnohem men¹í, ne¾ bude systematická chyba na¹ich mìøení.

Uvádíme 4 meto dy mìøení, z nich¾ první je zpracována p oøádnì a dal¹í jsou zkrácené.

Meto da 1 (Mìøení, které vejde do dìjin)

�

�

� � �

�

�

vo da

n

2

s

X

B

C

p

2

p

1

E

2

E

1

�

vzduch: n

1

Obr. 71: Pùdorys

?

Teorie: Laserové ukazovátko namíøíme kolmo

na zeï a do cesty mu p ostavíme ob délníkovou

nádobu, zatím b ez vo dy (obr. 71). Na zeï nale-

píme milimetrový papír. Bo d, do nìho¾ dopadá

støed paprsku, oznaèíme køí¾kem. Pak nalijeme

do nádoby vo du a na milimetrovém papíøe vy-

znaèíme novou p olohu paprsku.

Vzdálenost ob ou znaèek na milimetrovém pa-

píøe oznaèíme � = j E

1

E

2

j . Z rovnob ì¾nosti stìn

nádoby plyne rovnob ì¾nost paprsku p

1

vycháze-

jícího z prázdné nádoby s paprskem p

2

z plné ná-

doby. Laskavý (i nelaskavý) ètenáø sám o dvo dí,

¾e prùcho d paprsku stìnami nemá ¾ádný vliv na velièinu �. Urèeme ob ecnì � b ez uva¾o-

vání stìn nádoby (viz obr. 71). Vnitøní ¹íøka nádoby je s . Z pravoúhlého tro júhelníka BXC

je

�

s

= sin( � � � ), a tedy � = � � arcsin

�

s

. Ze Snellova zákona

n

2

= n

1

sin �

sin �

= n

1

sin �

sin

�

� � arcsin

�

s

�

;

kde p olo¾íme n

1

= 1, jak o dùvo dnìno vý¹e.
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Namìøené ho dnoty:

Mìøení � = grad � = cm n � n

1 44 2 ; 2 1 ; 53 0 ; 06

2 54 2 ; 8 1 ; 53 0 ; 06

3 52 2 ; 7 1 ; 54 0 ; 05

4 39 1 ; 5 1 ; 36 0 ; 23

5 58 4 ; 1 1 ; 99 0 ; 40

©íøka nádoby byla s = (8 ; 5 � 0 ; 3) cm.

Støední ho dnota n = 1 ; 59 ; prùmìrná chyba � n = 0 ; 16 : Systematická chyba je zp ùsob ena

tìmito vlivy: chyba pøi mìøení � na milimetrovém papíøe je � 2 mm ; chyba pøi mìøení � je

� 0 ; 5 grad ; chyba pøi mìøení vzdálenosti stìn nádoby je � 3 mm : Odtud �

S Y S

= 0 ; 15 :

Diskuse: Námi namìøené ho dnoty neo dp ovída jí tabulkovým úda jùm. Pøíèinu této skuteè-

nosti spatøujeme v nedokonalé rovnob ì¾nosti stìn nádoby, která¾to skuteènost unikla pøi

mìøení na¹í p ozornosti. Velká chyba plyne také z obtí¾ného urèení støedu dopada jícího pa-

prsku na milimetrový papír, neb o» se paprsek pøi prùcho du nádob ou a vo dou znaènì rozpty-

luje. Chyba mìøení úhlu je proti tìmto chybám zanedbatelná. Mìøení è. 5 je patrnì hrub ou

chyb ou (zp ùsob enou spícími exp erimentátory). Korekci na nerovnob ì¾nost stìn zpøesnìním

teorie zøejmì není mo¾né provést. Proto køivost stìn zahrneme do celkové systematické chyby,

kterou o dhadneme na �

S Y S

= 0 ; 3.

Závìr: Realizace této meto dy v na¹ich p o dmínkách nedává výsledky s usp oko jivou pøes-

ností. Kdybychom mìli nádobu, její¾ stìny bychom mohli p ova¾ovat za rovné a rovnob ì¾né

s dostateènou pøesností, dosáhli bychom usp oko jivé pøesnosti mìøení.

Meto da 2 (Bystrozraký a Krátkozraký)

Teorie: Do kýblu nalijeme do vý¹ky H o de dna vo du a na dno p olo¾me minci. Identickou

mincí p ohybujme ve vertikálním smìru ve vzdu¹ném prostoru stranou kýblu, dokud nejsme

pøesvìdèeni, ¾e ob ì mince jsou stejnì hlub oko. Následnì zmìøíme hloubku mince vedle kýblu.

Po dle vztahu (37) je

n

2

=

h

S

h

Z

n

1

�

h

S

h

Z

;

kde h

S

je skuteèná hloubka mince v kýblu, h

Z

vzdálenost mince vedle kýblu o d hladiny, n

2

je index lomu vo dy, n

1

vzduchu.

Obávali jsme se, ¾e mìøení zdánlivé hloubky bude do znaèné míry sub jektivní, proto jsme

je provedli ka¾dý zvlá¹» desetkrát a výsledky jsme zpracovali také samostatnì.

Mìøení v¹ech délek jsme provádìli pravítkem s dílkem stupnice 1mm.

Namìøené ho dnoty:

V ob ou pøípadech byla skuteèná hloubka h

S

= (20 ; 5 � 0 ; 2) cm.

Martinùv výsledek: n

2

= 1 ; 37 � (0 ; 04+chyba systematická).

Matou¹ùv výsledek: n

2

= 1 ; 60 � (0 ; 03+chyba systematická).

Diskuse: Vìt¹í pøesnosti o dhadu dosáhneme, p okud o dhadujeme, kdy se nám zdá mince býti

na dnì nádoby. Mìøení vy¾aduje jistou zku¹enost exp erimentátora v o dhadování. V¹imnìte

si, ¾e nám vy¹ly ka¾dému výraznì jiné výsledky. Právì jsme se v praxi setkali s chyb ou osobní

systematickou. (Pozn. M. J.: není to chyba mo je { tøeba ¾e bych snad ¹ilhal {, nýbr¾ chyba

meto dy.)

Porovnáme-li namìøené ho dnoty s tabulkovým úda jem n � 1 ; 33 ; zjistíme, ¾e systematická

chyba bude znaèná { asp oò 0,3.
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Závìr: Meto dou 2 lze zmìøit index lomu vo dy s nevalnou pøesností, zvlá¹tì má-li exp eri-

mentátor ¹patný o dhad pro malé vzdálenosti. Mìøení je ho dnì sub jektivní, a proto mù¾e být

velmi nepøesné.

Meto da 3 (Odraz úplný, naprostý a totální)

Teorie: Pøi prùcho du svìtla z prostøedí opticky hust¹ího do prostøedí opticky øid¹ího se

paprsek láme o d kolmice. Existuje tzv. mezní úhel dopadu 


0

m

; pro který je úhel lomu � = 90

�

:

Pro úhel dopadu 
 > 


0

m

se paprsek ji¾ neláme, nýbr¾ úplnì o drá¾í o d rozhraní.

Postup mìøení: Do prùhledné nádoby s alesp oò jednou svislou rovnou stìnou nalijeme

vo du do vho dné vý¹ky. Ze strany pak svítíme laserovým ukazovátkem p o d úhlem � . Svìtlo se

nejprve láme ze vzduchu do stìny nádoby (b o d A ), pak ze skla do vo dy v b o dì B , a nakonec

z vo dy do vzduchu (b o d C ) { viz obr. 72.

Nyní uká¾eme, ¾e namísto dvou lomù v b o dì A a B staèí uva¾ovat p ouze jeden lom, a to

ze vzduchu pøímo do vo dy. Zdùraznìme, ¾e se nejedná o ¾ádné þzanedbáníÿ.

Nech» n

1

: : : index lomu vzduchu, n

2

: : : index lomu skla, n

3

: : : index lomu vo dy, � : : :

úhel dopadu na stìnu nádoby, � : : : úhel lomu ze vzduchu do skla a úhel dopadu ze skla na

rozhraní sklo-vo da, 
 : : : úhel lomu ze skla do vo dy.

Ze Snellova zákona plyne

sin �

sin �

=

n

2

n

1

;

sin �

sin 


=

n

3

n

2

)

sin �

sin 


=

n

3

n

1

; (38)

co¾ je v¹ak toté¾, jako kdybychom napsali Snellùv zákon pro rozhraní vzduch-vo da, b ez

uva¾ování sklenìné stìny. Pro výp o èet úhlu 
 tedy nemusíme existenci stìny uva¾ovat (to

v¹ak neplatí, p okud úhly urèujeme p omo cí mìøení vzdáleností!).

Na obr. 72 je znázornìna nádoba s vo dou { øez je toto¾ný s rovinou, v ní¾ je paprsek.

Vidíme, ¾e platí 


0

m

= 90

�

� 
 : Ze Snellova zákona v b o dì C platí

n

3

n

1

=

sin 90

�

sin 


0

m

=

sin 90

�

sin(90

�

� 
 )

=

1

cos 


=

1

q

1 � sin

2




: (39)

Index lomu vzduchu lze nahradit jednièkou, jak øeèeno vý¹e. Z rovnic (38), (39) p o úpravách

plyne

n

3

=

q

1 + sin

2

� : (40)

Index lomu vo dy n

3

ve vztahu (40) závisí p ouze na prvním úhlu dopadu � ; na nièem

jiném. Staèí proto mìøit p ouze úhel � .

Namìøené ho dnoty:

Støední ho dnota n = 1 ; 320 :

Chyba standardní � ( n ) = 0 ; 004 ; k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Chyba smìro datná � ( n ) = 0 ; 001 :

Chyba systematická �

S Y S

= 0 ; 03 :

Index lomu n = 1 ; 32 � 0 ; 03 :

Diskuse: Pøi prvním mìøení jsme zjistili, ¾e je tì¾ké na jít úhel, kdy do chází k úplnému

o drazu. Proto jsme zavedli jisté korekce pøedstavující úhel lomu ' do vzduchu. Tento úhel

jsme urèovali mìøením vzdálenosti v pravoúhlém tro júhelníku. Vzhledem k tomu, ¾e nejvìt¹í

o dchylka ' o d 90

�

byla 1

�

, jsou tyto chyby zanedbatelné ve srovnání s ostatními systema-

tickými chybami. Systematická chyba mìøení klesá s rostoucími rozmìry nádoby, neb o» pak

lze pøesnìji urèit mezní úhel.

Závìr: V rámci chyby o dp ovídá zmìøený index lomu tabulkové ho dnotì. Tato meto da je

nejpøesnìj¹í z námi p ou¾itých.
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�

�







0

m

vzduch

n

1

n

3

vzduch: n

1

vo da

A

B

C

Obr. 72

@

�

� �

�

�

h

1

H

1

�

1

�

1

= 2

laser

S

Z

B A

Obr. 73

A

Meto da 4 (Odraz v hloubi hrnce)

Teorie: Kromì zákona lomu (viz ob ecná teorie v úvo du) p ou¾ijeme je¹tì zákon o drazu, který

øíká, ¾e úhel o drazu má stejnou velikost jako úhel dopadu.

Do hrnce hlub okého a ¹irokého (bystrozrakého u¾ nikoliv) umístíme na dno rovinné zr-

cátko Z vo dorovnì (obr. 73), aby se b ìhem p okusu nep ohnulo. Do hrnce nalijeme do vý¹ky

H

1

vo du tak, aby zrcátko bylo p o d vo dou, ale nádoba nebyla pøíli¹ plná.

Po d úhlem � nasmìrujeme do hrnce laserový paprsek, aby p o o drazu o d zrcátka dopadl

na stínítko S tvoøené milimetrovým papírem. Kdy¾ v hrnci nebyla je¹tì ¾ádná vo da, dopadl

paprsek o dra¾ený o d zrcátka do b o du A . V hrnci s vo dou v¹ak do¹lo té¾ k lomu a paprsek

dopadl a¾ do b o du B . Oznaème j AB j = �

1

. Platí (viz obr. 73)

�

1

2

1

H

1

� h

1

= tg � ; (41)

kde H

1

je skuteèná hloubka nádoby (o d hladiny k zrcadlu) a h

1

je zdánlivá hloubka.

V úvo dní teorii jsme v¹ak o dvo dili vztah pro skuteènou a zdánlivou hloubku

H

1

h

1

=

n

v ody

n

v z duchu

) h

1

=

H

1

n

v ody

; (42)

jestli¾e p olo¾íme n

v z duchu

= 1, co¾ pøi na¹í pøesnosti smíme. Dosazením (42) do (41) a

jedno duchou úpravou ob dr¾íme

�

1

= 2 H

1

 

1 �

1

n

v ody

!

tg � :

Nyní dolijme do nádoby je¹tì nìjakou vo du a p osun paprsku do b o du C na stínítku p opi¹me

vzdáleností j AC j = �

2

. Pro �

2

platí ob dobný vztah jako v pøedchozím pøípadì pro �

1

,

p ouze nahradíme H

1

vzdáleností nové hladiny o d zrcadla H

2

.

Mìøit budeme vzdálenost b o dù B a C , tj. p olohu paprsku na milimetrovém papíøe pro

dvì rùzné hloubky H

1

; H

2

: Platí zøejmì � = j BC j = �

2

� �

1

= 2( H

2

� H

1

)

�

1 �

1

n

v ody

�

tg � ;

o dkud

n

v ody

=

2( H

2

� H

1

) tg �

2( H

2

� H

1

) tg � � �

:

Úhel � jsme mìøili úhlomìrem (v gradech), délky H

1

; H

2

p omo cí pravítka, � p omo cí mili-

metrového papíru.

Namìøené ho dnoty: Pro celkovou èasovou slo¾itost p okusu jsme provedli jen 2 mìøení.

Systematickou chybu o dhadujeme na �

S Y S

= 0 ; 1 (nevo dorovné zrcátko, urèení støedu pa-

prsku, mìøení úhlu ( � 0 ; 5 grad), mìøení hloubky ( � 1 mm)).
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Index lomu vo dy n = 1 ; 44 � 0 ; 12.

Diskuse: Systematická chyba mìøení je p omìrnì velká; je zp ùsob ena zejména nevo dorov-

ností zrcátka v na¹í konkrétní realizaci. Tabulkové ho dnotì v¹ak výsledek v rámci chyby

o dp ovídá. Chybu lze zmírnit p ou¾itím hlub¹ího a ¹ir¹ího hrnce, neb o» � je úmìrné H

2

a

tg � .

Závìr: Výsledek mìøení o dp ovídá teorii.

Celkový závìr

Nejpøesnìji se nám p ovedlo realizovat meto du 3. Mìli jsme pøitom jistou výho du, ¾e jsme

mohli p ou¾ít (a p ou¾ili) laser. Meto d, jak zmìøit index lomu, existuje mnoho desítek a

nemohli jsme p o chopitelnì zkou¹et v¹echny. Chtìli bychom v¹ak øíci, ¾e laser rozho dnì k p o-

kusu p otøeba nebyl. Na¹i øe¹itelé se s problémem zdro je vyrovnali celkem tøemi rùznými

zp ùsoby:

1) vytvoøili si dobrý zdro j z nìjakého svítidla (p omo cí clony jste vyrobili zdro j b o dový),

2) sehnali si laser jako my,

3) vymysleli p okus tak, aby b o dový zdro j nebyl p otøeba (p ozorovali p o d nìjakým úhlem

znaèku v hrnci ap o d.).

Z autorského øe¹ení meto dy 1 a ob ecného úvo du si mù¾ete vzít p ouèení, co patøí do

jednotlivých èástí vyho dno cení mìøení, napø. jak má vypadat diskuse.

Úloha IV . 6 . . . hustota vody

Tentokrát je va¹ím exp erimentálním úkolem zmìøit dal¹í fyzikální vlastnost vo dy, toti¾ její

hustotu. Aby nevznikaly velké zmatky, vymysleli jsme pro vás tento p ostup mìøení: Do vo dy

p onoøíme nádobu dnem vzhùru, p ùvo dnì celou naplnìnou vzduchem o atmosférickém tlaku.

Jak se nádoba p onoøuje, tak se do nádoby p ostupnì dostává vo da. Vymyslete, jak tímto

p ostup em zjistíte hustotu vo dy a p okuste se navrhnout takové exp erimentální usp oøádání,

abyste dosáhli maximální pøesnosti. Znáte atmosférický tlak a tíhové zrychlení.

Øe¹ení:

Teorie

Upøesníme nejprve tro chu zadání úlohy. Sklenici plnou atmosférického vzduchu obrátíme

vzhùru dnem a p onoøíme èásteènì neb o úplnì do vo dy v nìjaké vìt¹í nádob ì. Vlivem hyd-

rostatického tlaku vo dy do jde ke stlaèení vzduchu ve sklenici. Nejjedno du¹¹í zp ùsob, jak p o-

mo cí takto p onoøené sklenice zmìøit hustotu vo dy, vychází z mìøení zmìny ob jemu vzduchu

ve sklenici pøi jeho stlaèování. Pro toto mìøení je tøeba navrhnout (a p o chopitelnì i sestavit)

co nejpøesnìj¹í exp erimentální usp oøádání.

vo da

S

V

2

stlaèený

vzduch

sklenice

h

Obr. 74

<

Na obr. 74 vidíte p onoøenou sklenièku. Sklenku ve vo dì

up evníme. Pøed p onoøením je ve sklenici vzduch o ob jemu

V

1

; teplotì T

1

a tlaku p

1

; který je roven atmosférickému tlaku

p

A

: Po p onoøení bude mít vzduch ve sklenici ob jem V

2

; teplotu

T

2

a tlak p

2

: Pøi p onoøování sklenièky prob ìhne ve vzduchu

nìjaký dìj, pro který platí stavová rovnice

p

A

V

1

T

1

=

p

2

V

2

T

2

;

neb o» pøi této stavové zmìnì se hmotnost vzduchu nemìní.

Ze stavové rovnice víme, ¾e p o p onoøení je tlak vzduchu

ve sklenici

p

2

=

p

A

V

1

T

2

T

1

V

2

:
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Na vo dní hladinu ve sklenici p ùsobí shora dolù tlaková síla vzduchu F

p

= S p

2

; kde S je

p ovrch hladiny (vnitøní prùøez sklenice ve vý¹ce hladiny uvnitø sklenice). Proti této síle

p ùsobí smìrem vzhùru tlaková síla vo dy F

t

a aerostatická tlaková síla F

p

A

: Platí F

t

= S h�g ;

kde h je rozdíl vý¹ek hladin vnì a uvnitø sklenice, � je hustota vo dy a g je velikost tíhového

zrychlení. Zøejmì té¾ platí F

p

A

= S p

A

; kde p

A

je atmosférický tlak.

Hladinu vo dy ve sklenièce budeme p ozorovat, a¾ kdy¾ se ustálí, tj. v rovnová¾ném stavu.

Tehdy bude platit

F

p

= F

t

+ F

p

A

;

jestli¾e zanedbáme v¹echny ostatní síly (p ovrchové jevy ap o d.). Z této rovnosti sil plyne

S

p

A

V

1

T

2

T

1

V

2

= S h�g + S p

A

:

Z tohoto vztahu snadno dostaneme hustotu vo dy

� =

p

A

hg

�

V

1

T

2

V

2

T

1

� 1

�

:

Pokud bude mo¾no p ova¾ovat stlaèování vzduchu za izotermické, pak se pøedchozí vztah

redukuje na

� =

p

A

hg

�

V

1

V

2

� 1

�

: (43)

Abychom mohli p ou¾ít tento redukovaný vztah, bude nutné za jistit, aby rozdíl j T

1

� T

2

j byl

velice malý. Významem slovíèka þveliceÿ se budeme p o drobnìji zabývat v diskusi.

Ob jem vo dy ve sklenici p o p onoøení oznaème W . Snadno nahlédneme, ¾e V

2

= V

1

� W .

Dosazením do (43) máme

� =

p

A

hg

�

V

1

V

1

� W

� 1

�

=

p

A

hg

W

V

1

� W

: (44)

Mìøit budeme hloubku h , ob jem W a ob jem celé sklenice V

1

.

W

válec neb o

velká

nádoba

pip eta

h

víèko

(tìsné)

zavaøovací

láhev

Obr. 75

=

Pøistupme nyní ke druhé èásti úlohy, toti¾ jak usp oøádat p okus,

aby na¹e mìøení hýøilo pøesností. Velkou pøesnost budeme p otøe-

b ovat u velièin h

1

, W a V

1

� W , neb o» relativní o dchylky tìchto

velièin se pøi výp o ètu systematické chyby sèíta jí (díky tomu ¾e jsou

v souèinu, resp. v p o dílu { viz vzorce (43) a (44). Lze o èekávat, ¾e

W bude p omìrnì malé. Na¹e sklenice by tedy mìla mít malý prù-

øez, aby se malý rozdíl ob jemù pro jevil velkým rozdílem h hladin,

a té¾ kvùli pøesnìj¹ímu zmìøení ob jemu W: Výho dné bude p ono-

øovat sklenici ho dnì hlub oko, proto¾e tím se W zvìt¹í a zp ùsobí

men¹í relativní chybu. Aby bylo pøesnìj¹í mìøení V

1

� W , bude

tøeba zvìt¹it ob jem celé sklenice.

V¹echny tyto ¾ádoucí vlastnosti se snoubí ve þskleniciÿ znázor-

nìné na obr. 75. Tato þskleniceÿ vznikne napø. z láhve o d sirupu,

neb o jako v na¹em exp erimentu, kdy¾ k zavaøovací lahvi o ob jemu

asi 1 litr pøip evníme vzduchotìsnì pip etu o prùmìru asp oò 5 mm

(abychom mohli zanedbat kapilaritu). Tuto umnì zhotovenou þskle-

niciÿ budeme v dal¹ím textu oznaèovat jako þ láhev ÿ.

Zavaøovací sklenice splòuje p o¾adavek velkého ob jemu, na stupnici pip ety lze zase velmi

pøesnì o deèítat zmìnu ob jemu W a hloubku h: Hloubka, ve které budeme láhev topit, závisí

na hloub ce na¹í domácí vany neb o jiné vho dné nádoby.
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Pomùcky

Vý¹e p opsaná láhev, velká nádoba (vana neb o napø. vìt¹í o dmìrný válec), skládací metr

neb o pravítko, rukavice, noviny s aktuálním úda jem o atmosférickém tlaku.

Výsledky mìøení

Velièiny sp oleèné v¹em meto dám

Pøi v¹ech mìøeních byl atmosférický tlak p

A

= (1 ; 015 : 10

5

� 0 ; 005 : 10

5

) Pa. Úda j jsme získali

z meteorologické mapy v Lidových novinách.

Tíhové zrychlení uva¾ujme g = 9 ; 81 m.s

� 2

.

Ob jem celé lahve jsme zmìøili tak, ¾e jsme ji celou vèetnì pip ety naplnili vo dou a vo du pøelili

do o dmìrného válce. Ob dr¾eli jsme ob jem V

1

= (765 � 4) ml.

Pøi v¹ech následujících mìøeních jsme délku h mìøili metrem s pøesností 1 mm. Ob jem W

jsme o deèítali ze stupnice pip ety s pøesností 0 ; 1 ml.

Mìøení 1: o dstra¹ující

Teorie: Aparaturu sestavíme dle obr. 75. Do vìt¹ího o dmìrného válce p onoøujeme èást lahve

tvoøenou pip etou.

Namìøené ho dnoty:

Mìøení W = ml h/cm �= kg.m

� 3

� �= kg.m

� 3

1 10 ; 0 15 ; 7 870 � 70

2 9 ; 4 14 ; 5 890 � 50

3 9 ; 9 14 ; 3 950 10

4 10 ; 4 14 ; 8 960 20

5 10 ; 3 15 ; 0 940 0

6 9 ; 2 14 ; 5 870 � 70

7 9 ; 7 14 ; 5 920 � 20

8 10 ; 8 14 ; 3 1040 100

9 10 ; 4 14 ; 8 960 20

10 10 ; 6 14 ; 2 1020 80

Prùmìrná ho dnota hustoty vo dy � = 940 kg.m

� 3

.

Smìro datná o dchylka jednoho mìøení � ( � ) = 60 kg.m

� 3

, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka aritmetického prùmìru � ( � ) = 20 kg.m

� 3

.

Pro hustoty vo dy jsme tak ob dr¾eli � = (940 � (60 + �

S Y S

)) kg.m

� 3

.

Diskuse: Po deseti mìøeních jsme shledali, ¾e jsme si vyrobili velmi citlivý plynový teplomìr.

Bìhem p okusu staèilo p olo¾it teplou ruku na dno zavaøovaèky, naèe¾ hladina v pip etì znaènì

p oklesla. Rozdíl teplot j T

1

� T

2

j byl sice malý, av¹ak zdaleka ne zanedbatelný. Zp ùsobil

chybu pøes 10% : Ostatní chyby mìøení (mìøení h (1%) ; mìøení W (1%) ; chyba tlaku p

A

(1%)

ap o d.) lze vzhledem k této chyb ì zanedbat. Jeliko¾ pøi tomto mìøení byla láhev dr¾ena

ruènì, pøecházelo teplo vesele z rukou do útrob lahve. Aproximace izotermickým dìjem je

zde proto oprávnìná jen v rámci velké chyby. Pov¹imnìte si, ¾e hustota vo dy vychází men¹í

ne¾ skuteèná. Vzduch ohøívaný na¹imi dlanìmi se toti¾ rozpíná a vytlaèuje více vo dy z pip ety.

Mìøení 2: pøedchlazení

Teorie: Abychom mohli stlaèení p ova¾ovat za izotermické, p ozmìnili jsme tro chu meto du.

Chtìli jsme se vyhnout mìøení teploty, neb o» k tomu by bylo tøeba p ou¾ít citlivého teplomìru

(desetiny

�

C) a uvá¾it teplotní rozdíly mezi rùznými b o dy láhve.

První minimalizace teplotního rozdílu: Do velkého válce neb o vany nalijeme studenou

vo du. Stejnì studenou vo du nalijeme do kýblu. Láhev se vzduchem pak v kýblu pøedchla-
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díme. Poko jová teplota je vy¹¹í ne¾ teplota vo dy. Rukavicí uchopíme láhev a p onoøíme ji

pip etou do válce (vany). Stlaèení vzduchu prob ìhne p omìrnì rychle. Díky tep elné výmìnì

se vzduchem v p oko ji se v¹ak vzduch v láhvi zaène p omalu rozpínat. Proto ob jem W mìøíme

ihned, jakmile skonèí stlaèování.

Namìøené ho dnoty:

Mìøení W = ml h/cm �= kg.m

� 3

� �= kg.m

� 3

1 9 ; 2 13 ; 8 910 � 50

2 9 ; 1 13 ; 7 910 � 50

3 9 ; 2 13 ; 6 930 � 30

4 9 ; 3 13 ; 4 950 � 10

5 10 ; 4 13 ; 9 1030 70

6 10 ; 0 14 ; 3 960 0

7 8 ; 0 11 ; 2 980 20

8 9 ; 1 13 ; 0 960 0

9 9 ; 8 13 ; 9 970 10

10 10 ; 4 13 ; 7 1040 80

Prùmìrná ho dnota hustoty vo dy � = 970 kg.m

� 3

.

Smìro datná o dchylka jednoho mìøení � ( � ) = 40 kg.m

� 3

, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka aritmetického prùmìru � ( � ) = 10 kg.m

� 3

.

Relativní systematická chyba je �

S Y S

= 10% ; o dtud �

S Y S

= 100 kg.m

� 3

. (Zdùvo dnìní je

v celkové diskusi.)

Tedy celková chyba �

C E LK

= 130 kg.m

� 3

.

Skuteèná ho dnota hustoty vo dy � = (970 � 130) kg.m

� 3

.

Mìøení 3

Teorie: Druhý zp ùsob minimalizace teplotních rozdílù: Za jistíme stejnou teplotu vzduchu

v lahvi, vo dy ve válci (vanì) i vzduchu v p oko ji. Ob jem W mìøíme, kdy¾ skonèí stlaèování.

Namìøené ho dnoty:

Mìøení W = ml h/cm �= kg.m

� 3

� �= kg.m

� 3

1 10 ; 8 13 ; 9 1070 40

2 9 ; 5 14 ; 8 880 � 150

3 9 ; 2 11 ; 7 1080 50

4 8 ; 7 12 ; 0 990 � 40

5 8 ; 5 11 ; 3 1030 0

6 10 ; 3 13 ; 1 1080 50

7 10 ; 1 13 ; 0 1060 30

8 8 ; 6 10 ; 9 1080 50

9 10 ; 0 13 ; 5 1020 � 10

10 9 ; 2 12 ; 0 1050 20

Prùmìrná ho dnota hustoty vo dy � = 1020 kg.m

� 3

.

Smìro datná o dchylka jednoho mìøení � ( � ) = 60 kg.m

� 3

, k hrub é chyb ì nedo¹lo.

Smìro datná o dchylka aritmetického prùmìru � ( � ) = 20 kg.m

� 3

.

Relativní systematická chyba je �

S Y S

= 10% : (Zdùvo dnìní je v celkové diskusi.)

Absolutní systematická chyba �

S Y S

= 100 kg.m

� 3

.

Celková chyba �

tot

= 160 kg.m

� 3

.

Skuteèná ho dnota � = (1020 � 160) kg.m

� 3

.
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Mìøení 4

Teorie: Odmìrný válec, do nìho¾ jsme dosud láhev p onoøovali, nahraïme p o dstatnì vìt¹í

nádob ou { napø. velkým sudem neb o rybníkem. Kapacita velkého vo dního tìlesa zaruèuje,

¾e vo da svo ji teplotu mìnit nebude. Aby se co nejménì mìnila teplota vzduchu v lahvi, tuto

op ìt pøedchladíme. Ponoøíme ji pak celou (nejen pip etu) a nìkolik minut p o èkáme. Pokud

do jde pøi stlaèení k ohøátí vzduchu, p opøípadì teplotním výkyvùm zp ùsob ených výskytem

vo dních par, p o jisté dob ì se díky tep elné výmìnì teplotní rozdíly zmírní.

Namìøené ho dnoty:

Pro náro ènost provedení jsme získali jen jednu ho dnotu. Náro ènost mìøení sp o èívala v lovení

láhve ze sudu plného studené vo dy (o teplotì 5

�

C) v nevlídném jarním p o èasí.

h = (31 ; 1 � 0 ; 2) cm, W = (23 ; 0 � 0 ; 2) ml,

p

A

= (1 ; 015 � 0 ; 010) : 10

5

Pa, V

1

= (765 � 4) ml.

Urèili jsme tedy hustotu vo dy � = (1030 � 30) kg.m

� 3

.

Diskuse: Soub or obsahující jednu ho dnotu mnoho nevyp ovídá. Pøesto si myslíme, ¾e dìj byl

ze v¹ech mìøení nejvíce izotermický { díky desetiminutovému pøedchlazení ve velkém mno¾-

ství vo dy byly splnìny v¹echny pøedp oklady pro to, aby dìj byl témìø ideálnì izotermický.

Systematickou chybu jsme brali s jistou rezervou, neb o» jsme mìøení provedli p ouze jednou

a nemá smysl p o èítat chybu statistickou.

Diskuse sp oleèná pro v¹echna mìøení

Pøi mìøení délky h jsme se dopustili chyby 1 mm, co¾ o dp ovídá relativní o dchylce �

h

= 0 ; 01.

Chyba mìøení ob jemu W byla 0,1 ml, tedy relativní chyba �

W

= 0 ; 01.

Chyba pøi mìøení celkového ob jemu V

1

byla 4 ml.

Tedy relativní chyba rozdílu ( V

1

� W ) je �

( V

1

� W )

= 0 ; 005.

Relativní chyba p ou¾ité ho dnoty pro atmosférický tlak byla �

p

A

= 0 ; 010.

Relativní systematická chyba mìøení je tedy �

S Y S

= �

h

+ �

W

+ �

( V

1

� W )

+ �

p

A

+ �

X

= 4% + �

X

,

kde �

X

je chyba zp ùsob ená ostatními vlivy.

� 2 0 2 4

� T

K

400

1200

1600

2000

Obr. 76

>

Proto¾e jsme velmi úèinnì minimalizovali chyby ply-

noucí z mìøení délek a ob jemù, zp ùsobí nám nejvìt¹í

chybu zmìny teploty (s výjimkou mìøení 4). Uva¾me

jedno z provedených mìøení, ve kterém jsme ob dr¾eli

výsledky h = 14 ; 2 cm a W = 10 ; 6 ml, z nich¾ sp o èteme

hustotu � = 1020 kg.m

� 3

, ale za pøedp okladu izotermiè-

nosti stlaèování. Posuïte, jakou hustotu vo dy bychom

z tých¾ úda jù vyp o èetli, kdyby se v¹echen vzduch v lahvi

staèil ohøát neb o o chladit o teplotu � T . Vidíme, ¾e

velmi malá zmìna teploty mohla promìnit mìøení ve

zdrcující neúsp ìch. Teprve teï vidíme, jak malý teplotní

rozdíl nastal b ìhem mìøení { maximálnì 0 ; 5

�

C, jeliko¾

skoro v¹echny ho dnoty � ve v¹ech mìøeních nám vy¹ly

v intervalu h 850; 1100 i kg.m

� 3

.

Chybu zp ùsob enou neizotermièností dìje mù¾eme p ouze o dhadnout z výsledkù mìøení.

U prvního mìøení (kdy jsme láhev ohøívali rukama) bude tato chyba èinit 10% a¾ 15% :

U zbylých mìøení byla tato chyba vìt¹inou p o d 10% : U mìøení 4 nebude rozho dnì tato

o dchylka vìt¹í ne¾ 2% :

Na mìøení mìly vliv je¹tì dal¹í jevy a skuteènosti:

{ uvnitø láhve do cházelo k vypaøování vo dy (o dtud mohlo plynout jisté o chlazování a vze-

stup hladiny v pip etì);
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{ v pip etì do¹lo k malé kapilární elevaci;

{ láhev nebyla jistì ideálnì vzduchotìsná;

{ vzduch není ideální plyn;

{ vzduch uvnitø lahve má také nìjakou hmotnost, kterou zanedbáváme.

V¹echny tyto jevy v¹ak v na¹em usp oøádání p okusu hrály vskutku zanedbatelnou roli v rùstu

chyby, vzniklé teplotním rozdílem.

Závìr

V rámci chyby p otvrzují v¹echna mìøení tabulkovou hustotu vo dy 996 kg.m

� 3

. Nejvìt¹í chyba

byla zp ùsob ena neizotermièností dìje. Její o dstranìní a p oøízení vìt¹ího soub oru ho dnot by

patrnì vy¾adovalo lab oratorní p o dmínky. Zpøesnìní bychom mohli dosáhnout napø. p otáp ì-

ním se s lahví do dvou rùzných hloub ek, ve kterých má vo da stejnou teplotu.

Úloha V . 6 . . . experimentování v de¹ti

Teï u¾ nebude snì¾it, a proto mù¾ete p ozorovat dé¹». Pokuste se zmìøit ob jem jedné

de¹»ové kapky. Nezap omeòte si zapsat, kdy to vlastnì pr¹elo a jestli dé¹» pøi¹el ze západu neb o

z výcho du (p orovnávejte kvalitu výcho dních a západních de¹»ù). Napø. pøi pádu padákem

lze mìøit ¹uplerou v¹echny rozmìry kapky, o cejchujeme-li si dalekohled, mù¾eme v nìm

o dhadovat velikost kap ek. . .

Øe¹ení:

Velikost de¹»ových kap ek se dá mìøit mnoha meto dami, ale v zásadì se meto dy da jí

rozdìlit na ty, kdy mìøíme velikost jedné (náho dnì o dchycené) kapky, a ty, kde nachytáme

velké a zhruba známé mno¾ství kap ek a zjistíme prùmìrný ob jem námi zachycené kapky.

Jako ukázku jsme zvolili meto du z druhé skupiny: Mìøili jsme ob jem vo dy V , která

dopadla na plo chu S

1

za dobu t

1

a souèasnì p o èet kap ek N , dopadnuv¹ích na plo chu S

2

za

dobu t

2

. Je velice dobré si velièiny zvolit tak, aby S

1

> S

2

a t

1

> t

2

. Prùmìrný ob jem kapky

pak vyp o èteme ze vztahu

V

kapka

=

V t

2

S

2

N t

1

S

1

:

Pokus è. 1:

Pardubice, 11.4.1997, mezi 14:55 a 15:00 SELÈ, SZ vítr, 5

�

C

Zmìøené hodnoty:

t

1

= 113 s ; S

1

= 3 � 23 ; 0 cm � 27 ; 5 cm = 1 897 ; 5 cm

2

; V = 10 ; 4 cm

3

;

t

2

= 17 ; 5 s ; S

2

= 13 ; 4 cm � 9 ; 2 cm = 123 ; 28 cm

2

; N = 73 :

Po dosazení do vzorce získám prùmìrný ob jem kapky V

kapka

= 1 ; 43 mm

3

:

Odhad chyby mìøení: � t

1

= 1 s ; 1% ;

� S

1

= 5 cm

2

; 0 ; 2% ;

� t

2

= 0 ; 2 s ; 1% ;

� S

2

= 2 cm

2

; 2% ;

� V = 0 ; 1 cm

3

; 10% ;

� N =

p

N = 8 kap ek ;

2

11% :

Celková chyba (o dmo cnina ze souètu kvadrátù): 15%.

Ob jem kapky: V

kapka

= 1 ; 43 � 0 ; 22 mm

3

:

Pokusy è. 2, è. 3:

Meto da p o dobná jako v pøedchozím, ale p olo¾íme t

1

= t

2

(p o èítání kap ek v reálném èase).

2

Jako chybu velièiny N jsme zvolili

p

N , co¾ je analogie z jaderné fyziky, kdy napø. prùlet jedné èástice,

èi rozpad jednoho atomu je jevem náho dným, a a¾ velké mno¾ství jednotlivých aktù umo¾ní urèit, jaká je

intenzita záøení neb o rychlost rozpadu izotopu.
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Pardubice, 8.5.1997, mezi 15:00 a 16:00 SELÈ, b ezvìtøí

Zmìøené hodnoty: S

1

= 3 � 23 ; 0 cm � 27 ; 5 cm = 1 897 ; 5 cm

2

; V = 24 ; 2 cm

3

;

S

2

= � (15 mm)

2

= 7 ; 07 cm

2

; N = 15 :

Ob jem kapky: V

kapka

= 6 ; 0 � 2 ; 0 mm

3

:

Zmìøené hodnoty: S

1

= 3 � 23 ; 0 cm � 27 ; 5 cm = 1 897 ; 5 cm

2

; V = 13 ; 3 cm

3

;

S

2

= � (54 mm)

2

= 91 ; 6 cm

2

; N = 85 :

Ob jem kapky: V

kapka

= 7 ; 6 � 1 ; 0 mm

3

:

Tím, ¾e jsme p o èítali kapky souèasnì s o db ìrem vzorku na ob jem, jsme jednak sní¾ili

p o èet vstupních velièin a také by to mìlo o dstranit pøípadné zmìny intenzity de¹tì b ìhem

tìch nìkolika minut. Velká chyba v druhém p okusu je zp ùsob ena malým p o ètem kap ek.

Závìr:

Zjistili jsme, ¾e typický rozmìr de¹»ové kapky je nìkolik jednotek mikrolitrù a ¾e se mù¾e

mìnit a¾ o øád mezi rùznými pøeháòkami.

Po dobnì jako v klasické úloze s mìøením vý¹ky budovy, i zde lze vymyslet mnoho dal¹ích

meto d.

i) Nìkteøí øe¹itelé se rozho dli zmìøit hmotnost nìkolika konkrétních kap ek na lab orator-

ních vahách. Kdy¾ se p o daøilo zabránit o dparu kap ek b ìhem vlastního vá¾ení, daøilo se

obvykle dosáhnout vysoké pøesnosti. Snad jen vydìlení nesprávnou hustotou (pro jinou

teplotu) mohlo nepatrnì sní¾it mno¾ství platných èíslic ve výsledném ob jemu.

ii) Jiné originální mìøení ob jemu jednotlivých kap ek bylo p ou¾ito na Slovensku. Za pøed-

p okladu, ¾e se do savého papíru vejde konstantní mno¾ství vo dy na jednotku plo chy, lze

zmìøit skvrnu p o dopadu kapky, a p osléze si papír okalibrovat známým mno¾stvím vo dy.

iii) þMeto da ¹mouhyÿ. Rozmìry kapky lze urèit nepøímo na základì urèení její pádové rych-

losti. Za jízdy dopravním prostøedkem s prùhlednými okny mìøíme úhly de¹»ových kap ek

rozmáznutých p o skle vùèi horizontále. Tangens tohoto úhlu je p omìr rychlosti pádu

kapky a rychlosti dopravního prostøedku. Pro rychlost kapky by bylo nejvho dnìj¹í p ou-

¾ít vzorec F =

1

2

C S

kapka

�

vzduch

v

2

kapka

, plo cha kapky je svázána s ob jemem pøes p olomìr,

a to za pøedp okladu kulového tvaru kapky. Rychlost dopravního prostøedku zjistíme p o-

hledem na tachometr v pøípadì auta, mìøením èasù mezi kilometrovníky v pøípadì vlaku

a dotazem u pilota v pøípadì letadla. Zdro je chyb jsou následující: sklon vozovky, trati,

èi leteckého koridoru, vítr uná¹ející kapky b okem a turbulence kolem kabiny.

iv) Velice piplavé je urèování rozmìrù ¹uplerou, pøilo¾enou k ji¾ zachycené kap ce. Není pøesnì

urèitelné, jaký má (bývalá) kapièka geometrický tvar. Návrhy sahaly o d tenké vrstvièky

nemìnné tlou¹»ky, pøes kulovou úseè, a¾ p o p olokouli.

v) Vyfotografování pada jící kapky sp oleènì se ¹kálou nará¾í na problémy s vysokou pádovou

rychlostí, která vy¾aduje velmi krátký èas fotografování. Rovnì¾ je dobré p ou¾ít místo

s velkou intenzitou svìtla a z toho plynoucí velkou hloubkou ostrosti.

Úloha VI . 6 . . . jak tlustý je papír?

Pokuste se zmìøit, jak tlustý je list papíru. Aby byly va¹e výsledky srovnatelné, mìøte

papír p o cházející ze ¹kolního se¹itu nelinkovaného.

Øe¹ení:

Vzhledem k tomu, ¾e naprostá vìt¹ina øe¹itelù mìøila tlou¹»ku papíru klasickým zp ù-

sob em, to jest meto dou pøímou p omo cí mikrometru neb o jiného, více èi ménì pøesného

mìøidla, rozho dli jsme se, ¾e udìláme v øe¹ení tro chu zmìnu. Myslíme si toti¾, ¾e je do cela

zbyteèné takovou jedno duchou vìc pøemìøovat, a tak ètenáøe seznámíme s výsledky øe¹itelù

a s pøípadnými dal¹ími meto dami mìøení.

Jak jistì víte, tlou¹»ku papíru lze zmìøit meto dou pøímou. Mìøit se dá 1 list a¾ N listù,
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pøièem¾ p o èet listù hra je nemalou roli pøi tomto zp ùsobu mìøení. Je samozøejmé, ¾e se

tím ovlivòuje pøesnost mìøení, a tedy i chyba. Postup je velice jedno duchý. Vezmeme se¹it,

o dstraníme desky, p okusíme se tak tro chu vytlaèit vzduch nacházející se mezi jednotlivými

listy a hurá, mù¾eme mìøit. Zmìøíme tedy vý¹ku stohu papíru, nejlép e na více místech

a vícekrát. Výsledek pak dìlíme p o ètem papírù. Nesmíme v¹ak zap omínat na to, ¾e papír se

nám pøi mìøení tlakem mìøidla deformuje, èím¾ jsou výsledky zkreslené. S tím si mù¾eme

p oradit tak, ¾e jedno du¹e dáme papíry mezi dvì p o dlo¾ky, které u¾ tak snadno zdeformovat

nejde. Tlou¹»ku tìchto p o dlo¾ek pak o deèeteme o d výsledného mìøení.

Dal¹í takovou do cela jedno duchou meto dou je meto da ob jemová. Pomo cí o dmìrného

válce naplnìného kapalinou zmìøíme ob jem papírového listu. Pak u¾ jen zmìøíme dvì del¹í

strany papírového kvádru a tlou¹»ka listu je na svìtì. Mìøení provádíme nìkolikrát, to kvùli

pøesnosti.

Ob jevilo se i velmi za jímavé øe¹ení tohoto problému. Nazvìme ho kapková meto da. Ta

sp o èívá v tom, ¾e p omo cí pip ety kápneme kapku o známém ob jemu na sklíèko, na kterém se

nachází papír. Tento papír je v¹ak mírnì p oupraven, a to tak, ¾e je uprostøed nìj vystøihnutý

otvor, uvnitø kterého se nachází ji¾ zmínìná kapka. To v¹e se velmi opatrnì pøikryje dal¹ím

sklíèkem a dává se p ozor, aby se zdeformovaná kapka nevsála do papíru. Ta se toti¾ zmáèkne

a¾ na úroveò tlou¹»ky papíru. Nezbývá nic jiného, ne¾ zmìøit prùmìr kapky (kruh) a z toho,

¾e kapka má nyní tvar válce (vý¹ka je právì ta hledaná tlou¹»ka papíru) a známého ob jemu

snadno sp o èteme to, co p otøebujeme. Toto mìøení vy¾aduje p omìrnì velkou pøesnost a chu»

si vyhrát. Problém je toti¾ v tom, ¾e pip eta není mo c vho dná na takovýto p okus a to z toho

dùvo du, ¾e kapka by mìla mít malý ob jem (to abychom nemuseli brát velký kus papíru),

co¾ se pip etou velmi tì¾ce dosahuje. Ale urèitì existuje nìco jiného, mnohem pøesnìj¹ího,

èím se dá dosáhnout toho, ¾e daná kapka bude mít daný ob jem.

A teï nìco statistiky. Zde jsou uvedeny ho dnoty, které namìøili øe¹itelé, pro jednotlivé

druhy se¹itù:

Brnìnské papírny:

Se¹it typu PT 440 d = 80 � m

Se¹it typu PT 540 d = 77 � m

Se¹it typu M 520 d = 92 � m

Se¹it typu PN 2-260-94 d = 70 � m

Se¹it typu PN 2-100-96 d = 69 � m

Se¹it typu PT 560 d = 83 � m

Se¹it typu PT 460 d = 81 � m

Slovensko-Slavo¹ické papírny: d = 73 � m

Neuvedený výrobce: d = 75 � m

Tedy celkovì vychází v prùmìru na Èeskou republiku tlou¹»ka papíru ve ¹kolních se¹itech

na 77 ; 5 � m. Jak je vidìt, Slovenská republika má papíry asi o 5 � m tenèí.

A je¹tì jeden p ostøeh: pøehnete-li papír celkem 42 krát, dostanete stejnou vý¹ku tohoto

papíru jako je vzdálenost Zemì{Mìsíc.
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�

Seriál o astronomii

Pøedmluva

Námìtem leto¹ního Seriálu na p okraèování byla astronomie a astrofyzika. Nechtìli jsme p o-

dat ucelený pøehled vìdomostí tìchto ob orù, ale zamìøili jsme se p ouze na nìkolik dílèích

témat. Po úvo dní kapitole, která je vìnovaná základním velièinám a p o jmùm p otøebných

v dal¹ích èástech, se zmíníme o pøedp ovídání p oloh planet z Keplerových zákonù a o nìkte-

rých dal¹ích problémech neb eské mechaniky. Pak následují kapitoly o tom, pro è svítí hvìzdy,

a nástin tvorby mo delù hvìzd.

Kapitola 1

V této úvo dní kapitole je¹tì nep ùjde o ¾ádnou fyziku. Vìnujeme ji zavedení nìkterých p o jmù

a velièin b ì¾nì v astronomii p ou¾ívaných.

Délkové míry u¾ívané v astronomii jsou tøi: astronomická jednotka, svìtelný rok a par-

sek. Astronomická jednotka (AU) , støední vzdálenost Zemì o d Slunce, slou¾í pøede-

v¹ím k p opisu dìjù ve Sluneèní soustavì. Její velikost je 1 AU = 1 ; 495 978 706(2) : 10

11

m.

Svìtelný rok (ly { light year) je vzdálenost, kterou svìtlo urazí za jeden rok, tak¾e

1 ly = 9 ; 461 : 10

15

m = 63 232 ; 68 AU. Parsekem (p c) se oznaèuje vzdálenost, ze které

by bylo vidìt kolmo p ostavenou úseèku délky 1 AU p o d úhlem jedné obloukové vteøiny:

1 p c = 3 ; 086 : 10

16

m = 3 ; 262 ly = 206 265 AU.

Jasnosti hvìzd se v astronomii udáva jí v tzv. hvìzdných velikostech , neb oli magni-

tudách . Tento p o jem p ou¾ívali ji¾ staøí Øekové { rozdìlili hvìzdy viditelné okem do ¹esti

skupin. Nejjasnìj¹í byly první hvìzdné velikosti, ty na hranici viditelnosti pak ¹esté. Ve snaze

pøibli¾nì zachovat toto rozdìlení zavedl Pogson v 19. století zdánlivou hvìzdnou magnitudu

vztahem

m

A

� m

B

= � 2 ; 5 log(�

A

= �

B

) ; (S.1)

kde m

A

, m

B

jsou zdánlivé hvìzdné velikosti dvou hvìzd, �

A

, �

B

jsou o dp ovída jící záøivé

toky plo chou jednoho ètvereèního metru p ostaveného kolmo na smìr k hvìzdì a funkcí log

je mínìn dekadický logaritmus. Tento vztah (tzv. Pogsonova rovnice ) nede�nuje p o jem

zdánlivé magnitudy úplnì. Musíme je¹tì zadat magnitudu nìjaké referenèní hvìzdy (døíve

to byla Polárka, jen¾e p ozdìji pøesnìj¹í mìøení ukázala, ¾e nepatrnì svo ji jasnost mìní).

Pøívlastek zdánlivá vyjadøuje fakt, ¾e se jedná o jasnosti mìøené ze Zemì. Pro srovnání jsou

v tabulce uvedeny zdánlivé magnitudy nìkterých ob jektù.

Zdánlivé jasnosti nìkterých ob jektù na obloze

Magnituda Ob jekt na obloze

� 26 ; 7 Slunce

� 12 Mìsíc v úplòku

0 ; 0 Vega

6 hvìzdy na hranici viditelnosti okem

29 nejslab¹í hvìzdy p ozorovatelné Hubbleovým teleskop em

Zavádí se je¹tì p o jem absolutní magnitudy ( M ) , co¾ je jasnost, kterou by daný ob jekt

mìl ve vzdálenosti 10 p c o d Zemì. Vztah mezi touto velièinou a zdánlivou magnitudou snadno

dostaneme, uvìdomíme-li si, ¾e záøivý tok klesá se ètvercem vzdálenosti o d zdro je.
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Je¹tì si p ovíme nìco o tom, jak astronomové udáva jí p olohu tìles na obloze. V¹echny

astronomické ob jekty jsou velmi daleko, a tak nevnímáme jejich vzdálenost. Mù¾eme si pøed-

stavit, ¾e se promíta jí na zdánlivou neb eskou sféru, v jejím¾ støedu se nacházíme. Pro p opis

p olohy ob jektu na kouli si vystaèíme se dvìma úhly, napøíklad p olohu na zemském glóbu

udáváme p omo cí zemìpisné délky a ¹íøky. Tato souøadná sí» je de�nována jednou orientova-

nou rovinou pro cházející støedem sféry (rovina zemského rovníku a urèení smìru k severnímu

p ólu N ) a b o dem O na rovníku, který urèuje nultý p oledník a tím i místo, o dkud o deèítáme

zemìpisnou délku. Konvence se volí vìt¹inou taková, ¾e kladný smìr zemìpisné délky (a pøí-

slu¹ných úhlù v jiných souøadných systémech) se jeví ze severního p ólu proti smìru cho du

ho dinových ruèièek. Máme-li urèit souøadnice b o du M , provedeme to takto: b o dem M ve-

deme p oledník (tj. rovinu SNM ), na jdeme prùseèík P tohoto p oledníku s rovníkem, pøièem¾

vyb ereme ten, do kterého se mù¾eme dostat z b o du M b ez toho, abychom pro¹li severním

neb o ji¾ním p ólem; zemìpisná ¹íøka ' je pak

6

MSP (vezmeme jej kladnì, p okud M le¾í na

severní p olokouli) a zemìpisná délka �

6

OSP (viz obr. 77).

S

N

M

P

O

�

'

Obr. 77

P

V astronomii p otøebujeme takový souøadnicový systém,

aby v nìm p olohy hvìzd p okud mo¾no co nejménì závisely

na èase. Tento p o¾adavek splòují napøíklad tyto dvì roviny {

rovina ekliptiky , tj. rovina ob ìhu Zemì kolem Slunce (p ohyb

v radiálním gravitaèním p oli se v¾dy dìje v rovinì) a rovina

zemského rovníku. Rovina rovníku v¹ak není v prostoru sta-

bilní { Zemì, obrovský setrvaèník, vykonává precesní p ohyb

(tj. osa rotace se p ohybuje p o plá¹ti ku¾ele). Doba jednoho

ob ìhu osy p o plá¹ti ku¾ele trvá 26 000 let, a tak je zmìna

rovníkových a ekliptikálních souøadnic (viz dále) jen velmi

malá. Prùseèík ekliptiky a roviny rovníku de�nuje pøímku,

která protíná neb eskou sféru ve dvou b o dech, tzv. jarní a

p o dzimní b o d . Jarní b o d o dp ovídá místu na obloze, kde

se Slunce nachází v den jarní rovno dennosti a p o dzimní b o d

p oloze Slunce v den p o dzimní rovno dennosti.

Rovina ekliptiky je základní rovinou ekliptikálních souøadnic . Ekliptika nám rozdìluje

prostor na dva p o dprostory. Kladný smìr (tj. smìr k severnímu p ólu ekliptiky) le¾í v tom

p o dprostoru, do kterého míøí severní p ól Zemì. þNultý p oledníkÿ je dán jarním b o dem (co¾

o dp ovídá b o du O na obr. 77). Odp ovída jící souøadnice se nazýva jí ekliptikální délka a ¹íøka.

V astronomii neju¾ívanìj¹í rovníkové souøadnice jsou dány rovinou zemského rovníku

orientovanou k severnímu p ólu a jarním b o dem. Analog zemìpisné délky se nazývá rek-

tascenze � (mù¾e se udávat ve stupních, ale nejèastìji se udává v ho dinové míøe, 24 ho din

o dp ovídá 360

�

). Ob dob ou zemìpisné ¹íøky je deklinace � , udávaná ve stupních.

Úloha S . I . . . Na procvièení pojmu hvìzdné velikosti

a) Jaká je absolutní magnituda Slunce M , je-li jeho zdánlivá magnituda m = � 26 ; 74?

b) Slo¾ky dvo jhvìzdy Castor v souhvìzdí Blí¾encù jsou v dalekohledu jasné m

A

= 2 ; 0

a m

B

= 2 ; 9. Neozbro jené lidské oko v¹ak tyto hvìzdy nerozli¹í. Jak jasná se jeví tato

dvo jhvìzda pøi p ozorování p ouhým okem?

c) V jaké p oloze na své dráze se jeví Venu¹e ze Zemì nejjasnìj¹í? Pøedp okládejte, ¾e

Venu¹e obíhá kolem Slunce pøibli¾nì p o kru¾nici s p olomìrem r = 0 ; 7233 AU a ¾e jasnost

v celé viditelné a osvìtlené èásti p ovrchu Venu¹e je konstantní. U tìch, co neumìjí derivovat,

se sp oko jíme s numerickou ho dnotou vzdálenosti Venu¹e o d Zemì; nakreslete si graf závislosti

jasnosti Venu¹e na vzdálenosti a o deètìte z nìj p olohu nejvìt¹í jasnosti.

d) Pokuste se o dhadnout jasnost Venu¹e v p oloze, kdy je na obloze o d Slunce úhlovì

nejdál. Alb edo Venu¹e (tj. p omìr o dra¾ené ku dopada jící intenzitì záøení) je 0 ; 76 a její p o-
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lomìr R

V

= 6 052 km. Pøedp okládejte, ¾e záøení o dra¾ené o d Venu¹e se rovnomìrnì rozptýlí

do celého p oloprostoru a ¾e jasnost ka¾dého svìtlého místa viditelného p ovrchu bude, jako

by Slunce bylo právì nad ním.

e) Urèete, v jaké nejvìt¹í a nejmen¹í vý¹ce nad obzorem se v na¹í zemìpisné ¹íøce nachází

Slunce b ìhem roku. Rovina ekliptiky s rovinou zemského rovníku svírá úhel 23 ; 5

�

.

Øe¹ení:

a) Budeme-li se na Slunce dívat ze vzdálenosti 10 p c, bude p omìr svìtelného toku �

10

k svìtelnému toku � z normální vzdálenosti r roven p omìru druhých mo cnin vzdáleností

�

10

= � = ( r = 10)

2

;

kde r je vyjádøeno v parsecích. Dosazením do Pogsonovy rovnice (S.1) dostaneme

M � m = � 2 ; 5 log

�

r

10

�

2

= � 5 log

r

10

= 5 � 5 log r : (S.2)

Èíselnì pak M = 4 ; 83.

b) Proto¾e oko dvo jhvìzdu nerozli¹í, vnímá ji jako jeden ob jekt o celkovém svìtelném

toku

� = �

A

+ �

B

;

kde toky �

A

,�

B

o dp ovída jí jednotlivým slo¾kám dvo jhvìzdy. Z Pogsonovy rovnice (S.1)

ob dr¾íme pro celkovou jasnost ob jektu m vztah

m � m

A

= � 2 ; 5 log

�

�

A

= � 2 ; 5 log

 

1 +

�

B

�

A

!

:

Pomìr �

B

= �

A

získáme op ìt z Pogsonovy rovnice

m

B

� m

A

= � 2 ; 5 log

�

B

�

A

; neb oli

�

B

�

A

= 10

0 ; 4( m

A

� m

B

)

:

Pro celkovou jasnost dvo jhvìzdy tak dostáváme

m = m

A

� 2 ; 5 log

�

1 + 10

0 ; 4( m

A

� m

B

)

�

= � 2 ; 5 log

�

10

� 0 ; 4 m

A

+ 10

� 0 ; 4 m

B

�

:

Èíselnì m = 1 ; 6.

Zemì

Slunce

Venu¹e

%

�

2

� 





R

r

Obr. 78

3

c) Prostým okem vnímáme na obloze Venu¹i jako b o-

dový ob jekt. Jeho jasnost je urèena celkovým záøivým

tokem � dopada jícím na Zem o d v¹ech èástí viditelného

osvìtleného p ovrchu Venu¹e. Po dle návo du k úloze bu-

deme pøedp okládat jasnost viditelného p ovrchu za kon-

stantní, tj.

� �

S

�

2

;

kde S je plo cha viditelné osvìtlené èásti Venu¹e (pøes-

nìji její pro jekce pøi p ohledu ze Zemì) a � je vzdálenost

Venu¹e o d Zemì. Tento pøedp oklad nemusí být zase tak ¹patný, pøi p ohledu dalekohledem

vypadá osvìtlená èást Venu¹e skuteènì stejnì jasná.

Hranice svìtla a stínu vymezuje na p ovrchu Venu¹e kru¾nici. Tu vidíme ze Zemì p o d

úhlem

�

2

� 
 , kde 
 je úhel Slunce{Venu¹e{Zemì (viz obr. 78). Proto jsou rozmìry kru¾nice

v jednom smìru zkráceny

�

�

�

�

sin

�

�

2

� 


�

�

�

�

�

= j cos 
 j krát.
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Její plo cha pak je

S

O

= j cos 
 j � R

2

V

;

kde R

V

pøedstavuje p olomìr Venu¹e. Mù¾eme tak psát

S =

1

2

� R

2

V

+

1

2

S

O

; pro 
 <

�

2

;

S =

1

2

� R

2

V

�

1

2

S

O

; pro 
 >

�

2

:

Celkovì tedy

S =

1

2

� R

2

V

(1 + cos 
 ) :

Velikost úhlu 
 vyjádøíme z kosinové vìty

cos 
 =

�

2

+ r

2

� R

2

2 �r

:

Pro celkový tok � dopada jící na Zem tak dostáváme

� �

1 + cos 


�

2

=

1

�

2

+

�

2

+ r

2

� R

2

2 �

3

r

:

Vzdálenost �

0

, ve které je Venu¹e nejjasnìj¹í, teï mù¾eme urèit buï z grafu a neb o p omo cí

diferenciálního p o ètu. Derivace toku � p o dle vzdálenosti � musí být v místì maxima nulová

d�

d �

=

3 R

2

� �

2

� 3 r

2

� 4 �r

2 �

4

r

, tak¾e 3 R

2

� �

2

0

� 3 r

2

� 4 �

0

r = 0 :

Vyøe¹ením této kvadratické rovnice (a p o zamítnutí záp orného koøenu) nakonec dostáváme

�

0

=

p

3 R

2

+ r

2

� 2 r :

Je¹tì bychom p omo cí druhé derivace mìli ovìøit, ¾e se jedná skuteènì o maximum. To u¾

ale necháme na vás.

Èíselná ho dnota �

0

= 0 ; 43 AU kup o divu do cela pøesnì o dp ovídá skuteènosti.

d) Je-li Venu¹e na obloze o d Slunce úhlovì nejvzdálenìj¹í, jeví se na obloze v 1. neb o

3. ètvrti, neb oli úhel Slunce{Venu¹e{Zemì je pravý. Tok �

V

dopada jící na Zemi bude úmìrný

alb edu a , sluneènímu toku W ( r ) ve vzdálenosti r o d Slunce, osvìtlené, ze Zemì viditelné,

plo¹e S a nepøímo úmìrný p ovrchu p olokoule 2 � �

2

o p olomìru � rovném vzdálenosti Venu¹e

o d Zemì (co¾ o dp ovídá pøedp okladu, ¾e se o dra¾ené sluneèní svìtlo rovnomìrnì rozptýlí do

celého p oloprostoru).

Osvìtlená, ze Zemì viditelná, èást p ovrchu má z p ohledu Slunce plo chu

S

1

=

1

2

� R

2

V

:

Po dle návo du k úloze bychom naopak mìli za plo chu S dosadit

S

2

=

1

4

4 � R

2

V

= � R

2

V

:

Z hlediska reality je první mo del pøesnìj¹í, neb o» S

1

W ( r ) pøedstavuje energii, která dopadne

na viditelnou èást Venu¹e. Ani tento mo del v¹ak není dokonalý, proto¾e se záøení rozptyluje

do vìt¹ího prostorového úhlu ne¾ 2 � . Samozøejmì i øe¹ení s S = S

2

jsme oho dnotili plným

p o ètem b o dù.
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Celkovì máme pro tok dopada jící na Zemi z Venu¹e

�

V

=

S aW ( r )

2 � �

2

;

pøièem¾ z Pythagorovy vìty je �

2

= R

2

� r

2

. Pou¾itím Pogsonovy rovnice pro jasnost Venu¹e

m

V

a Slunce m

�

dostáváme

m

V

� m

�

= � 2 : 5 log

�

V

W ( R )

;

kde W ( R ) je sluneèní svìtelný tok dopada jící na Zem, tak¾e

W ( r )

W ( R )

=

�

R

r

�

2

:

Po dosazení do Pogsonovy rovnice nakonec ob dr¾íme

m

V

= m

�

� 2 ; 5 log

1

2 �

S

R

2

� r

2

R

2

r

2

a :

Èíselná ho dnota pro S = S

1

vyjde m

V

= � 4 ; 5, co¾ zase kup o divu skoro koresp onduje se

skuteèností.

e) Rovina rovníku svírá s rovinou horizontu úhel 90

�

� � , kde � je zemìpisná ¹íøka.

Rovina ekliptiky svírá s rovníkem úhel " = 23 ; 5

�

. Na obloze se tedy jeví jako kru¾nice, která

s rovníkem svírá tentý¾ úhel " . Slunce b ìhem roku opí¹e na obloze celou ekliptiku. V den

letního slunovratu je nad rovníkem právì ve vý¹ce " , tak¾e se v pravé p oledne nachází nad

horizontem nejvý¹e a to v

h

max

= 90

�

� � + "

(èíselnì pro � = 50

�

je h

max

= 63 ; 5

�

). Druhá èást úlohy je chyták. Nejmen¹í mo¾ná vý¹ka

Slunce nad obzorem je 0

�

(v této p oloze se alesp oò v na¹ich zemìpisných ¹íøkách nachází b ì-

hem dne hned dvakrát). Nejní¾e p o d obzorem se Slunce nachází o p ùlno ci zimního slunovratu

a to je h

min

= � 63 ; 5

�

.

Kapitola 2

V

1

V

2

V

4

V

3

SF

1

F

2

a

b

ae

x

y

Obr. 79

�

V této kapitole se nauèíme p o èítat p olohy planet p omo cí

Keplerových zákonù (KZ). První KZ øíká, ¾e se planety

p ohybují p o elipsách, v jejich¾ jednom ohnisku se nachází

Slunce. V následujícím o dstavci jsou proto shrnuty zá-

kladní p oznatky o elipse.

Elipsa je útvar, který vznikne pro jekcí kru¾nice do ro-

viny. V rovinì existuje právì jedna pøímka (tzv. hlavní

osa ) pro cházející støedem elipsy S , která vytne na elipse

úsek délky 2 a , kde a znaèí p olomìr p ùvo dní kru¾nice. Na

obr. 79 jsme ji ztoto¾nili s osou x . Naopak osa y ze v¹ech

vý¹e zmínìných pøímek vytne na elipse úsek nejmen¹í (tzv.

vedlej¹í osa ). Délku tohoto úseku oznaème 2 b . Proto¾e

elipsa vznikla pro jekcí, jsou v¹echny vzdálenosti oproti

p ùvo dním ve smìru osy x nezmìnìny a ve smìru osy y

zmen¹eny v p omìru b=a . Z tohoto faktu plynou dvì dùle¾ité vìci: rovnice elipsy a vztah pro

plo chu elipsy S

E

. Rovnice kru¾nice vypadá takto: x

2

+ y

2

= a

2

, co¾ vyjadøuje, ¾e kru¾nice

je mno¾ina b o dù, které ma jí o d støedu (umístìného v p o èátku souøadného systému) stejnou
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vzdálenost a . Tuto rovnici pøepí¹eme do tvaru y

2

= a

2

� x

2

. Proto¾e jsou v¹echny rozmìry

ve smìru osy y zmen¹eny, bude mít rovnice elipsy na obr. 79 tvar y

2

= ( b=a )

2

( a

2

� x

2

), neb oli

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1 :

Kru¾nici si mù¾eme pøestavit jakoby slo¾enou ze sp ousty ob délníkù namíøených ve smìru

osy y . Po pro jekci se plo cha tìchto ob délníkù (a tím i plo cha kru¾nice S

O

) zmen¹í v p omìru

b=a , tak¾e S

E

= ( b=a ) S

O

= � ab .

S

F

V

P

R

E

a

ae

b

r

�

Obr. 80

�

Zavedeme nìkteré dùle¾ité p o jmy. Vzdálenost a nazýváme

délkou hlavní p olo osy a b délkou vedlej¹í p olo osy . Bo dy

F

1

a F

2

naléza jící se na hlavní ose ve vzdálenosti a o d vedlej¹ích

vrcholù V

3

a V

4

se nazýva jí ohniska elipsy. Mù¾ete si zkusit

dokázat, ¾e b o dy le¾ící na elipse ma jí souèet vzdáleností o d

ob ou ohnisek konstantní a rovný právì 2 a . Excentricita elipsy

e je de�nována vztahem

e = j SF

1

j =a =

p

a

2

� b

2

=a (S.3)

a charakterizuje míru zplo¹tìní elipsy (na obrázcích je vyzna-

èena délková ho dnota excentricity j SF

1

j , pro p otøeby výp o ètù

se p ou¾ívá b ezrozmìrné e ). Pro kru¾nici je e = 0 a èím je elipsa

protáhlej¹í, tím víc se e blí¾í k jednièce.

Pus»me se do p o èítání p oloh planet. Zákon p opisující rych-

lost ob ìhu planet kolem Slunce je právì druhý KZ. Po dle nìj

opí¹e prùvo diè, co¾ je úseèka sp o jující Slunce a planetu, za jed-

notku èasu v¾dy stejnou plo chu. Nech» se planeta nejprve na-

chází v p eriheliu (tj. nejblí¾e Slunci { na obr. 80 b o d V ). Za

dobu t se p osune do místa P . Pøedp ovìdìt p olohu planety znamená pro dané t urèit úhel

6

VFP (tzv. pravá anomálie � { ypsilon ). Za dobu jednoho ob ìhu T opí¹e prùvo diè plo chu

S

E

= � ab . Z druhého KZ pak plyne, ¾e za dobu t opí¹e plo chu

S

VFP

= t ( S

E

=T ) = � ab ( t=T ) :

Pokud by se planeta p ohyb ovala p o kru¾nici, oto èila by se za èas t o úhel M (tzv. støední

anomálie ) vyjádøený v radiánech

M = 2 � ( t=T ) : (S.4)

Plo chu opsanou prùvo dièem za dobu t tak mù¾eme vyjádøit ve tvaru

S

VFP

=

1

2

abM : (S.5)

Zbývá nám u¾ jenom urèit velikost plo chy S

VFP

jako funkci úhlu � . Útvar VFP vznikne

pro jekcí útvaru VFR . Plo chu tohoto útvaru vyjádøíme jedno du¹e p omo cí úhlu

6

VSR (tzv.

excentrická anomálie E )

S

VFR

= S

VSR

� S

� RSF

= � a

2

E

2 �

�

1

2

a ( ae sin E ) ;

kde excentrickou anomálii E udáváme v radiánech! Proto¾e S

VFP

= ( b=a ) S

VFR

bude pro E p o

dosazení do (S.5) platit

� ab

E

2 �

�

1

2

abe sin E =

1

2

abM :
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Po vykrácení výrazem

1

2

ab tak dostáváme slavnou Keplerovu rovnici

E � e sin E = M : (S.6)

Bohu¾el, z této rovnice nemù¾eme vyjádøit E pøímo jako funkci M a e . Abychom ji vyøe¹ili,

budeme muset p ou¾ít nìjakou numerickou meto du. V tomto pøípadì je snad nejjedno du¹¹í

iteraèní meto da. V prvním kroku zvolíme E

1

= M . Posloupnost èísel E

k

, která se pro rostoucí

k blí¾í k øe¹ení Keplerovy rovnice je pak dána rekurentním vztahem

E

k +1

= M + e sin E

k

: (S.7)

Teï u¾ staèí jen na jít vztah mezi pravou a excentrickou anomálií. Z obr. 80 plyne

r sin � =

b

a

a sin E ; r cos � = a cos E � ae; (S.8)

kde r je délka prùvo dièe. Seètením kvadrátù pøedchozí dvo jice rovnic ob dr¾íme

r

2

= r

2

sin

2

� + r

2

cos

2

� = b

2

sin

2

E + a

2

cos

2

E � 2 a

2

e cos E + a

2

e

2

:

Vedlej¹í p olo osu vyjádøíme ze vztahu (S.3)

r = a

q

(1 � e

2

) sin

2

E + cos

2

E � 2 e cos E + e

2

= a

p

1 � 2 e cos E + e

2

cos

2

E ;

r = a (1 � e cos E ) : (S.9)

Pro tg

�

2

dostaneme u¾itím goniometrických vzorcù z (S.8) a (S.9)

tg

�

2

= �

s

1 � cos �

1 + cos �

= �

s

r � a cos E + ae

r + a cos E � ae

;

tg

�

2

= �

s

1 � e cos E � cos E + e

1 � e cos E + cos E � e

= �

s

1 + e

1 � e

s

1 � cos E

1 + cos E

;

neb oli

tg

�

2

=

s

1 + e

1 � e

tg

E

2

: (S.10)

Zrekapitulujme si celý p ostup je¹tì jednou. Parametry p opisující dráhu planety jsou: velká

p olo osa elipsy a , excentricita e elipsy a doba ob ìhu planety T . Pro daný èas t vyp o èteme

z (S.4) støední anomálii M . Vyøe¹ením Keplerovy rovnice (S.6) získáme excentrickou anomálii

E a ze vztahù (S.9) a (S.10) koneènì vyp o èteme vzdálenost planety o d Slunce r a pravou

anomálii � . Samozøejmì, ¾e je¹tì nemù¾eme øíct nic o p oloze planety na obloze. Abychom

to dokázali, musíme sp eci�kovat umístìní roviny ob ìhu planety v prostoru (napø. vzhledem

k jarnímu b o du), ale o tom a¾ pøí¹tì.

Úloha S . I I . . . obì¾ná dráha Zemì kolem Slunce

Urèete pravou anomálii a vzdálenost Zemì o d Slunce p o

1

=

4

ob ì¾né doby Zemì kolem

Slunce o d prùcho du Zemì p eriheliem. Velká p olo osa je a = 1 AU a excentricita e = 0 ; 0167.

Øe¹ení:

Ze vztahu (S.4) vyp o èteme nejprve støední anomálii. Jeliko¾ t =

1

4

T , je M = � = 2. Nyní

je p otøeba vyøe¹it Keplerovu rovnici (S.6). K tomu p ou¾ijeme iteraèní meto du. V prvním

kroku zvolíme E

1

= M . E

2

pak vyp o èteme ze vztahu E

2

= M + e sin E

1

(viz (S.7)). Dále pak

p ostupujeme analogicky. Na zaèátku si je¹tì musíme uvìdomit, na kolik desetinných míst je
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p otøeba výp o èet provádìt. Ob ecnì je to dáno pøesností vstupních velièin, v na¹em pøípadì

excentricitou zadanou na ètyøi desetinná místa, tak¾e bude staèit øe¹it Keplerovu rovnici

s pøesností asi o øád vìt¹í. V rámci této pøesnosti dostáváme ho dnotu excentrické anomálie

ji¾ v druhém kroku

E

1

= M = 1 ; 57080 ; E

2

= 1 ; 58750 ; E

3

= 1 ; 58750 :

Ze vztahù (S.9) a (S.10) pak prostým dosazením dosp ìjeme k èíselným ho dnotám vzdálenosti

r Zemì o d Slunce a pravé anomálie �

r = 1 ; 000279 AU ; � = 91

�

54 ; 8

0

:

Kapitola 3

V této kapitole se budeme vìnovat pøedp ovìdi p oloh planet na obloze. Pomo cí tøí èísel (velké

p olo osy a , excentricity e a okam¾iku t

0

prùcho du planety p eriheliem) u¾ umíme urèit p olohu

planety v rovinì jejího ob ìhu. (Ètvrtou p otøebnou velièinu, ob ì¾nou dobu T , vyp o èteme

z I I I. Keplerova zákona). Abychom mohli urèit ekliptikální souøadnice planety, musíme nìjak

zadat umístìní roviny ob ìhu planety vzhledem k ekliptice a jarnímu b o du 
 . K tomu slou¾í

tøi úhly (viz. obr. 81). Sklon dráhy i je úhel, který svírá ekliptika s rovinou ob ìhu. Tato

rovina protne ekliptiku v tzv. uzlové pøímce. Bo d, kde planeta vystupuje nad ekliptiku (tj.

do severního p oloprostoru) se nazývá výstupní uzel . Délka výstupního uzlu 
 je úhel

svíraný smìrem k jarnímu b o du a smìrem k výstupnímu uzlu. Tyto dva úhly p opisují p olohu

roviny ob ìhu. Je¹tì musíme zadat p olohu p erihelia, k èemu¾ slou¾í argument p erihelia !

{ úhel mezi smìrem k p eriheliu a smìrem k výstupnímu uzlu. ©est parametrù a , e , t

0

, i , 
,

! plnì urèuje p ohyb planety a nazýva jí se elementy dráhy .

X

Y

Z




!

i

uzlová pøímka

p erihelium

výstupní uzel

rovina ekliptiky

Obr. 81

4

Na obr. 81 jsme zavedli kartézské souøadnice X , Y , Z se støedem ve Slunci � . Osu X

jsme ztoto¾nili se smìrem k jarnímu b o du 
 a rovinu X Y s ekliptikou. Zavedeme je¹tì dal¹í

pravoto èivé kartézské souøednice x , y , z tak, ¾e ve støedu je op ìt Slunce, osa x smìøuje

do p erihelia a rovina xy o dp ovídá rovinì ob ìhu planety. Z pøedchozí kapitoly u¾ umíme

vyp o èítat p olohu planety v této souøadné soustavì

x = r cos � ;

y = r sin � ;

z = 0 :

Celý dal¹í p ostup bude sp o èívat v tom, jak souøadnice planety [ x , y , z ] pøevést do souøad-

nic [ X , Y , Z ]. K tomu budeme p otøeb ovat vìdìt, jak o d pravoúhlých souøadnic x , y pøejít

k souøadnicím x

0

, y

0

, které jsou oto èeny vzhledem k p ùvo dním o úhel # (viz obr. 82).
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x

x

0

y

y

0

#

A = [ x; y ] = [ x

0

; y

0

]

Obr. 82

5

Není na tom nic tì¾kého (je to jenom geometrie), a tak o dvození následujících vztahù

nechám na vás

x

0

= x cos # + y sin # ;

y

0

= � x sin # + y cos # :

Nejprve na¹i soustavu x , y , z p o oto èíme kolem osy z o úhel � ! . Tím ztoto¾níme osu x

1

s uzlovou pøímkou

x

1

= x cos ( � ! ) + y sin( � ! ) = x cos ! � y sin ! ;

y

1

= � x sin ( � ! ) + y cos ( � ! ) = x sin ! + y cos ! ;

z

1

= z = 0 :

(S.11)

Oto èením kolem osy x

1

o úhel � i ztoto¾níme rovinu x

2

y

2

s ekliptikou

x

2

= x

1

;

y

2

= y

1

cos ( � i ) + z

1

sin( � i ) = y

1

cos i ;

z

2

= � y

1

sin( � i ) + z

1

cos( � i ) = y

1

sin i :

(S.12)

A oto èením o úhel � 
 kolem osy z

2

ztoto¾níme osu x

3

se smìrem k jarnímu b o du, èím¾

pøejdeme k souøadnicím X , Y , Z

X = x

3

= x

2

cos ( � 
) + y

2

sin( � 
) = x

2

cos 
 � y

2

sin 
 ;

Y = y

3

= � x

2

sin( � 
) + y

2

cos ( � 
) = x

2

sin 
 + y

2

cos 
 ;

Z = z

3

= z

2

:

(S.13)

Tím jsme ob dr¾eli souøadnice planety vzhledem ke Slunci. Stejným zp ùsob em sp o èteme

souøadnice Zemì [ X

Z

, Y

Z

, Z

Z

]. Souøadnice [ X

0

, Y

0

, Z

0

] planety vzhledem k Zemi jsou pak

X

0

= X � X

Z

;

Y

0

= Y � Y

Z

;

Z

0

= Z � Z

Z

:

Pøevést tyto pravoúhlé souøadnice na ekliptikální délku � a ¹íøku � je u¾ malièkost. Ze

zavedení tìchto úhlù (viz. 1. kapitola) plyne

sin � =

Z

0

q

X

2

0

+ Y

2

0

+ Z

2

0

;

cos � =

X

0

q

X

2

0

+ Y

2

0

;

sin � =

Y

0

q

X

2

0

+ Y

2

0

:

(S.14)

V dne¹ní dob ì se nejèastìji p ou¾íva jí rovníkové souøadnice. Pøíslu¹né kartézské souøadnice

X

R

0

, Y

R

0

, Z

R

0

ob dr¾íme oto èením souøadnic X

0

, Y

0

, Z

0

o úhel � " kolem osy X

0

. Velikost

Strana 83



Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Ro èník X

p o oto èení je dána úhlem " , který svírá rovník s ekliptikou, smìr pak tím, ¾e Slunce v den

jarní rovno denosti vystupuje nad rovník (tj. severnì o d rovníku). Kartézské souøadnice X

R

0

,

Y

R

0

, Z

R

0

pøevedeme na rovníkové p o dobnì, jako tomu bylo v pøípadì ekliptikálních souøadnic.

Na konec je¹tì dvì p oznámky. Celá ma¹inerie elementù dráhy jde p o chopitelnì p ou¾ít

na jakékoliv tìleso obíha jící kolem Slunce (planetky, komety, . . .). Druhá pak je, ¾e elementy

dráhy, díky precesi zemské osy (viz 2. kapitola) a díky gravitaènímu p ùsob ení ostatních

planet, závisejí na èase. Proto se uvádí ep o cha (rok), ke které jsou elementy dráhy vzta¾eny.

Úloha S . I I I . . . Venu¹e

Sp o ètìte ekliptikální a rovníkové souøadnice Venu¹e pro 24.8.1988 v 0

h

UT (svìtový èas).

Pro tento den urèete vzdálenost Venu¹e o d Zemì a máte{li doma nìjakou hvìzdnou mapu,

urèete také souhvìzdí, ve kterém se Venu¹e nachází. Elementy drah Venu¹e a Zemì jsou

a

V

= 0 ; 72333 AU ; e

V

= 0 ; 00679 ; i

V

= 3 ; 3949

�

; 


V

= 76 ; 7112

�

; !

V

= 55 ; 0804

�

;

a

Z

= 1 ; 00000 AU ; e

Z

= 0 ; 01673 ; i

Z

= 0 ; 0014

�

; 


Z

= 352 ; 2647

�

; !

Z

= 110 ; 6756

�

:

Ob ì¾ná doba Zemì kolem Slunce je T

Z

= 365 ; 2571 dne. Úda j o okam¾iku prùcho du planet

p eriheliem je nahrazen zadáním støedních anomálií Venu¹e M

V

0

a Zemì M

Z

0

pro 18.7.1988

v 0

h

UT

M

V

0

= 186 ; 0712

�

M

Z

0

= 193 ; 2434

�

:

Pøi øe¹ení nep ou¾ívejte ¾ádné vztahy vyètené z knih o astronomii.

Øe¹ení:

Postup øe¹ení je p opsán právì ve 3. kapitole. Popí¹eme zde jen struènì jeho nejproblé-

movìj¹í místa.

Po dle vztahu (S.4) se støední anomálie M vyjádøená v radiánech v èase t rovná

M = 2 � ( t � t

p

) =T ;

kde T je ob ì¾ná doba dané planety a t

p

je okam¾ik prùcho du p eriheliem. Ze zadané ho dnoty

M

0

v èase t

0

= 18 : 7 : 1988 vyjádøíme neznámou dobu prùcho du p eriheliem t

p

. Nakonec pro

M

1

dostaneme

M

1

= 2 �

� t

T

+ M

0

;

kde � t = t

1

� t

0

(v na¹em pøípadì � t = 37 dní). Je¹tì p otøebujeme znát ob ì¾nou dobu T

V

Venu¹e. Tu v¹ak hravì získáme z I I I. Keplerova zákona

T

V

= T

Z

�

a

V

a

Z

�

2

3

;

èíselnì pak T

V

= 224 ; 7002 dne. Pro støední anomálie Zemì M

Z

a Venu¹e M

V

nakonec do-

staneme tyto ho dnoty

M

V

= 4 ; 282169 rad ; M

Z

= 4 ; 009211 rad :

Dal¹ím krokem pak bylo sp o èítat pravoúhlé souøadnice ( x; y ; z ) tìchto planet v rovinì

jejich ob ìhu. Této problematice byla vìnována 2. kapitola. Èíselné ho dnoty jsou

x

V

= � 0 ; 3106310 AU ; x

Z

= � 0 ; 6729527 AU ;

y

V

= � 0 ; 6555319 AU ; y

Z

= � 0 ; 7544617 AU ;

z

V

= 0 ; 0000000 AU ; z

Z

= 0 ; 0000000 AU :
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Potom následuje série oto èení daných vztahy (S.11), (S.12) a (S.13) z 3. kapitoly seriálu.

Jejich výsledkem je

X

V

= +0 ; 6946958 AU ; X

Z

= +0 ; 8859994 AU ;

Y

V

= +0 ; 2055145 AU ; Y

Z

= � 0 ; 4869115 AU ;

Z

V

= � 0 ; 0373047 AU ; Z

Z

= � 0 ; 0000088 AU :

Souøadnice Venu¹e vzhledem k Zemi pak jsou

X

0

= � 0 ; 1913032 AU ; Y

0

= 0 ; 6924260 AU ; Z

0

= � 0 ; 0372959 AU :

Nyní u¾ mù¾eme urèit vzdálenost Venu¹e o d Zemì,

R =

q

X

2

0

+ Y

2

0

+ Z

2

0

= 0 ; 71933 AU :

Ze vztahù pro sin � , cos � a sin � (S.14) urèíme úhly � , � : Je tøeba si uvìdomit, ¾e

rovnice typu sin � = 0 ; 5 má dvì øe¹ení v intervalu h 0

�

; 360

�

i ( � = 30

�

a � = 150

�

). Abychom

mohli jedno z nich vybrat (a tím urèit ekliptikální délku), je nutné znát i ho dnotu cos � ,

resp. její znaménko. Výsledné ho dnoty ekliptikálních souøadnic Venu¹e jsou � = 105

�

26

0

40

00

a � = � 2

�

58

0

19

00

.

Základní rovinou rovníkového souøadného systému je rovina zemského rovníku (viz 1. ka-

pitola). Proto musíme urèit kartézské souøadnice Venu¹e vzhledem k soustavì, kde X -ová

osa le¾í ve smìru k jarnímu b o du a rovina rovníku splývá s rovinou X Z . Tyto souøadnice

( X

R

0

; Y

R

0

; Z

R

0

) dostaneme z ( X

0

; Y

0

; Z

0

) p o oto èením kolem osy X o úhel � " (viz 3. kapitola)

X

R

0

= X

0

;

Y

R

0

= Y

0

cos " � Z

0

sin " ;

Z

R

0

= Y

0

sin " + Z

0

cos " :

Výsledné rovníkové souøadnice rektascenze � a deklinace � se z tìchto souøadnic ob dr¾í

naprosto stejným zp ùsob em, jako � a � z ( X

0

; Y

0

; Z

0

). Èíselné ho dnoty jsou: � = 7

h

05

m

37

s

a � = 19

�

39

0

03

00

. Souøadnice na hvìzdných mapách jsou právì rovníkové. Venu¹e se v tuto

dobu nacházela v souhvìzdí Blí¾encù.

Kapitola 4: Zdroje energie hvìzd

Ka¾dé svítící tìleso musí mít nìjaký zdro j, ze kterého èerpá energii. Energie uvolnìná z tohoto

zdro je se pøená¹í z vnitøku hvìzdy smìrem k p ovrchu, kde se mìní na energii záøení vysílaného

do okolí. Povrchová vrstva hvìzdy tedy sice svítí vlastním svìtlem, ale zdro j tohoto záøení

je mimo tuto vrstvu. Názory na zdro j této energie se v minulosti èasto mìnily.

Jako první se otázkou zdro je energie zabýval nìmecký lékaø, jeden z ob jevitelù zákona za-

chování energie, Julius Rob ert von Mayer (1814{1878). Jeho názor, ¾e p ovrch Slunce ohøíva jí

meteoroidy, které na nìj neustále dopada jí, si mù¾ete ovìøit v na¹í úloze.

Dal¹í ob jevitel zákona zachování energie, nìmecký fyzik a fyziolog Hermann Ludwig

Ferdinand von Helmholtz (1821{1894), pøi¹el s domnìnkou, ¾e hvìzdy svítí díky stálému

gravitaènímu smr¹»ování. Dùsledkem této teorie by byl p o dstatnì rychlej¹í vývo j hvìzdy,

ne¾ je p ozorován. Význaèným zastáncem této hyp otézy byl i anglický fyzik William Thom-

son (1824{1907), p ozdìj¹í lord Kelvin of Largs. Smr¹»ování hvìzdy, provázené uvolòováním

energie, se proto nazývá Helmholtz{Kelvinova kontrakce .

Jak dlouho vydr¾í hvìzda s energií získanou smr¹»ováním? Potenciální energie v b o dì a

je E

p

( a ), v b o dì b je E

p

( b ) a práce vykonaná pøemístìním èástice z a do b proti p ùsob ení

p ole je W

E

p

( b ) � E

p

( a ) = W:

Strana 85



Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Ro èník X

Kdy¾ se bude èástice p ohyb ovat ve smìru p ùsob ení p ole, bude práce záp orná. V neko-

neèné vzdálenosti o d zdro je p ole nep ùsobí a p otenciální energie je nulová. Tedy platí

E

p

( a ) = � W:

èástice-1

èástice-20

r

2 r x

síla

síla v prvním

pøiblí¾ení

Obr. 83

Q

Máme-li dvo jici èástic o hmotnostech m

1

a m

2

, je gravitaèní p otenciální energie p o dle

pøedchozího vztahu záp orná a v absolutní ho dnotì se rovná práci vykonané pøi pøemístìní

jedné z èástic do nekoneèna. Na èástice p ùsobí gravitaèní síla. Jakou práci tedy vykonáme

proti p ùsob ení této síly? Abychom si to tro chu zjedno du¹ili, budeme pøedp okládat, ¾e síla

je do vzdálenosti 2 r konstantní a dále pak nulová (viz obr. 83 { pøeru¹ovaná èára). Práce se

rovná souèinu síly a p osunutí

�m

1

m

2

r

2

(2 r � r ) =

�m

1

m

2

r

:

Gravitaèní p otenciální energie je tedy

E

g

= �

�m

1

m

2

r

:

Tento vztah, i kdy¾ je p o èítán pro sílu v prvním pøiblí¾ení, je

pøesný, a to i v pøípadì, bude-li se jednat o izotropní kouli.

Gravitaèní energie hvìzdy se rovná souètu gravitaèních energií v¹ech dvo jic èástic uvnitø

hvìzdy. Bude-li se hvìzda o hmotnosti M a p olomìru R skládat z N èástic s hmotnostmi

m , bude p o èet dvo jic roven N ( N � 1) = 2 a typická vzdálenost bude R . Gravitaèní energie se

pak dá pøibli¾nì napsat jako

U

g

�

1

2

N ( N � 1)( �

�m

2

R

) � �

�N

2

m

2

R

:

Vyu¾ijeme-li vztah N m = M , máme

U

g

� �

�M

2

R

:

Pøi zmen¹ení p olomìru hvìzdy z nekoneèna na R se uvolní energie

U

g

( 1 ) � U

g

( R ) = j U

g

( R ) j :

Èást této energie pøispívá na ohøev látky uvnitø hvìzdy a èást se vyzáøí. Známe-li zásoby

energie ve hvìzdì U a výkon L , mù¾eme o dhadnout èas, za který je hvìzda sp otøebuje (záøivý

výkon hvìzdy pøedp okládáme konstantní). Platí tedy

t =

U

L

:

Dosadíme-li do této rovnice zásobu gravitaèní energie Slunce, dostaneme èas 40 miliónù

let, co¾ by mìlo být stáøí Slunce. Geologové v 19. století o dhadli stáøí nìkolika usazenin na

stamilióny let, co¾ je znaènì v rozp oru s právì urèeným stáøím Slunce. Nikdo v¹ak tehdy

nedokázal, ¾e úda je geologù jsou chybné, a tak otázka této kontrakce zùstala otevøená.

Obrat pøi hledání zdro je hvìzdné energie nastal roku 1905, kdy Alb ertu Einsteinovi vy¹el

v èasopise Annalen der Physik èlánek o elektro dynamice p ohybujícího se tìlesa a krátká

p oznámka o závislosti setrvaènosti tìlesa na energii. Zde byly p olo¾eny základy sp eciální

teorie relativity a dùkaz toho, ¾e pøi zmìnì energie kteréhokoli fyzikálního systému o � E se

jeho hmotnost zmìní o � E =c

2

:
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Kousek látky tedy obsahuje velké mno¾ství energie. Vznikla my¹lenka, ¾e hvìzdy èerpa jí

energii z anihilace { pøemìny látky na záøení. Kdyby hvìzdy èerpaly energii z anihilace,

jejich typický vìk by byl asi 20 biliónù let. Pøedstava, ¾e se látka uvnitø hvìzd mìní v záøení,

se setkala zprvu s nedùvìrou, jeliko¾ stáøí hvìzd bylo pøíli¹ velké { vìt¹ina dvo jhvìzd by

se musela rozpadnout díky ru¹ivým vlivùm sousedních hvìzd. Koneèným argumentem proti

anihilaci byla a¾ mo del anihilace na mikroskopické úrovni. Anihilace nemù¾e být zdro jem

energie, jeliko¾ nastává prakticky okam¾itì p o srá¾ce èástic s antièásticemi, tak¾e energie

takto získaná by se musela uvolnit v jednom okam¾iku obrovským výbuchem.

Správnou o dp ovìï uhádl roku 1920 anglický astronom, jeden ze zakladatelù astrofyziky,

sir Arthur Stanley Eddington (1882{1944). Vyslovil názor, ¾e Slunce èerpá energii z jaderných

reakcí. V úvahu pøicházela pøedev¹ím syntéza jader. Jeho o dp ùrci v¹ak tvrdili, ¾e teplota

látky ve hvìzdách na to nestaèí. Dùkaz p o dali roku 1929 Atkinson a Houtermans, kteøí

dokázali, ¾e termo jaderné reakce mohou probíhat uvnitø hvìzd. Roku 1938 p opsal reakce

uvnitø Slunce nìmecký fyzik Hans Bethe a nezávisle na nìm i Carl von Weizsäcker. Bethe

pak za práci o uvolòování energie ve hvìzdách dostal Nob elovu cenu. Odhad stáøí Slunce

a hvìzd na hlavní p osloupnosti získaný na základì termo jaderných reakcí vychází pøibli¾nì

10 miliard let.

Kdy¾ Slunce sp otøebuje svo ji zásobu energie za omezený èas, vzniká otázka, kolik ho

u¾ uplynulo a kolik ho je¹tì zbývá. V¹eob ecnì se usuzuje, ¾e celá sluneèní soustava vznikla

na jednou. Stáøí Slunce by tedy mìlo být stejné jako stáøí Zemì. Dnes je urèení stáøí Zemì

zalo¾eno na radioaktivní pøemìnì prvkù na jejím p ovrchu a rozb orem chemického slo¾ení

meteoritù. Øádový o dhad stáøí je asi 5 miliard let. Tento o dhad vyvrací kontrakci a naopak

p otvrzuje souèasný názor, ¾e zdro jem energie Slunce je syntéza hélia z vo díku.

Úloha S . IV . . . Slunce a meteoroidy

Ovìøte hyp otézu, ¾e zdro jem energie Slunce jsou meteoroidy dopada jící na jeho p ovrch.

Urèete, kolik meteoroidù (jejich hmotnost) by muselo dopadnout na Slunce za 1 rok, aby se

energeticky p okryl záøivý výkon Slunce L

�

= 3 ; 83 : 10

26

W.

Pøedp okládejte, ¾e se vyzáøí ve¹kerá kinetická energie meteoroidù (ve skuteènosti se èást

této energie sp otøebuje na ohøev Slunce a na zmìnu celkové p otenciální energie Slunce).

Polomìr Slunce je R

�

= 6 ; 96 : 10

8

m, hmotnost 1 ; 99 : 10

30

kg.

Urèete, o kolik by se za rok zmìnila velká p olo osa a doba ob ìhu Zemì díky nárùstu

hmotnosti Slunce. Pøedp okládejte, ¾e se hmotnost Slunce mìní skokovì a ¾e pøed touto

zmìnou obíhala Zemì kolem Slunce p o kru¾nici o p olomìru a = 1 AU = 1 ; 496 : 10

11

m s dob ou

ob ìhu T = 1 rok. Pøi výp o ètu p ou¾ijte pøibli¾ný vztah (1 + x )

k

� 1 + k x , který platí pro

0 � x � 1 ; k

2

N . Dnes je známa astronomická jednotka s pøesností na 2 metry. Bylo by

mo¾né tuto zmìnu namìøit?

Øe¹ení:

Abychom mohli o dhadnout kinetickou energii E

k

meteoroidù dopada jících na p ovrch

Slunce, musíme si uvìdomit, o dkud tyto meteoroidy p o cházejí. Vzhledem k tomu, ¾e Slunce

svítí dlouhou dobu, nemohou být z vnitøní èásti Sluneèní soustavy. Jejich dráha bude p o-

dobná dráze komet. Ta je, u komet z okra je Sluneèní soustavy, témìø parab olická. Budeme

pøedp okládat, ¾e meteoroidy dopada jí na Slunce z velké vzdálenosti (nekoneèna) a ¾e na

zaèátku mìly velmi malou rychlost. Tomu o dp ovídá nulová celková energie E (parab olická

dráha). Pro kinetickou a p otenciální energii E

p

meteoroidu na p ovrchu Slunce tak dostáváme

E = E

k

+ E

p

= 0, neb oli

E

k

= � E

p

=

�mM

�

R

�

;

kde jsme vyu¾ili vztah pro p otenciální energii uvedený ve 4. kapitole a kde m je hmot-

Strana 87



Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Ro èník X

nost meteoroidu. Pokud jsou meteoroidy jediným zdro jem energie Slunce, musí pøíliv jejich

kinetické energie o dp ovídat vyzáøenému výkonu L

�

(má-li být Slunce stabilním zdro jem):

L

�

=

�M

�

R

�

� m

� t

;

kde � m je hmotnost meteoroidù spadlých na Slunce za èas � t . Uva¾ujeme-li jeden rok (tedy

� t = 3 ; 156 : 10

7

s), dìlá to � m = 6 ; 3 : 10

22

kg.

v

p

v

a

r

p

r

a

Obr. 84

P

Nyní se zabývejme tím, co se stane se Zemí, zmìní-

li se hmotnost Slunce skokovì o tuto ho dnotu. Na za-

èátku obíhá Zemì kolem Slunce p o kru¾nici o p olomìru a

kruhovou rychlostí v

k

=

q

�M

�

=a . Zvìt¹í-li se hmot-

nost Slunce, pak tato rychlost u¾ nebude dostateèná

k tomu, aby Zemì dále obíhala p o kru¾nici. Zemì se za-

ène p ohyb ovat p o elipse, v jejím¾ ohnisku bude Slunce.

V místì, kde se nachází Zemì v okam¾iku zmìny hmot-

nosti Slunce, se pak bude nacházet afélium (jediné dva

b o dy na eliptické dráze, ve kterých je prùvo diè kolmý

na smìr rychlosti planety, o dp ovída jí p erihéliu a aféliu,

viz obr. 84). Známe tedy p olohu r

a

a rychlost v

a

Zemì

v aféliu: r

a

= a , v

a

= v

k

. Abychom urèili velkou p olo osu

a

0

nové elipsy, staèí na jít vzdálenost r

p

p erihélia o d Slunce. Tu urèíme ze zákona zachování

energie a z I I. Keplerova zákona

1

2

v

2

p

� �

M

�

+ � m

r

p

=

1

2

v

2

a

� �

M

�

+ � m

r

a

;

r

p

v

p

= r

a

v

a

:

Poslední vztah opravdu pøedstavuje I I. Keplerùv zákon, neb o», jak ji¾ bylo øeèeno, jsou

rychlosti v

a

, v

p

v aféliu a p erihéliu kolmé na prùvo diè. Za malý èas d t tedy prùvo diè opí¹e

malý pravoúhlý tro júhelník o plo¹e S

a

= r

a

v

a

d t= 2 a S

p

= r

p

v

p

d t= 2. Z tìchto dvou rovnic

vylouèíme v

p

, pro r

p

tak dostaneme kvadratickou rovnici. Jedno její øe¹ení je r

p

= r

a

=

a . To v¹ak není za jímavé, neb o» o dp ovídá p o èáteèní p oloze. Druhé øe¹ení má tvar: r

p

=

aM

�

= ( M

�

+ 2� m ). Pro zmìnu velké p olo osy tak dostáváme

� a = a

0

� a =

1

2

( r

p

+ r

a

) � a =

1

2

( r

p

� a ) = � a

� m

M

�

+ 2� m

� � a

� m

M

�

:

Èíselnì pak � a = � 4 ; 8 km, co¾ je zmìna, které bychom si urèitì v¹imli.

Pro výp o èet zmìny ob ì¾né doby p ou¾ijeme I I I. Keplerùv zákon. Proto¾e se v¹ak mìní

hmotnost centrálního tìlesa, musíme p ou¾ít jeho ob ecnìj¹í verzi: �M T

2

= 4 �

2

a

3

. V na¹em

pøípadì

� ( M

�

+ � m )( T + � T )

2

= �M

�

 

1 +

� m

M

�

!

T

2

 

1 +

� T

T

!

2

�

� �M

�

T

2

 

1 +

� m

M

�

+ 2

� T

T

!

= 4 �

2

( a + � a )

3

� 4 �

2

a

3

 

1 + 3

� a

a

!

; (S.15)

kde jsme p ou¾ili pøibli¾ný vztah uvedený v zadání a zanedbali èlen s � m � T , neb o» obsahuje

souèin dvou relativnì malých èísel (vùèi M

�

a T ). Samozøejmì toto zjedno du¹ení není nutné
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provádìt, výsledný vztah v¹ak bude o tro chu slo¾itìj¹í. Nyní u¾ není tì¾ké vyjádøit zmìnu

ob ì¾né doby Zemì kolem Slunce

� T �

T

2

 

3

� a

a

�

� m

M

�

!

� � 2

� m

M

�

T ;

èíselnì � T = � 2 ; 0 s.

Kapitola 5: Mo dely hvìzd I

V této kapitole si p ovíme nìco o mo delech hvìzd. Omezíme se jen na ty hvìzdy, a tìch

je vìt¹ina, které se nacházejí v klidném ob dobí svého ¾ivota, ma jí slab é magnetické p ole,

nerotují rychle a nemìní svo je rozmìry. Na¹e úvahy budou s dostateènou pøesností platit

i pro hvìzdy s p omalými zmìnami vnitøní stavby.

Pøi vysokých teplotách, které panují ve hvìzdách, není mo¾né jiné skup enství látky ne¾

èásteènì neb o zcela ionizovaný plyn { plazma. Fyzikální p o dmínky v nitru hvìzd, teplota,

tlak, hustota ap o d. budou za vyslovených pøedp okladù záviset jen na vzdálenosti r o d støedu

hvìzdy. Soub or funkcí T ( r ), p ( r ), � ( r ) urèuje mo del hvìzdy. Øe¹ením soustavy diferenciálních

rovnic s okra jovými p o dmínkami mù¾eme zjistit tvar tìchto funkcí. My se zde omezíme

p ouze na kvalitativní o dhady, p omo cí kterých si mù¾eme vytvoøit pøedstavu o zákonitostech,

které urèují vnitøní stavbu hvìzd. V praxi to znamená, ¾e budeme zanedbávat faktory øádu

jednotek (jako napøíklad faktor 4 � = 3 ve vztahu (S.18)) a ¾e rovnice, které platí jen pro

malé zmìny vzdálenosti � r , budeme aplikovat na pøípady, kdy � r p olo¾íme rovno p olomìru

Slunce R

�

. Znaménko � znamená øádový o dhad.

p ovrch hvìzdy

F

g

F

v z

� r

r

Obr. 85

Q

Ve stabilní hvìzdì musí být v ka¾dém místì jejího nitra

rovnováha mezi gravitaèní a vztlakovou silou. Na vztlakové

síle se p o dílí hlavnì tlak plynu, teprve pøi teplotách uvnitø

velmi ¾havých hvìzd se uplatní tlak záøení. Uva¾ujme malý

ob jem v nitru hvìzdy (viz obr. 85), který je vzdálen r o d

jejího støedu, s p o dstavou o obsahu � S a vý¹kou � r . Plyn

v nìm obsa¾ený má hustotu � ( r ) a hmotnost � ( r )� S � r .

Tento váleèek je do støedu hvìzdy pøitahován p ouze látkou

o hmotnosti M ( r ) v kouli o p olomìru r (viz pøíklad S . V).

Velikost gravitaèní síly p ùsobící na váleèek vyjádøíme jako

F

g

= �

M ( r ) � ( r )� S � r

r

2

:

Pøíèinou vztlakové síly je ta skuteènost, ¾e tlak roste se zmen¹ující se vzdáleností o d støedu.

Na sp o dní p o dstavu váleèku pak p ùsobí vìt¹í tlaková síla ne¾ na p o dstavu horní. Ve stavu

rovnováhy gravitaèní síla zvý¹í tlak na sp o dní p o dstavu o � p , kde

� p = � �

M ( r ) � ( r )� r

r

2

: (S.16)

Znaménko minus vyznaèuje opaènou orientaci sil. Vztah (S.16) se nazývá rovnice hyd-

rostatické rovnováhy . Hmotnost koule M ( r ) ob dr¾íme seètením hmotností v¹ech kulových

slup ek (pøesnìji integrací rovnice (S.17)). Hmotnost takovéto slupky � M ( r ) je dána jako

� M ( r ) = 4 � r

2

� ( r )� r : (S.17)

Po dle rovnice hydrostatické rovnováhy mù¾eme o dhadnout tlak p

c

ve støedu Slunce tak, ¾e

p olo¾íme � r rovno p olomìru Slunce R

�

. Hustotu � ( r ) nahradíme støední hustotou

�� �

M

�

R

3

�

: (S.18)

Strana 89



Fyzikální koresp ondenèní semináø MFF UK Ro èník X

Potom � p = p ( R

�

) � p (0) = � p

c

, proto¾e tlak p ( R

�

) na p ovrchu Slunce je nulový

p

c

� �

M

2

�

R

4

�

= 1 ; 9 : 10

15

Pa (S.19)

Ve skuteènosti se tlak ve støedu Slunce rovná 2 ; 2 : 10

16

Pa (p olomìr Slunce R

�

= 700 : 10

3

km).

Plazma v námi uva¾ovaných hvìzdách má vlastnosti ideálního plynu. Její stavová rovnice

je p = nk T , kde k je Boltzmannova konstanta a n je hustota èástic, pøièem¾ za èástice

p ova¾ujeme volné elektrony a kladné ionty. Pøedp okládejme, ¾e látka uvnitø hvìzdy se skládá

jen z ionizovaných atomù vo díku, tj. elektronù a protonù. V této látce na dvì èástice pøipadá

hmotnost protonu m

p

, tudí¾ platí

n =

2 �

m

p

:

Po dosazení za prùmìrnou hustotu látky ze vztahu (S.18) získáme

�n � M

�

= ( m

p

R

3

�

) :

Tlak v centru Slunce vyjádøený ze stavové rovnice je pak

p

c

�

M

�

m

p

R

3

�

k T

c

: (S.20)

Z p orovnání výrazù (S.19) a (S.20) plyne pro teplotu T

c

uvnitø Slunce

T

c

�

�M

�

R

�

m

p

k

= 23 : 10

6

K : (S.21)

Skuteèná ho dnota je 15 : 10

6

K.

Zatím máme pro tøi neznámé funkce p ( r ), T ( r ) a � ( r ) p ouze dvì rovnice: rovnici hyd-

rostatické rovnováhy (S.16) a stavovou rovnici plazmy. Je¹tì tedy nemù¾eme p o èítat mo dely

hvìzd. O dal¹ím chyb ìjícím èlánku si p ovíme v dal¹í kapitole.

Úloha S . V . . . hvìzdy

a) Zkuste jedno du¹e zdùvo dnit, pro è je gravitaèní síla p ùsobící na tìleso o hmotnosti

m ve vzdálenosti r o d støedu izotropní koule o p olomìru R > r daná p ouze hmotou M ( r )

obsa¾enou v kouli o p olomìru r a pro è je rovna

F

g

=

�mM ( r )

r

2

;

tj. jakoby byla celá hmota M ( r ) soustøedìna v centru.

b) Existuje jistá skupina tzv. p olytropních mo delù hvìzd, které jsme ji¾ schopni p o èítat.

V tìchto mo delech se pøedp okládá závislost tlaku p na hustotì � ve tvaru p = C �




(tzv.

rovnice p olytropy, C je lib ovolná konstanta). Sp eciálním pøípadem p olytropy je adiabata

(pro 
 = 5 = 3), izoterma (pro 
 = 1) a izobara (pro 
 = 0). Pro funkce p ( r ) a � ( r ) tak

máme, sp olu s rovnicí hydrostatické rovnováhy, rovnice dvì a mù¾eme z na¹ich úvah vylouèit

teplotu. Odhadnìte, stejným zp ùsob em jako v seriálu, vztah mezi hmotností hvìzdy M

a jejím p olomìrem R . Urèete, pro které ho dnoty parametru p olytropy 
 je hvìzda stabilní.

Øe¹ení:

a) Gravitaèní (a stejnì i elektrostatická síla) se vyznaèuje tím, ¾e klesá se ètvercem

vzdálenosti. Velikost intenzity gravitaèního p ole K (co¾ je síla, která by v daném místì

p ùsobila na tìleso s jednotkovou hmotností) ve vzdálenosti r o d hmotného b o du o hmotnosti
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M je tedy rovna K = �M =r

2

. Pøedstavme si úzký ku¾el s vrcholem umístìným do p olohy

hmotného b o du M . Plo cha S jeho p o dstavy je úmìrná ètverci jeho vý¹ky r (z p o dobnosti

plyne, ¾e p olomìr p o dstavy je úmìrný vý¹ce r ). Odtud tedy dostáváme, ¾e souèin velikosti

intenzity K a plo chy p o dstavy ku¾ele S je p oøád stejný a nezávisí na vý¹ce ku¾ele. Tento

výsledek nezávisí na tvaru p o dstavy ku¾ele, mù¾e to být tøeba ètverec (pak je to vlastnì

jehlan).

Zkusme nìjak vyu¾ít ná¹ za jímavý výsledek. Umístìme hmotný b o d M do nìjakého pro-

storu ohranièeného uzavøenou plo chou S (viz obr 86a). Vyplòme celý prostor velkým mno¾-

stvím úzkých ku¾elù. Budeme se sna¾it zjistit, jaká je suma pøes v¹echny ku¾ely ze souèinu

velikosti intenzity p ole na p ovrchu plo chy vymezené ku¾elem a velikosti prùmìtu této plo-

chy do smìru intenzity p ole K . Prùmìt této plo chy o dp ovídá p o dstavì ku¾ele. Ob ecnì se

souèin velikosti intenzity K a prùmìtu � S

0

malé plo chy � S do smìru intenzity nazývá tok

vektoru intenzity K plo chou � S : � = K � S

0

. Námi zji¹tìný fakt lze v øeèi toku pøefor-

mulovat takto: tok plo chou p o dstavy ku¾ele je p oøád stejný. Vra»me se zp ìt k situaci na

obrázku 86a. Díky tomuto výsledku je tok celkovou plo chou �

S

stejný jako tok pøes kouli

o p olomìru r . Jeliko¾ je intenzita p ole kolmá na p ovrch koule, je tok pøes plo chu koule

jedno du¹e �

k

= 4 � r

2

K = 4 � �M = �

S

.

M

r

K

� S

Obr. 86a

P

M

K

1

K

2

Obr. 86b

Q

Co se stane, umístíme-li hmotný b o d mimo na¹i uzavøenou plo chu? Ka¾dý ku¾el ji protne

dvakrát neb o ètyøikrát (6 � ; : : : ), viz obr. 86b. Jak víme, tok pøes ka¾dou plo¹ku bude stejný.

Jednou v¹ak do daného ob jemu vektor K vtéká a jednou vytéká. Celkový tok bude tedy

nulový.

Bude-li ve høe více hmotných b o dù, budou do celkového toku pøes plo chu pøispívat p ouze

ty z nich, které se nacházejí uvnitø plo chy. Jeliko¾ je intenzita p ole K souètem intenzit

p o cházejících o d jednotlivých hmotných b o dù, bude celkový tok roven

�

S

= 4 � �M

uvnitø

; (S.22)

kde M

uvnitø

je hmotnost ob jektù, které jsou uzavøeny danou plo chou. Tento vztah se nazývá

Gaussova vìta .

Teï u¾ mù¾eme zjistit, jak vypadá gravitaèní p ole izotropní koule o p olomìru R . Ze

symetrie plyne, ¾e velikost intenzity mù¾e záviset p ouze na vzdálenosti r o d støedu koule a ¾e

intenzita bude smìøovat v¾dy do tohoto støedu. Jako plo chu, pøes kterou budeme p o èítat

tok intenzity �, si zvolme kouli o p olomìru r se støedem stejným jako na¹e izotropní koule.

Proto¾e je intenzita v ka¾dém b o dì této plo chy stejná, a navíc k ní kolmá, bude � = 4 � r

2

K .

Tento tok jsme v¹ak schopni vyp o èítat i ze vztahu (S.22). Pro r > R tato plo cha obklopuje

celou kouli, tak¾e tento tok musí být roven � = 4 � �M

k

, kde M

k

je celková hmotnost koule.

Pro r > R tak dostáváme známý vztah

K =

�M

k

r

2

:
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Gravitaèní p ole vnì koule je tedy stejné jako p ole hmotného b o du o hmotnosti rovné hmot-

nosti koule umístìného do jejího støedu.

Zvolíme-li r < R , pak je tok pøes plo chu urèen p ouze hmotností M ( r ), která je sou-

støedìna v kouli o p olomìru r : � = 4 � �M ( r ). Intenzita gravitaèního p ole se rovná K =

�M ( r ) =r

2

. Na gravitaèní p ole ve vzdálenosti r uvnitø koule tedy nemá vliv hmota, která se

nachází ve vzdálenosti vìt¹í ne¾ je r .

S

X

r

1

r

2

S

1

S

2

Obr. 87

R

Pøíklad ¹el øe¹it i b ez znalosti Gaussovy vìty. Mìjme hmot-

nou kulovou plo chu. Doká¾eme nejprve, ¾e intenzita gravitaè-

ního p ole je uvnitø této plo chy nulová. Vnitøním b o dem X

veïme op ìt úzký ku¾el, tentokrát prota¾ený na ob ì strany

(viz obr. 87). Tento ku¾el vytkne na p ovrchu koule dvì plo-

chy S

1

a S

2

. Op ìt díky p o dobnosti útvarù je jejich p omìr

roven

S

1

S

2

=

r

2

1

r

2

2

. Gravitaèní síly, kterými p ùsobí ob ì plo chy

v daném místì, ma jí stejnou velikost, ale opaèný smìr, tak¾e

se jejich úèinek vyru¹í.

b) V rovnici hydrostatické rovnováhy (S.16) p olo¾íme za

� r celý p olomìr hvìzdy R . Tlak v centru hvìzdy se pak vy-

jádøí z rovnice p olytropy p = C �




. Z rovnice hydrostatické rovnováhy tedy dostaneme

C �




� �M

�

R

;

kde M je celková hmotnost hvìzdy. Hustotu hvìzdy aproximujeme její støední hustotou

�� � M =R

3

. Jedno duchými úpravami nakonec dosp ìjeme ke vztahu

R �

�

C

�

�

1

3 
 � 4

M


 � 2

3 
 � 4

pro 
 6=

4

3

:

V pøípadì 
 = 4 = 3 se R vykrátí a dostaneme vztah pro hmotnost hvìzdy. Rovnová¾ný

stav zde existuje jen pro urèitou hmotnost, pro jiné hmotnosti se hvìzda buï zhroutí neb o

rozplyne.

Pus»me se do rozb oru stability hvìzdy. Rozli¹ujeme tøi druhy rovnová¾ných p oloh: p oloha

stabilní (pøi malé výchylce má systém tendenci vracet se do rovnová¾ného stavu), indife-

rentní (pøi malé výchylce systém zùstává v rovnová¾ném stavu) a labilní (pøi malé výchylce

má systém tendenci vzdalovat se o d rovnová¾ného stavu). V na¹em pøípadì indiferentnímu

rovnová¾nému stavu o dp ovídá hvìzda s 
 = 4 = 3. A» mìníme její p olomìr, jak chceme, v¾dy

je v hydrostatické rovnováze.

Víme, ¾e gravitaèní síla (napøíklad ve vzdálenosti r = R = 2) je: F

g

� konst =R

2

. Naopak

tlaková síla je: F

t

� pR

2

� konst =R

3 
 � 2

, kde jsme p ou¾ili pro vyjádøení tlaku rovnici p oly-

tropy. V rovnová¾ném stavu jsou si gravitaèní a tlaková síla rovny. Pro 
 > 4 = 3 je mo cnina

u R ve vztahu pro tlakovou sílu vìt¹í ne¾ 2. Zmen¹íme-li tedy p olomìr hvìzdy v rovnová¾ném

stavu, bude tlaková síla vìt¹í ne¾ gravitaèní a hvìzda bude mít tendenci se rozpínat. Naopak

pro p olomìry hvìzdy vìt¹í ne¾ rovnová¾ný pøevá¾í gravitaèní síla nad tlakovou a hvìzda

se zaène smr¹»ovat, neb oli op ìt se navracet do rovnová¾né p olohy. V pøípadì 
 > 4 = 3 se

tedy jedná o rovnová¾nou p olohu stabilní. Pro 
 < 4 = 3 je naopak mo cnina u R ve vztahu

pro tlakovou sílu men¹í ne¾ 2. Zmen¹íme-li p olomìr hvìzdy, zaène gravitaèní síla pøeva¾ovat

nad tlakovou a hvìzda se bude èím dál více smr¹»ovat. Zvìt¹íme-li p olomìr hvìzdy, pøevá¾í

tlaková síla nad gravitaèní a hvìzda se rozplyne. V pøípadì 
 < 4 = 3 se jedná tedy o hvìzdu

nestabilní.
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Kapitola 6: Mo dely hvìzd I I

Hvìzdy èerpa jí energii z termo jaderných reakcí. Aby hvìzda svítila dostateènì dlouho b eze

zmìny, musí platit p o dmínka energetické rovnováhy . Ta vyjadøuje rovnost výkonu uvol-

nìného pøi jaderných reakcích a výkonu pøeneseného o d støedu k p ovrchu hvìzdy. Potøebu-

jeme tedy znát zp ùsob pøenosu energie uvnitø hvìzdy. V dostateènì horké a husté látce

probíhá tzv. záøivý pøenos energie , pøi kterém se ka¾dý foton mnohokrát p ohltí a znovu

vyzáøí, ne¾ se dostane z oblasti s vysokou teplotou do oblasti s nízkou teplotou. Energie se ¹íøí

prostøednictvím fotonù. Pøedp okládejme, ¾e foton pro jde v látce mezi vyzáøením a p ohlcením

prùmìrnou vzdálenost d (tzv. støední volná dráha fotonu).

T

1

T

2

I

2

I

1

I

0

1

I

0

2

d

l

Obr. 88

Q

Ka¾dá vrstva látky záøí jako absolutnì èerné tìleso, tj.

p o dle Stefan-Boltzmannova zákona se z jednotkové plo chy za

jednotku èasu vyzáøí energie

I = � T

4

;

kde � = 5 ; 68032 : 10

� 8

W.m

� 2

.K

� 4

je Stefan-Boltzmannova

konstanta. Nech» teplota látky klesne na úseku délky l v radi-

álním smìru z T

1

na T

2

a hustota záøivého výkonu z I

1

na I

2

.

Zkusme zjistit, jaký je tok energie H pøes jednotkovou plo chu

p ostavenou uprostøed tohoto úseku (viz obr. 88). Pøes tuto

plo chu pro chází záøení jakoby z vrstev, které jsou o d ní ve

vzdálenosti d , tak¾e výsledný tok energie bude H = I

0

1

� I

0

2

, kde I

0

1

a I

0

2

jsou hustoty záøivého

výkonu tìchto vrstev. Na malých vzdálenostech (a délku l budeme p ova¾ovat za malou)

mù¾eme p okles záøivého výkonu p ova¾ovat za lineární, tak¾e

I

0

1

� I

0

2

= 2 d ( I

1

� I

2

) =l � d ( I

1

� I

2

) =l :

Pro výkon pak platí

H � �

d

l

( T

4

1

� T

4

2

) : (S.23)

Nech» je v jednotce ob jemu n

0

èástic, které p ohlcují fotony. Ka¾dá èástice se jeví jako

terèík s plo chou �

f

(tzv. úèinný prùøez). Pøedstavme si hranol hvìzdné látky s èelní plo chou

S a s délkou x . Tento hranol obsahuje S xn

0

èástic. Pøi èelním p ohledu je plo cha S

t

, kterou

pro fotony zakrýva jí èástice v hranolu, rovna S

t

= S xn

0

�

f

. Støední volná dráha fotonu pak

o dp ovídá takové délce hranolu, pøi které èástice vyplní celou èelní plo chu ( S

t

= S ), neb oli

d =

1

�

f

n

0

: (S.24)

Zanedbáme, ¾e uvnitø Slunce ve vrstvì tìsnì p o d p ovrchem probíhá pøenos energie prou-

dìním. Pak za l ve vztahu (S.23) dosadíme R

�

a zanedbáme p ovrchovou teplotu T

2

= 6000 K

vùèi teplotì T

1

= T

c

ve støedu. Záøivý výkon L

�

se rovná souèinu pøeneseného výkonu a p o-

vrchu hvìzdy

L

�

� 4 � R

2

�

H � R

2

�

�

d

R

�

T

4

c

= � dR

�

T

4

c

:

Teplota Slunce je pøibli¾nì T

c

= 10

7

K a pøi støední hustotì Slunce (S.18) se pak støední

volná dráha fotonu rovná asi d = 4 mm. Po dosazení získáme výkon L

�

= 2 : 10

27

W, co¾ se

zase a¾ tak mo c o d skuteèného výkonu L

�

= 3 ; 83 : 10

26

W neli¹í.

Pøedp okládejme, ¾e èásticemi, které p ohlcují fotony jsou volné elektrony. Hustota tìchto

terèíkù se øádovì sho duje s celkovou hustotou èástic �n � M

�

= ( m

p

R

3

�

), kde m

p

je hmotnost

protonu (co¾ je ionizovaný vo dík, který tvoøí vìt¹inu hmoty Slunce). Po dosazení tohoto
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vztahu do (S.24) dostaneme d � m

p

R

3

�

= ( �

f

M

�

). Pøedp okládejme navíc, ¾e úèinný prùøez je

konstantní. Pou¾ijeme-li je¹tì vztah pro centrální teplotu (S.21) z minulé kapitoly seriálu,

máme pro celkový záøivý výkon Slunce vztah

L

�

� �

m

p

R

3

�

�

f

M

�

R

�

 

�M

�

R

�

m

p

k

!

4

=

� �

4

m

5

p

�

f

k

4

M

3

�

= konst M

3

�

: (S.25)

Tato závislost záøivého výkonu na hmotnosti vyplývá takté¾ z p ozorování. Je tedy vidìt, ¾e

i kvalitativní úvahy nás dovedly ke správným výsledkùm.

Po dívejme se teï, co nám (S.25) øíká o vztahu mezi absolutní magnitudou M

a

a hmotností

hvìzdy M . Pou¾ijeme-li Pogsonovu rovnici (viz 1. kapitola) pro na¹i hvìzdu p osunutou do

vzdálenosti r = 10 p c (svìtelný tok � = L= (4 � r

2

)) a pro nìjakou referenèní hvìzdu o jasnosti

m

0

(tok �

0

), ob dr¾íme M

a

� m

0

= 2 ; 5 log(4 � r

2

�

0

=L ). Po úpravì získáme M

a

= A � 2 ; 5 log L ,

kde A je konstanta, kterou urèíme z p ozorování. Vyu¾ijeme-li (S.25) dostaneme M

a

= A �

7 ; 5 log M , neb oli

log M = A

0

� 0 ; 13 M

a

:

Úmìrnost záøivého výkonu hvìzdy tøetí mo cninì její hmotnosti vede ke ko e�cientu � 0 ; 13.

Skuteènì, exp erimentálnì zji¹tìná závislost

log( M =M

�

) = 0 ; 56 � 0 ; 12 M

a

: (S.26)

tomu o dp ovídá.

Úloha S . VI . . . hmotnost hvìzd

a) Urèete, jak závisí doba ¾ivota hvìzdy na její hmotnosti.

b) Vztah (S.26) nám dovoluje urèovat vzdálenosti dvo jhvìzd a hmotnosti jejich slo¾ek. Jako

pøíklad mù¾e slou¾it dvo jhvìzda 70 Oph. Mìøením bylo zji¹tìno, ¾e ob ì¾ná doba slo¾ek

dvo jhvìzdy je T = 87 ; 85 roku, velká p olo osa jejich dráhy má na obloze úhlovou délku

a = 4 ; 551

00

. Zdánlivé magnitudy slo¾ek jsou m

A

= 3 ; 93, m

B

= 5 ; 29. Z tìchto úda jù

vyp o ètìte vzdálenost systému a hmotnosti jednotlivých slo¾ek.

Øe¹ení:

a) V p oslední kapitole jsme si ukázali, ¾e svítivost hvìzdy L je úmìrná tøetí mo cninì

její hmotnosti M : L � M

3

. Pro energii E , kterou vyzáøí za dobu t , pak mù¾eme psát

E � M

3

t . Hvìzda b ìhem svého ¾ivota získává energii pøevá¾nì z pøemìny jader vo díku na

hélium. Zásoba energie E

z

je tedy úmìrná p o ètu protonù ve hvìzdì, a tím i celkové hmotnosti

hvìzdy: E

z

� M . Tato zásoba, za pøedp okladu, ¾e se svítivost hvìzdy s èasem mo c nemìní,

vystaèí na dobu

T = E

z

=L � M =M

3

� M

� 2

;

neb oli doba ¾ivota hvìzdy je nepøímo úmìrná druhé mo cninì její hmoty.

b) V této úloze se vyskytuje celkem p ìt neznámých: hmotnosti slo¾ek dvo jhvìzdy M

A

,

M

B

, jejich absolutní magnitudy M

A

, M

B

a vzdálenost dvo jhvìzdy o d Zemì r . Znalost p o-

slední velièiny nám umo¾òuje jedno du¹e urèit ho dnoty zbýva jících ètyø. Absolutní magnitudy

slo¾ek sp o èteme z Pogsonovy rovnice (S.2) (viz úloha S . I ) ze známých vizuálních magnitud

m

A

a m

B

M = m + 5 � 5 log r ;

kde vzdálenost dosazujeme v parsecích. Hmotnosti slo¾ek urèíme z empirické formule (S.26),

log M = 0 ; 56 � 0 ; 12 M ;
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zde je hmotnost hvìzdy vyjádøena v násob cích hmotnosti Slunce M

�

. Kombinací ob ou rovnic

ob dr¾íme pro hmotnost hvìzdy

M = 10

� 0 ; 04 � 0 ; 12 m

r

0 ; 6

: (S.27)

Dal¹í vztah mezi vzdáleností dvo jhvìzdy a hmotnostmi slo¾ek plyne ze známého zob ec-

nìného I I I. Keplerova zákona

a

3

T

2

( M

A

+ M

B

)

= konst. ; (S.28)

kde a je velká p olo osa ob ì¾né dráhy a T ob ì¾ná doba systému. Ho dnotu konstanty urèíme ze

známých velièin a

Z

a T

Z

pro systém Zemì{Slunce. Budeme-li dosazovat velkou p olo osu v as-

tronomických jednotkách, ob ì¾nou dobu v ro cích a hmotnosti slo¾ek v násob cích hmotnosti

Slunce, je tato konstanta rovna jedné ( a

Z

= 1 AU, T

Z

= 1 rok, M

A

= M

�

, M

B

= M

Z

� 0).

Velká p olo osa dráhy dvo jhvìzdy 70 Oph má na obloze úhlovou délku A = 4 ; 551

00

. Její

skuteènou velikost v astronomických jednotkách dostaneme ze vztahu a = Ar , kde za r

dosazujeme vzdálenost v parsecích. Tento vztah plyne z de�nice parseku. (Jeden parsek je

vzdálenost, ze které se jeví úseèka délky jedné astronomické jednotky jako úseèka s úhlovou

délkou 1

00

.) Dosazením do (S.28) ob dr¾íme hledaný druhý vztah mezi r , M

A

a M

B

( r A )

3

T

2

= M

A

+ M

B

:

Hmotnosti slo¾ek vyjádøíme z (S.27) a p o úpravì nalezneme

r

2 ; 4

=

T

2

A

3

10

� 0 ; 04

h

10

� 0 ; 12 m

A

+ 10

� 0 ; 12 m

B

i

:

Èíselná ho dnota vzdálenosti dvo jhvìzdy 70 Oph je r = 4 ; 77 p c. Hmotnosti slo¾ek vyp o ètené

z (S.27) jsou pak M

A

= 0 ; 79 M

�

a M

A

= 0 ; 54 M

�

.

Pokud vás astronomie a astrofyzika zaujala, urèitì si nenechte ujít tyto kní¾ky:

M. ©olc, J. ©vestka, V. Vanýsek : Fyzika hvìzd a vesmíru , SPN, Praha 1991;

V. Balek : Preèo svietia hviezdy? Alfa, Bratislava 1986.
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�

Poøadí nejlep¹ích øe¹itelù

Kategorie ètvrtých ro èníkù

Poøadí Jméno Pøíjmení ©kola Tøída Bo dy

Student Pilný MFF UK 200

1 Miroslav ©imurda Gymnázium Karlovy Vary 4.D 152,5

2 Vlastimil Kulda Gymnázium Plzeò 4.A 149,5

3 Karol Gregor Gymnázium Pre¹ov 4.B 136,5

4 Tomá¹ Brauner Gymnázium Moravský Krumlov 4.B 125

5 Jiøí Hofman Gymnázium Lovosice 4.B 124

6 Tomá¹ Tichý Gymnázium ®ïár nad Sázavou 4.A 101

7 Jiøí Hou¹ka Gymnázium Plzeò 4.A 100

8 Václav Poro d Gymnázium Týn nad Vltavou 4. 99

9 Daniel Klír Gymnázium Po dìbrady 4.B 95

10 Ale¹ Pøívìtivý Gymnázium Pardubice 4.K 90

Kategorie tøetích ro èníkù

Poøadí Jméno Pøíjmení ©kola Tøída Bo dy

Student Pilný MFF UK 200

1 Martin Ondráèek Gymnázium Kyjov 3.C 158,5

2 Peter Svrèek Gymnázium ®ilina 3. 157

3 Matú¹ Medo Gymnázium Ko¹ice 3. 145,5

4 Jiøí ©tìpán Gymnázium Praha 5 3.B 125

5 Karel Koláø Gymnázium Su¹ice 3.A 120

6 Jura j Fedor Gymnázium Pová¾ská Bystrica 3.D 110

7 Filip Drsek Gymnázium Cheb 3.C 106

8 ©tìpánka Kuèková Gymnázium Praha 6 3.E 104

9 Jiøí Kvita Gymnázium Hranice na Moravì 3.A 92

10 Pavol Habuda Gymnázium ®ilina 3.B 89,5
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Poøadí Jméno Pøíjmení ©kola Tøída Bo dy

Student Pilný MFF UK 200

1 Miroslav Èerný Gymnázium Kutná Hora 2. 108,5

2 Lenka Zdeb orová Gymnázium Plzeò 2.A 100

3 Petr Klenka Gymnázium Praha 10 2.A 89,5

4 Daniel Sprinzl Gymnázium Daèice 2. 81,5

5 Miroslav Ka¹par Gymnázium Pardubice 2.D 61

6 Jan Mysliveèek Gymnázium Brno 2.A 59,5

7 Jan Holeèek Gymnázium Brno 2.A 57

8 Karel Honzl Gymnázium Po db oøany 2. 46,5

9 Karel Kyrian Gymnázium Èeské Budìjovice 2.A 42

10 Jan Tejkal Gymnázium Blansko 2.A 39,5

Kategorie prvních ro èníkù

Poøadí Jméno Pøíjmení ©kola Tøída Bo dy

Student Pilný MFF UK 200

1 Daniel Fiala Gymnázium Su¹ice 1.G 90

2 Andrzej Pavlík Gymnázium Trenèín 1.D 68,5

3 Martin Rosol Gymnázium Slaný 1.A 11,5

4 David Kofroò Gymnázium Rokycany 1.B 10

5 Jakub Holovský Gymnázium Beroun 1.B 9,5
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