Fyzikalni korespondenéni seminair MFF UK roénik X série VII

Drazi tesitelé!

Praveé se vam dostava do rukou tfeseni poslednich dvou sérii letosniho ro¢niku FYKOSu.
S timto vytiskem také cely ro¢nik konéi. Kdo se stal vitézem jednotlivych kategorii se jako
obvykle dozvite ve vysledkové listiné. Samoziejmé, ze prvni tii z kazdé kategorie pozveme
(kromé ostatnich) na podzimni soustiedéni, abychom jim mohli pfedat krasné a hodnotné
fyzikalni ceny.

Zavérem bychom chtéli podékovat tém 7z vas, ktefi vytrvali az do posledni série. Tém
ostatnim pripominame, 7e neni nutné resit vSsechny priklady. I to, 7Ze se nad tlohou zamyslite,
vam potrénuje mozek a to, ze se pokusite dat své myslenky na papir, vam jisté bude ku
prospéchu. Nebot myslenka, kterou nezachytite, je bezcenna pro vSechny, kromé autora,
jenz ji stejné casem zapomene.

Nemalé podékovani patii i vSem organizatortim, kteti se starali o chod celého seminare,
o organizaci soustiedéni a Dne s experimentalni fyzikou. Svym nezdolnym tsilim pfi opra-
vovani vaSich tuloh dosahli toho, 7e se ndm podarilo vSe dokoncit a odeslat vam jesté pred
prazdninami.

Prejeme vam hezké prazdniny prozité se starymi dobrymi kamarady a téz s kupou novych
pratel do pohody i nepohody. A kdybyste méli o prazdninach u vody chvili ¢asu, mizete si
prrecist na poslednich strankach kratkou piihodu vynikajiciho fyzika Richarda P. Feynmana.
Pokud vas to nebude nudit, muzete si precist celou knihu To snad nemyslite vazne, pane
Feynmane!, ze které je nas uryvek a ktera je plna veselych, ale i pou¢nych pribéhu ze zivota
slavného fyzika.

A po prazdninovém veseleni, az se vratite do skoly, nezapomente, Ze od nového Skolniho
roku zase za¢iname!

Za organizatory se tési na shledanou

Jan Hradil

Reseni V. série

Uloha V.1 ... rozmazany $roub (4 body, iesilo 46 studenti)

Uvodem bych se rad omluvil za autora alohy, Ze primér byl oznaen pismenkem R, coZ
je ponékud mystifikujici. Nepovazoval jsem za chybu, kdyz jste R brali jako polomér, pouze
vam vysel trochu jiny vysledek.

Oko si predstavime jako kameru, kterd po dobu 1/f exponuje, a vSe, co se stane, zachyti
do jednoho obréazku. Aby se Sroub jevil zcela rozmazany, musi jeho zavity za dobu 1/ f projit
vSemi polohami, coz nastane, pokud se oto¢i alespon jednou dokola (nakreslete si obrazek).
To znamena, ze potiebujeme spocitat, v jakém okamziku dosdhne valec frekvence otaceni f.

Podle znamych vzorci plati f = w/27 = v/7R, a tedy v = 7Rf. Déle pro pohyb vélce
po naklonéné roviné musi platit zdkon zachovani energie E, = Ej + E,, ¢ili

1 1 3
mgh = Emv2 + §Jw2 = va2, (1)

nebot pro vélec je J = im (R/2)* a w = 2v/R. Z toho plyne

_ 3v?

h="—.
4g

(2)
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Protoze jde o pohyb rovnomérné zrychleny s nulovou pocatec¢ni rychlosti, plati snadno od-
voditelny vztah d = %vt, kde d je urazena draha, coz v nasem piipadé (naklonéné rovina)
znamend d = h/sin 3, kde h je vyskovy rozdil. Dostavame tak tieti dilezity vztah
2h
= — .
vsin 3

(3)

7 vyse uvedenych vztaht pro ¢, h a v, obdrzime teSeni

_ 3TRf
~ 2¢gsing’ (4)

Mizeme tedy konstatovat, 7ze Cas, po kterém se Sroub rozmaze, zavisi neprimo imeérné na
sinu sklonu naklonéné roviny.

David Stanovsky

Uloha V.2 ... vykradend pyramida (4 body, 7esilo 44 studentii)

Mnoho 7 vas ze zadani spravné usoudilo, 7e je tlohu tieba rozdélit na urceni dvou pod-
minek — jak velkou silu budeme potiebovat pro preklopeni pyramidy a pri jak velké sile
se pyramida jesté nezacne posouvat. Bohuzel se vétsina z vas nepokusila obé podminky
pro velikost ptisobici sily spojit dohromady a tim se (Giplné zbyteéné) piipravila o krasny
vysledek.

a |k

Obr. 1
Piisobeni sily F' na pyramidu mizeme nahradit ptisobenim sil F} = F cosa a F, = F'sin«
(viz obr. 1). Gravita¢ni silu ozna¢me F,. Jen pro tGplnost dodavam, ze F, méa pusobisté
v tézisti pyramidy, tj. v 1 vysky!
Tteni vykompenzuje pisobeni sily F} do maximalni velikosti F; = p(Fj, + F3) (na svislou
slozku sily F' mnoho z vas zapomnélo!). Polozme prvni podminku jako F; < F;. A tedy po
upravé snadno dostavame

F
Fe<— 1t (5)
CoS o — 1 Sin o

Tim mame podminku plynouci ze tfeni s podlozkou hotovou a pripravenou tak, ze se nam
pyramida neposune. Ted jiz radostné do druhé c¢asti, kde urc¢ime, jak velikou silu budeme
doopravdy potiebovat.

Vyjdéme z moment ptisobicich sil vzhledem k ose otac¢eni (hrana pyramidy):

Mlelh;

d d (6)

My =F,— + F>—.

2 92+ 25

7 obrazku je jasné, ze chceme, aby M; > Ms, a proto

d d 1F.d

Fih>F-+F- = F> 2 9 : 7
! 95 T 125 hcosa — tdsina @
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A nyni snadno obé podminky (5) a (7) spojime do jedné. Po jednoduchém vykraceni a upra-
veni dostavame krasny vysledek

d
> — 2h (8)

zda byly ekvivalentni a ¢i jsme neprehledh jiné moznostl reseni.

To, co jsme u vztahu (5) oznadili jako ,apravy“, je predpoklad, ze cosa — psina > 0.
Diskutujme, co se stane, kdyz je zde znaménko opacné. Tim se zméni znaménko nerovnosti
ve vztahu (5) a kazdy snadno nahlédne, Ze je tato podminka splnéna pro kazdou silu F
(resp. jeji velikost). Mezni stav (tj. cosa — psina = 0) ndm dava zajimavy zavér: Kdyz je
[ > cotg ar, pyramida se neposune ani pii ,sebevétsi“ sile F'.

Podobné ve vztahu (7) jsme predpokladali, ze je hcosa — %d sinaw > 0. To je pro nasi

tilohu splnéno vzdy. Upravime-li tento vztah na tvar 2h/d > tg «, vidime, ze leva strana je
tangens uhlu mezi sténou a podstavou pyramidy, a jelikoz otroci stoji venku, je tento vzdy
vétsi nez tg a.

Tomas Drbohlav

Uloha V.3 ... velké vdleni (5 bodi, esilo 32 studentii)

Oznac¢me h prevySeni naklonéné roviny a « velikost thlu, ktery svira naklonéna rovina
s vodorovnou rovinou. Ozna¢me w; thlovou rychlost rotace vnéjsiho valce a w, tthlovou rych-
lost rotace vnitiniho valce; vzhledem k tomu, Ze se valce po sobé pohybuji bez prokluzovani,
bude platit

v
v=Rw = w ==, 9
141 1 Rl ( )
riw; = Rowy = W9 = %wl = er; . (10)
2 1412

Kineticka energie soustavy se skldda z translac¢ni a rotacni slozky:
1 o Loy 1o,
Eyin = §(M1 + MQ)'U + §J1w1 + §J2w2 . (11)

Vypoc¢teme moment setrvacnosti napt. J; vnéjsiho dutého vélce J; = Ji g — Ji;, kde Jy g je
moment setrvac¢nosti celého valce (tj. bez dutiny) a J;; je moment setrvacnosti valce, ktery
by vyplnil dutinu, tedy

RQ

1
ho =5 (M) Bl (12)
1 r% 9
Jii = §(M17R% — r%)ﬁ ) (13)
1
Jy=Jp—Jii= iMl(R% + 7’%) . (14)

Vyrazy v zavorkach predstavuji hmotnosti plnych valct, které jsou samoziejmeé jiné nez M;.
Celkova kinetické energie soustavy tedy bude

1 1 1

Epin = 5(M1 + My)v? + ZMl(Rf +rHw? + ZMQ(Rg + 72)ws (15)
1 R? +r} (R2 + r3)r?

Ejin = = (M, + M. M Ly? M W T3 2 16

k 2( 1+ 2)7J + — TR 2 v Ve RR2 (16)
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Pohybuje-li se soustava bez treni, bude na tpati naklonéné roviny podle zdkona zachovani
energie platit Ey;, = Epot = (M4 My)gh. Je-li kone¢na rychlost soustavy v (predpokladame,
7e se soustava pohybuje rovnomérné zrychlené bez pripadnych kmitid malého valce uvnitt
velkého), bude pro jeji zrychleni platit

1 1 2 P
=—at’ = —a— = —. 17
TTRM T2 T (17)
Porovnanim vztahu pro energie vyjadiime
M, + Ms)ghsi
=y T +R2 i)i — R+ (18)
M+ M)+ M L 4 0, U

Nyni jiz zbyva jen dosadit do vztahu pro zrychleni, s = %, tedy vysledny vztah bude

%(Ml—l-Mg)gsinoz 9
a = . 19
1 R2 R
§(M1 —|—M2) -+ 4M1 _R—;rl + 4M2_( 2R-'2-_£%)

Bude-li valci vice, zméni se vysledny vztah tak, ze v ¢itateli bude soucet hmotnosti vsech
valcii a ve jmenovateli bude nékolik dalsich ¢leni za ,,¢tvrtinami® vhodné pronasobenymi
poloméry valcii. Tedy naptiklad pro tii valce

%(Ml —+ M2 + M3)g sin o
a = . (20)
1 R} +r? (R% + r3)ri (RZ + r2)rir2
3+ Ma) + Mg 4 My g R

Daniel Krdl

Uloha V .4 ... vodotrysk v lodi Rychlyjch 3ipi (4 body, Tesilo 33 studentii)

Tuto tlohu mnozi z vas fesili pomoci Bernoulliho rovnice. Je to jisté jeden z moznych
zpusobii, ale nékteri se v reSeni ztratili, a nic nespocitali.

Stacila jednoducha tvaha: Voda u dna lodi ma presné takovou tlakovou potencialni ener-
gii, ktera stac¢i na to, aby vyvrtanou dirou vystoupila opét do vysky okolni hladiny.

Tuto ivahu miZeme zpfesnit tak, aby platila pro pripad, kdy se lodka potapi: Predstavme
si, ze na diru vytvorenou Dlouhym Bidlem vodotésné pripevnime ve svislém sméru trubici.
Pak se nepochybné hladina v trubici ustali ve vysce odpovidajici velikosti pripadného vo-
dotrysku. Pokud se takto upravena lod bude pohybovat ke dnu, nic to nezméni na tom, Ze
hladina v trubici bude ve stejné vysce jako hladina okolni. Z toho plyne, Ze nejvyssi mozny
vodotrysk saha do vyse okolni hladiny.

Neékolik poznadmek k tomu, kdy to viibec takto funguje: Vlivem rtiznych tfecich a od-
porovych sil bude vodotrysk pravdépodobné nizsi. Uvazovali jsme pouze piipad, kdy na
lodku nepiisobi dalsi sily a zrychleni. Pokud by Rychlonozka do lodky sko¢il, mohla by voda
vysSplouchnout i vySe. Nejednalo by se vSak o trvaly jev. Zanedbali jsme také kapilarni efekty.

Zaver: Priznivei Rychlych Sipt se asi moc nepobavi.

Jirt Franta
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Uloha V.5 ... slechtic (hrabé & hrdbé) (6 bodi, Tesilo 37 studentii)

Na zacatku, tésné pred osudnym padem, se nas veliky $éf nachazi ve vysi H = 1 m nad
podlahou. Nasledné pada, pada a pada, dokud se jeho podrazky nedotknou nejvyssi casti
nastrazeného hrabla. K této srazce dojde poté, co nas Big Boss uleti volnym padem vzda-
lenost H — z, kde z je vyska kovového hrabla. Pané séfova rychlost v tomto okamziku tedy
bude ze zdkona zachovani energie, jelikoz zanedbavame odpor prostiedi,

v=1/29(H —2). (21)

Nyni mtze dojit ke dvéma zasadné odliSnym, nicméné zajimavym fyzikalnim situacim.
1. Séfovy podrazky zaivou, nacez ostré hrablo protkne nepevnou $éfovu nohu skrz naskrz.
Valna vétsina tesitel obzvlast v tomto bodé projevila svoji neskonalou zlomyslnost, rozebi-
ravSe dopodrobna anatomii lidskych koncetin.

Tento pripad je bohuzel vyloucen formulaci zadani.

2. Predpokladejme, ze nas $éf ma dokonale pevnou obuv znacky ****. (Navic ma $éf hrosi
kiizi.) Potom se mu hrablo do nohou nezaryje.

Srazka obuv-hrabé (jak vime z praxe a jak bylo explicitné uvedeno v zadéni, coz vét-
Sina TeSitelt jaksi nezaregistrovala) vSak bude nepruzna. Pokud bychom totiz predpokladali
srazku pruznou, $éf by se od hrabla odrazil (kazdy znd pruznou srazku kule¢nikovych kouli).
Neékteri resitelé se ctihodné opravovatele této tlohy snazili presvédcit, ze dopadne-li noha
séfova na hrabé uplné kolmo, nemuze dojit k smutné udalosti popisované v zadani. Ve sku-
tecnosti je podlaha pod hrabémi pruzna, takze se pti srazce trochu prohne. Tim vznikne
otacivy moment, ktery zpisobi rotaci hrabi a $éfiv smutny konec. (Kdyby se podlozka ne-
prohnula, vynachéazelo by se jeho lordstvo v poloze kromobycej vratké, takze dalsi vyvoj
situace by zalezel na malé vychylce od rovnovahy. Kdo vSsak mél nékdy cest navstivit séfa
na pokoji B609, dobfe vi, Ze podlaha je dostateéné pruznd a prohne se.)

Srazku boty-hrabé tedy povazujme za nepruznou. Dojde pfi ni ke ztraté energie. Zakon
zachovani hybnosti vSak plati i pro tento pripad.

Pred srazkou byla $éfova hybnost p = Mv = M,/2g(H — z). Po srazce bude mit $éf
rychlost v'. Hybnost hrabi bezprostifedné po srizce ozna¢me p*. Celkova hybnost soustavy
$éf-hrabé bude po srazce urcéena jako p' = Mv' + p*. Spoctéme p*. Jisté plati

* !/ ]‘ ! ]‘ !/
p' = Zmivi = Zmiriw = imlzw + §m21w , (22)
2 2
kde m; jsou hmotnosti vSech ¢asti nalezejicich hrabim, r; jejich vzdalenosti od osy rotace,
w jest tthlova rychlost pohybu hrabi po srazce, tedy i kazdé jejich slozky, [ je délka smrtici
nasady. Protoze $éf hrabé neopousti, pohybuje se tésné po srazce rychlosti konce hrabla,
tedy v = 2w'.

Odtud mame . l
p/ = Mv' + §v/(m1 + mgg) . (23)

Ze zakona zachovani hybnosti je p’ = p, z ¢ehoZ plyne

) M\/2g(H — 2) (24)

T M+ s(mi+mypl/z) "

v

Pro dal$i pohyb soustavy $éf-hrabé plati zdkon zachovani energie (pti zanedbéni takovych
pfizemnich jevi, jako je kupiikladu odpor prostiedi). Predpoklddejme zde, ze hrabé po
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podlaze neprokluzuji. Celkova energie soustavy F; tésné po dopadu $éfa na hrablo jest rovna

celkové energii F, soustavy v okamziku, kdy je nasada svisla. Zjevné
1 1 z
E, = -Muv? + §Jw'2 + Mgz + migs

5 (25)

kde v = 24, J je moment setrvacnosti hrabi J = %

tedy miizeme piiblizné psit J & 3mal?.

mi 22 + gmyl?, pricemz myz* < mol?,

1 1 [
Ey = §Mv"2 + §Jw"2 +magy (26)

kde v", resp. w", je rychlost, resp. thlova rychlost, $éfa v okamziku srazky nasady s jeho
nebohym nosem, v" = w”z. Tedy

1 1 [
2o MW §Jw"2 +magy (27)

1 1
—Mv'2+§Jv'2/z2+Mgz+m192 5

2

Dostavame tihlovou rychlost hrabi v okamziku, kdy je nasada kolma na vodorovnou rovinu

w,,:\/Mv’2+Jv’2/z2+2Mgz+mlgz—mggl‘ (28)

Mz%24+J

V zadéani jsme hovorili o tideru konce nasady do nosu — onim koncem néasady jsme minili
¢ast nasady, kterd odpovida vysinam Jeho vzacného frndku. Uderi-li nasada v tuto chvili do
nosu naseho nejvyssiho, pak tak ucini rychlosti w = {w"}.1,8 m.s™".

Dodejme, ze jsme splnili ptani Jifitho Kvity — velkého $éfa jsme od néj pozdravovali

a kvétiny do $pitalu jsme mu donesli.

Filosoficky zavér

Pov§imnéme si, ze v ptipadé srazky nasady s Jeho vdzenym nosem bude jiz patrné $éfovi
jedno, jestli je pruzna nebo ne. Osobné se vice priklanime ke srazce nepruzné. Definitivni
odpovéd na tuto otdzku vsak muze podat jediné experiment. BohuZel nam jeSté neni jasné,
jak jej uskutecnit, aby byl opakovatelny.

Martin Krsek € Matous Jirdk

Uloha V.6 ... experimentdini v desti (8 bodi, iesilo 22 studenti)

Velikost destovych kapek se dd mérit mnoha metodami, ale v zasadé se metody daji
rozdélit na ty, kdy méfime velikost jedné (ndhodné odchycené) kapky, a ty, kde nachytame
velké a zhruba znamé mnozstvi kapek a zjistime priimérny objem nami zachycené kapky.

Jako ukazku jsem zvolil metodu z druhé skupiny: Méril jsem objem vody V', ktera dopadla
na plochu S; za dobu t; a soucasné pocet kapek N, dopadnuvs$ich na plochu S5 za dobu t,.
Je velice dobré si veli¢iny zvolit tak, aby S; > Sy a t; > t5. Primérny objem kapky pak
vypocteme ze vztahu

VtQ SQ

Va a — . 29
kapka = 777 o (29)

Pokus ¢. 1:

Pardubice, 11.4.1997, mezi 14:55 a 15:00 SELC, SZ vitr, 5°C

Zmerenée hodnoty:
tp =113s, S;=3x230cm x 27,5cm =1897,5cm?, V =104cm?,
ta = 17,58, Sy =134cm x 9,2cm = 123,28 cm?, N =173.
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Po dosazeni do vzorce ziskAim primérny objem kapky Viapka = 1,43 mm? .

Odhad chyby méreni: At, = 1s, 1%,
AS; =5cm?, 0,2%,
Aty = 0,25, 1%,
ASQ =2 Cm2 5 2% y
AV =0,1cm?, 10%,

AN = /N =8 kapek,!  11%.

Celkové chyba (odmocnina ze souc¢tu kvadrati): 15%.
Objem kapky: Vigpka = 1,43 + 0,22 mm? .

Pokusy ¢. 2, ¢. 3:

Metoda podobnd jako v predchozim, ale polozime ¢; =ty (po¢itani kapek v redlném case).
Pardubice, 8.5.1997, mezi 15:00 a 16:00 SELC, bezvétii

Zmeérené hodnoty: S, =3 x 23,0cm x 27,5cm = 1897,5cm?, V =242cm?,

Sy = 7 (15mm)? = 7,07 cm?, N =15.

Objem kapky: Viapka = 6,0 £ 2,0mm?.
Zmeérené hodnoty: S; =3 x 23,0cm x 27,5cm = 1897,5cm?, V =13,3cm?,

Sy = (54mm)? = 91,6 cm?, N =285.

Objem kapky: Viapka = 7,6 £ 1,0mm? .

Tim, ze jsem pocital kapky soucasné s odbérem vzorku na objem, jsem jednak snizil

pocet, vstupnich veli¢in a také by to mélo odstranit pripadné zmény intenzity desté béhem
téch nékolika minut. Velka chyba v druhém pokusu je zpiisobena malym poctem kapek.

Zavér: Zjistil jsem, ze typicky rozmér destové kapky je nékolik jednotek mikrolitri a ze se
mize ménit az o fad mezi riznymi prehankami.

Podobné jako v klasické tloze s mérenim vysky budovy pomoci barometru, i zde lze

vymyslet mnoho dalSich metod.

i)

ii)

Mnoho 7 vas se rozhodlo zmérit hmotnost nékolika konkrétnich kapek na laboratornich
vahach. Kdyz se podarilo zabranit odparu kapek béhem vlastniho vazeni, dafilo se ob-
vykle dosdhnout vysoké presnosti. Snad jen vydéleni nespravnou hustotou (pro jinou
teplotu) mohlo nepatrné snizit mnozstvi platnych ¢islic ve vysledném objemu.

Genialni méreni objemu jednotlivych kapek bylo provozovano nejvice na Slovensku. Za
predpokladu, 7e se do savého papiru vejde konstantni mnozstvi vody na jednotku plochy,
lze zmérit skvrnu po dopadu kapky, a posléze si papir okalibrovat zndmym mnozstvim
vody.

iii) ,Metoda Smouhy“. Rozméry kapky lze urcit nepiimo na zakladé urceni jeji padové rych-

losti. Za jizdy dopravnim prosttedkem s prithlednymi okny métime thly destovych kapek
rozmaznutych po skle vici horizontale. Tangens tohoto thlu je pomér rychlosti padu
kapky a rychlosti dopravniho prostiredku. Pro rychlost kapky by bylo nejvhodnéjsi pou-
7it vzorec F' = %C’Skapkapvzduchvﬁapka, plocha kapky je svazana s objemem pres polomér,
a to za predpokladu kulového tvaru kapky. Rychlost dopravniho prostredku zjistime po-
hledem na tachometr v pripadé auta, méfenim casti mezi kilometrovniky v pripadé vlaku
a dotazem u pilota v pripadé letadla. Zdroje chyb jsou nasledujici: sklon vozovky, trati,
¢i leteckého koridoru, vitr unasejici kapky bokem a turbulence kolem kabiny.

iv) Velice piplavé je ur¢ovani rozmért Suplérou, pfilozenou k jiz zachycené kapce. Neni presné

urcitelné, jaky ma (byvald) kapicka geometricky tvar. Navrhy sahaly od tenké vrstvicky

1Jako chybu veli¢iny N jsem si zvolil VN, coz je analogie z jaderné fyziky, kdy napi. prilet jedné ¢stice,

¢i rozpad jednoho atomu je jevem ndhodnym, a az velké mnozstvi jednotlivych aktd umozni urcit, jaka je
intenzita zareni nebo rychlost rozpadu izotopu.
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neménné tloustky, pres kulovou tsec¢, az po polokouli.

v) Neredlnou teorii poslal jeden z fesitelii, kdyZ se pokousel méfit rozdil teplot, vznikly
uvolnénim povrchové energie kapicek po dopadu.

vi) Vyfotografovani padajici kapky spoleéné se 8kalou narazi na problémy s vysokou padovou
rychlosti, kterd vyzaduje velmi kratky cas fotografovani. Rovnéz je dobré pouzit misto
s velkou intenzitou svétla a z toho plynouci velkou hloubkou ostrosti. Pro tuto metodu
se nikdo z fesitelid nerozhodl, snad pro vysokou cenu fotografickych materiali.

vii) Poustét dést pres miizku znamych rozméri. Mensi kapicky propadnou. Vyhoda: Pri
proménlivé hustoté mrizky se da urcit i spektrum velikosti kapicek.

viii) Zastavovat kapicky ve vzdusném proudu zndmé rychlosti a posléze uréeni jejich rozméru
podle vyse uvedeného vzorce. I zde lze urcit spektrum.

Posledni tfi metody nikdo nepouzil.
Honza Mocek

Reseni tilohy S.5 ... Slunce a meteoroidy (7 bodi, esilo 16 studentii)
predchozich neslouzily moc k procviceni probrané latky, spis se tykaly véci, které se nevesly

do serialu. Pokud jste si s nimi nevédéli rady, chapejte toto autorské reseni, jako pokracovani
SNP.

a) Gravitaéni (a stejné i elektrostatickd sila) se vyznacuje tim, ze klesd se ¢tvercem
vzdélenosti. Velikost intenzity gravitaniho pole K (coz je sila, kterd by v daném misté
pusobila na téleso s jednotkovou hmotnosti) ve vzdéalenosti r od hmotného bodu o hmotnosti
M je tedy rovna K = kM /r?. Piedstavme si uzky kuzel s vrcholem umisténym do polohy
hmotného bodu M. Plocha S jeho podstavy je imérna ¢tverci jeho vysky r (z podobnosti
plyne, ze polomér podstavy je imérny vysce r). Odtud tedy dostéavame, ze soucin velikosti
intenzity K a plochy podstavy kuzele S je porad stejny a nezavisi na vysce kuzele. Tento
vysledek nezavisi na tvaru podstavy kuZele, mize to byt tfeba ¢tverec (pak je to vlastné
jehlan).

Zkusme néjak vyuzit nas zajimavy vysledek. Umistéme hmotny bod M do néjakého pro-
storu ohrani¢eného uzavienou plochou S (viz obr 2a). Vyplime cely prostor velkym mnoz-
stvim tzkych kuzelti. Budeme se snazit zjistit, jaka je suma ptes vSechny kuzely ze soucinu
velikosti intenzity pole na povrchu plochy vymezené kuzelem a velikosti primétu této plo-
chy do sméru intenzity pole K. Primét této plochy odpovida podstavé kuzele. Obecné se
soucin velikosti intenzity K a pramétu AS’ malé plochy AS do sméru intenzity nazyva tok
vektoru intenzity K plochou AS: & = KAS’. Nami zjistény fakt 1ze v feci toku prefor-
mulovat takto: tok plochou podstavy kuzele je porad stejny. Vratme se zpét k situaci na
obrazku 2a. Diky tomuto vysledku je tok celkovou plochou ®g stejny jako tok ptes kouli
o poloméru r. Jelikoz je intenzita pole kolma na povrch koule, je tok ptes plochu koule
jednoduse @, = 47r’K = dnxM = Pg.
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Co se stane, umistime-li hmotny bod mimo nasi uzavienou plochu? Kazdy kuzel ji protne
dvakrat nebo ¢tytikrat (6x,...), viz obr. 2b. Jak vime, tok pres kazdou plosku bude stejny.
Jednou vsak do daného objemu vektor K vtéka a jednou vytéka. Celkovy tok bude tedy
nulovy.

Bude-li ve hie vice hmotnych bodii, budou do celkového toku pies plochu prispivat pouze
ty z nich, které se nachéazeji uvnitt plochy. Jelikoz je intenzita pole K souctem intenzit
pochazejicich od jednotlivych hmotnych bodi, bude celkovy tok roven

(DS = 47THMuvnitf* ) (30)

kde Mynitr je hmotnost objektii, které jsou uzavieny danou plochou. Tento vztah se nazyva
Gaussova véta.

Ted uz mizeme zjistit, jak vypada gravita¢ni pole izotropni koule o poloméru R. Ze
symetrie plyne, ze velikost intenzity miize zaviset pouze na vzdalenosti r od stfedu koule a ze
intenzita bude smétovat vzdy do tohoto stfedu. Jako plochu, pres kterou budeme pocitat
tok intenzity @, si zvolme kouli o poloméru r se stfedem stejnym jako nase izotropni koule.
Protoze je intenzita v kazdém bodé této plochy stejnd, a navic k ni kolmé, bude ® = 47r2K.
Tento tok jsme vSak schopni vypocitat i ze vztahu (30). Pro r > R tato plocha obklopuje
celou kouli, takze tento tok musi byt roven ® = 4wk M,, kde M} je celkova hmotnost koule.
Pro r > R tak dostdvame znamy vztah K = kM, /r?. Gravitatni pole vné koule je tedy
stejné jako pole hmotného bodu o hmotnosti rovné hmotnosti koule umisténého do jejiho
stredu.

Zvolime-li » < R, pak je tok pres plochu uréen pouze hmotnosti M(r), kterd je sou-
stfedéna v kouli o poloméru r: & = 4rkxM(r). Intenzita gravitaéniho pole se rovnd K =
kM (r)/r?. Na gravita¢ni pole ve vzdélenosti r uvniti koule tedy nem4 vliv hmota, kterd se
nachazi ve vzdalenosti vétsi nez je r.

Priklad Sel fesit i bez znalosti Gaussovy véty. Méjme hmotnou kulovou plochu. Dokazeme
nejprve, ze intenzita gravitacniho pole je uvnitt této plochy nulova. Vnitinim bodem X
vedme opét uzky kuzel, tentokrat protazeny na obé strany (viz obr. 3). Tento kuzel vytkne

na povrchu koule dvé plochy S; a S;. Opét diky podobnosti Gtvari je jejich pomér roven

2
% = % Gravitacni sily, kterymi ptisobi obé plochy v daném misté, maji stejnou velikost,
2 2

ale opacny smér, takze se jejich tacinek vyrusi.

Obr. 3 Obr. 4
Velice pékny diikaz toho, ze gravitacni pole vné kulové slupky je stejné, jako by jeji hmota
byla umisténa do jejiho stfedu, zaslal Martin Ondracek. Zjistil, Ze intenzitu pole v bodé A
(viz obr. 4) mize pocitat nasledujicim zpisobem: bodem A’, ktery lezi na tsecce SA ve
vzdélenosti |SA'| = R?/r od stiedu kulové plochy, vede tzky kuzel o prostorovém thlu w.
Tento kuzel vytne na slupce plochu. Pro intenzitu pole Kg pak nasel vztah

kwM

Kp= — .
B ArR2cos o

(31)
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Do celkové intenzity prispéje pouze prumét této intenzity do smeéru usecky SA. Tento pri-
spévek je pro kazdy kuZel stejny AKp = Kgcosa = kwM/4rR?. Vyplnime-li kuZely cely
prostor (¢emu? odpovida prostorovy tihel 47), dostaneme K = xM/R.

b) Tento piiklad (alespon jeho prvni ¢ast) nebyl moc obtizny. Stejné jako v SNP stacilo
v rovnici hydrostatické rovnovahy polozit za Ar cely polomér hvézdy R. Tlak v centru hvézdy
se pak vyjadril z rovnice polytropy p = Cp”. Neékteri z vas nevédéli, co to C' znamena.
Omlouvam se, v zadani jsem neuvedl, ze je to jenom konstanta. Z rovnice hydrostatické
rovnovahy tedy dostaneme:

p
Cpo' = kM= 32
P M (32)

kde M je celkovd hmotnost hvézdy. Hustotu hvézdy aproximujeme jeji stfedni hustotou
p~ M/R3. Jednoduchymi tipravami nakonec dospé&jeme ke vztahu

31 =2 4
R~ <g> Ve pro y # 3 (33)

V prfipadé v = 4/3 se R vykrati a dostaneme vztah pro hmotnost hvézdy. Rovnovazny
stav zde existuje jen pro ur¢itou hmotnost, pro jiné hmotnosti se hvézda bud zhrouti nebo
rozplyne. Zde bych upozornil na chybu v zadani, nedopatienim jsem zde uvedl, ze pripad
v = 4/3 odpovida adiabaté. To neni pravda, adiabaté odpovida v = 5/3.

Pustme se do rozboru stability hvézdy. Rozlisujeme tii druhy rovnovaznych poloh: poloha
stabilni (pf¥i malé vychylce mé systém tendenci vracet se do rovnovazného stavu), indife-
rentni (pfi malé vychylce systém ziistava v rovnovazném stavu) a labilni (pfi malé vychylce
mé systém tendenci vzdalovat se od rovnovazného stavu). V naSem priipadé indiferentnimu
rovnovaznému stavu odpovida hvézda s v = 4/3. A ménime jeji polomér, jak chceme, vidy
je v hydrostatické rovnovaze.

Vime, 7e gravitaéni sila (napriklad ve vzdalenosti r = R/2) je: F, ~ konst/R?. Naopak
tlakova sila je: F; ~ pR? ~ konst/R3"2, kde jsme pouzili pro vyjadfeni tlaku rovnici poly-
tropy. V rovnovazném stavu jsou si gravitaéni a tlakova sila rovny. Pro v > 4/3 je mocnina
u R ve vztahu pro tlakovou silu vétsi nez 2. Zmensime-li tedy polomér hvézdy v rovnovazném
stavu, bude tlakova sila vétsi nez gravitacni a hvézda bude mit tendenci se rozpinat. Naopak
pro poloméry hvézdy vétsi nez rovnovazny prevazi gravitacni sila nad tlakovou a hvézda
se za¢ne smrstovat, neboli opét se navracet do rovnovazné polohy. V pfipadé v > 4/3 se
tedy jedna o rovnovaznou polohu stabilni. Pro v < 4/3 je naopak mocnina u R ve vztahu
pro tlakovou silu mensi nez 2. Zmensime-li polomér hvézdy, za¢ne gravitacni sila prevazovat
nad tlakovou a hvézda se bude ¢im dal vice smrstovat. Zvétsime-li polomér hvézdy, prevazi
tlakova sila nad gravitacni a hvézda se rozplyne. V piipadé v < 4/3 se jedna tedy o hvézdu
nestabilni.

Alexander Kupco

Reseni VI. série

Uloha VI.1 ... kapalina mezi rovnobéznygmi deskami (5 bodi, 7esilo 32 studentii)
Ulohu lze fesit celou fadou postupii. Nejjednodussi je tlohu si zbyteéné nekomplikovat
a stykovy tihel mezi povrchem kapaliny a deskami polozit roven £90°, tedy predpokladat, ze
kapalina dokonale sma¢i ¢i nesmaci desky. Vzhledem k tomu, 7e desky jsou nekoneéné (v re-
alném pripadé je jejich délka mnohem vétsi nez jejich vzdalenost), bude situace symetricka
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vzhledem ke kazdé roviné kolmé na obé desky i povrch kapaliny. Z této symetrie vyplyne, ze
povrch kapaliny bude ,,valcovy*®.

Nyni uvazujme tsek desek délky L. Ze symetrie neptisobi na kapalinu zadna sila rovno-
bézna s deskami. Na kazdé desce ptisobi na jeji okraj povrch kapaliny silou F; = oL, celkova
sila na kapalinu je F' = 20 L. Vzhledem k pfedpokladu o dokonalém (ne)sméceni je tato sila
rovnobézna s tihovou silou ptsobici na kapalinu mezi deskami. Smér této sily urcuje, zda
kapalina material desek smaci nebo nesmaci. Je-li zakriveni povrchu malé, je objem kapaliny
v uvazovaném useku V' = hLd. V pripadé, 7ze kapalina desky smaci, je tihova sila na ni
pusobici Fy = mg = pVg = phLdg. JelikoZ je kapalina v rovnovazném stavu, plati F' = Fy,

a tedy
20

h g (34)
V opacném pripadé, tj. kapalina desky nesmaci, dostaneme obdobny vztah az na to, 7e
kapilarni silu vyrovnava tlakova sila kapaliny.

Mam radost, ze mohu konstatovat, ze drtiva vétsina resitelt dospéla ke spravnému vztahu,
at uz timto ¢ jinym zptisobem (nap¥. ivahami o kapilarnim tlaku pod vélcovym povrchem).
Nékterym 7 véas jsem v8ak musel za nedostateéné zdivodnéni odvozeni vztahu (34), strhnout
jeden az dva body.

Daniel Krdl

Uloha VI.2 ... prufina, kvddr a t¥eni (4 body, Tesilo 33 studentii)

V zadani tlohy nebylo feceno, v jakém stavu se na pocatku soustava nachazi, zda je
pruzina napjata, stlacenda, anebo v rovnovazné poloze. Rozebereme proto vSsechny moznosti.

Nejprve zavedeme souradnou soustavu. Protoze k vyreseni tlohy stac¢i vysetiovat pohyb
pouze kvadru ¢. 2, volime souradnice co nejvhodnéji vii¢i danému télesu. Osa z je v narysu
by pruzina byla v rovnovaze.

Rozebereme si nyni silové ptisobeni na jednotlivé kvadry. Na oba pitisobi stejna tihova
sila, a proto i stejna reakce podlozky. Tyto sily jsou pric¢inou t¥eni mezi kvadry a podlozkou.
Treci sila ma velikost F; = mgf, kde f je koeficient tieni, a ptisobi vzdy proti sméru pohybu
(dynamické tfeni), pripadné proti sméru sily, ktera se snazi s télesem pohnout (statické tieni).
Dale na oba kvadry piisobi sila pruziny, stejna co do velikosti, ale opa¢na co do sméru. U této
sily pro zjednoduseni predpokladame, 7ze ma béhem celého déje velikost imérnou zméneé jeji
délky: F, = kAl, kde k je tuhost pruziny. No a konecné na kvadr ¢. 1 ptisobi sila od stény,
kterd vyrovnava vSechny sily snazici se pohnout timto kvadrem ,skrz sténu“. Ostatni sily
(napf¥. odporovou silu vzduchu) zanedbame.

Ma-li se pohnout kvadr ¢. 1, coz je zadanim tlohy, musi na ného ptsobit sila pruziny
smérem od stény vétsi, nez je treci sila. K tomu je potieba zjistit, zda se kvadr ¢. 2, pri
dané pocatecni rychlosti, miize dostat do mista, kde bude pruzina dostatec¢né napnuta. Pro
souradnici télesa ¢. 2, pfi vyrovnani sily tfeni a sily pruziny na téleso ¢. 1, musi platit

F,=kz=F=mgf = x:ngf. (35)
Kvadr ¢. 2 musi dosahnout této souradnice s nenulovou rychlosti, aby se pohnul kvadr ¢. 1.

Ulohu lze fesit dvéma zptisoby. Bud napiSeme pohybové rovnice, kdy je nutno kvili tieci

sile rozlisit pripady pohybu kvadru ¢. 2 smérem ke sténé a ode stény. Rovnice maji tvar
d?z

moy = mgf — kx, pro pohyb ke sténé, (36)
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d?z
M = —mgf — kmz, pro pohyb ode stény. (37)
K témto rovnicim musime navic zadat pocateéni podminky x(t = O) = 1) a v(t = 0) = vo
pres zakon zachovanl energie, kde zapocteme i pfeménu pohybové energie na tepelnou energii,
ktera je zpusobena tfenim. Uvazujeme ptitom pouze téleso ¢. 2, které se pohybuje.
Na pocatku déje ma kvadr ¢. 2 energii
1 1
Ey = —muv] + ka7, (38)
2 2
kde prvni ¢len je kinetickd energie a druhy clen vyjadiuje potencidlni energii pritomnou
diky silovému ptisobeni pruziny. Predpokladame zde, Ze téleso ma v ¢ase t = 0 rychlost
o velikosti vy smérem ke sténé. Této rychlosti nabylo urcitym, blize nepopsanym zptisobem
(napt. velmi kratkym ptisobenim zna¢né sily — aderem apod.). Pocate¢ni vychylka z, je bud
kladna, pokud je pruzina napnuta, nulova, je-li v rovnovaze, nebo zaporna, je-li stlacena.
V urcitém case t; se kvadr prestane pohybovat smérem ke sténé a diky sile od pruziny se
zacne vracet zpét. V tomto okamziku bude mit polohu z; a pouze potencialni energii, ktera
se bude rovnat pocatecni energii zmensené o energii, ktera se preménila v teplo vlivem tieni,
tedy

1
E, = ikx% =Ey—mgf(ro—x1). (39)
Konecné v case t, dosahne kvadr souradnice x = ngf, potfebné k tomu, aby se pohnul

kvadr ¢. 1. V tomto okamziku bude mit kvadr ¢. 2 energii

1 1
E, = Qkx2—|—§mv2 =FE—mgf(z —x). (40)
Cast energie se opét ztratila tfenim.

Z rovnic (39) a (40) mizeme dosazenim za Ej z (38) a za x z (35) vyjadfit z; a vy pro
krajni ptipad, kdy bude rychlost v kvadru ¢. 2 po dosazeni soutadnice x nulova, ¢imz vypadne
¢len kinetické energie v rovnici (40). Uvédomime-li si, ze vzhledem ke zvolené soufadné
soustavé musi byt vg < 0 a x; < 0, obdrzime po tpravach

mg f

= -3, (41)

k
vy = \/1592f2 —|—2gfx0—:1:0m = voz—gf,/%\/ﬁ, pro zo =0. (42)

K tomuto vysledku mnozi z vas dosli.

Méla by nasledovat kratka diskuse vysledkt. Predné bychom si méli uvédomit to, ze pri
velkém tteni by dle naseho vypoctu (viz vztah (41)) muselo byt také velké stlaceni pruziny.
Tedy v redlném pripadé musi byt jednak vzdalenost mezi kvadry vétsi nez x;, dale pruzina
musi byt natolik pruznd, aby dovolila stlac¢eni o tuto hodnotu. Jinak dojde k odrazu (at
uz pruznému, ¢i nepruznému) kvadru ¢. 2 a tloha se zkomplikuje, ponévadz pak musime
zapocitat délku plné stlacené pruziny.

gf

ché. V téchto pripadech miize byt totiz pocatec¢ni rychlost kvadru ¢. 2 nulova a kvadr ¢. 1 se
pohne vzdy.

.o . . m
Uvazujeme-li nenulové x(, pak pro zy < _3Tgf axy > je Teseni vice nez jednodu-

Karel Houfek
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Uloha VI.3 ... kuleénik (5 bodi, esilo 26 studentii)

Regeni tlohy zapo¢neme tvrzenim, které si snadno dokazete sami.

Pokud se srazi dvé stejné koule dokonale pruznym stfedovym razem, pak si vzajemné
vyméni rychlosti. Vypada to tedy, jako by proletély skrz sebe. (Ale jen vypadal!)

Ve specidlnim pripadé, kdy koule B stala a koule A do ni vrazila, se koule A zastavi
(v idedlnim pFipadé na misté) a koule B se zacne pohybovat stejnym smérem a stejnou
rychlosti jako se pohybovala koule A.

Pokud dojde k necentralnimu razu, miizeme k feseni tllohy o dalsim pohybu kouli vyuzit
vySe uvedeného tvrzeni. Protoze v nasi tloze bude pii srazkach kouli jedna z nich vzdy
v klidu, budeme resit jednodussi variantu, nez kdyby se obé koule mohly pohybovat.

Rozlozime vektor rychlosti v nalétavajici koule A na dvé komponenty. Jedna (v.) bude
namitrena na stied koule B, druha (v;) bude teénd k povrchu koule B (viz obr. 5). Protoze
neuvazujeme tieni, dojde prakticky ke stfedovému razu koule A pohybujici se rychlosti v,
s kouli B. Koule B se za¢ne pohybovat rychlosti v, a koule A bude mit rychlost v;. Snadno
se presvédcite, ze thlova odchylka vektori v a v; muze byt maximalné 90°, coz vsak ve
skutecnosti odpovida stredovému razu, tj. nalétavajici koule by se zastavila.

Obr. 5 Obr. 6

7 vyse uvedeného vyplyva, 7ze nejmensi pocet kouli v pripadé, 7Ze uvazujeme pouze ,,dvou-
koulové“ srazky je: 4 (to jsou ty rozmisténé) + 1 (to je ta, co do ni na zac¢atku stréime) =
5, pricemz schematické rozmisténi kouli je zachyceno na obr. 6.

Musim fici, ze tady se hodné z vas dopustilo chyby, protoze jste si neuvédomili, Ze neni
omezeni na uhel pri posledni srazce. Nic si z toho nedélejte, udélal jsem stejnou botu jako

vy.

OB X

Obr. 7 Obr. 8

Nicméné existuje usporadani, pri némz dojde k pozadovanému efektu za ucasti pouhych
¢tyr kouli (viz obr. 7). Zde dochézi k zajimavé situaci. Pouzitim pouze dvou rovnic (zdkont
zachovani (ZZ) hybnosti a energie) tlohu o dal$im pohybu kouli po srézce nevyfesime. Zis-
kdme na zavér dvé rovnice o tfech nezndmych (napt. tii rychlosti). Proto musime pouzit
predpokladu o dokonale tvrdych koulich k tomu, abychom mohli fici, ze koule B a C se
rozleti pod thlem 60°, tj. Ze koule se za¢nou pohybovat ve sméru sily, jez na né pii srazce
pusobila. Tak zjistime, ze koule A se odrazi zpét s nenulovou rychlosti a po narazu do koule
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D se zastavi. No a to je presné to, co jsme chtéli.
Pro zajimavost si to spoc¢téme s tim, 7e koule B a C se nemuseji dotykat (viz obr. 8).
Pak plati (uzitim ZZ), ze

12r2 — 4rd — d?
+\/ r r u

2 = w? + 2u 43
o a vi=w"+2u", (43)

vV=w

kde v, resp. w je velikost rychlosti koule A pred srazkou, resp. po srazce a u je velikost
rychlosti, kterou bude mit po srazce koule Bi C.
Néas zajima situace, kdy se koule A zastavi, tj. w = 0. To nastane pro

d=2r(v2—1)~0,82r. (44)

Vidime, 7e rezerva pro to, aby doslo k odrazu koule A pfi nedotykajicich se koulich B a C,
je znacna.

Mizete si jesté rozmyslet, co se stane, pokud se netrefite presné mezi koule, a také, jaky
bude mit vliv to, ze koule se budou lehce deformovat, tj. nebudou dokonale tvrdé. Preji
prijemné premysleni a spoustu napadi.

Tomas Sykora

Uloha VI.4 ... lanovka (| body, vesilo 28 studenti)

Pro jednoznacnost predpokladejme nasledujici dopravni rezim prazdné vzducholodi. Nej-
prve vzducholod vystoupa do vysky h (zde 300 m) a pak se prodluzuje lano z mista, kde
vzducholod startovala, soucasné se pritahuje lano vedouci z mista, kam sméfuje, tak, aby
vzducholod zistala v konstantni vySce. Pristani necht je opét kolmé.

Zanedbame té7 zmény hustoty vzduchu s vyskou, necht je vztlakova sila konstantni
Fy =mg = 49050 N.

Zavedeme oznaceni: Fy, F5 necht jsou sily piusobici na jednotliva lana, délka zakladny je
[ = 3km, vzducholod necht je ve vodorovné vzdélenosti x od bodu, kde je upevnéno prvni
lano (0 <z <1).

Pro slozky téchto sil plati

Flx = Fyr, (45)

Z geometrickych uvah lze dale odvodit dalsi rovnice, svazujici jednotlivé slozky sil a geometrii.
Napriklad mtizeme vzit tyto ¢tyri rovnice

F NI Fy «/hQ—i—(h—x)Q’
Fiy b Fyy h
Y - - = 4
Fzxz =z’ FBr -2z’ (48)

Méame Sest rovnic pro ¢tyfi neznamé (Fya F, funkcemi svych slozek), nemélo by byt problém
vyjadrit jednu ze sil pouze jako funkce [, h a x.
Z rovnic (45) a (48) ziskame
Fy
Fy |-z
Tento vzorec vyjadiuje, ze se sila Fy rozlozi do jednotlivych bodt neprimo tmérné podle
vzdalenosti. Odpovida to situaci, kdy by lana byla nahrazena nehmotnou vodorovnou tyci
a svislymi vlakny.

(49)
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Po mnoha bezttésnych hodindch vypodti jsme algebraicky vypocet zadali poé¢itaci (ano,
i to uz ty stroje svedou) a ziskali jsme vyjadieni pro F; pomoci znamych veli¢in
Va4 h?(x —1)

F = F, T . (50)

Pro F, by to bylo diky symetrii podobné, jen je nutné vzdjemné zaménit vyrazy = a (I — x).
Maximum funkce Ize zjistovat riznymi zpusoby. Kdo
neumi derivovat, muze hledat pomoci vypocitanych hod-
not a nakresleného grafu (viz obr. 9). Je nicméné zadouci  f
extrém najit presné, tieba metodou postupného puleni
intervalii (za chvili ukdZeme pro¢).
Exaktni hodnoty x, v nichZ se muze nachazet extrém,
jsou dany rovnici

(l—2x)z—h*
NoE

Citatel tvoii kvadratickou rovnici, jejiZ kofeny snadno

spocteme
[+ 1> — 8h?
—

Pro dané hodnoty se na intervalu nachazeji extrémy dva. Jak ukazuje graf (viz obr. 9),
jednd se o mélké lokdlni minimum ve vzdélenosti cca 30 m a maximum pro x = 1470 m.
Kdo si vypsal hodnoty po 100 metrech, nabyl dojmu, Ze maximum lezi uprostied, coz ¢iselné
nedava velkou chybu, ale pro jiné vstupni hodnoty uz to vliv mit muze.

Pokud ménime pomér h/l, méni se i poloha, v niz dochazi k extrémim. ZvySujeme-li
vysku h, maximum se posunuje stale vice ke kraji, zatimco minimum mu ,jde naproti®.
Existuje ur¢ita kritickd vyska, kdy je pod odmocninou v rovnici (52) nula, tj.

2 [
h = % =1060m, Textréml 2 = 1= 750m. (53)

Fl = F 0. (51)

(52)

Textrém1,2 —

Oba extrémy zde splynou a funkce Fi(z) zde ma tzv. inflexni bod. Pokud déle zvétsujeme
pomeér, derivaci jiz zadné extrémy nenalezneme, funkce je zde monotonni a extrémni hodnoty
budou na kraji intervalu.
Ciselné vyjde: Fi(z =1500m) = 125050 N,

Fi(x=1470m) = 125100 N,

Fi(z =30m) =48800N.
Poznamky: Nékolik jedinci si zadani vylozilo tak, Ze se vzducholod pohybuje po elipse,
vlastné piilelipse. Zda se toto zatizeni buduje nevim, ale skutecné se o této varianté uvazovalo.

Honza Mocek

Uloha VI.5 ... vodovod (4 body, 7esilo 13 studentii)

Uvodem bych se chtél Fesitelim omluvit za neiplné zadani tlohy. Nastésti vétsina z vas
pochopila zadani tak, jak bylo zamysleno.

Prvnim krokem k spravnému vyteSeni tlohy bylo zakresleni vSech ptisobicich sil (viz
obr. 10). Polovina z vas v této ¢asti lohy neuspéla, a proto také neziskala zadné body.
Shodou okolnosti je jejich vysledek ¢iselné& spravny.
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Oznaceni veli¢in v tloze: o je hustota vody, g — tihové zrychleni, S — priifez trubky, [ —
délka trubky a M — hmotnost trubky.
Silu F ur¢ime z druhého Newtonova zakona

Ap |
F=22. G ) F
Déle nas bude zajimat pouze y-ova slozka sily F. Pro jeji ve- F l,: ‘
likost bude platit !
A A 2 2 Obr. 10
Fy:ﬂ_v m:UQQS:%_LQU (55)

At At oS S

kde Q,, = Am/At = pvS je hmotnostni pritok a @, = AV/At = vS pritok objemovy.

Tihova sila F, bude
F, = (M + 0lS)g. (56)

Ma-li ztistat trubka v klidu, musi byt momenty ptisobicich sil vzhledem k bodu A v rovnovaze.

l
0=F,;~Fl. (57)

Odtud dostaneme pro hmotnostni pritok rovnici

I S(M + olS
(M+gl5)g§:% = Qm:\/gg ( 2“’ ). (58)

Pro objemovy pritok pak obdrzime

_ gS(M + olS) _ g(M + olS)
Q, = 2 = o= Ry (59)

Viadimir Slavik

Uloha V1.6 ... jak tlusty je papir? (8 bodi, iesilo 34 studenti)

Vzhledem k tomu, 7e naprosta vétSina z vas mérila tloustku papiru klasickym zpisobem,
to jest metodou primou pomoci mikrometru nebo jiného, vice ¢i méné presného méridla,
rozhodla jsem se, ze udélam v reseni trochu zménu. Myslim si totiz, ze je docela zbytecné
takovou jednoduchou véc po vas premeérovat, a tak vas sezndmim jesté s jinymi metodami
meéreni a znudim vas trochou té statistiky.

Jak jisté vite, tloustku papiru lze zmérit metodou piimou. Méfit se da 1 list az N listq,
pricemz pocet listii hraje nemalou roli pti tomto zplisobu méfeni, o ¢emz se mnozi z vas
presvédcili. Je samoziejmé, ze se tim ovliviiuje presnost méreni, a tedy i chyba. Postup je
velice jednoduchy. Vezmeme sesit, odstranime desky, pokusime se tak trochu vytlacit vzduch
nachézejici se mezi jednotlivymi listy a hura, mizeme mérit. Zmérime tedy vysku stohu
papiru, nejlépe na vice mistech a vicekrat. Vysledek pak délime poctem papirt. Jak prosté,
mily Watsone. Nesmime vSak zapominat na to, ze papir se nam pii méreni tlakem méridla
deformuje, ¢imz jsou vysledky zkreslené. I s tim si mnozi z vas poradili. Jednoduse dali
papiry mezi dvé podlozky, které uz tak snadno zdeformovat nejde. Tloustku téchto podlozek
pak odecetli od vysledného méreni.

Dalsi takovou docela jednoduchou metodou je metoda objemova. Pomoci odmérného
valce naplnéného kapalinou zméfime objem papirového listu. Pak uz jen zméiime dvé delsi
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strany papirového kvadru a tloustka listu je na svété. Méfeni provadime nékolikrat, to kvuli
presnosti.

Objevilo se zde i velmi zajimavé feSeni tohoto problému. Nazvéme ho kapkova metoda. Ta
spoc¢iva v tom, ze pomoci pipety kapneme kapku o zndmém objemu na sklicko, na kterém se
nachézi papir. Tento papir je vSsak mirné poupraven, a to tak, ze je uprostied néj vystiihnuty
otvor, uvnitt kterého se nachazi jiz zminéna kapka. To vSe se velmi opatrné prikryje dalsim
sklickem a dava se pozor, aby se zdeformovana kapka nevsala do papiru. Ta se totiz zmackne
az na uroven tloustky papiru. Nezbyva nic jiného, nez zméfit pramér kapky (kruh) a z toho,
7e kapka mé nyni tvar valce (vyska je pravé ta hledand tloustka papiru) a zndmého objemu
snadno spoc¢teme to, co potiebujeme. Toto méfeni vyzaduje pomérné velkou presnost a chut
si vyhrat. Problém je totiz v tom, Ze pipeta neni moc vhodna na takovyto pokus a to z toho
divodu, ze kapka by méla mit maly objem (to abychom nemuseli brat velky kus papiru),
coz se pipetou velmi tézce dosahuje. Ale urcité existuje néco jiného, mnohem piesnéjsiho,
¢im se d& dosdhnout toho, ze dand kapka bude mit dany objem.

A ted néco statistiky. Misto méfeni bych vam totiz radéji demonstrovala to, co jste
namérili vy sami. Takze:

Brneénske papirny:

Sesit typu PT 440 d = 80 um
Sesit typu PT 540 d="77um
Sesit typu M 520 d =92 um

Sesit typu PN 2-260-94 d = 70 um
Sesit typu PN 2-100-96 d = 69 um

Sesit typu PT 560 d =83 um
Sesit typu PT 460 d =81 um
Slovensko-Slavosické papirny: d="73um
Neuvedeny vyrobce: d="75um

Tedy celkové vychazi v priméru na Ceskou republiku tloustka papiru ve skolnich sesitech na
77,5 um. Jak je vidét, Slovenska republika ma papiry asi o 5 um tenci.

A jesté jeden postieh: David Kubiznak spocetl, Ze pokud prehnete papir celkem 42 krat,
dostanete stejnou vysku tohoto papiru jako je vzdalenost Zemé—Meésic. Tot prakticka tloha
pro ty, ktefi nemaji o prazdninach co délat.

Budka

Reseni tlohy S.6 ... hmotnost hvézd a tak (| body, vesilo 15 studentii)

a) V posledni kapitole SNP jsme si ukézali, 7e svitivost hvézdy L je tmérnd tieti mocniné
jeji hmotnosti M: L ~ M?3. Pro energii E, kterou vyzaii za dobu ¢, pak mtZzeme psat
E ~ M?3t. Hvézda béhem svého Zivota ziskdva energii pfevazné z pfemény jader vodiku na
hélium. Zasoba energie F, je tedy imérna poctu protonti ve hvézdé, a tim i celkové hmotnosti
hvézdy: E, ~ M. Tato zasoba, za predpokladu, 7e se svitivost hvézdy s ¢asem moc neménti,
vystac¢i na dobu

T=E,/L~M/M*~ M2, (60)
neboli doba zivota hvézdy je nepfimo imérna druhé mocniné jeji hmoty.

b) V této aloze se vyskytuje celkem pét nezndmych: hmotnosti slozek dvojhvézdy M 4,
Mg, jejich absolutni magnitudy My, Mg a vzdalenost dvojhvézdy od Zemé r. Znalost po-
sledni veli¢iny nam umoznuje jednodus$e urcit hodnoty zbyvajicich ¢tyt. Absolutni magnitudy
slozek spocteme z Pogsonovy rovnice (viz tloha S.I) ze zndmych vizudlnich magnitud m 4
a mp

M=m+5->5logr, (61)

Strana 17



Fyzikalni korespondenéni seminair MFF UK roénik X série VII

kde vzdalenost dosazujeme v parsecich. Hmotnosti slozek uréime z empirické formule (6.8),
log M = 0,56 — 0,12M (62)

zde je hmotnost hvézdy vyjadiena v ndsobcich hmotnosti Slunce M. Kombinaci obou rovnic
obdrzime pro hmotnost hvézdy

M — 1070,0470,12771 ,',,0,6. (63)

Dalsi vztah mezi vzdalenosti dvojhvézdy a hmotnostmi slozek plyne ze znamého zobec-
néného III. Keplerova zakona:

(L3

TQ(MA +MB)

kde a je velka poloosa obézné drahy a T" obézna doba systému. Hodnotu konstanty urc¢ime ze
znamych veli¢in az a T pro systém Zemé-Slunce. Budeme-li dosazovat velkou poloosu v as-
tronomickych jednotkach, obéznou dobu v rocich a hmotnosti slozek v nasobcich hmotnosti
Slunce, je tato konstanta rovna jedné (az = 1 AU, Tz = 1rok, My = Mg, Mp = Mz = 0).

Velka poloosa drahy dvojhvézdy 70 Oph ma na obloze tihlovou délku A = 4,551". Jeji
skute¢nou velikost v astronomickych jednotkich dostaneme ze vztahu a = Ar, kde za r
dosazujeme vzdalenost v parsecich. Tento vztah plyne z definice parseku. (Jeden parsek je
vzdalenost, ze které se jevi usecka délky jedné astronomické jednotky jako tisecka s thlovou
délkou 1”.) Dosazenim do (64) obdrzime hledany druhy vztah mezi r, M4 a Mp:

= konst. , (64)

(rA)®
T2

=My+Mgp. (65)

Hmotnosti slozek vyjadiime z (63) a po upravé nalezneme

T’ — — m — m
rt = S5 10700 [10701Ema g 1070 ] (66)
Ciselna hodnota vzdalenosti dvojhvézdy 70 Oph je r = 4,77 pc. Hmotnosti slozek vypoétené
z (63) jsou pak M4 = 0,79 Mz a M, = 0,54 M.
Na zavér bych jesté rad dodal, ze v pripravé poslednich tii kapitol SNP jsme cerpali

hlavné z téchto knih:

M. SoLrc, J. SVESTKA, V. VANYSEK: Fyzika hvézd a vesmiru, SPN, Praha 1991;

V. BALEK: Preco svietia hviezdy? Alfa, Bratislava 1986.

Pokud zaujaly problémy tesené v tomto roé¢niku SNP, jehoz tématem byla astronomie a
astrofyzika, pak vam tyto knihy viele doporucuji.

Alexander Kupco

Supermozky
(Prevzato z knihy To snad nemyslite vdiZné, pane Feynmane!)

Kdyz jsem byl jesté postgradualni student v Princetonu, pracoval jsem u Johna Wheelera
jako asistent. Snazil jsem se vyfeSit problém, ktery mi predlozil, ale pripadal mi stale tézsi
a téz81 a ja se nemohl hnout z mista. Tak jsem se vratil k napadu, ktery jsem mél kdysi na
MIT. Spocival v tom, ze elektrony neptisobi samy na sebe, ale pouze na jiné elektrony.

Slo o nésledujici problém: Kdyz zatiesete elektronem, vyzaiuje energii, takze jeho energie
ubyva. To znamen4, Ze na néj musi pisobit sila, a ta sila musi zaviset na naboji elektronu (ne-
nabita ¢astice energii nevyzafuje). Podle standardni teorie vytvari tuto silu (zvanou brzdna
sila) piisobeni elektronu na sebe sama. Jenze ji mél jen elektrony ptisobici na jiné elektrony,
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takZe jsem si uvédomoval jisté potize. (Na MIT jsem dostal tenhle ndpad, aniz bych potize
postiehl, ale v Princetonu jsem uz védél, 7ze tu problém je.)

Uvazoval jsem takhle: Zatfesu jednim elektronem. Ten zpiisobi, Ze se zatfese jiny elektron
pobliz, a zpétné pisobeni tohoto elektronu pobliz bude pivodcem brzdné sily. Udélal jsem
néjaké vypocty a Sel je ukdzat Wheelerovi.

Wheeler tekl okamzité: , To nebude dobie, protoze to zavisi nepfimo imérné na ctverci
vzdalenosti ostatnich elektronit, a na téchto proménnych by to viibec zaviset nemélo. Také
to bude nepifimo tmérné hmotnosti druhého elektronu a primo tmérné naboji druhého elek-
tronu.

Byl jsem zmateny: Napadlo mé, Ze to snad musel vSechno propocitat. Teprve pozdéji mi
doslo, ze kdyz nékomu, jako je Wheeler, predlozite problém, dokaze tohle vsechno videt. Ja
musel délat vypocty, ale jemu se stacilo podivat.

Pak tekl: ,A bude to zpozdéné — ta vlna se vraci se zpozdénim — takze jste vlastné
nepopsal nic jiného nez odraz svétla.®

»,No jo, samoziejmé,” ekl jsem.

,Pockejte jesté,“ dodal, ,,predpokladejme, 7Ze se to vraci predbihavymi vinami — reakce,
ktera se Sifi obracené v ¢ase — pak by se to vratilo v pravou chvili. Vychéazelo nam sice, ze
se ten efekt méni nepfimo amérné kvadratu vzdalenosti, ale co kdyby vSude v prostoru byla
spousta elektroni. Pak by jejich pocet zase rostl s kvadratem vzdalenosti. Mozna se nam
podaii, aby se to vSechno zkompenzovalo.“

A opravdu se nam to podarilo. Vyslo to moc pékné a vSechno to do sebe zapadalo. Byla
to klasicka teorie, kterda vypadala spravné, i kdyz se odliSovala od standardni Maxwellovy
¢i Lorentzovy teorie. Neméla zadné potize s nekonecny vyvolanymi plisobenim elektront na
sebe samé, bylo to velmi dimyslné. Méli jsme ptisobeni, ktera se Sitila v case doptredu a
pozpatku — tikali jsme tomu ,naptl predbihavé a napil zpozdéné potencialy®.

Wheeler a ja jsme si fekli, ze dalsim problémem, do néhoz by jsme se méli pustit, je kvan-
tova elektrodynamika; ta méla (jak jsme se domnivali) potize pravé s ptisobenim elektronu
na sebe. Domnivali jsme se, ze kdyz se nejprve zbavime téchto potizi v klasické fyzice a pak
od ni prejdeme ke kvantové teorii, zbavime se potizi i tam.

Klasicka teorie ndm ted vysla v poradku a Wheeler mi fekl: ,,Feynmane, mél byste o tom
udélat seminaf. Jste mlady a potiebujete ziskat zkusenosti s prednasenim. Ja se zatim po-
divam, jak bychom z toho udélali kvantovou teorii, a prednesu to na seminari pozdéji.«

Méla to byt moje prvni poradna prednaska a Wheeler se dohodl s Eugenem Wignerem,
aby ji zaradil do planu pravidelnych seminarii.

Den nebo dva pred seminafem jsem potkal Wignera na chodbé. ,,Feynmane,“ fekl, ,mys-
lim, ze ta vase prace s Wheelerem je moc zajimava. Tak jsem na ten va§ seminai pozval
Russella.“ Takze Henry Norris Russell, slavny a vynikajici astronom, pfijde na miij seminaf.

Wigner pokracoval. ,,A také si myslim, Ze by to mohlo zajimat profesora von Neumanna.*
John von Neumann byl Siroko daleko nejvétsi matematik. ,,A ndhodou je tady na navstévé
ze Svycarska profesor Pauli...Tak jsem ho pozval taky.“ Pauli byl velice slavny fyzik — a
v té chvili jsem uz byl bledy jako sténa. Nakonec Wigner dodal: ,,Profesor Einstein chodi na
nase seminare ziidkakdy. Ale vase prace je tak zajimava, Ze jsem ho specialné pozval. Takze
prijde také.”

To uz jsem musel zezelenat, protoze Wigner fekl: ,Ne, ne, nebojte se. Jenom bych vas
chtél jesté upozornit, pokud profesor Russell usne — a on ur¢ité usne — neznamena to, ze
seminar je Spatny. Usind na v8ech seminafich. Na druhé strané, bude-li profesor Pauli neustale
prikyvovat, jako by souhlasil se vS§im, co se na seminafi iika, nic to neznamenéa. Profesor Pauli
ma tresavku.“

Sel jsem za Wheelerem a vyjmenoval mu vSechny ty slavné osobnosti, které piijdou na

4
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seminar, a podotkl, Ze jsem z toho trochu stisnény.

,Nebojte se,“ tekl mi, ,Dobfe to dopadne. VSechny dotazy zodpovim ja.“

Tak jsem si pripravil prednasku, a kdyz prisel osudny den, zaSel jsem do ucebny a udélal
to, co mladi muzové, nezkuseni v prednaseni, casto délavaji: popsal jsem tabuli prilis mnoha
rovnicemi. Pochopte, mlady muz nedokaze rict: , Tamhleto se bude zfejmé ménit nepiimo

umeérné a tohleto se bude meénit takhle. .. “ Netusi, Ze to vSichni posluchaci védi, Ze to prosté
vidi. On sam to totiz nevidi, dokud to opravdu nevyjde FeSenim rovnic, a proto jich tolik
potiebuje.

Pravé kdyz jsem s predstihem pokryval témi rovnicemi tabuli, veSel Einstein a ekl mile:
,Dobry den, prisel jsem se podivat na vas$ seminar. Ale nejdiiv — kdepak je ¢aj?«

Rekl jsem mu to a pokracoval v psani rovnic.

Pak prisla chvile, kdy méla prednaska zacit, a vSechny ty supermozky jsou tady, ptimo
pred mnou, a c¢ekaji! Bude to kiest ohném. Jasné se pamatuji, jak se mi tiasli ruce, kdyz
jsem vytahoval z hnédé obalky svoje poznamky.

A pak se stal zazrak, ktery se potom v mém zivoté dal znovu a znovu a ktery mé vzdy
spasi: V okamziku, kdy za¢nu myslet na fyziku a musim se soustfedit na to, co vysvétluji,
vSechno ostatni mi z hlavy vypadne a rdazem jsem vici nervozité zcela imunni.

Jakmile jsem jednou zacal, uz jsem ani nevédél, kdo v prednaskovém sale je. Prosté jsem
vysvétloval, o co se jedna, nic vic.

Pak ovSem pftisel konec prednasky a na poradu byly dotazy. Prvni vstal Pauli, sedici vedle

Einsteina, a povida: ,Myslim, Ze tachle teorie nemiize byt dobte kvili tomuchle, tomuchle a
tomuchle.“ Pak se otocil k Einsteinovi. ,,Souhlasite, profesore Einsteine?
,Pouze se obavam, zZe by bylo velice obtizné vytvorit odpovidajici teorii gravitac¢ni interakce.
Mél na mysli obecnou teorii relativity, jejimz byl otcem. Pak pokracoval: A jelikoz dosud
nemame piiliS mnoho experimentalnich diikazi, nejsem si spravnou gravitacni teorii jisty.“
Einstein bral v tivahu, Ze vSechno miize byt jinak, nez tvrdi jeho teorie; byl velice tolerantni
k odliSnym nazortm.

Skoda, Ze jsem si nezapamatoval, co tenkrat Pauli fekl. O mnoho let pozdé&ji jsem totiz
zjistil, ze naSe teorie nevyhovuje pti prechodu ke kvantové teorii. Je mozné, ze Pauli ve své
velikosti rozpoznal tuto obtiz okamzité a vysvétlil mi ji ve své otdzce. Jenomze ja jsem byl
tak rad, ze na otazky nemusim odpovidat, Ze jsem je ani poradné neposlouchal. Vzpominam
si vSak, ze kdyz jsme spolu vystupovali po schodisti v Palmerové knihovné, Pauli se mé
zeptal: ,O ¢em bude Wheeler mluvit ve své prednasce o kvantové teorii?“

,Nevim, nic mi nerekl,“ odpovédél jsem. ,Pracuje na tom sam.“

,Netikejte,“ podivil se. ,Tak on pracuje na kvantové teorii, a svému asistentovi nic ne-
povi?“ Pristoupil ke mné bliz a tekl tichym tajniistkaiskym hlasem: ,Wheeler o tom seminar
nikdy neudéla!*

A mél pravdu, Wheeler ten semindf nikdy nekonal. Myslel si, ze ptrechod ke kvantové
teorii bude snadny; mél pocit, 7e uz na to prisel, ze uz to skoro ma. Jenze na to nepftisel.
A kdyz nastal ¢as jeho seminare, uvédomil si, Ze nevi, jak na to, takZe nemad, o ¢em by
prednasel.

Ani ja jsem ji nevyftesil — kvantovou teorii napul predbihavych a napil zpozdénych po-
tencidli — a pokousel jsem se o to léta.

Richard P. Fyenman
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