
Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VI
�Zadání VI. série �Termín odeslání: 21. kvìtna 2001Milí øe¹itelé Fykosu!Máte v rukou zadání poslední série tohoto roèníku Fykosu, tedy poslední mo¾nost, jak sive výsledkové listinì je¹tì trohu polep¹it. Doufáme, ¾e se vám budou úlohy líbit. Jejih øe¹enídostanete spolu s øe¹ením 5. série a závìreènou výsledkovou listinou v druhé polovinì èervna.Pøejeme vám hodnì úspìhù v závìreèném období ¹kolního roku. Jan Prokle¹kaÚloha VI . 1 . . . dielektrikumMìjme deskový kondenzátor a uvnitø nìj dielektrikou desku s relativní permitivitou "r = 6.Na kondenzátor pøivedeme napìtí U = 10 kV a neháme systém ustálit. Poté desku vyndáme akondenzátor zkratujeme. Jaké napìtí namìøíme na kondenzátoru po vráení desky? Materiál deskyBaTiO3 je feroelektrikum, zùstane zelektrizovaný!Úloha VI . 2 . . . elektron u deskyMìjme nekoneènou vodivou uzemìnou desku. Ve vzdálenosti h od ní je umístìn náboj Q.Spoètìte, jakou silou je náboj pøitahován k dese.Úloha VI . 3 . . . galaxieZaèátkem století existoval kosmologiký model vesmíru, podle kterého byl vesmír homogenní(v ka¾dém místì stejný) a izotropní (v ka¾dém smìru stejný). Takový vesmír v sobì zahrnovalrovnomìrnì rozmístìné galaxie.Pøedpokládejme, ¾e v¹ehny galaxie jsou o do mno¾ství vyzaøovaného svìtla stejné. Spoètìte,kolikrát víe galaxií uvidíme, jestli¾e se místo pouhým okem budeme dívat na oblohu triedrem,kterým lze pozorovat objekty s magnitudou a¾ 8;5.Magnitudou se v astronomii mìøí jasnost objektu. Èím vìt¹í magnituda, tím slab¹í objektvidíme. Slune má �27 magnitud, Mìsí v úplòku �13mag, nejjasnìj¹í hvìzdy 0mag a nejslab¹íhvìzdy viditelné pouhým okem mají 6 magnitud.Pomoi vám mù¾e Pogsonova rovnie, která porovnává magnitudy a pozorované intenzity dvouobjektù: m1 �m2 = �2;5 log�I1I2� :Zamyslete se nad tím, jak se zmìní øe¹ení, kdy¾ budou galaxie vyzaøovat rùzné mno¾ství svìtla.Úloha VI . 4 . . . ryhlý protonJednou zaregistrovali v Utahu (USA) detektorem kosmikého záøení proton s energií 51 J.Spoètìte jeho ryhlost (nebo spí¹e o kolik se její ryhlost li¹í od ryhlosti svìtla). Odhadnìte takézakøivení jeho dráhy v magnetikém poli 10T.Úloha VI . P . . . dominoUrèitì u¾ jste si nìkdy hráli s dominem, tedy kvádry postavenými v øadì za sebou, které poshození prvního z nih lavinovitì padají. Pokuste se odhadnout ryhlost, kterou se tato vlna ¹íøí, ajak tato ryhlost závisí na rozmìreh a hmotnosti kvádrù, vzdálenosti kvádrù : : : Popi¹te podrobnìmodel, který ve svýh úvaháh pou¾ijete, a posuïte, nakolik odpovídá realitì. Strana 1



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIÚloha VI . Exp . . . zase dominoPromìøte ryhlost padání dominovýh kostek z problémové úlohy pro rùzné podmínky. Mù¾etenapø. zmìøit závislost na vzdálenosti, hmotnosti èi vý¹e kostek. Pokud budete øe¹it i problémovouúlohu, nezapomeòte porovnat va¹i teorii s experimentem.
�Øe¹ení IV. sérieÚloha IV . 1 . . . vesmírná støíkaèka (5 bodù, øe¹ilo 20 studentù)Pøedstavte si, ¾e ve vakuu mimo gravitaèní pole støíkáme vodní paprsek. Kromì tohoto paprskuje zde kolmo (mimobì¾nì) k jeho pùvodnímu smìru umístìn nabitý nekoneèný drát s délkovouhustotou náboje �. Voda je støíkána z velmi velké vzdálenosti s poèáteèní ryhlostí v. Vzdálenostpøímky, ve které je støíkána voda (ve které se na zaèátku pohybuje vodní paprsek) a drátu je d.Spoètìte úhel, o který se odhýlí vodní paprsek od pùvodního smìru. Molekuly vody si pøedstavtejako elektriké dipóly, jejih vzájemné pùsobení zanedbejte a také zanedbejte jejih moment setr-vaènosti (tj. pøedstavte si, ¾e v¹ehna hmotnost molekuly je soustøedìna uprostøed mezi náboji,které jsou nehmotné).Zadal Karel Kouøil une¹en odhylováním vody tekouí z kohoutku pomoí nabitého høebínku.

lr�
Obr. 1

Nejprve musíme vypoèítat sílu, kterou nabitý drát pùsobí na jednu molekulu vody.K tomu je potøeba urèit elektriké pole drátu { viz obrázky (1) a (2). Nejdøíve uva¾ujmepøípad, kdy je drát nabitý kladnì (pro tento pøípad jsou obrázky (1) a (2) nakresleny).Výsledné pole E v bodì A je dáno seètením pøíspìvkù �E od jednotlivýh bodù drátu.Celkový pøíspìvek �E od bodù B a C, které jsou symetriké vùèi bodu S, le¾í v rovinìkolmé na drát a má smìr spojnie bodù A a S. Tuto vlastnost má i výsledné pole Ev libovolném bodì, o¾ je dùsledkem nekoneènosti drátu. Zbývá tedy urèit velikost Etohoto pole. To lze udìlat seètením (v tomto pøípadì integraí) pøíspìvkù od jednotlivýhbodù drátu. V na¹em pøípadì lze u¾ít také Gaussovu vìtu, která øíká, ¾e elkový tokelektriké intenzity E uzavøenou plohou S (integrál na levé stranì) je pøímo úmìrnýelkovému náboji Q v prostoru vymezeném plohou S:IS E �dS = Q"0 :Uva¾ujme vále o polomìru r a vý¹e l, jeho¾ osa splývá s drátem (viz obrázek (2)). Celkovýnáboj Q uvnitø vále je roven �l. Tok elektriké intenzity podstavami plá¹tì je nulový, nebo»vektor E le¾í v rovinì podstav. Proto¾e je elektriká intenzita E kolmá na plá¹» vále ve v¹ehbodeh a její velikost je na elém plá¹ti stejná, je tok plá¹tìm vále rovný souèinu povrhu plá¹tìa velikosti elektiké intenzity E. Gaussova vìta má tedy tvar:
B
C A

Obr. 2
2�rlE = �l"0 ) E = �2�"0r :Pokud by byl drát nabitý zápornì, potom se zmìní pouze smìr elekri-kého pole na opaèný.Ze známého elektrikého pole drátu ji¾ mù¾eme urèit sílu pùsobíí najednu molekulu vody (neuva¾ujeme vzájemné pùsobení molekul vody).Oznaème r vzdálenost støedu molekuly od drátu. Molekulu si mù¾emepøedstavit jako dva pevnì spojené náboje opaèného znaménka o veli-kosti Q, jejih¾ vzájemná vzdálenost je l. Nejprve opìt uva¾ujme pøípad,kdy je drát nabitý kladnì. Pokud je moment setrvaènosti dostateènìmalý, potom je spojnie obou nábojù v ka¾dém okam¾iku rovnobì¾nás vektorem E elektriké intenzity { viz obrázek (3). Blí¾e k drátu je v¾dy zápornì nabitá èástStrana 2



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VImolekuly, nebo» tato poloha je narozdíl od opaèné (ta je také rovnová¾ná) stabilní. Molekula vodyje tedy k drátu pøitahovaná silou F , pro kterou platí:F = Q�E(r � l2)� E(r + l2)� = �Q2�"0  1r � l2 � 1r + l2! = �Ql2�"0 1r2 � l24 :Souèin Ql je roven velikosti elektrikého dipólového momentu p jedné molekuly vody. Vzdálenostnábojù l je mnohem men¹í ne¾ vzdálenost r molekuly od drátu. Na jednu molekulu vody tudí¾pùsobí pøita¾livá síla o velikosti: F = �p2�"0r2 :Snadno nahlédneme, ¾e v pøípadì zápornì nabitého drátu je výsledná síla stejná vèetnì smìrupùsobení. r lObr. 3Proto¾e zanedbáváme vzájemné pùsobení molekul, bude výsledný pohybvodního paprsku stejný jako pohyb jedné molekuly. (Molekuly mezi seboupùsobí pomìrnì znaènými silami a pohybují se velkými ryhlostmi v dù-sledku tepelného pohybu. Výslednie mezimolekulovýh sil pùsobííh najednu konkrétní molekulu je v¹ak praktiky nulová, nebo» mezimolekulovésíly mají rùzné smìry. Tepelný pohyb molekul je haotiký, a proto k pohybu kapaliny jako elkunepøispívá. To znamená, ¾e pokud byhom htìli zpøesnit ná¹ výpoèet uva¾ováním vzájemnéhopùsobení molekul, potom by bylo nejdùle¾itìj¹í vzájemné pùsobení elektrikýh dipólù molekul,které se v dùsledku pùsobení vnìj¹ího pole (pole drátu) orientují. Námi pou¾itá aproximae mátedy oprávnìní.)Vzhledem k poèáteèním podmínkám pohybu a harakteru silového pùsobení drátu na molekulybude pohyb vodního paprsku rovinný. (Pro obenou poèáteèní ryhlost to ale není pravda!) Sílapùsobíí na molekuly v této rovinì klesá s druhou moninou vzdálenosti od drátu. Pohyb molekulv tomto poli bude tedy stejný jako pohyb hmotného bodu pohybujíího se v gravitaèním polizpùsobeném bodovým tìlesem umístìným v prùseèíku drátu a roviny pohybu vodního paprsku.Vodní paprsek se tedy bude pohybovat po hyperbole. Zbývá urèit parametry této trajektorie. Tostejným zpùsobem jako v úlohu ze III. dílu seriálu.Délku hlavní poloosy hyperboly oznaème a a délku vedlej¹í poloosy b. Z geomertie hyperbolyplyne b = d a podle seriálu platí a = kmv2 :Úhel # je úhel, o který se vodní paprsek odhýlí od pùvodního smìru. Mezi úhlem ' (úhelasymptoty a hlavní osy) a úhlem # platí vztah # = � � 2'. Dostáváme tedy:tg #2 = tg ��2 � '� = otg' = ab = kmv2d:Vodní paprsek se tedy odhýlí od pùvodního smìru o úhel:# = 2 artg �p2�"0mv2d:Hmotnost jedné molekuly vody lze snadno urèit z Avogadrovy konstanty a z molární hmotnostivody (urèí se z relativníh atomovýh hmotností vodíku a kyslíku). Velikost elektrikého dipólovéhomomentu jedné molekuly vody lze napøíklad urèit mìøením statiké elektriké permitivity vody.Námi odvozený vztah pro odklon vodního paprsku bude se skuteèností souhlasit tím víe, èímmen¹í bude teplota vody (musí ale zùstat kapalná). Je to zpùsobeno tím, ¾e pøi vy¹¹í teplotì jeenergie tepelného pohybu vìt¹í. Tepelný pohyb se toti¾ netýká pouze translaèníh stupòù volnostiale i vnitøníh stupòù volnosti molekul (napø. rotaèníh a vibraèníh). Vzhledem k tepelné energiiv rotaèníh stupníh volnosti nedojde k úplné orientai elektrikého dipólu do smìru vnìj¹íhoelektrikého pole. Dùsledkem je pak men¹í pøita¾livá síla a tedy i men¹í odklon vodního paprsku.Strana 3



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VINa¹e øe¹ení rovnì¾ neuva¾uje skuteènost, ¾e vlivem vnìj¹ího pole dohází k polarizai molekulvody (zvìt¹uje se velikost jejih elektrikého dipólového momentu). V tomto pøípadì tento jev nenípøíli¹ výrazný (narozdíl od jinýh kapalnýh dielektrik), nebo» velikost permanentního dipólovéhomomentu molekul vody je pomìrnì velká. Karel Koláøkkol8250�menza.m�.uni.zÚloha IV . 2 . . . ropná skvrna (5 bodù, øe¹ilo 30 studentù)Mìjme na vodní kalu¾i kruhovou skvrnu od oleje o polomìru 1m a tlou¹»e 10�m. Na tutoskvrnu se díváme z její osy z vý¹ky 1m. Skvrna je osvìtlena bílým svìtlem ze v¹eh stran. Svìtloz jednoho smìru mù¾eme pova¾ovat za koherentní. Jaké barvy na hladinì uvidíme?Navrhla Lenka Zdeborová inspirována vièením z optiky.� �A B CD
Obr. 4

Uva¾ujme místo, kde svìtlo na vrstvu dopadá pod úhlem �(úhly mìøíme od kolmie k vrstvì). Èást vlny se odrá¾í na rozhranívzduh{olej (paprsek i na obr. 4), zbytek projde a opìt se odrazí (èiprojde) od rozhraní olej{voda. V bodì C se opìt vlna èásteènì od-razí a èásteènì projde atd. Nás zajímají zejména vlny odra¾ené zpìtdo vzduhu. Tyto vlny se spolu skládají, v bì¾nýh pøípadeh staèíuva¾ovat první dvì odra¾ené vlny i a vi, ostatní mají zanedbatelnouintenzitu. Pøi skládaní vln i a vi hraje stì¾ejní roli rozdíl optikýhdrah � obou vln. Spoètìme ho tedy nyní. Index lomu vody je men¹íne¾ index lomu oleje, tedy pøi odrazu v bodì A dohází ke zmìnì fáze vlnìní (dráhový rozdíl �=2),kde¾to pøi odrazu v bodì B se fáze nemìní. Dráhový rozdíl tedy je � = 2njABj � jADj + �=2.Nesmíme zapomínat na to, ¾e vlnoploha je kolmá k paprsku, tudí¾ odeèítáme vzdálenost jADj.Indexem lomu násobíme, nebo» do optiky hustého prostøedí se vejde n-krát víe vlnovýh délekne¾ do vakua (frekvene vlnìní je stejná, ale ryhlost je men¹í). Z geometrie na obrázku a zákonalomu sin� = n sin � dostáváme postupnì� = 2ndos � � 2d tan� sin� + �2 = 2dn2pn2 � sin2 � � 2dsin2 �pn2 � sin2 � + �2� = 2dpn2 � sin2 � + �2 :Aby interferene byla konstruktivní, musí být dráhový rozdíl eloèíselným násobkem vlnové délkyve vakuu. Tedy podmínka pro zesíleni urèité vlnové délky v urèitém úhlu je4dpn2 � sin2 � = (2k � 1)� :Rozdíl dvou sousedníh vlnovýh délek, které se zesílí je�1 � �2 = 8dpn2 � sin2 �4k2 � 1 = �1�22dpn2 � sin2 ��� < �2è2dpn2 � 1 ;Pro �è = 800 nm, n = 1; 5 je �� < 30 nm. Viditelné spektrum je ¹iroké asi 500 nm, tedy v ka¾démmístì se zesiluje alespoò 16 rùznýh vlnovýh délek. Na hladinì tedy uvidíme opìt bílé svìtlo,abyhom vidìli duhové barvy, musela by vrstva být u¾¹í. Lenka ZdeborováLenka.Zdeborova�st.m�.uni.zStrana 4



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIÚloha IV . 3 . . . mìdìný drát (3 body, øe¹ilo 38 studentù)Máme 50 kg mìdi. Jaký nejdel¹í drát z tohoto mno¾ství materiálu lze vytvoøit pro pøená¹eníelektrikého proudu 1A, je-li okolní teplota 20 ÆC ? (Tepelnou kapaitu okolního vzduhu a pøírodypova¾ujte za nekoneènou.) Úlohu navrhl Miroslav Pano¹.V dùsledku vnitøního odporu mìdìného drátu (s kruhovým prùøezem) vzniká pøi prùhoduelektrikého proudu výkon, který se projevuje jako Jouleovo teplo a drát se zahøívá. Jedinoupodmínkou je, aby se drát neroztavil. Uvnitø drátu vzniká tepelný výkon P daný vztahem P == RI2, kde I je konstatní proud 1A a R je elektriký odpor drátu daný vztahem vyjadøujíímzároveò závislost el. odporu na termodynamiké teplotì T : R = �0[1+�(T �Tv)℄ l=� r2, kde T0 jeteplota, pøi ní¾ má mìï mìrný el. odpor �0, � je teplotní souèinitel el. odporu mìdi a r je polomìrdrátu.Drát se na povrhu ohlazuje tepelnou výmìnou s okolím a tepelným záøením. Proto¾e zezadání uva¾ujeme okolí s nekoneènì velkou tepelnou kapaitou, výmìnu tepla bude harakterizovatpouze pøestup tepla na rozhraní mìï-vzduh daný vztahem Q1 = (T �Tv) 2� r l, kde Q1 tepelnývýkon pøestupu tepla, Tv je teplota vzduhu a  je pøíslu¹ný koe�ient.Budeme-li pova¾ovat drát za absolutnì èerné tìleso, bude tepelný výkon záøením Q2 danýStefan-Boltzmannovým vztahem Q2 = �(T 4�T 4v ) 2� r l, kde � je Stefan-Boltzmannova konstanta.Celkový ohlazujíí tepelný výkon je tedy souèet Q1 a Q2: Q = Q1+Q2. Mezi výkony P a Q musínastat rovnováha pøi teplotì T , která le¾í tìsnì pod bodem tání mìdi, z èeho¾ získáme minimálnípolomìr drátu rmin.�0[1 + �(T � T0)℄ l I2� r2 = [(T � Tv) + �(T 4 � T 4v )℄ 2� r l;vyjádøením r: r3min = �0[1 + �(T � T0)℄ I2[(T � Tv) + �(T 4 � T 4v )℄ 2 �2 :Uvá¾íme-li naví teplotní rozta¾nost mìdi, zkorigujeme polomìr i jednotku délky faktorem [1 +�(T � Tv)℄, kde � je souèinitel délkové rozta¾nosti:r3min = �0[1 + �(T � T0)℄ I2[(T � Tv) + �(T 4 � T 4v )℄ [1 + �(T � Tv)℄3 2 �2 :Nyní, známe-li rmin vypoèteme maximální délku drátu L (za normální teploty) takto tenkéhodrátu o hmotnosti m = 50kg. Zøejmì platí L = m=��r2min a tedyL = m�1=3 [1 + �(T � Tv)℄2� � [2 (T � Tv) + �(T 4 � T 4v )℄�0[1 + �(T � T0)℄ I2 �2=3 :Po dosazení tabulkovýh hodnot � = 17 � 10�6, � = 4 � 10�3,  = 10Wm�2K�1, T = 1356K,T0 = 273K, � = 8930 kgm�3 a námi dané teploty vzduhu Tv = 293K a hmotnosti m = 50 kg lzezískat odhad L � 2200 km.Proto, abyhom mohli spojit vznik tepla uvnitø vodièe a jeho ohlazení na povrhu, je tøebauvá¾it tepelnou vodivost drátu, díky ní¾ se dostane teplo k povrhu. Aby tomu tak bylo, musíbýt ale urèitý rozdíl teplot mezi støedem a povrhem drátu, èím¾ ale vznikne i rozdílný mìrný el.odpor a tím i ni¾¹í výkon uprostøed drátu, který tak èásteènì zpìtnì reguluje zvý¹enou teplotu.Samozøejmì lze problém øe¹it difereniální rovnií 2.øádu v polárníh souøadniíh, která v¹aknakone uká¾e, ¾e díky velmi dobré tepelné vodivosti mìdi a velmi malé závislosti odporu nateplotì bude rozdíl teplot zanedbatelný. Naví relativnì ¹patné ohlazování na povrhu limitujeteplotní spád uvnitø drátu.Dal¹í problémy s øe¹ením se objevily v souvislosti s konstantou pøestupu tepla. Jednak bylproblém ji najít a jednak tato konstanta u¾ zahrnuje výmìnu tepla záøením. Ale lze tedy pøed-pokládat, ¾e platí pro malé teploty a tím pádem pøi vy¹¹íh teplotáh, kdy tok záøením roste seètvrtou moninou pøejde lineární vztah pouze ve vztah pro výmìnu tepla vedením.Jakub Holovskýj.holovsky�box.zStrana 5



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIÚloha IV . 4 . . . Zvíøátko (5 bodù, øe¹ilo 43 studentù)Pøedstavte si zvíøátko, jeho¾ harakteristiký rozmìr je L. Odhadnìte, jak na L závisí vzdále-nost, kterou je shopné urazit po pou¹ti.A jak závisí na L jeho ryhlost bìhu po rovinì a do kope? Urèete také, jak závisí na velikostizvíøátka vý¹ka jeho výskoku.Nápovìda: Uva¾te, ¾e s = vt. Dále napø. uveïme, jak závisí hmotnost zvíøátka na L: Víme, ¾em = %V , kde % uva¾ujme konstantní a V je úmìrné L3, tedy m � %L3 � L3, hmotnost zvíøátkatedy závisí pøímo úmìrnì na L3. Úlohu vypátral Jan Prokle¹ka.Pøedpokládejme, ¾e zvíøátko je save, dále pøedpokládejme, ¾e frekvene krokù zvíøátka nezá-le¾í na jeho velikosti(tj. na L),a ze zvíøátka se neli¹í v tìlesné stavbì, ale pouze ve velikosti.Nejdøíve se zabývejme otázkou jak daleko shopno dojít na pou¹ti. Pravdìpodobnì nejvíelimitujíím faktorem pro zvíøátko je voda (napøíklad èlovìk bez jídla vydr¾í asi tak mìsí, bezvody nanejvý¹ pìt dní), tu zvíøátko jdouí po pou¹ti spotøebovává hlavnì na na ohlazování svéhoorganismu. Mno¾ství vody v tìle zvíøátka je úmìrné jeho objemu tedy: Mvod � L3. Hlavnímzdrojem ohøevu organismu zvíøátka je teplo, které se v nìm uvolòuje (pokud zanedbáme slune |jeho vliv se dá tì¾ko popsat nevíme, kde pou¹» je, jak dlouho tam trvá den. . .), mno¾ství uvolnìnéhotepla je zøejmì úmìrné objemu organismu a tudí¾ dostáváme vztah: Q � L3. Toto odpadní teploje tøeba odvést právì pomoí vody pro hmotnost ztraené (vypoené) vody za jednotku èasu tedydostáváme: Mvyp � L3.Vidíme tedy, ¾e doba po kterou je zvíøátko shopno jít po pou¹ti nezávisí na L (zásoby vodyjsou úmìrné L3 a ryhlost s jakou je zvíøátko ztráí také).Jediné v èem se tedy zvíøátka budou li¹it je délka kroku, ta je úmìrná L pro elkovou vzdálenosttedy mù¾eme psát: s � L (v¹ehna zvíøátka udìlají stejný poèet krokù, které mají délku pøímoúmìrnou L).Nyní se zabývejme tím, jak ryhle je zvíøátko shopno bì¾et. Pravdìpodobnì nejvýraznìj¹í vlivna ryhlost zvíøátka má maximální frekvene krokù zvíøátka. Pokusme se urèit, jak závisí na L.Na to aby zvíøátko udìlalo krok musí posunout konèetinu smìrem dopøedu, tento pohyb jeobenì nerovnomìrnì zryhlený. Hmotnost konèetiny je úmìrná L3, síla, která ji uryhluje, jeúmìrná L2 (síla svalu závisí na poètu svalovýh vláken, a tedy na jeho prùøezu), elkovì tedy prozryhlení máme: a � L�1. Pokud pou¾ijeme vztah pro rovnomìrnì zryhlený pohyb (øeknìme,¾e si pohyb konèetiny "rozsekáme" tak, ¾e v jednotlivýh èásteh elkového pohybu se pohybujerovnomìrnì zryhlenì) t = p2s=a a uvìdomíme si, ¾e s � L dostaneme pro délku trvání krokuT � L a proto¾e délka kroku je rovnì¾ pøímo úmìrná L, zji¹»ujeme, ¾e z tohoto pohledu ryhlostnezávisí na L.Pokud zapoèítáváme odporovou sílu, musíme si uvìdomit, ¾e Fodp � L2:v2 pro sílu, kterou jeshopno pùsobit zvíøátko platí F � L2 a tedy dostáváme ze ryhlost nezávisí na L.Pøi bìhu do kope se ve vyjádøení odporové síly objeví dal¹í èlen popisujíí sklon kope,dostaneme tedy Fodp � L2:v2 + L3 sin� pro ryhlost máme v � pk1 � k2L sin�, kde k1; k2 jsoukonstanty.Pøi výskoku musí platit zákon zahování energie, tedy to, ¾e práe vykonána zvíøátkem sespotøebuje na jeho pøemístìní do vìt¹í vý¹ky. Pro prái máme: W = F:s a tedy pøi uvá¾eníF � L2 a s � L dostaneme W � L3. Pro zmìnu poteniální energie zvíøátka máme �E = mghvíme ¾e m � L3 elkovì tedy opìt dostáváme, ¾e vý¹ka výskoku nezávisí na L.Karel Kouøilkourk0am�mbox.troja.m�.uni.zÚloha IV . P . . . míèek ve vodì (3 body, øe¹ilo 54 studentù)Máme trubku ve tvaru písmene V, jedno rameno je svislé a na koni otevøené, druhé s nímsvírá ostrý úhel a je na koni (nahoøe) zatavené. Trubka je témìø plná vody a v zataveném rameninahoøe plave míèek. Vymyslete zpùsob, jak dostat míèek ven tak, aby voda nevytekla. Nesmíte jivypustit, svislé rameno musí zùstat poøád svislé a do trubky nesmíte ni strkat.Úlohu vymyslel Karel Kouøil.Strana 6



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIVyskytlo se nìkolik zajímavýh návrhù. Ale fungovaly jenom dva. Oba vyu¾ívaly setrvaènýhsil. Staèí si uvìdomit, ¾e vztlaková síla pùsobí opaèným smìrem ne¾ síla pùsobíí v systému(výslednie gravitaèní a zdánlivýh sil F = Fg+FZ). Uva¾ujme, ¾e se síla mo nemìní na rozmìrehmíèku, potom si to mù¾eme pøedstavit jako ekvivalentní k normální vztlakové síle v kapalinì, jenommísto tíhového zryhlení vezmeme zryhlení g0 = F=m. Tak¾e vztlaková síla bude pùsobit opaènýmsmìrem ne¾ F .Staèí nám tedy najít takovou zdánlivou sílu, aby výslednie smìøovala smìrem dostøedu zkumavky.První návrh: Setrvaènou sílu vytvoøíme pohybem zkumavky smìrem dolu vìt¹ím zryhlenímne¾ tíhovým. Potom výsledná síla v soustavì zkumavky bude pùsobit smìrem nahoru a míèekse bude pohybovat opaèným smìrem | ke spojení trubek, potom byhom zastavili a kulièka byvyplavala správnou trubkou. Toto øe¹ení má trohu tehniké problémy, proto¾e je elkem tì¾képohybovat se velkým zryhlením dost dlouho.Druhý návrh: Jako setrvaènou sílu vezmeme odstøedivou. Tøeba kdy¾ jedete v autì v zatáèetak na vás pùsobí odstøedivá síla. V tomto návrhu potøebujeme aby projeke síly na smìr stìnytrubky pùsobila smìrem nahoru (výsledná síla na míèek potom pùsobí opaènì | smìrem doluk spojnii): F0 > Fg tg�. To mù¾eme dosáhnout velkými otáèkami, nebo velkou vzdáleností osyrotae od zkumavky.Vtipné, ale ¹patné øe¹ení bylo, ¾e uzavøeme zkumavku a ohøejeme a¾ se v¹ehna voda vypaøí,a potom míèek spadne dolù. Má to v¹ak problém, ¾e hustota té páry bude stejná jako vody, tak¾evztlaková síla stejná jako u vodì. Miroslav Kladivamiroslav.kladiva�st.m�.uni.zÚloha IV . Exp . . . zmìøte ho! (8 bodù, øe¹ilo 48 studentù)Ledová královna ¾ije v øí¹i, kde je v¹ehno kromì lidí, ¾ivoèihù, rostlin a nìkolika málo dal¹íhvìí z ledu. Chudinka královna zjistila, ¾e potøebuje nové brýle. Jen¾e její dvorní brusiè brýlí umíjenom brýle ze skla a snad by si vzpomnìl, jak je udìlat z ledu, ale potøeboval by na to znát jehoindex lomu. A jeliko¾ v¹ehny MF tabulky v království jsou z ledu, nejde z nih ni pøeèíst, a takmu nezbývá, ne¾ ho zmìøit, jen¾e neví jak. A tak vás prosí o pomo. Poraïte mu a pro jistotu idanou velièinu zmìøte sami, nebo» on je ne¹ika a ni jiného ne¾ brousit brýle neumí.Úlohu navrhl Milan Berta, pohádku vymyslela Lenka Zdeborová.Teorie:
�m

Obr. 5

Pro index lomu svìtla platí Snellùv zákon lomun1n2 = sin�1sin�2 ;kde n1 a n2 jsou indexy lomu svìtla jednotlivýh materiálù (provzduh n1 = 1) a �1 a �2 jsou úhly, pod kterým paprsek na rozhranívhází a vyhází.My jsme pou¾ili Abbeùv polokulový refraktometr. Jeho základtvoøí prùhledná polokoule o známém indexu lomu (vìt¹inou ze skla).Mìøí se ním mezní úhel, pro který, po polo¾ení kousku neznáméhomateriálu s indexem n2 na polokouli, platí (�1 = 90Æ)n2 = n1 sin�mDalekohled se pohybuje po kru¾nii tak, aby byl v¾dy namíøenýna bod O, který je støedem polokoule, a my tak vidíme jenom paprsky, které z nìj vyházejí.Zjistíme prùhod tmy a svìtla, právì tehdy se budeme dívat na rozhraní materiálù pod úhlem �mNezále¾í na èirosti materiálu. Jediné, o potøebujeme, je jedna hladká ploha. Ta se zajistíponeháním ledové kostky hvíli na skle. To je veliká výhoda, proto¾e s pøípravou pravidelnéholedového tìlesa jsou veliké potí¾e. Kdy¾ byhom htìli mìøit úhel dopadu a lomu na rozhranívzduh { led klasikou metodou, potøebujeme èirý exempláø ledu s hladkými a rovnobì¾nýmistìnami, jinak se dopustíme hyby. Proto¾e my se do toho ledu budeme z nìkteré strany i dívat.Strana 7



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIVybíráme z dal¹íh metod, které byly v experimentále pou¾ity. Vezmeme si na pomo uèebniifyziky tøetího roèníku { proto k sestavì jen kráte. Vyrobíme si ledový pùlkruh a úhly �1 a �2vyznaèujeme ¹pendlíky, pøièem¾ v¹ehny mají být pøi pohledu z boku na pùlkruh v zákrytu. Zále¾ína tom s jakou pøesností byl vyroben ten pùlkruh. Nejpøesnìji se dá vyrobit, kdy¾ máme pøesnoupùlkruhovou formu. I tady se dal mìøit mezní úhel.Mìøíme tzv. Brewsterùv úhel. Pøe nìj platí sin�p = n. Je to úhel, pøi kterém se svìtlo (napø. zesvíèky) úplnì zpolarizuje. Jsou alespoò dva zpùsoby pøevedení. Rovná ledová ploha a polarizaènísklíèko nebo dvì ledové plohy. To druhé je slo¾itìj¹í. Potøebujeme zajistit, aby nám svìtlo dopadalona led pod úhlem �p a odtud odra¾ené na druhou ledovou plohu taky pod úhlem �p. V ka¾démpøípadì hledáme úhel, pøi kterém se nám svìtlo ze svíèky po odrazu(eh) ztratí."Jak vyrobit èirý led?", se ptali nìkteøí z vás. Nejèiøej¹í led se dá vyrobit podhlazením vody anásledným drbnutím do nádoby s ní. Pomalé mra¾ení je taky øe¹ením, ale nejlehèí snad je zajít sik nìkterému rybníku nebo koupali¹ti a poohlídnout se tam. Led bude zaruèenì èistý, ale zpraovatho na pravidelný útvar nám dá nemalou prái.Namìøené a získané hodnoty:Index lomu skla, ze kterého byla vyrobená polokoule: n1 = 1; 737� 0; 002�:m: 1: 2: 3: 4: 5: 6: 7: 8: 9: 10:�m 49Æ410 49Æ450 49Æ400 49Æ450 48Æ300 50Æ000 49Æ500 49Æ420 49Æ350 49Æ400n2 1; 324 1; 326 1; 324 1; 326 1; 301 1; 331 1; 327 1; 325 1; 322 1; 3244n2=10�3 1 3 1 3 22 8 4 2 1 1(4n2)2=10�6 1 9 1 9 484 64 16 4 1 1prùmìrná hodnota: n2 = 1; 323standardní odhylka: �stand = 8 � 10�3 ke hrubé hybì dle 3�stand kritéria nedo�slostatistiká odhylka: �stat = 3 � 10�3systematiká odhylka: �syst = 1 � 10�3 o¾ mù¾eme zanedbatelková hyba: �elk = 9 � 10�3 hledaná hodnota: n2 = 1; 32� 0; 01Diskuse: Chyb jsme se dopou¹tìli, kdy¾ jsme urèovali pøehod mezi tmou a svìtlem. Toti¾ torozhraní nìkdy nebylo ostré, vadila tam voda, která se tála z ledu a stékala skrz hranu polokoule.To by se dalo obejít, kdybyhom jsme praovali pøi teplotáh pod nulou, nejlep¹í tedy venku(získat dostateènì veliký mrazák by byl doela problém).Závìr: Hodnota indexu lomu ledu, kterou jsme namìøili pro ¾luté svìtlo, je 1; 32�0; 01. Chybamìøení vy¹la 0; 7%, o¾ je velie dobré.Na závìr je¹tì básnièka od Luie Vasiké, která se nám velie líbila.Já hudáèek malinký,sedím tady v zmrzlé díøe,oèièka mám malinký,od pláèe a bìdování.Královnièka zmrzlé øí¹e,brejlièky potøebuje,av¹ak já hlupák starý,index lomu zapomnìl.
Po ta léta nedìlání,já brusiè zlenivìl,kdo pak mi jen poradí,to, o já u¾ zapomnìl?Nedìlej si hlavu starý,já ti to pøe poradím,kouknu do tabulek starýh,index lomu ledu prozradím.

Jak øek, tak udìlal,starý brusiè zajásal,zahvilenku u¾ zase znal index lomu ledu,¾e je 1,31 vùèi vzduhu pro ¾luté svìtlo.Pár hvil na to, elý ¹»astnýbrejlièky vyrábìl,od krále a královnièkypohválení obdr¾el.Milan Bertabertm0am�artax.karlin.m�.uni.zÚloha S . IV . . . drai (5 bodù, øe¹ilo 42 studentù)a) V¾ijte se do role prine, který se hystá useknout drakovi hlavu. Má dlouhý tì¾ký meè.Jakým místem meèe má vést úder, aby ho náraz nepra¹til do ruky? Meè mù¾ete pova¾ovat zahomogenní, nebo navrhnout lep¹í model.b) Vymyslete o nejreálnìj¹í model, jak drai hrlí oheò. Pokud nevìøíte, ¾e drai existují,mù¾ete místo toho vymyslet, jak poznat smìr rotae turbíny ve vysavaèi (ani¾ byste ho rozebírali).Strana 8



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VI) Napi¹te nám své návrhy na obsah dal¹íh dílù seriálu.Zadali autoøi seriálu Honza Hou¹tìk a Lenka Zdeborováa) Uva¾ujme, ¾e prinovo zápìstí je zároveò osa otáèení meèe. Pøed úderem do drakovy hlavyneh» se kone meèe pohybuje ryhlostí v, úhlová ryhlost vzhledem k ose otáèení bude !v=l, kdel je délka meèe. Neh» meè narazí do drakovy hlavy ve vzdálenosti d od prine, bod nárazu sepøi úderu zastaví, aby prin nebyl pra¹tìn do ruky, nesmí se zmìnit ryhlost bodu, který dr¾í, tj.meè se musí zastavit elý. Celkový impuls momentu vzhledem k ose otáèení tedy bude M�t == I0�! = F�td = �pd, kde I0 = ml2=3 je moment setrvaènosti tyèe, �p = mv=2 je elkovázmìna hybnosti, �! je elková zmìna úhlové ryhlosti. Po dosazení a vyjádøení dostáváme provzdálenost místa úderu od prinovy ruky d = 2l=3.b) Modelù, podle kterýh drai hrlí oheò, se nám se¹lo opravdu mnoho. Nejèastìji jste navr-hovali, ¾e drak má nìjaké speiální plynové vaky, do kterýh shroma¾ïuje hoølavý plyn (methan,páry ethanolu atd.), je¾ vzniká v jeho útrobáh pøi rozkladu potravy. V hubì má pak drak buïtokøesátko na zubeh nebo elektriký orgán jako moø¹tí úhoøi, jím¾ plyn po vytlaèení ze zásobníhovaku zapálí. Tlamu musí mít drak prorostlou nejlépe drahokamy, aby se nespálil.Co se týèe vysavaèe mìli jsme pøi zadávání úlohy na mysli následujíí: Vezmeme vysavaè doruky (osa rotae motoru jde vodorovnì) a otoèíme ho kolem svislé osy kolmé na osu rotae turbíny.Zmìníme tím smìr vektoru L. Cheme-li ur¾et vysavaè ve vodorovné poloze, musíme na nìj podledruhé impulsové vìty pùsobit momentem sil ve smìru zmìny �L. Tedy napø. smìøuje-li L pøednás a toèíme-li doleva, budeme muset tlaèit pøedek vysavaèe dolù, piloti letadel øíkají, ¾e vysavaèbude lehký na èumák.Ve va¹ih øe¹eníh se v¹ak nejèastìji objevil následujíí postup. Vysavaè zavìsíme na provázektak, aby osa rotae motoru byla svislá a zapneme ho. V poèáteèní fázi sebou vysavaè ¹kubne najednu stranu a to na stranu opaènou ne¾ se toèí motor, stane se tak v dùsledku reakèní síly.) Øe¹ení viz tento a pøí¹tí díl seriálu :-).
� Seriál na pokraèováníKapitola 6: Fundamentální prinipy mehanikyÚvodV prvním díle seriálu jsme formulovali základní þaxiomyÿ mehaniky { Newtonovy zákony, znih jsme dosud vyházeli. V tomto pøedposledním díle si uká¾eme alternativní formulae základ-níh prinipù klasiké mehaniky. Na¹e esta se bude ubírat od Newtonova vektorového forma-lismu k formalismu analytikému, v nìm¾ základní velièiny mají skalární harakter a pohybovérovnie získáme jen derivováním tìhto velièin podle vhodnýh promìnnýh. Význam alternativ-níh formulaí Newtonovýh pohybovýh zákonù spoèívá zejména v tom, ¾e podobným zpùsobemse popisují i nemehaniké jevy (najdeme je napø. v teorii pole èi obené relativitì). Dále nám tytoformulae (vyu¾ívaje difereniálního a variaèního poètu 1)) dávají nástroj na øe¹ení slo¾itýh úloh.A v neposlední øadì jsou krásné a elegantní. Vzhledem k obtí¾nosti matematiky spojené s prinipy,které budeme uvádìt, nebudeme vìt¹inou vztahy odvozovat èi matematiky zdùvodòovat, toho sedoèkáte ve 3. semestru MFF.VazbySíly, které pùsobí na hmotné body, mù¾eme rozdìlit do dvou skupin. Na jedné stranì jsou tosíly vti¹tìné (potivé) F , napø. gravitae, elektromagnetiká síla, odpor vzduhu atd. Na druhéstranì jsou to síly vazbové R , tj. reake podlo¾ek èi obenìj¹íh vazeb. Pod pojmem vazba sipøedstavujme urèité omezení pohybu napø. matematiké kyvadlo se musí pohybovat tak, abyvzdálenost záva¾í od osy otáèení byla stále stejná. Èasto je vazba dána pohybem po povrhu1) Narozdíl od difereniálního poètu, kde jsou promìnnými èísla, jsou ve variaèním poètu promìnnými funke.Strana 9



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIjiného tìlesa. Matematiky zapisujeme vazby následovnì: Pohyb po kouli o polomìru a se støedemv poèátku je omezen vazbou '(r ) = x2 + y2 + z2 � a2 = 0. Pohyb po naklonìné rovinì '(r ) == z�x tan� = 0. Obenì vazby závisí na poloze, èase a ryhlosti. Dále se budeme zabývat pouzepopisem pohybu podrobeného tzv. holonomním (tzn. na ryhlosti nezávisejíím) vazbám. Platítoti¾ velmi u¾iteèné pravidlo, toti¾ ¾e síly holonomníh vazeb jsou k vazbám kolmé.d'Alembertùv prinipUva¾ujme tedy pohyb podrobený holonomním vazbám. Oznaème Æx malé posunutí, které je vsouladu s vazbami. Toto posunutí skalárnì vynásobíme vazbovou silou R . Víme, ¾e R je kolmá naÆx , tedy Æx � R = 0. Vazbovou sílu mù¾eme psát jako R = m�x � F . Po rozepsání do kartézskýhslo¾ek tedy pro pohyb hmotného bodu dostáváme podmínku3Xi=1(m�xi � Fi)Æxi = 0 :Ukazuje se, ¾e tento vztah lze zobenit pro N hmotnýh bodù v tzv. d'Alembertùv prinip me-haniky: Soustava N hmotnýh bodù se vyvíjí takovým zpùsobem, ¾e3NXi=1(mi�xi � Fi)Æxi = 0 (1)pro ka¾dé tzv. virtuální posunutí Æxi, èím¾ míníme nekoneènì malé posunutí, které je v ka¾démokam¾iku v souladu s holonomními vazbami ('k(x1; : : : ; x3N ; t) = 0; k = 1; : : : ; v, kde v je poèetvazeb). Jinak øeèeno virtuální posunutí je libovolný vektor le¾íí v teèném prostoru k vazbám.Poznamenejme je¹tì pro ujasnìní, ¾e m3j�2 = m3j�1 = m3j ; j = 1; : : : ; N . D'Alembertùv prinipje ekvivalentní Newtonovým pohybovým zákonùm. Pro øe¹ení úloh sám o sobì tento prinip pøíli¹u¾iteèný není, ale odvozují se z nìj dále uvádìné prinipy.Dva dùsledky d'Alembertova prinipua) Není-li pohyb omezen ¾ádnými vazbami, tj. vazbové síly nejsou (jsou nulové), musí (1)platit pro v¹ehny Æxi, a tedy (1) pøehází v Newtonovy rovnie mi�xi = Fi.b) Zkoumáme-li systém bez pohybù, je pro v¹ehny i �xi = 0 a tedy se (1) redukuje na tzv.prinip virtuálníh praí 3NXi=1 FiÆxi = 0 : (2)Slovnì se dá (2) formulovat asi takto: Práe vykonaná pøi nekoneènì malém virtuálním posunutíz rovnová¾né polohy je nulová. Prinip virtuálníh praí se s výhodou pou¾ívá pøi hledání rov-nová¾nýh poloh systému. V konzervativním poli (tj. pole, kde existuje poteniál) je øe¹ení (2)ekvivalentní hledání polohy, ve které má poteniál staionární bod (nejèastìji minimum).Pøíklad 15: tyèka
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Obr. 6

Najdìte rovnová¾nou polohu tyèky délky 2l opøené o hranustolu a stìnu (viz obr. 6).Zavedeme soustavu souøadni, viz obr. 6. Prinip virtu-álníh praí zapí¹eme jako FxÆx + FyÆy + FzÆz = 0. Jeliko¾jedinou vti¹tìnou silou je tíha G , která má smìr osy y, redu-kuje se prinip na Æy = 0. Neboli rovnová¾ná poloha je tam,kde má souøadnie y (vý¹ka tì¾i¹tì) extrém. Parametrizujmepolohu tyèky úhlem �, pak y(�) = �a tan � + l sin �, zderivo-váním dostaneme Æy = (�a= os2 � + l os �)Æ� = 0, o¾ platípro os � = (a=l) 13 ;pro takový úhel je tedy tyè v rovnová¾né poloze.Strana 10



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VILagrangeovy rovnieJedním z nejèastìj¹íh prostøedkù pou¾ívanýh pøi øe¹ení slo¾itìj¹íh mehanikýh úloh, jsoutzv. Lagrangeovy rovnie II. druhu. Mají toti¾ dvì zásadní výhody. Jednak se dají snadno sestavit(postup je témìø manuální èinností), o¾ oeníme zejména u slo¾itýh systémù, ve kterýh byhomse pøi sestavování newtonovskýh rovni do té spousty sil urèitì zamotali. Druhá výhoda spoèíváv tom, ¾e Lagrangeùv formalismus není vázaný na kartézské souøadnie, mù¾eme si tedy zvolittakové souøadnie, které se nejlépe hodí na daný problém. Drobná nevýhoda je skuteènost, ¾ek pou¾ívání formalismu je nutné umìt derivovat a øe¹it difereniální rovnie2).Podle vlastností systému se rozli¹uje mnoho variant Lagrangeovýh rovni, my se v¹ak za-mìøíme na nejjednodu¹¹í a neju¾iteènìj¹í pøípad, kdy existuje poteniální energie (oznaème V ).Celkovou kinetikou energii systému oznaème T 3). Klíèovou velièinou je pak rozdíl L = T � V ,který budeme nazývat Lagrangeova funke nebo kráte lagrangian [èti lagrán¾ián℄.Pro popis systému si mù¾eme zvolit libovolnou sadu velièin, pomoí kterýh umíme popsatka¾dý mo¾ný stav systému. Volíme jih o nejménì a tak, aby o nejlépe þpasovalyÿ na danýproblém, tedy pro matematiké kyvadlo kývajíí v jedné rovinì nevolíme x; y; z, ale úhel vyhýleníze svislé polohy. Tím jsme zároveò vyøe¹ili popis vazeb. Èíslùm popisujíím stav systému bu-deme øíkat zobenìné souøadnie a oznaèíme je q1 : : : qn. Vìt¹inou to budou vzdálenosti, pomìryvzdáleností, nebo úhly.Jediné, o musíme pøi øe¹ení úlohy pomoí Lagrangeova formalismu udìlat, je vyjádøení Lpomoí zobenìnýh souøadni. Obenì to bude funke zobenìnýh souøadni qi, jejih derivaí_qi a èasu. Tuto funki postupnì pariálnì zderivujeme podle v¹eh qi a _qi. Tím dostaneme 2njakýhsi výrazù, které hápeme ji¾ pouze jako funke èasu a sestavíme elkem n rovni tohototvaru ddt ��L� _qi�� �L�qi = 0 : (3)To jsou ji¾ pohybové rovnie, jejih¾ øe¹ením dostaneme závislost zobenìnýh souøadni na èase.Uveïme tedy nìkolik pøíkladù:Pøíklad 16: volný pádPro øe¹ení volného pádu potøebujeme jedinou zobenìnou souøadnii h { vý¹ku nad zemí.Vyjádøit lagrangian je snadné, je toti¾ T = m _h2=2, V = mgh a tedy L = T � V = m _h2=2 �mgh. Pøíslu¹né pariální derivae jsou �L=�h = �mg a �L=� _h = m _h. Nyní zderivujeme druhývýraz podle èasu a dosadíme do (3). Dostáváme m�h +mg = 0, tedy to samé, o byhom dostaliz II. Newtonova zákona.Pøíklad 17: matematiké kyvadloKývá-li kyvadlo v jedné rovinì, staèí nám staèí jediná zobenìná souøadnie { úhel vyhýleníze svislé polohy '. Má-li kyvadlo délku l a hmotnost m, platí T = ml2 _'2=2 a V = �mgl os'.Sestavíme tedy Lagrangeovy rovnie:ddt �ml2 _'�+mgl sin' = 0;�'+ gl sin' = 0:Dostali jsme na¹i známou rovnii pro matematiké kyvadlo, kterou øe¹íme pro malé kmity linea-rizaí (nahradíme sin' argumentem ').Pøíklad 18: Huygensovo kyvadloØe¹me pohyb kvádru, který dokonale klouzá bez tøení uvnitø ykloidy (u kulièky by námtrohu komplikovaly ¾ivot rotae). Cykloida je køivka, kterou opisuje bod kru¾nie, která se bezprokluzu valí po pøíme. Na této úloze si uká¾eme, jak je výhodná mo¾nost volby zobenìné2) Rovnie, ve které vystupuje neznámá funke a její derivae. V podstatì ka¾dá pohybová rovnie je difereniální rovnií.3) Koho to mate, neh» klidnì pí¹e Ep a Ek, varianta bez indexù je ale ryhlej¹í na psaní. Strana 11



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIsouøadnie. Za zobenìnou souøadnii zvolíme v tomto pøípadì vzdálenost z (viz obr. 7), proto¾epomoí ní snadno vyjádøíme L. Velikost ryhlosti kvádru je toti¾ rovna dvojnásobku ryhlosti,kterou se zvìt¹uje úseèka z (viz úloha seriálu), tedy T = 2m _z2. Z Eukleidovy vìty zase snadnovyjádøíme vý¹ku kvádru nad nejni¾¹ím bodem ykloidy, h = z2=2r. Máme tedy lagrangian L == 2m _z2 �mgz2=2r, ze kterého dostáváme Lagrangeovu rovnii4m�z + mgr z = 0 ) �z + g4rz = 0:
2rz hObr. 7

Dostali jsme rovnii harmonikýh kmitù s pe-riodou T = 2�p4r=g. Pøitom jsme nikde ni ne-zanedbávali ani nelinearizovali! Mo¾ná vás zaraziloslovo þkyvadloÿ v názvu této úlohy. Pokud byhomtoti¾ pøinutili záva¾í matematikého kyvadla místopohybu po kru¾nii k pohybu po ykloidì, mìlo bytakové kyvadlo periodu nezávislou na výhyle i provelké úhly. Zkuste se zamyslet, jak by se to dalo udì-lat, v pøí¹tím a posledním dílu vám prozradíme øe-¹ení.Hamiltonùv variaèní prinipV mehanie existují je¹tì obenìj¹í prinipy, ne¾ Lagrangeovy rovnie. Vìt¹inou se ji¾ toliknehodí k øe¹ení úloh, ale mají velký teoretiký význam. Jedním takovým prinipem je takzvanýHamiltonùv variaèní prinip nebo té¾ prinip minimální ake.Pøedpokládejme, ¾e známe výhozí a koneènou kon�gurai systému (napø.: v èase 0 je hmotnýbod v poèátku a v èase 10 s je v bodì [10m; 20m℄). Prinip minimální ake pak tvrdí, ¾e si systémze v¹eh mo¾nýh pohybù, kterými lze pøejít z výhozího do koneèného stavu, vybral právì ten,pøi kterém byla støední hodnota L4) nejmen¹í mo¾ná. Taková formulae vám mo¾ná pøipomínáFermatùv prinip minimálního èasu, ze kterého lze odvodit zákony paprskové optiky { pøímoèaré¹íøení, odraz i lom. Stejnì tak lze z prinipu minimální ake odvodit Lagrangeovy rovnie a z nihNewtonovy zákony.My si zde pro ilustrai uká¾eme, ¾e pro nejjednodu¹¹í pohyb { pohyb volného tìlesa { je støedníhodnota lagrangianu pro skuteèný pohyb opravdu men¹í ne¾ pro jakýkoliv jiný pohyb. Proto¾enemáme dostatek prostøedkù na øe¹ení tohoto problému pomoí integrálù, rozdìlíme si èasovýinterval (0; t) na n stejnì ¹irokýh èástí (n je velké) a oznaème vi ryhlost v i-tém intervalu. Neh»poèáteèní poloha je v poèátku a konová v bodì se souøadniemi [d; 0; 0℄. Pro ryhlosti pak platínXi=1 tnvi = d ) 1n nXi=1 vi = dt :Lagrangian pro volné tìleso je pouhá kinetiká energie, nebo» poteniální je konstantní. Vyjádøímetedy jeho støední hodnotu:Ls = 1n nXi=1 m2 v2i ) 1n nXi=1 v2i = 2Lsm :Z matematiky mo¾ná znáte nerovnost mezi aritmetikým a kvadratikým prùmìrem:1n nXi=1 vi �vuut 1n nXi=1 v2i ;kde rovnost nastává pouze v pøípadì v1 = v2 = � � � vi. Dosadíme-li do této nerovnosti, dostávámepo snadné úpravì Ls � 12m�dt�2 :4) Støední hodnota funke na intervalu je de�nované jako ploha pod grafem této funke lomeno ¹íøka intervalu.Strana 12



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIStøední hodnota lagrangianu je tedy vìt¹í nebo rovna konstantì, která nezávisí na prùbìhu pohybu.Minimální bude tedy v pøípadì, ¾e nastane rovnost. Pak jsou ale v¹ehny ryhlosti stejné a jdeo rovnomìrný pøímoèarý pohyb s ryhlostí v = d=t. Vlastnì jsme tedy pomoí Hamiltonovavariaèního prinipu dokázali I. Newtonùv zákon.Úloha VI . S . . . prinipy mehanikya) Pomoí prinipu virtuálníh praí naleznìte rovnová¾nou polohu systému na obr. 6, pokudnaví na kone tyèe zavìsíme záva¾í o hmotnosti M .b) Doka¾te tvrzení, které jsme pøi øe¹ení pohybu Huygensova kyvadla pou¾ili pro pohyb poykloidì, toti¾, ¾e velikost ryhlosti pohybu vy¹etøovaného bodu je rovna 2_z.
� Poøadí øe¹itelùpo IV. sérii �Kategorie ètvrtýh roèníkùJméno Pøíjmení Tøída ©kola 1 2 3 4 5 6 S4 % IV �Student Pilný F.1 MFF UK 5 5 3 5 3 8 5 100 34 1341 Jan Kun 4.A G Kolín 2 5 1 1 3 8 2 65 22 972 Peter Èendula 4.B G Liptovský Mikulá¹ | | | | | | | | 0 693 Martin Beránek G Praha - Ohradní | | 3 3 2 | 3 69 11 664 Vladimír Fuka sept. A G Rakovník | 2 1 | 1 3 1 31 8 555 Zoltán Mis 4.B G ©ahy 4 2 2 1 3 | 5 65 17 536 Juraj Feilhauer B G Bratislava 2 | 1 1 1 0 2 24 7 417 Miroslav Kozel 4.A 1 4 1 0 0 | 1 27 7 358 Jan Kratohvíl 4.K SP©ST Praha - Pan. | | | | | | | | 0 329 Pavol Mikèo 4.B G Stropkov | | | | | | | | 0 3110 - 11 Peter Valahoviè 4.B SP© Trenèín | | 0 1 1 2 2 25 6 2910 - 11 Karel ®ídek 4.E G Opava | | | | | | | | 0 2912 Martin Sikora G Bílove 3 | | | | 2 | 38 5 2713 Nina Bene¹ová G Praha | | | | | 4 | 50 4 2614 - 15 Zdenìk Cejnar 4.A G Øíèany | 2 | | 1 | | 30 3 2414 - 15 Patrik Hude 4.C G Bílove | | 0 | | 3 | 27 3 2416 Franti¹ek Havlùj G Praha | | | | | | | | 0 2317 Petra Adamová 4.A G Bene¹ov | | | 0 | 5 1 38 6 2218 - 19 Jakub Levi sept. B G Louny | | | | | | | | 0 2118 - 19 Jaroslav Tykal 4.C G Jihlava | | | | | | | | 0 2120 - 21 Dá¹a Eisenmann. 4.A G Praha - Mezi ¹k. | | 0 0 | | 3 27 3 1920 - 21 Ondøej Pla¹il okt. B G Praha - Chodoviká | | | | | | | | 0 1922 Sebastian Höppner 5 5 2 | | 5 1 69 18 1823 - 24 Ladislav Benda GJKT | | | | | | | | 0 1723 - 24 Luká¹ Sobek 0 | | 0 | 1 | 6 1 1725 Jaromír Chalupský sept. A G Su¹ie | | | | | | | | 0 1626 Pavel Øezanka 4.C G Praha - Zborovská | | 0 | 0 | 2 15 2 1427 - 28 Jan Bauer sept. A G Praha - Sladk. | | | | | | | | 0 1327 - 28 Petra Dobrouká 7.BV. G Moravská Tøebová | | | | | | | | 0 1329 - 31 Pavel Hanèar SP© Jièín | | 0 | 1 | | 13 1 1229 - 31 Ondrej Svitek 5 2 | | 3 | 2 60 12 1229 - 31 Martin Szablatura SP© Karviná | | | 1 3 0 | 25 4 1232 - 34 Jan Alster sept. A G Hole¹ov | | | | | | | | 0 11
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIJméno Pøíjmení Tøída ©kola 1 2 3 4 5 6 S4 % IV �Student Pilný F.1 MFF UK 5 5 3 5 3 8 5 100 34 13432 - 34 Martin Holík 4.C G Bílove | | | | | | | | 0 1132 - 34 Pavel Janda sept. G Telè | | | | | | | | 0 1135 - 36 Mihal Bláha 4.M SP©ST Praha - Pan. | | | | | | | | 0 1035 - 36 Jaroslava Plasová okt. C G Klatovy | | | | | | | | 0 1037 Ivan Dovia G Ko¹ie | | | | | | | | 0 938 - 42 Martin Jakl 6.D G Pardubie | | | | | | | | 0 838 - 42 Pavel Koèia 4.A G Uh. Brod | | | 1 0 | | 13 1 838 - 42 Tomá¹ Le¹ko | | | | | | | | 0 838 - 42 Martin ©imek sexta G Telè | | | | | | | | 0 838 - 42 Vojtìh Uhlíø G Uherské Hradi¹tì | | | | | | | | 0 843 - 44 Ivan Banas 4.G G Martin | | | | | | | | 0 743 - 44 Mihal Tarana G ®ilina | | | | | | | | 0 745 - 46 Martin Hrba sept. A G Su¹ie | | | | | | | | 0 545 - 46 Alie Ko¾eluhová G Brno | | | | | | | | 0 5Kategorie tøetíh roèníkùJméno Pøíjmení Tøída ©kola 1 2 3 4 5 6 S4 % IV �Student Pilný F.1 MFF UK 5 5 3 5 3 8 5 100 34 1341 Eva Skopalová G Poprad | 4 3 1 1 8 3 69 20 862 Mihael Komm sept. G Praha - Parléøova | 2 3 2 3 1 3 48 14 573 ¥ubo¹ Bednárik 3.F G Trenèín | | 0 1 1 8 2 50 12 564 Mihal Hajn G Jihlava | | | 0 3 3 0 29 6 495 Miroslav ©ul sexta B G Ústí n. L. | 3 1 3 0 4 1 41 12 466 Matej Dubový 3.B G Trenèín | | 0 0 1 3 1 21 5 457 Ondøej Venálek 3.B G Frýdek-Místek | | 0 4 | 6 | 71 10 408 Miroslav Frost sept. A G Brno - Elgartova | 3 2 1 1 0 2 31 9 389 Zdenìk Èejka G Praha - U Lib. zám. | | | | 1 7 | 62 8 3710 Válav Matou¹ 3.A G Klatovy | | | 0 0 2 | 13 2 3611 Tomá¹ Buhta G Praha-Zborovská | | 0 1 3 1 | 26 5 3412 Iva Kouøilová 3.B OA Blansko | | | | | | 7 140 7 3213 Jakub Galgonek GPB Frýdek-Místek | | | | 1 | | 20 1 3114 Jiøí Kosina sexta G Blansko | | | | 2 | 1 30 3 2615 Lenka Beranová sept. C G Klatovy | 5 | | | 6 1 67 12 2416 Jan Fröhlih 7.A G Praha - Mezi ¹k. | | | | | | | | 0 2217 - 18 Miroslav Krùs 3.A G Klatovy 0 | | 0 | 5 1 29 6 1917 - 18 Jaroslava Shovanová G Praha | | 0 | 1 | | 13 1 1919 Jakub Kratohvíl G Èáslav | | | | 3 | 2 50 5 1620 - 21 Jiøí Eliá¹ek 3.B G Trutnov | | 3 | | | | 100 3 1420 - 21 Jindøih ©»ástka 3.E G Sokolov 2 | | 0 | | | 25 2 1422 - 23 Milan Jalový sexta A G Blansko | | | | 1 | 1 20 2 1322 - 23 Jiøí Palek 3.A G Nové Stra¹eí | | | | | | | | 0 1324 Pavel Kwieien 3.A G Dvùr Králové | | | | | | | | 0 1225 - 26 Válav Bou¹e 3.A G Praha - Mezi ¹k. | | | | | | | | 0 1025 - 26 Jana Nováková 3.A G ®ïár n. Sázavou | | | | | | | | 0 1027 Zuzana Svobodová G Zlaté Morave | | 0 1 1 | | 18 2 928 - 30 Anna Fuèíková G Tøebíè | | | 3 1 | 1 38 5 828 - 30 Karol Martinka 3.G G Trenèín | | | | | | | | 0 828 - 30 David ©ubrt G Dìèín | | | 0 | | | 0 0 831 - 33 Mihal Kabát 3.A G Púhov | | | 1 0 | 1 15 2 731 - 33 Miroslav Kaèena sept. G Trenèín | | | | | | | | 0 731 - 33 Mihal Zapletal P2C G Ro¾nov p. R. | | | | | | | | 0 734 - 36 Matìj Görner G Praha | | | | | | | | 0 634 - 36 Zdenka Marková 3.A G Hole¹ov | | | | | | | | 0 634 - 36 Karel Marti¹ek sexta A G Brno - Elgartova | | | | | | | | 0 637 Ondøej Srba 3.B G Pøíbor | | | | | | | | 0 338 Petr Èeh 3.A G Pøerov | | | | | | | | 0 239 - 40 David Herèík G Libere | | | | | | | | 0 139 - 40 Branislav Zríny sept. A | | | | 1 | 0 10 1 1
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK roèník XIV série VIKategorie druhýh roèníkùJméno Pøíjmení Tøída ©kola 1 2 3 4 5 6 S4 % IV �Student Pilný F.1 MFF UK 5 5 3 5 3 8 5 100 34 1341 Miroslav Hejna 6A8 G Ryhnov n. K. 5 5 3 5 3 7 6 100 34 1162 Luká¹ Chvátal 6A8. G Brno - Vejrostova 5 3 | 1 1 | 6 70 16 663 Mihal Bare¹ sexta A G Plzeò - Mik. nám. | 4 3 2 3 6 3 72 21 644 Válav Cvièek 2.A G Frýdek-Místek | 3 1 3 3 5 3 62 18 635 Jan Prahaø G Ryhnov n. K. 5 3 0 2 1 7 2 59 20 586 Lubo¹ Matásek sexta A G Plzeò - Mik. nám. | | 1 2 1 7 | 58 11 567 Tibor Vansa G Moravská Ostrava 0 3 0 1 1 8 | 45 13 518 Karel Tùma sexta A G Moravská Ostrava | 3 0 1 1 7 3 52 15 509 Jaroslav Trnka 2.B G Praha 0 0 0 2 1 8 2 38 13 4810 Petr ©imek 2.A G Blansko | | | | | 3 | 38 3 3711 Vít ©ípal 2.B G Ústí n. L. - Jateèní | | | 2 0 6 3 52 11 3412 Jaroslav Kudlièka sexta A G Hodonín | 5 2 | 1 7 | 71 15 2813 Barbora Galazová 2.B G Tøine | | | | 1 8 | 69 9 2414 Miroslav Havelka G Zastávka 1 2 0 1 1 0 2 21 7 2315 Marek Vy¹inka 6AV G Brno 1 | | 0 | | 2 17 3 2116 Pavel Èí¾ek sexta G Kralupy n. Vl. | | 0 1 | | | 17 1 1617 - 18 Válav Varvaøovský kvinta A G Plzeò - Mik. nám. | | | | | | | | 0 1517 - 18 Miroslav Zga¾ar SP©CH Ostrava | | 0 | | 7 | 64 7 1519 Bára Vostraká sexta | | | | | | | | 0 1320 - 21 ©árka Kreuzová sexta | | | | | | | | 0 1220 - 21 Stanislav Mlenský 2.B COP Hronov | 2 0 | 0 5 | 33 7 1222 - 23 Jan Klusoò sexta G Litomy¹l | | | | | | | | 0 1122 - 23 Petr Po¹ta G Pardubie | | | | | | | | 0 1124 Markéta Rù¾ièková 2.A G Cheb | | | | | | | | 0 1025 - 27 Petr Gibas A G Praha - Zborovská | | | | | | | | 0 925 - 27 Luká¹ Sná¹el 2.B COP Hronov | 1 | | | 3 | 31 4 925 - 27 Jaroslav ©tenl B | | | | | 3 | 38 3 928 Zuzana Kopová G Pardubie | | | | | | | | 0 829 - 30 Jan Køivka 2.B COP Hronov | 2 | | 0 1 | 17 3 729 - 30 Jan Smrek G Bratislava | | | | | | | | 0 731 Zdenìk Stupòánek G Znojmo | 1 | | | 0 | 8 1 6Kategorie prvníh roèníkùJméno Pøíjmení Tøída ©kola 1 2 3 4 5 6 S4 % IV �Student Pilný F.1 MFF UK 5 5 3 5 3 8 5 100 34 1341 Petr Hou¹tìk kvarta G Pelhøimov 0 5 0 | | 3 1 29 9 642 Alexadr Kazda G Praha 3 3 | 1 1 | 5 57 13 533 Luie Vasiká G Most | | | 1 | 1 3 31 5 144 - 5 Hana Suhomelová 9.A Z© Trenèín | | | | | 3 | 38 3 124 - 5 Martin Váòa 1.D SPS© Praha | | | | | | | | 0 126 - 7 Mihal Havel COP Hronov | 1 0 | 0 | | 8 1 116 - 7 Jan Kuhaø GJKT | | | | | | | | 0 118 Mária ©edivá 1.A Z© Trenèín | | | | | 1 | 13 1 109 Jana Vrábelová | | | | | 5 | 63 5 810 Jana Babováková G Most | 1 | | | | 1 20 2 711 Jan Køetínský G Brno | | | | 3 | | 60 3 612 - 14 Miroslav Frantes G Bene¹ov 0 | | 0 | | | 0 0 512 - 14 Filip Kozel 1.A COP Hronov | | | | 2 | | 40 2 512 - 14 Pøemysl Rube¹ G Pardubie | | | | | | | | 0 515 Luká¹ Voleský 1.B | | | | 0 | | 0 0 4Na¹e adresa:FYKOSMatematiko-fyzikální fakulta UK | ÚTFV Hole¹ovièkáh 2180 00 Praha 8http://fykos.m�.uni.zFyzikální korespondenèní semináø, který je zastøe¹en Oddìlením vnìj¹íh vztahù a propagae MFFUK, je organizován studenty MFF UK za podpory Ústavu teoretiké fyziky MFF UK a jehozamìstnanù a Jednoty èeskýh matematikù a fyzikù. Strana 15


