
Jan Prokle¹ka a kolektiv
FyzikálníkorespondenènísemináøXV. roèník { 2001/02

�





PøedmluvaMilý ètenáøi,právì má¹ v rukou roèenku obsahují
í zadání a øe¹ení úloh XV. roèníku FYKOSu (FYzikálníhoKOrespondenèního Semináøe MFF UK), který probìhl ve ¹kolním ro
e 2001/02.V prùbìhu roku vypadá semináø tak, ¾e øe¹itelé pravidelnì (ka¾dý
h ¹est týdnù) obdr¾í sériisedmi úloh, z ni
h¾ je 5 teoreti
ký
h (pátá, oznaèená P, je þproblémováÿ), jedna experimentálnía poslední se témati
ky vá¾e k Seriálu na pokraèování, který zadání doprovází (letos byl vìnovánteorii relativity). Úèastní
i øe¹í úlohy dle vlastního výbìru (aktivnìj¹í i v¹e
hny) a poté svá øe¹eníposílají na adresu semináøe. Organizátoøi úlohy opraví, obodují a za¹lou zpìt úèastníkùm, kteøí setakto seznámí se vzorovými øe¹eními a dozví se o 
hybá
h svý
h vlastní
h postupù. Zásilky úloh aøe¹ení jsou doplòovány prùbì¾nou výsledkovou listinou sestavenou na základì bodování a na kon
ika¾dého roèníku jsou nejlep¹í øe¹itelé nále¾itì odmìnìni.K tomuto základnímu s
hématu semináøe se brzy pøidala dvì ka¾doroèní soustøedìní, která jsoudnes ji¾ jeho neodmyslitelnou souèástí. Probíhají v¾dy na jaøe a na podzim a jsou dobrou motiva
ía odmìnou pro nejlep¹í úèastníky. Dal¹í aktivitou je Den s experimentální fyzikou, kdy umo¾níme(ve spoluprá
i s jednotlivými katedrami MFF) na¹im øe¹itelùm náv¹tìvu nìkolika pra
ovi¹», kdese dìlá þopravdová fyzikaÿ.V této roèen
e najde¹ na zaèátku kompletní zadání teoreti
ký
h a experimentální
h úloh,následnì jeji
h øe¹ení (teoreti
ká jsou z prakti
ký
h dùvodù oddìlena od experimentální
h), v dal¹íèásti je pak Seriál na pokraèování, který je doplòován úlohami souvisejí
ími s daným tématem.Na kon
i pak najde¹ soupisku nejlep¹í
h øe¹itelù.Tro
ha statistiky: XV. roèník semináøe øe¹ilo 137 studentù, organizátoøi dohromady opra-vili 1536 jednotlivý
h øe¹ení.Pokud tì tato roèenka nad
hne natolik, ¾e by ses 
htìl pøihlásit k soutì¾ení v semináøi nebose jen potøebuje¹ na nì
o zeptat, a» u¾ se to týká fyziky èi studia na MFF, neboj se a napi¹ nám.Jsme k dispozi
i témìø nepøetr¾itì na adrese
FYKOSMatemati
ko-fyzikální fakulta UK | ÚTFV Hole¹ovièká
h 2180 00 Praha 8e-mail: fykos�m�.
uni.
zwww: http://fykos.m�.
uni.
ztel: 221 912 504



FYKOS, roèník XV
�Zadání úlohÚloha I . 1 . . . ¹pulkaNa ¹pul
e je navinutá nit. Za nit táhneme ve vodorovném smìru konstantní silou F . Vnìj¹ípolomìr je R a polomìr vál
e, na kterém je navinuta nit je r. Jaké je zry
hlení ¹pulky a jakýmá smìr? Koe�
ient tøení je dost velký na to, aby ¹pulka neprokluzovala. Dále znáte, hmotnost amoment setrvaènosti ¹pulky. Øe¹ení str. 9Úloha I . 2 . . . vále
 s vodouMìjme vál
ovou nádobu o polomìru podstavy R naplnìnou vodou do vý¹ky H. Do podstavyudìláme malou dírku o polomìru r. Za jak dlouho voda vyteèe? Øe¹ení str. 9Úloha I . 3 . . . ¾árovkaMáme ¾árovku, která svítí na výkonu 100W. Ch
eme vyrobit ¾árovku pro výkon 60W a pou¾ítpøitom stejný materiál vlákna. Ch
eme, aby obì ¾árovky svítily þstejnìÿ (mìly stejnou spektrálnívyzaøova
í 
harakteristiku). Jaké rozmìry musí mít vlákno v 60W ¾árov
e vzhledem k tomu ve100W? Øe¹ení str. 10Úloha I . 4 . . . hranolMìjme pravidelný trojboký hranol o indexu lomu n. Na jednu jeho stìnu dopadá paprsek svìtlaa vy
hází druhou stìnou. Spoètìte úhel od
hýlení Æ paprsku od pùvodního smìru v závislosti nanatoèení hranolu. Kdy bude Æ maximální? Øe¹ení str. 11Úloha I . P . . . èerná tìlesaMìjme dvì dokonale èerná tìlesa. První z ni
h má teplotu T . Na jakou nejvy¹¹í teplotu lzezahøát druhé z ni
h pomo
í spojky o ohniskové vzdálenosti f? Øe¹ení str. 12Úloha I . Exp . . . tání leduPøipravte si rùznì veliké ale geometri
ky podobné kusy ledu (kostky, koule, : : :) a zmìøtezávislost ry
hlosti jeji
h tání ve vodì (pokud mo¾no stálé teploty) na jeji
h velikosti. Výsledky sepokuste interpretovat. Øe¹ení str. 36Úloha II . 1 . . . výtahMìjme výtah o hmotnosti m, který je povì¹en na lanì pøes pevnou kladku. Za druhý kone
lana tahá silou F èlovìk, který stojí v onom výtahu. Jeho hmotnost je M . Spoètìte zry
hlenívýtahu. Øe¹ení str. 13Úloha II . 2 . . . tyèPøedstavte si metrovou ideálnì homogenní tyè, kterou na krají
h ve vodorovné poloze pode-pøete prsty. Prsty pomalu zaènìte pøibli¾ovat k sobì (smìrem ke støedu tyèe), udr¾ujete je poøádve stejné vý¹
e. Stati
ký koe�
ient tøení mezi prsty a tyèí je fs, dynami
ký fd, pøièem¾ fs > fd.Následný dìj podrobnì popi¹te. Øe¹ení str. 13Úloha II . 3 . . . fotografováníPøi fotografování bì¾ným fotoaparátem nelze dokonale zaostøit na v¹e
hny objekty. Ostøe sezobrazí pouze body le¾í
í v rovinì kolmé na osu objektivu, na kterou je aparát zaostøen. Co seale stane, kdy¾ sklopíme ve fo»áku �lm (vùèi objektivu)? Kde pak budou body, které se zobrazíostøe? Lze toho nìjak prakti
ky vyu¾ít? Øe¹ení str. 144



Zadání úlohÚloha II . 4 . . . rezonanèní obvod d0l0Obr. 1
Na obrázku è. 1 je znázornìno zaøízení, jím¾ lze mìøit malé zmìny délky. Hlavníèástí je vzdu
hový rovinný kondenzátor. Mìní-li se délka vzorku, mìní se vzdálenostdesek kondenzátoru, a tedy i rezonanèní frekven
e LC-obvodu, kterou lze snadnomìøit.Uva¾me, ¾e pøed experimentem byla délka vzorku l0 = 10;0 
m, vzdálenost desekkondenzátoru d0 = 1;00mm a frekven
e f0 = 50;0 kHz. Pak byla teplota vzorkuzvìt¹ena o �t = 110ÆC a frekven
e se sní¾ila o �f = 950Hz. Spoètìte koe�
ientteplotní délkové rozta¾nosti vzorku. Øe¹ení str. 15Úloha II . P . . . 
hladièPøedstavte si 
hladiè, který jistì pou¾íváte v 
hemi
ký
h laboratoøí
h. Jsou to dvì souosétrubky, mezi nimi teèe 
hladí
í kapalina (ve vnitøní trub
e teèe kapalina 
hlazená). Na¹í otázkouje, zda je 
hlazení kapaliny úèinnìj¹í, teèou-li kapaliny proti sobì èi soubì¾nì. Nezapomeòte popsatza jaký
h zjednodu¹ují
í
h pøedpokladù úlohu øe¹íte. Øe¹ení str. 16Úloha II . Exp . . . elektrostati
ké pole ZemìZmìøte velikost elektrostati
kého pole ZemìNávod: Mù¾ete buï pøímo mìøit poten
iálový rozdíl mezi Zemí a izolovaným vodièem v urèitévý¹
e (pozor v¹ak, musíte zaøídit, aby se poten
iál tohoto vodièe stihl vyrovnat s poten
iálemvzdu
hu v pøíslu¹né vý¹
e | zkuste napø. do vzdu
hu umístit nádobu s vodou tak, aby vodamohla odkapávat a odná¹et tak sebou pøebyteèný náboj). Druhý zpùsob vyu¾ívá faktu, ¾e Zemìmá svùj povr
hový náboj. Umístíme-li do blízkosti povr
hu vodivou desku a uzemníme ji, objeví sena ní náboj. Pøikryjeme-li tuto desku jinou uzemnìnou deskou, objeví se náboj na ní a z pùvodnívymizí, 
o¾ mù¾eme galvanometrem zmìøit. Øe¹ení str. 37Úloha III . 1 . . . obr a trpaslíkObr s trpaslíkem se pøetahují o lano, které je omotané kolem stromu zakoøenìného tak pevnì,¾e ho ani obr nedoká¾e vytrhnout nebo zlomit. Pøetrhnout lano se mu také nepodaøí.Velký zlý obr je pøesnì 666-krát silnìj¹í ne¾ trpaslík. Kolikrát musí být lano omotané kolemstromu, aby pøetahování nikdo nevyhrál? Koe�
ient tøení mezi lanem a stromem odhadnìte.Øe¹ení str. 18Úloha III . 2 . . . valèíkOdhadnìte 
elkovou kineti
kou energii páru tanèí
ího vídeòský valèík. Øe¹ení str. 19Úloha III . 3 . . . rampou
hZimní sezóna se blí¾í, ale ne¾ vyrazíte ly¾ovat, zamyslete se nad tím, jaký tvar mají rampou
hyrostou
í na otáèejí
ím se kole ly¾aøského vleku. Rovina kola svírá s vodorovnou rovinou úhel �,kolo se otáèí úhlovou ry
hlostí ! a rampou
h roste ve vzdálenosti r od osy otáèení. Øe¹ení str. 20Úloha III . 4 . . . pøesnost GPSTzv. Global Positioning System (GPS) pra
uje na jednodu
hém prin
ipu. Dru¾i
e pohybují
íse na 12-ti hodinový
h drahá
h vysílají pøesnì syn
hronizovanì signály, které pøíjmaè detekuje.Proto¾e na pøíjmaèi nejsou absolutnì pøesné hodiny, lze mìøit jen rozdíly vzdáleností od rùz-ný
h satelitù. Ètyøi satelity staèí na dopoètení polohy. Poloha satelitù se zmìøí ze Zemì stejnýmzpùsobem.Zdùvodnìte, proè je pøesnost GPS v horizontálním smìru znatelnì vy¹¹í ne¾ ve vertikálnímsmìru. Øe¹ení str. 20
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FYKOS, roèník XVÚloha III . P . . . magnetkySe¾eòte si nìkde dva magnetky a ¾elezný plí¹ek. Umístìte magnetky proti sobì na opaènéstrany plí¹ku a vyzkou¹ejte, jakou silou se pøitahují. Pak jeden z magnetkù otoète a pokus opakujte.Koneènì vyzkou¹ejte, jak se magnetky pøitahují a odpuzují bez pøítomnosti plí¹ku.Pøi tì
hto experimente
h zøejmì objevíte, ¾e 
osi (alespoò na první pohled) není v poøádku.Zamyslete se nad tím a vysvìtlete, 
o se v jednotlivý
h pøípade
h dìje. Øe¹ení str. 21Úloha III . Exp . . . odrazivostZmìøte koe�
ient odrazivosti alobalu ve viditelném svìtle. Vhodnou metodu navrhnìte sami.Nezapomeòte popsat, jakou stranu mìøíte, pøípadnì promìøte obì. Øe¹ení str. 38Úloha IV . 1 . . . fµak z ¹o¹ovkyMìjme èoèku o prùmìru D a ohniskové vzdálenosti f zasazenou ve stìnì. Ve vzdálenosti r odstìny a y od opti
ké osy máme bodový zdroj svìtla, který vyzaøuje izotropnì. Za èoèkou máme vevzdálenosti l stínítko. A nás by zajímalo, kam dopadne svìtlo ze zdroje, pøípadnì i prùbìh intenzityna stínítku. (Neuva¾ujte zobrazova
í vady èoèky a vlnové vlastnosti svìtla.) Øe¹ení str. 22Úloha IV . 2 . . . radiátoryV bytì jsou tøi radiátory. Voda tekou
í v prvním má teplotu 75 ÆC, voda ve tøetím 40 ÆC.Jakou teplotu má prostøední radiátor? Teplota vzdu
hu v pokoji je 20 ÆC. V¹e
hny radiátory jsoustejné a ztráty v potrubí jsou zanedbatelné. Øe¹ení str. 23Úloha IV . 3 . . . svìtelný motorUva¾ujte Carnotùv 
yklus (adiabati
ký{izotermi
ký{adiabati
ký{izotermi
ký dìj) s tepelnýmelektromagneti
kým záøením. Stavová rovni
e pro tepelné záøení má tvar p = 13u (T ), kde p jetlak záøení a u je jeho hustota energie, která závisí pouze na jeho termodynami
ké teplotì T . Proadiabati
ký dìj s tepelným záøením platí pV 4=3 = konst. Vypoèítejte úèinnost tohoto 
yklu jakofunk
i u (T1) a u (T2), kde T1 je teplota ohøívaèe a T2 teplota 
hladièe. Pro libovolný Carnotùv
yklus je jeho úèinnost dána vztahem 1 � T2=T1. Porovnáním tì
hto vztahù pro úèinnost 
ykluodvoïte, ¾e hustota energie záøení u je pøímo úmìrná T 4. Øe¹ení str. 23Úloha IV . 4 . . . zavla¾ováníZahrádkáø 
h
e udìlat zavla¾ova
í zaøízení na svùj záhonek a to následují
ím zpùsobem. Vedleøady rostlinek bude hadi
e s otvory, kterou polo¾í tak, ¾e u ka¾dé rostlinky bude dírka.Poraïte zahrádkáøi, jak velké mají být dírky, aby ke ka¾dé rostlin
e teklo stejné mno¾stvívody. Øe¹ení str. 24Úloha IV . P . . . proè máme Mìsí
?Bod, ve kterém má gravitaèní síla Zemì a Slun
e stejnou velikost, je k Zemi blí¾e, ne¾ obíháMìsí
. Proè tedy Mìsí
 neobíhá kolem Slun
e nezávisle na Zemi? Øe¹ení str. 25Úloha IV . Exp . . . ledDáme-li sklenièku naplnìnou èásteènì vodou do mrazáku, budeme ji mít za 
hvíli plnou ledu.Jeho povr
h v¹ak nebude rovný, ale vypuklý. Zjistìte, proè tomu tak je a vypoètìte alespoòpøibli¾nì úhel, který bude svírat povr
h ledu s vodorovnou rovinou. Porovnejte tento výsledeks experimentální hodnotou. Øe¹ení str. 40Úloha V . 1 . . . zr
adlaMìjme dvì rovinná zr
adla svírají
í úhel �. Jak máme nasmìrovat paprsek, aby se od ni
h 
onejví
krát odrazil? Øe¹ení str. 26Úloha V . 2 . . . varhanyPøedstavte si 
ínovou varhaní pí¹»alu, která byla naladìna pøi teplotì trojného bodu vody nakomorní a. Poté se kostel vytopí (ne vodou) na 25ÆC, urèete o kolik se pí¹»ala rozladí. Øe¹ení str. 266



Zadání úlohÚloha V . 3 . . . ¾ebøíkMìjme ¾ebøík opøený o stìnu a podlahu (v¹e bez tøení). Spoètìte, v jaké poloze se ¾ebøík oddìlíod svislé stìny (pro obe
nou poèáteèní polohu ¾ebøíku). Prémii dostanete, spoètete-li, jak dalekood stìny ¾ebøík dopadne. Øe¹ení str. 27Úloha V . 4 . . . balónSpoètìte frekven
i malý
h radiální
h kmitù gumového balónu. V balónu je n molù plynus Poissonovou konstantou � = 5=2 o teplotì T . V pøípadì, ¾e rozdíl tlakù uvnitø a vnì balónu,je nulový je polomìr balónu r0. Plo¹ná hustota gumy je v tomto pøípadì %0. Poten
iální energiegumy je lineárnì úmìrná rozdílu jejího povr
hu a povr
hu klidového s konstantou úmìrnosti �.Tlak vnì balónu je p0. Hmotnost plynu je vùèi hmotnosti balónu zanedbatelná. Øe¹ení str. 29Úloha V .P . . . samolet
Obr. 2. Tvar drátu

Pøedstavte si drátìnou konstruk
i ve tvaru hrani
e vál
ovéplo
hy rozøíznuté napùl rovinou, v ní¾ le¾í osa rotaèní symetrievál
e (viz obr.2). Na tuto konstruk
i napnìme mýdlovou bub-linu, která zaujme tvar pùlvál
e. Tato bublina se má tenden
ismrsknout, tedy pùsobí na pùlkru¾ni
e opaènými silami, kterése vyru¹í, a na pøíèky silami smìrem nahoru, tedy konstruk
ev prin
ipu mù¾e vzlétnout. Spoètìte, jakou ry
hlostí vzlétne(nebo myslíte, ¾e se tak stát nemù¾e; v tomto pøípadì vysvìtlete proè). Øe¹ení str. 31Úloha V . Exp . . . pøevíjení kazetyZmìøte tlou¹»ku magnetofonového pásku. Promìøte závislost úhlové ry
hlosti kotouèe na dobìpøehrávání kazety v pøípadì, ¾e kazetu pøehráváme od zaèátku. Do øe¹ení nezapomeòte pøipsat,s jakou kazetou jste mìøili (podstatná je znaèka a délka). Øe¹ení str. 41Úloha VI . 1 . . . lamborghini Lamborghini DiabloOdhadnìte, jak velkou vertikální silou je Lamborghini Diablo nadleh-èováno, jede-li ry
hlostí 320 km�h�1. Pozor, toto není experimentálníúloha! Øe¹ení str. 31Úloha VI . 2 . . . RC obvodMìjme sériový RC-obvod, který pøipojíme na zdroj periodi
kého napìtí s tzv. obdélníkovýmprùbìhem, tzn. po èas T=2 je napìtí U a po èas T=2 napìtí �U . Jak bude vypadat prùbìh napìtína kondenzátoru? Øe¹ení str. 32Úloha VI . 3 . . . stáøí ZemìPøedpokládejme, ¾e pøi vzniku Zemì na ní byly izotopy uranu 238U a 235U, ale ne produktyjeji
h rozpadu. Izotop 238U resp. 235U se rozpadá s poloèasem T1 = 4;50 � 109 rokù resp. T2 == 0;710 � 109 rokù. Ve srovnání s tìmito èasy jsou poloèasy rozpadu produktù zanedbatelné, roz-padové øady konèí stabilními izotopy 206Pb a 207Pb.Je-li v uranové rudì pomìr poètu atomù uranu 238U : 235U = 137 : 1 a pomìr poètu atomùolova 206Pb : 207Pb = 28 : 17, odhadnìte stáøí Zemì. Øe¹ení str. 33Úloha VI . 4 . . . toroid Da
Obr. 3. Øez toroidemMìjme 
ívku ve tvaru þhranatého toroiduÿ. Øez osou rotaèní sy-metrie je zakreslen na obr. 3. Vinutí toroidu má 
elkem N závitù av naznaèeném smìru jím protéká proud o velikosti I=N . Spoètìte mag-neti
ké pole uvnitø toroidu a zdùvodnìte správnost va¹eho výpoètu.Není-li vám 
izí slovo integrál, mù¾ete jako bonus spoèítat i in-dukènost toroidu. Øe¹ení str. 337



FYKOS, roèník XVÚloha VI . P . . . 
hromati
ká vadaMìjme dvì identi
ké sklenìné èoèky s ohniskovou vzdáleností f (pro urèitou støední vlnovoudélku). Do jaké vzdálenosti je tøeba dát tyto èoèky, aby výsledná opti
ká soustava mìla 
o nejlépekompenzovanou 
hromati
kou vadu (tzn. ¾e rùznì barevné svìtlo se zobrazuje do rùzný
h míst).Jak velkou ohniskovou vzdálenost bude výsledná soustava mít? Øe¹ení str. 35Úloha VI . Exp . . . spr
haUrèitì jste si u¾ pøi spr
hování v¹imli, ¾e proud opou¹tìjí
í spr
hu má vy¹¹í teplotu ne¾ vodadopadají
í na zem. Na vás je, abyste toto namìøili kvantitativnì.Naleznìte a popi¹te vhodné experimentální uspoøádání, na kterém bude mìøitelný pokles tep-loty vody padají
í vzdu
hem a proveïte mìøení. Pokuste se va¹e výsledky teoreti
ky interpretovat.Øe¹ení str. 42

8



Øe¹ení teoreti
ký
h úloh
�Øe¹ení teoreti
ký
h úlohÚloha I . 1 . . . ¹pulkaNa ¹pul
e je navinutá nit. Za nit táhneme ve vodorovném smìru konstantní silou F . Vnìj¹ípolomìr je R a polomìr vál
e, na kterém je navinuta nit je r. Jaké je zry
hlení ¹pulky a jakýmá smìr? Koe�
ient tøení je dost velký na to, aby ¹pulka neprokluzovala. Dále znáte, hmotnosta moment setrvaènosti ¹pulky.Úlohu vyøe¹íme za tì
hto pøedpokladù: ©pulka je tuhé tìleso, síla F pùsobí vodorovnì a kolmona osu ¹pulky, r se pøi odvinování nemìní a ¹pulka odvinováním neztrá
í na hmotnosti. Hmotnost¹pulky je m, její moment setrvaènosti vùèi ose symetrie o je Jo, zry
hlení ve vodorovném smìruje a a uhlové zry
hlení vùèi o je ".Je tøeba rozebrat dvì mo¾nosti odvinování, spodem a vr
hem. V prvním pøípadì ve vodorov-ném smìru podle I. impulsové vìty platí (kladný smìr volme doprava)F � T = ma;kde T znaèí velikost tøe
í síly. Druhá impulsová vìta má pro osu symetrie ¹pulky tvarTR� Fr = Jo":©pulka neprokluzuje, tedy relativní ry
hlost pohybu dolního bodu je vzhledem k podlo¾
enulová, z èeho¾ plyne v � !R = 0, kde v je ry
hlost tì¾i¹tì a ! uhlová ry
hlost rota
e vùèi o.Pro zry
hlení tì¾i¹tì pak platí a = �v =�t = R�!=�t = "R. Vyøe¹ením soustav rovni
 pakdostaneme a = FR(R� r)Jo +mR2 :Zry
hlení má smìr pùsobí
í síly, nebo» pro be¾nou ¹pulku R > r.Nyní z energeti
kého hlediska vy¹etøíme odvíjení vr
hem. Proto¾e se nit odvíjí v pomìrur=R k posunutí støedu ¹pulky, síla F koná prá
i na dráze s(1 + r=R), kde s je dráha ura¾enástøedem ¹pulky. Pro jednodu
host uva¾me zry
hlení ¹pulky z nulové ry
hlosti na v. Má-li ¹pulkatuto ry
hlost, potom ujede dráhu s = v2=(2a). V ka¾dém okam¾iku je prá
e síly F rovna energiiposuvného a rotaèního pohybu ¹pulky, nebo» tøe
í síla prá
i nekoná. Platí tedyFs�1 + rR� = 12mv2 + 12Jo!2:Po jednodu
hé úpravì obdr¾íme výsledek, který se li¹í pouze ve znaménku pøed r. Zry
hlenímá i v tomto pøípadì smìr pùsobí
í síly F .Úloha I . 2 . . . vále
 s vodouMìjme vál
ovou nádobu o polomìru podstavy R naplnìnou vodou do vý¹ky H. Do podstavyudìláme malou dírku o polomìru r. Za jak dlouho voda vyteèe?Nejprve musíme urèit podmínky, za jaký
h budeme úlohu øe¹it. Aby
hom byli s
hopni udìlatalespoò nìjakou rozumnou pøedpovìï, musíme pøedpokládat, ¾e dírka je opravdu malá, a protose proudìní v krátký
h èasový
h intervale
h pøíli¹ neli¹í od ustáleného, tak¾e mù¾eme pou¾ítBernoulliho rovni
i p0 + h%g + 12%v2 = konst:Z této rovni
e si vyjádøíme závislost ry
hlosti poklesu hladiny na její vý¹
ev2R = v2r � 2gh; 9



FYKOS, roèník XVkde vR je ry
hlost poklesu hladiny a vr je výtoková ry
hlost v otvoru. Potøebujeme zjistit, jakzávisí vR na vr. Dle rovni
e kontinuity jsou objemové prùtoky otvorem a pøi hladinì stejné, neboli�r2vr = �R2vR:Odtud vr = (R2=r2)vR, a proto vR =s 2ghR4=r4 � 1 :Teï u¾ víme, jak závisí ry
hlost poklesu hladiny na vý¹
e. Závislost vý¹ky hladiny na èasemù¾eme získat dvìma zpùsoby. První zpùsob vy
hází ze srovnání vztahu pro ry
hlost rovnomìrnìzpomaleného pohybu v = p2aha pøed
hozí rovni
e, z èeho¾ dostaneme a = gR4=r4 � 1 :Dále pou¾ijeme rovni
i h = 12at2, neboli t =p2h=a. Odtud vy
hází, ¾et =s2hg rR4r4 � 1 :První odmo
nina pro malá r pøe
hází v R2=r2. Druhý zpùsob øe¹ení je zalo¾en na pøímem pou¾itídiferen
iálního a integrálního poètu.t = hZ0 dhvR =sR4=r4 � 12g hZ0 dhph =s2hg rR4r4 � 1 :Tento vztah evidentnì neplatí pro r blízké R, proto¾e by se èas blí¾il k nule místo k èasu volnéhopádu p2h=g. Je to proto, ¾e Bernoulliho rovni
e platí jen ve sta
ionárním pøípadì. Pøi výpoètujsme také zanedbali nerovnomìrnì rozlo¾ení ry
hlostí ve výstupním otvoru, které efektivnì sni¾ujeplo
hu otvoru.Úloha I . 3 . . . ¾árovkaMáme ¾árovku, která svítí na výkonu 100W. Ch
eme vyrobit ¾árovku pro výkon 60W a pou¾ítpøitom stejný materiál vlákna. Ch
eme, aby obì ¾árovky svítily þstejnìÿ (mìly stejnou spektrálnívyzaøova
í 
harakteristiku). Jaké rozmìry musí mít vlákno v 60W ¾árov
e vzhledem k tomu ve100W?Nejdøíve ke znaèení. V¹e
hny velièiny, které se budou vztahovat k 100W ¾árov
e budeme znaèitindexem 1 a v¹e
hny k 60W ¾árov
e 2. Aby se nezmìnila vyzaøova
í 
harakteristika ¾árovky, jenutné, aby teploty vláken v obou ¾árovká
h byly stejné (T1 = T2). Rozmìry vlákna ¾árovkybudeme 
harakterizovat polomìrem r a délkou l.Vyzaøova
í výkon vlákna ¾árovky lze popsat vztahem P = S � f(T ), kde f je pro obì vláknastejná funk
e teploty. Pro pomìr vyzáøený
h výkonù dostávámeP1P2 = 2�r1l1 f(T1)2�r2l2 f(T2) = r1l1r2l2 : (1)Odpor vlákna ¾árovky mù¾eme vyjádøit jakoR = %(T )l�r2 ;10



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohkde %(T ) je mìrná vodivost, která obe
nì závisí na teplotì, ale proto¾e T1 = T2, bude v obou¾árovká
h stejná. Výkon elektri
kého proudu vyjádøíme jako P = U2=R. Opìt porovnáme pomìryvýkonù, P1P2 = U2�r21%l1U2�r22%l2 = r21l2r22l1 : (2)Nyní z rovni
 (1) a (2) dostanemer2r1 = �P2P1�23 ; l2l1 = �P2P1�13 :®árovky o výkonu 60W musí mít oproti ¾árov
e o výkonu 100W vlákno zhruba 0;84 krát krat¹ía 0;71 krát tenèí.Úloha I . 4 . . . hranolMìjme pravidelný trojboký hranol o indexu lomu n. Na jednu jeho stìnu dopadá paprsek svìtlaa vy
hází druhou stìnou. Spoètìte úhel od
hýlení Æ paprsku od pùvodního smìru v závislosti nanatoèení hranolu. Kdy bude Æ maximální?
"A
C

BD EFG�1 �1 �2 �2Æ
Obr. 4

Vzhledem k tomu, ¾e ve svislém smìru je hranol izotropní, budeme úlohu øe¹it v rovinnémøezu, tedy v rovnostranném trojúhelníku ABC. První aproxima
í problému je neuva¾ování vlnový
hvlastností svìtla, èili neuva¾ování disperze. K øe¹ení této úlohy vyu¾ijeme obrázku 4.Hledání závislosti devia
e Æ na otoèení hranolu jste pojali rùznì: nì-kteøí otáèeli hranolem a jako otoèení pak brali úhel svíraný jednou stranoutrojúhelníku po otoèení s její poèáteèní polohou, jiní z vás zase toto otoèení
hápali jako úhel mezi poèáteèní a pootoèenou polohou vý¹ky na jednu zestran trojúhelníku. Nejjednodu¹¹í v¹ak bylo prohlásit hranol za nehybnýa otáèet paprskem, èili hledat závislost Æ na �1 (nìkteøí na¹li závislost na�1, 
o¾ je si
e také správnì, av¹ak pokud 
h
eme závislost pouze na vstup-ní
h podmínká
h, je závislost na �1 lep¹í). Z 4DEF vyplývá" = � � (�1 � �1)� (�2 � �2);Æ = � � " = � � � + (�1 � �1) + (�2 � �2) = �1 + �2 � (�1 + �2):Z 4DEG pak plyne, ¾e �1 + �2 = �=3 a rovni
i pro Æ mù¾eme pøepsat na tvarÆ = �1 + �2 � �3 : (3)Pro lom na stranì AC platí sin�1sin �1 = n) �1 = ar
sin�sin�1n �a tedy �2 = �3 � �1 = �3 � ar
sin�sin�1n � :Vzhledem k tomu, ¾e hranol má jistì vìt¹í opti
kou hustotu ne¾ okolní vzdu
h (n > 1), mù¾ena hranì BC dojít k úplnému odrazu. Tento pøípad musíme vylouèit, proto¾e Æ by byl nekonvexníúhel a od
hylka by nemìla smysl �2 < �m ;�3 � �1 < ar
sin 1n; 11



FYKOS, roèník XV ar
sin�sin�1n � > �3 � ar
sin 1n;sin�1 > n sin��3 � ar
sin 1n� ;�1 > ar
sin �n sin��3 � ar
sin 1n��: (4)
A

C
B�1 �1 �m

Obr. 5
Toto je nerovnost se dvìma parametry �1 a n (v zadání není nikde øeèeno, ¾e hranol je vyrobenze skla o indexu lomu n = 1;5). Ne¾ si omezovat de�nièní obor �1, je rozumnìj¹í provést diskusivzhledem k n.Proto¾e z 4DEG vyplývá, ¾e �1 2 h0; �=3i a �1 2 (0; �=2i, dostávámepro n podmínku n 2 �2p33 ; 2�.Vra»me se nyní zpìt k rovni
i (3). Mnozí z vás ji prohlásili za výsledekprvní èásti úlohy. My v¹ak hledáme závislost na �1, tak¾e i �2 musímevyjádøit pomo
í �1.Proto¾e �1 = �3 � �1 a �2 = ar
sin(n sin�2), mù¾eme psát�2 = ar
sin[n sin(�=3� �1)℄ = ar
sin �n sin��3 � ar
sin�sin�1n ���a tedy Æ = �1 � �3 + ar
sin �n sin��3 � ar
sin�sin�1n ��� :Druhá èást, tedy hledání úhlu �1 pøi nìm¾ bude Æ maximální, odradila mnoho øe¹itelù. Zku-¹enìj¹í øe¹itelé zavìtøili hledání extrémù funk
í a zaèali derivovat. Jenom¾e v nulový
h bode
hprvní deriva
e je druhá deriva
e vìt¹í ne¾ nula, tak¾e nalezené koøeny byly minimy. V tuto 
hvíli¹lo provést dùkladný teoreti
ký rozbor funk
e Æ(�1), tak jak to (správnì) provedl Miroslav Hejnaa dospìt k výsledku �1 = �=2, který se nabízí jako poten
iální øe¹ení u¾ z obrázku.Proto¾e nelze pøedpokládat, ¾e umíte derivovat v takovém rozsahu, nabízí se nìkolik variantøe¹ení druhé èásti úlohy. Jako úplnì postaèují
í øe¹ení byla i tabulková metoda, a kdo si 
htìltro
hu pohrát, nakreslil (nebo vytiskl) nám graf (tì
h pravda mnoho nebylo).Je tøeba zmínit je¹tì jednu dùle¾itou vì
. Vstupnímu úhlu �1 = �=2 odpovídá v závislosti na nurèitý výstupní úhel �2 = ar
sin [n sin (�=3� ar
sin (1=n))℄. Na základì zákona zámìnnosti 
hodupaprskù je nutnì i tento úhel øe¹ením! Závìrem je tedy, ¾e Æ bude maximální, kdy¾ vstupní úhelbude roven buï �=2 anebo ar
sin [n sin (�=3� ar
sin (1=n))℄ (v tom pøípadì bude mít hodnotu�=2 výstupní úhel).Úloha I . P . . . èerná tìlesaMìjme dvì dokonale èerná tìlesa. První z ni
h má teplotu T . Na jakou nejvy¹¹í teplotu lzezahøát druhé z ni
h pomo
í spojky o ohniskové vzdálenosti f?Hned na úvod pøiznejme, ¾e otázku v zadání nezodpovíme. Výsledná teplota závisí na konkrétníkon�gura
i a pøesnì ji spoèítat by bylo velmi komplikované.S jistotou mù¾eme tvrdit jen jednu vì
 { teplota zahøívaného tìlesa nebude vìt¹í ne¾ teplotapùvodního tìlesa. To plyne z II. termodynami
kého zákona. První tìleso pøedstavuje to, èemu sev termodynami
e øíká lázeò, tj. tìleso, které nemìní svou teplotu pøi pøijímání a odevzdávání tepla.Pokud by
hom mohli pomo
í èoèky zahøát nìjaké jiné tìleso na vy¹¹í teplotu ne¾ má lázeò, mohliby
hom potom pomo
í nìjakého bì¾ného tepelného stroje toto tìleso o
hladit, èást tepla odevzdatpùvodnímu tìlesu a èást pøemìnit na prá
i. Opakováním tohoto dìje by
hom získali tepelný stroj,který odebírá teplo lázni a pøemìòuje ho na prá
i, ani¾ by musel odevzdávat teplo nìjaké 
hladnìj¹ílázni. Takový stroj se nazývá perpetuum mobile 2. druhu a právì podle II. termodynami
kéhozákona neexistuje.12



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohHodnì z vás ale na základì ne úplnì ¹patný
h úvah dospìla ke vztahu, ¾e pro nìjaké parametryvy
hází T 0 > T . Skuteènì, uvá¾íme-li, ¾e èoèka mù¾e být hodnì velká a mù¾e mít v podstatìlibovolné zmen¹ení, bude v místì skuteèného obrazu tìlesa energie záøení dostateènì velká na to,aby vlo¾ené tìleso zahøála na teplotu vy¹¹í ne¾ T . Problém je v tom, ¾e souèasné splnìní oboupodmínek { velké plo
hy a zmen¹ení èoèky { vede k tomu, ¾e zobrazení je zatí¾eno 
hromati
kouzobrazova
í vadou a hustota energie v místì obrazu se sní¾í pod potøebnou úroveò. Vzor
e, kteréjste odvodili proto platí jen pro malé èoèky a þrozumnáÿ zmen¹ení.V termodynami
e lze nade�novat teplotu záøení v ka¾dém bodì jako teplotu testova
ího èer-ného tìlesa, které je s záøením v rovnováze. Pak lze ukázat, ¾e jakýmkoliv opti
kým pøístrojemnelze teplotu záøení vysílaného tìlesem zvìt¹it.Úloha II . 1 . . . výtahMìjme výtah o hmotnosti m, který je povì¹en na lanì pøes pevnou kladku. Za druhý kone
lana tahá silou F èlovìk, který stojí v onom výtahu. Jeho hmotnost je M . Spoètìte zry
hlenívýtahu.Nejdøíve si rozmysleme, jaké síly na výtah a na èlovìka pùsobí. Smìrem dolu pùsobí gravitaènísíla o velikosti Fg = (M +m)g. Nahoru pùsobí síla o velikosti 2F (jednak lano tahá kabinu výtahusilou F , jednak pùsobí na èlovìka reak
í o velikosti F , tyto síly se sèítají). Pokud zvolíme kladnýsmìr nahoru, je 
elková síla pùsobí
í na kabinu s èlovìkem F
 = 2F�(M+m)g. Vzhledem k tomu,¾e platí F
 = (M +m)a, máme pro zry
hlení výtahu vztaha = 2FM +m � g:Poznámka na závìr: Øe¹it tuto úlohu pomo
í zákona za
hování hybnosti není dobrý nápad.ZZH platí pouze v pøípadì, ¾e na soustavu nepùsobí vnìj¹í síly. Zde jsou v¹ak hned dvì: gravita
ea síla od kladky.Úloha II . 2 . . . tyèPøedstavte si metrovou ideálnì homogenní tyè, kterou na krají
h ve vodorovné poloze pode-pøete prsty. Prsty pomalu zaènìte pøibli¾ovat k sobì (smìrem ke støedu tyèe), udr¾ujete je poøádve stejné vý¹
e. Stati
ký koe�
ient tøení mezi prsty a tyèí je fs, dynami
ký fd, pøièem¾ fs > fd.Následný dìj podrobnì popi¹te.Jak jste pøi experimentování zjistili, do
hází ke støídání vzájemného pohybu jednoho prstua tyèe, pøièem¾ druhý prst zùstává vùèi tyèi v klidu. Oba prsty se setkají v tì¾i¹ti tyèe. Zanedbáme-li (pøi dostateènì malé vzájemné ry
hlosti prstù a tyèe) hybnost tyèe, mù¾eme pova¾ovat zmìnypohybu tyèe za okam¾ité a pøedpokládat tak platnost podmínek stati
ké rovnováhy.V poèáteèním okam¾iku je ka¾dý z obou prstù na opaèném kon
i tyèe. Vzájemnému pohybuprstù a tyèe brání klidová tøe
í síla Tk. Vlivem rùzný
h faktorù (nesoumìrnost prstù, náhoda {nebo» oba prsty k sobì nezaèneme pøibli¾ovat ve stejný èasový okam¾ik), pøekoná jeden prstsílu klidového tøení døíve a tyè se vùèi tomuto prstu zaène pohybovat. Proti pohybu nyní pùsobísmyková tøe
í síla Ts, pøièem¾ zøejmì platí Ts < Tk, tak¾e druhý prst se zatím vùèi tyèi nepohybuje,nebo» musí pøekonat vìt¹í tøe
í sílu. S pohybem tyèe se mìní rozlo¾ení tlakový
h sil, kterými obaprsty pùsobí na tyè. První prst se pøibli¾uje k tì¾i¹ti, a proto tlaková síla tyèe na první prstroste na úkor tlakové síly tyèe na druhý prst. Úmìrnì zmìnám tlakový
h sil se také mìní tøe
ísíly mezi tyèí a prsty a v urèitém okam¾iku dosáhne Ts u prvního prstu velikosti Tk u druhéhoprstu. V tomto okam¾iku se zaène tyè pohybovat vzhledem ke druhému prstu a proto¾e tøe
í sílapùsobí
í mezi druhým prstem a tyèí bude men¹í ne¾ u prvního prstu (vzdálenost druhého prstu odtì¾i¹tì tyèe bude vìt¹í), pohyb tyèe se vùèi prvnímu prstu zastaví. Popsaný dìj se opakuje a mypozorujeme støídavý pohyb tyèe vùèi prvnímu a druhému prstu.Oznaème vzdálenosti prstù od tì¾i¹tì tyèe a1 a a2. Prsty pùsobí na tyè tlakovými silami F1 a F2.Tøe
í síly pùsobí
í na tyè oznaème T1 a T2. Z podmínek silové a momentové rovnováhy dostanemeF1 + F2 = mg ;F1a1 = F2a2 ; 13



FYKOS, roèník XVkde mg je velikost tíhové síly tyèe. Z rovni
 vyplývaF1 = mg a2a1 + a2 ; F2 = mg a1a1 + a2 :Na poèátku je druhý prst ve vzdálenosti a2 = l=2 od tì¾i¹tì tyèe (délku tyèe oznaèíme l), vùèikteré je v klidu, zatím
o první prst se pohybuje. V okam¾iku obratu a11, kdy se první prst zastaví,platí pro velikost tøe
í
h sil Ts1 = Tk2 ) fdF1 = fsF2 ;a tedy mg a2a1 + a2 fd = mg a1a1 + a2fs :Z toho plyne, ¾e pro první bod obratu platía11 = l2 fdfs :Nyní se pohybuje druhý prst, zatím
o první je v klidu v bodì a1 = a11. Obdobnì jako prvníbod obratu urèíme i druhý bod obratu a21 = l2 �fdfs�2 ;a tedy obe
nì pro n-té body obratu platía1n = l2 �fdfs�2n�1 ; a2n = l2 �fdfs�2n :Úloha II . 3 . . . fotografováníPøi fotografování bì¾ným fotoaparátem nelze dokonale zaostøit na v¹e
hny objekty. Ostøe sezobrazí pouze body le¾í
í v rovinì kolmé na osu objektivu, na kterou je aparát zaostøen. Co seale stane, kdy¾ sklopíme ve fo»áku �lm (vùèi objektivu)? Kde pak budou body, které se zobrazíostøe? Lze toho nìjak prakti
ky vyu¾ít?Pro jednodu
host pøedpokládejme, ¾e objektiv fotoaparátu je mo¾no pova¾ovat za ideálníspojnou èoèku. Úlohu budeme øe¹it tak, ¾e za pøedmìt budeme pova¾ovat sklonìný �lm (podúhlem �) a budeme hledat jeho obraz. Toto si mù¾eme dovolit, proto¾e èoè
e je jedno, jestlizobrazuje pøedmìt zprava doleva nebo zleva doprava. Také je jí absolutnì jedno, kterým smìremsvìtlo letí. Pøedmìt zobrazí na obraz a obraz zpátky na pùvodní pøedmìt.Udìlejme je¹tì jedno zjednodu¹ení. Pøedpokládejme, ¾e èoèka je symetri
ká. Pak se mù¾emevìnovat zobrazování v rovinì, pro které máme jednodu
hé vztahy. Pro zobrazení obrazu a0 platízobrazova
í rovni
e 1a + 1a0 = 1f : (5)Pro pøíèné zvìt¹ení si mù¾ete v uèebni
í
h optiky najít vzoreèeky0y = �a0 � ff : (6)Èárkované souøadni
e pøíslu¹í obrazu, neèárkované se týkají zobrazovaného bodu (�lmu).Podívejme se, kam se nám zobrazí bod [x; y℄ = [x; (x � a0) tg�℄, kde a � 0 je vzdálenostprùseèíku �lmu od èoèky. Bod x se podle (5) zobrazí do x0,x0 = xfx� f : (7)14



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohBod y se podle (6) zobrazí do y0, y0 = �f x� a0x� f tg� : (8)Kdy¾ si vyjádøíme z rovni
 (7) a (8) x a rovni
e porovnáme, dostaneme pro x0; y0 podmínkuy0 = �a0f � 1� tg� x0 � a0 tg� : (9)Vzore
 (9) je rovni
e pøímky, øez �lmem se tedy zobrazil na pøímku.
A0y0� F F0f

Obr. 6 Zobrazení pøímkyProto¾e objektiv je symetri
ký, v libovolném øezu se podle (9) pøímka promítne na pøímku.Pootoèením objektivu napø. o devadesát stupòù se nám promítne øez �lmem opìt na pøímku. Jez
ela zøejmé, ¾e v¹e
hny obrazové pøímky se protnou ve spoleèném bodì (je to bod �lmu le¾í
ípøesnì na opti
ké ose). Výslednou plo
hu dostaneme tak, ¾e kolem bodu A0 budeme rotovat pøímku.Plo
hu, kterou pøímka opí¹e, bude sedlová plo
ha (se zápornou køivostí), pro rozumné umístìní�lmu témìø rovina.Celé na¹e øe¹ení bylo veli
e zjednodu¹eno tím, ¾e jsme objektiv pova¾ovali za ideální èoèku.Ve skuteènosti je to si
e èoèka, ale veli
e komplikovaná a nìkdy ideální èoè
e veli
e nepodobná.Naví
 je navrhovaná pro fotoaparáty s kolmým �lmem, kde zaruèuje dobrou ostrost. Napøíkladv okam¾iku, kdy skloníme �lm, se mù¾e stát, ¾e jeden kone
 se dostane tak blízko èoèky, ¾e se z nístane rozptylka (a0�y0 tg� < f) pro jisté oblasti �lmu. Také kdy¾ postupujeme od osy objektivu,zvìt¹ují se rùzné zobrazova
í 
hyby, napø. èoèka nezobrazí bod pøesnì do bodu, ale do jisté oblastiatp. A i kdyby fotoaparát zobrazoval ostøe, obraz, který tímto fotoaparátem dostaneme, bude takémírnì deformován dále od støedu �lmu.Vyu¾ití tohoto fotoaparátu nevidím ¾ádné, kromì þumìle
ký
h fotogra�íÿ, poøizovaný
h provlastní potì¹ení. Pou¾ití pro lete
ký prùzkum je nevhodné, proto¾e obraz je deformován a nenímo¾né z nìj pøímo, bez poèítání, odèítat polohu objektù.Úloha II . 4 . . . rezonanèní obvod d0l0Obr. 7
Na obrázku è. (7) je znázornìno zaøízení, jím¾ lze mìøit malé zmìny délky. Hlavníèástí je vzdu
hový rovinný kondenzátor. Mìní-li se délka vzorku, mìní se vzdálenostdesek kondenzátoru, a tedy i rezonanèní frekven
e LC-obvodu, kterou lze snadnomìøit.Uva¾me, ¾e pøed experimentem byla délka vzorku l0 = 10;0 
m, vzdálenost desekkondenzátoru d0 = 1;00mm a frekven
e f0 = 50;0 kHz. Pak byla teplota vzorkuzvìt¹ena o �t = 110ÆC a frekven
e se sní¾ila o �f = 950Hz. Spoètìte koe�
ientteplotní délkové rozta¾nosti vzorku.Pro rezonanèní frekven
i v LC-obvodu platí Thompsonùv vztah2�f = 1pLC :Kapa
ita deskového kondenzátorù je C = �0Sd ; 15



FYKOS, roèník XVkde d je vzdálenost desek kondenzátorù. Rezonanèní frekven
e je tedy úmìrná odmo
ninì z da proto mù¾eme psát f21f22 = d1d2 ;kde f1;2 jsou rezonanèní frekven
e a d1;2 vzdálenosti desek kondenzátorù pøed a po zahøátí. Zmìnavzdálenosti desek je tedy d1 � d2 = d1�1� (f1 ��f)2f21 � :Koe�
ient délkové rozta¾nosti je de�nován jako� = �ll0�t ;kde �l je zmìna délky vzorkù s poèáteèní délkou l pøi zahøátí o teplotu �t. Zmìna délky vzorkùje stejná jako zmìna vzdálenosti desek kondenzátorù, a tedy� = d1l0�t  1� �f1 � �ff1 �2! :Po dosazení zadaný
h hodnot vy
hází � = 3;4 � 10�6K�1.Úloha II . P . . . 
hladièPøedstavte si 
hladiè, který jistì pou¾íváte v 
hemi
ký
h laboratoøí
h. Jsou to dvì souosétrubky, mezi nimi teèe 
hladí
í kapalina (ve vnitøní trub
e teèe kapalina 
hlazená). Na¹í otázkouje, zda je 
hlazení kapaliny úèinnìj¹í, teèou-li kapaliny proti sobì èi soubì¾nì. Nezapomeòte popsatza jaký
h zjednodu¹ují
í
h pøedpokladù úlohu øe¹íte.Tuto úlohu je mo¾no øe¹it kvalitativnì èi kvantitativnì nebo se ji pokusit modelovat na po-èítaèi. Nejprve uveïme kvalitativní øe¹ení. V 
elém øe¹ení budeme uva¾ovat jen pøenos tepla pøesstìnu mezi kapalinami, pøedpokládat nezávislost ry
hlosti a teploty dané kapaliny na vzdálenostiod osy 
hladièe a ve¹keré dal¹í jevy zanedbáme (vedení tepla kapalinou ve smìru osy apod.)Lze vyjít napøíklad z toho, ¾e úèinnost 
hlazení závisí na rozdílu teplot látek. Ta je na zaèátkuþsoubì¾néhoÿ 
hladièe vysoká, pak ale ry
hle klesá a pro dostateènì dlouhý 
hladiè (vzhledemk jeho konstruk
i a vlastnostem látek, napø. prùtokùm kapalin a jeji
h tepelným kapa
itám) seblí¾í nule (teploty kapalin se vyrovnávají). Pro teplotu 
hlazené kapaliny na výstupu bude pla-tit T (0)2 > T > T (0)1 , kde T (0)1;2 jsou vstupní teploty 
hladí
í, resp. 
hlazené vody. Pro þprotibì¾nýÿ
hladiè se bude úèinnost udr¾ovat na stále stejné úrovni a za stejný
h pøedpokladù jako vý¹edostaneme T ! T (0)1 .Na situa
i se také mù¾eme podívat z pohledu 
hladí
í kapaliny. U þsoubì¾néhoÿ 
hladièe jehned na vstupu ohøáta a pak kolem ní protéká ji¾ èásteènì tepla zbavená 
hlazená kapalina a jeji
hteploty se pomalu vyrovnávají. Pro þprotibì¾nýÿ 
hladiè se pøi svém vstupu 
hladí
í kapalinasetkává s tekutinou témìø stejné teploty, od které se zanedbatelnì ohøeje (a kterou tro
hu o
hladí)a pøi svém dal¹ím prùtoku 
hladièem se setkává s kapalinou, od které odebírá (pøibli¾nì) stálestejné mno¾ství tepla (na jednotku délky èi èasu).Je tedy zøejmé, ¾e za vý¹e uvedený
h podmínek (dostateènì dlouhý 
hladiè) je výhodnìj¹ípou¾ít þprotibì¾nýÿ 
hladiè. Pokusme se nyní o kvantitativní øe¹ení.Uva¾ujme (prozatím soubì¾ný) pohyb tekutin na malém úseku trubi
e. V této oblasti dojdepøes stìnu trubi
e k pøedání energie z teplej¹í kapaliny do 
hladnìj¹í o velikosti �Q = k[T2 (x)�T1 (x)℄, kde k je koe�
ient obsahují
í velikost a termi
ké vlastnosti trubi
e (napø. pro vál
ový tvarroste lineárnì s r). Díky tomuto transportu energie v pøíslu¹né èásti 
hlazené kapaliny poklesne
elková energie (tj. �Q = ��2
2T 02 (x)) a energie 
hladí
í kapaliny vzroste (tj. �Q = �1
1T 01 (x)),16



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohpøièem¾ �1;2 jsou hmotnostní toky kapalin a 
1;2 jeji
h mìrné tepelné kapa
ity. Získáme tedysoustavu diferen
iální
h rovni
 k [T2 (x)� T1 (x)℄ = ��2
2dT2 (x)dx ;k [T2 (x)� T1 (x)℄ = �1
1dT1 (x)dx :Tuto soustavu nejsnáze vyøe¹íme tak, ¾e z první rovni
e vyjádøíme T1 (zde a dále ji¾ nebudemepro pøehlednost vypisovat závislost na x) a dosadíme do rovni
e druhé, èím¾ obdr¾íme jednu rovni
idruhého stupnì tvaru T 002 (x)+a T 02 (x) = 0, která má obe
né øe¹ení (pro a 6= 0, a = 0 není fyzikálnìvýhodné | odpovídá ¹patným 
hladí
ím s
hopnostem þsoubì¾néhoÿ 
hladièe)T2 (x) = C1 + C2e�ax; (10)a = k(�1
1 + �2
2)�1�2
1
2 :Dosazením do vztahu pro T1 vyjádøeného pomo
í T2 a jeho deriva
í obdr¾ímeT1 (x) = C1 + C2be�ax; (11)b = ��2
2�1
1 :Konstanty C1;2 získáme z poèáteèní
h podmínek T1 (0) = T (0)1 a T2 (0) = T (0)2 { dosadíme dorovni
 x = 0 a vyjádøíme C1;2 (soustava dvou lineární
h rovni
 pro dvì neznámé). Takto získámevýrazy pro prùbìh teploty kapalin podél délky 
hladièe. Nás konkrétnì zajímá T2 (L)� T (0)2 , 
o¾je rozdíl teplot vytékají
í a vtékají
í 
hlazené kapaliny u þsoubì¾néhoÿ 
hladièe. Po algebrai
ký
húpravá
h získáme T2 (L)� T (0)2 = �T (0)2 � T (0)1 � �1 + e�aL1� b : (12)Pokud 
hladí
í kapalinu ne
háme vtékat do 
hladièe z opaèné strany (þprotibì¾nýÿ 
hladiè),tak v na¹em výpoètu budou dvì zmìny { opaèné znaménko u �1 a poèáteèní podmínka pro 
hladí
íkapalinu T1 (L) = T (0)1 . Faktory a a b budou mít tedy tvar (zmìna dána �1 ! ��1)a� = �k(�2
2 � �1
1)�1�2
1
2 ;b� = �2
2�1
1a rovni
e (10) a (11) spolu s odli¹nou poèáteèní podmínkou po upravá
h dají analogii (12)T2 (L)� T (0)2 = �T (0)2 � T (0)1 � �1 + e�a�L1� b�e�a�L : (13)Podìlením rovni
e (13) rovni
í (12) zjistíme, který zpùsob 
hlazení je úèinnìj¹í { pokud budevýsledek vìt¹í ne¾ jedna, pak je vhodnìj¹í pou¾ít þprotibì¾nýÿ 
hladiè a naopak. Bude-li se výsle-dek záviset na L, pak pro nìkteré délky 
hladièe bude výhodnìj¹í jeden a pro jiné druhý zpùsobproudìní. Podìlením vztahù dostaneme výraz (vyu¾ili jsme b� = �b)�1 + e�a�L1� b�e�a�L ��1 + e�aL1� b ��1 = �1 + e�a�L�1 + e�aL 1� b1 + be�a�L : 17



FYKOS, roèník XVAnalýza tohoto výrazu není jednodu
há, ale lze ukázat, ¾e v limitì skuteèného 
hladièe �2
2 � �1
1) b ! 0 (
hladí
í kapalinou je ry
hle proudí
í voda s vysokou mìrnou tep. kapa
itou) je 
elývýraz vìt¹í ne¾ 1.
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Obr. 8 Závislost koneèný
h teplot na dél
e trubi
eNumeri
kou modela
i vidíte (konkrétnì závislost teplot vytékají
í
h kapalin na dél
e 
hladièe,
o¾ není toté¾ jako závislost teploty v 
hladièi pøi jeho konstantní dél
e) na obrázku è. 8. Sbíhají
íse køivky patøí þsoubì¾némuÿ 
hladièi, køí¾í
í se þprotibì¾némuÿ. Pro modela
i bylo pou¾ito �1 == 3�2, jinak stejné vlastnosti.Úloha III . 1 . . . obr a trpaslíkObr s trpaslíkem se pøetahují o lano, které je omotané kolem stromu zakoøenìného tak pevnì,¾e ho ani obr nedoká¾e vytrhnout nebo zlomit. Pøetrhnout lano se mu také nepodaøí.Velký zlý obr je pøesnì 666-krát silnìj¹í ne¾ trpaslík. Kolikrát musí být lano omotané kolemstromu, aby pøetahování nikdo nevyhrál? Koe�
ient tøení mezi lanem a stromem odhadnìte.Pøíklad vy¾adoval pou¾ití diferen
iálního poètu (by» v nejzákladnìj¹í míøe). Ne
h» na pravéstranì (F1) dr¾í lano trpaslík a na levé obr (F2). Jeliko¾ se lano o strom tøe (bez tøení by museltrpaslík dr¾et lano silou stejnou, jakou jej tahá obr), síla F (� + d�) je o málo vìt¹í ne¾ sílaF (�), kde F (�) je síla kterou je napnuto lano v místì urèeném úhlem � 2 h0; �
elki, pøièem¾F (0) = F2 a F (�
elk) = F2. Jeji
h rozdíl je roven pøíspìvku tøe
í síly dFt (viz obr. 9)dFt = F (� + d�)� F (�):Pro dFN platídFN = F (�+ d�) sin d�2 + �F (�) + dFt� sin d�2 = 2F (�) sin d�2 = F (�) d�;kde jsme zanedbali dFt vùèi F (pak F (�) a F (� + d�) jsou témìø stejnì velké) a rovnì¾ vyu¾ilitoho, ¾e pro malé úhly je sin� = �. Pro tøe
í sílu pak platídFt = f dFN = dF; (14)jeliko¾ pøírùstek tøe
í síly dFt je také pøírùstek síly, kterou tahá trpaslík za provaz.F2F1 d� d�=2dFN dFt
Obr. 9 Síly pùsobí
í na lano navinuté na strom18



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohRovni
e (14) je diferen
iální rovni
e, kterou lze øe¹it pøímou integra
ídFF = f d� ) F2ZF1 dFF = f �
elkZ0 d�: (15)Integrujeme od trpaslíka (u kterého je lano napínáno silou F1) smìrem k obrovi, který jej tahásilou F2 a u kterého je lano obtoèené kolem stromu o úhel �.Øe¹ením rovni
e (15) dostaneme 1f � ln F2F1 = �
elk :A teï pøi
hází kámen úrazu. Vìt¹ina z vás psala, ¾e koe�
ient tøení mezi lanem a døevem jekolem 0;5. Nám se to zdá pøíli¹ málo, proto¾e tolik má koe�
ient tøení f døeva na døevì. Mo¾nápoøádnì staré lano (myslíme tím lano pou¾ívané ke ¹plhu) na hladké kùøe buku by mohlo mítkoe�
ient tøení podobný. V pøípadì, ¾e si vezmeme nové lano a nalezneme pro obra statný dub(a» se trápí, kdy¾ je zlý), koe�
ient tøení bude alespoò 1.Bohu¾el, ani my ani vy jste neprovedli experiment, a tak nemù¾eme prohlásit o koe�
ientu fví
e. Naví
, f se musí mìøit pøi velké pøítlaèné síle, proto¾e kdy¾ jenom polo¾íme lano na døevo,namìøíme f men¹í. Svou roli sehraje drsná kùra dubu a drsné lano, které se do kùry zaøízne.Pro f = 1;04 vyjde � = 360Æ; staèí tedy lano omotat kolem stromu pouze jednou. V pøípadìf = 0;52 musíme omotat lano dvakrát.Úloha III . 2 . . . valèíkOdhadnìte 
elkovou kineti
kou energii páru tanèí
ího vídeòský valèík.Nejdøíve si musíme uvìdomit, jak se tanèí valèík. Jak jistì v¹i
hni dobøe víte, je to tane
 natøi doby. U standartního valèíku ka¾dá doba trvá pøibli¾nì t0 = 0;5 s (zále¾í na skladbì). V prvnídobì udìlá taneèník krok vpøed (taneèni
e krok vzad). V dal¹í
h dvou dobá
h se pár otoèí o 180Æ.V dal¹ím taktu se v¹e opakuje s tím rozdílem, ¾e taneèník nyní dìlá to, 
o v minulém taktutaneèni
e.Spoèítat kineti
kou energii tanèí
ího páru v první dobì je jednodu
hé, proto¾e nedo
házík rota
i páru. Tato kineti
ká energie budeEk1 = 12Mv2 = 12(mm +mz)�skt �2 ;kde mm je hmotnost mu¾e (80 kg), mz je hmotnost ¾eny (60 kg) a sk je délka kroku. Délka krokupøi tan
i bude men¹í ne¾ normální délka kroku a proto budeme uva¾ovat 0;5m. Kineti
ká energiev první dobì tedy bude 70 J. Tato energie ov¹em kvadrati
ky závisí na ry
hlosti. Bude se tedyhodnì mìnit v závislosti na dél
e kroku a ry
hlosti skladby.Mnohem tì¾¹í bude vypoèítat rotaèní energii páru v druhé a tøetí dobì. Úhlová ry
hlost párubude ! = �=2t0. Nejslo¾itìj¹í na tomto výpoètu bude vypoèítat moment setrvaènosti tanèí
íhopáru. K tomu mù¾eme pou¾ít nìkolik rùznì pøesný
h 
est.Nejjednodu¹¹í je tanèí
í pár nahradit dvìma hmotnými body otáèejí
ími se kolem spoleènéhotì¾i¹tì. Oznaèíme vzdálenost tì¾i¹» jednotlivý
h taneèníkù l. Pro jednodu
host budeme uva¾ovat,¾e se otáèejí kolem støedu spojni
e jeji
h tì¾i¹». Celkový moment setrvaènosti tedy budeJ1 = 14 l2(mz +mm) :Pro vzdálenost l = 0;4m dostaneme J1 = 5;6 kg�m2.Obe
nì mù¾eme uva¾ovat, ¾e taneèník má moment setrvaènosti vùèi svému tì¾i¹ti Jm a ta-neèni
e Jz. Celkový moment setrvaènosti pak spoèteme pomo
í Steinerovi vìty.J = Jm +mm� l2�2 + Jz +mz � l2�2 = Jm + Jz + J1 : 19



FYKOS, roèník XVZde je vidìt, ¾e pøesnost pøed
hozího modelu závisí na velikosti momentù setrvaènosti jednotlivý
htaneèníkù.Spoèítat momenty setrvaènosti jednotlivý
h taneèníkù je veli
e slo¾ité. Nejjednodu¹¹í metodaje nahrazení jednotlivý
h èástí lidského tìla geometri
kými tvary, jeji
h¾ moment setrvaènostiznáme. Toto jsme provedli pomo
í rozmìrù reprezentativního tìla a získali jsme hodnotu promu¾e asi Jm = 2kg�m2 a pro ¾enu pøibli¾nì Jz = 1;5 kg�m2. Vypoèteme-li nyní kineti
kou energiiv druhé a tøetí dobì, dostaneme Ek2 = J!2 = 44 J :Vypoèteme-li prùmìrnou kineti
kou energii páru na jednu dobu dostanemeEp = 13(Ek1 + 2Ek2) = 52 J :Musíme si uvìdomit, ¾e tato hodnota je veli
e orientaèní a jedná se pouze o øádový odhad,který se mù¾e znaènì mìnit v závislosti na taneèní
í
h a skladbì. Uvìdomíme-li si, ¾e rozdílyhmotnosti taneèníkù se mohou pohybovat nìkde kolem 10% stejnì tak pøesnost urèení v¹e
hdal¹í
h údajù jako l, t0 a s, mù¾eme dostávat energie od 40 J a¾ po 200 J.Úloha III . 3 . . . rampou
hZimní sezóna se blí¾í, ale ne¾ vyrazíte ly¾ovat, zamyslete se nad tím, jaký tvar mají rampou
hyrostou
í na otáèejí
ím se kole ly¾aøského vleku. Rovina kola svírá s vodorovnou rovinou úhel �,kolo se otáèí úhlovou ry
hlostí ! a rampou
h roste ve vzdálenosti r od osy otáèení.Stì¾ejní vì
í, kterou musíme zjistit, aby
hom mohli popsat tvar rampou
hu, je smìr, do kteréhov daném okam¾iku rampou
h roste. Zaveïme kartézskou souøadnou soustavu spojenou s rotují
ímkotouèem. Rovina koutouèe splývá s rovinou z = 0, støed kotouèe le¾í v poèátku a osa z míøínahoru. ©pièka rampou
hu se na
hází v bodì [r; 0; z℄.Rampou
h jistì poroste ve smìru síly, která pùsobí na kapièku vody na jeho kon
i. Na tutokapièku pùsobí síla tíhová a odstøedivá. Napi¹me obì tyto síly ve slo¾ká
h v zavedené souøadnésoustavì. FGz = �mg 
os�; FGy = mg sin� sin!t; FGx = mg sin� 
os!t;Foz = 0; Foy = 0; Fox = m!2r;kde ! je úhlová ry
hlost otáèení kola. Uvìdomme si, ¾e rampou
h a kolo se otáèí, proto se v soustavìspojené s kolem mìní smìr síly FG. Ze zku¹enosti oèekáváme, ¾e se kolo bude otáèet mnohemry
hleji, ne¾ poroste rampou
h, tedy staèí tuto sílu vystøedovat v èase. Støední hodnota funk
ísin!t a 
os!t je ov¹em nulová. Smìrni
e teèny k rampou
hu ve vzdálenosti r do osy z je tedytg � = dzdr = �g 
os�!2r : (16)Ptejme se nyní, jaký tvar tedy bude mít rampou
h. Diferen
iálního poètu znalí ji¾ jistì vevztahu (16) vidí separovatelnou diferen
iální rovni
i, kterou snadno vyøe¹í,z = �g 
os�!2 ln rr0 ;kde r0 je vzdálenost od støedu kotouèe, ve které rampou
h zaèal rùst. Rampou
hy mají tedy tvarlogaritmi
ké køivky.Úloha III . 4 . . . pøesnost GPSTzv. Global Positioning System (GPS) pra
uje na jednodu
hém prin
ipu. Dru¾i
e pohybují
íse na 12-ti hodinový
h drahá
h vysílají pøesnì syn
hronizovanì signály, které pøíjmaè detekuje.Proto¾e na pøíjmaèi nejsou absolutnì pøesné hodiny, lze mìøit jen rozdíly vzdáleností od rùz-ný
h satelitù. Ètyøi satelity staèí na dopoètení polohy. Poloha satelitù se zmìøí ze Zemì stejnýmzpùsobem.20



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohZdùvodnìte, proè je pøesnost GPS v horizontálním smìru znatelnì vy¹¹í ne¾ ve vertikálnímsmìru.Udìlejme si jasno, jak systém GPS funguje. Dvaná
tihodinové dobì obìhu dru¾i
 GPS odpo-vídá vzdálenost pøibli¾nì 4Rz od støedu Zemì. Dru¾i
e vysílají syn
hronizované signály s kódo-vanou pozi
í a èasem emita
e. Tento èas odèítavají ze svý
h atomový
h hodin na palubì, jeji
h¾nepøesnost se pohybuje kolem 3 ns.Pøijímaè zaznamená signál od satelitu a na svý
h hodiná
h odeète èas pøíjmu, který je vzhle-dem k men¹í pøesnosti jeho hodin zatí¾en vìt¹í 
hybou ne¾ èas mìøený satelity. Lidé na¹li zpùsob,jak obejít nedosa¾itelnost pøesnosti srovnatelné s atomovými hodinami na bì¾ném pøijímaèi. Staèímìøit rozdíly èasù, èím¾ se eliminuje systemati
ká 
hyba hodin pøijímaèe a pøesnost stoupne naúroveò atomový
h hodin. Z tì
hto rozdílu urèí pøijímaè svou pozi
i jen, kdy¾ má k dispozi
i 4 sa-telity (kdyby mìl jen dva, vìdìl by, ¾e je nìkde na plo¹e rotaèního hyperboloidu, v pøípadì tøí bymu je¹tì zbývaly nìjaké blí¾e neurèené køivky).
�1�2 P0PS1 S2ÆObr. 10. Geometrie posunu

Teï se podívejme na to, jak závisí pøijímaèemmìøený roz-díl vzdáleností od dvou satelitù, napø. S1 a S2, na posunu pøi-jímaèe v horizontálním resp. vertikálním smìru. Zajímá náspomìr vertikální a horizontální zmìny rozdílu jeji
h vzdále-ností. Pro bod na zemském povr
hu je vzdálenost k satelituminimální v nadhlavníku { 3Rz, a maximální pro satelit nadhorizontem { 3; 9Rz. Vy¹etøeme vertikální posun o Æ, øádovìmen¹í ne¾ je vzdálenost od satelitù. Dráhy signálù pro pù-vodní polohu pøijímaèe P i novou polohu P 0 jsou pak témìø rovnobì¾né (obr. 10). Vzdálenostpøijímaèe od S2 se zmen¹í o Æ sin�2, od S1 podobnì o Æ sin�1. Rozdíl vzdáleností se tedy zmìní o�xv = �Æ sin�2 + Æ sin�1:Podobnou úvahou pro horizontální zmìnu o Æ zjistíme zmìnu rozdílu�xh = Æ 
os�2 + Æ 
os�1:U¾itím vztahu pro rozdíl sinù a souèet kosinù dvou úhlù dostaneme pro jeji
h pomìr p vztahp = �xv�xh = tan��1 � �22 � :Vertikální pøesnost je men¹í ne¾ horizontální, je-li �1 < p < 1, tedy ��2 < �1 � �2 < �2 . To aleplatí pro v¹e
hny mo¾né �1; �2, které jsou z intervalu (0; �=2). Hrubým odhadem je hodnota pnìkde ve støedu, 
o¾ znamená, ¾e GPS je prùmìrnì dvakrát pøesnìj¹í horizontálnì ne¾ vertikálnì.Úloha III . P . . . magnetkySe¾eòte si nìkde dva magnetky a ¾elezný plí¹ek. Umístìte magnetky proti sobì na opaènéstrany plí¹ku a vyzkou¹ejte, jakou silou se pøitahují. Pak jeden z magnetkù otoète a pokus opakujte.Koneènì vyzkou¹ejte, jak se magnetky pøitahují a odpuzují bez pøítomnosti plí¹ku.Pøi tì
hto experimente
h zøejmì objevíte, ¾e 
osi (alespoò na první pohled) není v poøádku.Zamyslete se nad tím a vysvìtlete, 
o se v jednotlivý
h pøípade
h dìje.Na 
hování magnetkù je zajímavé to, ¾e se v pøípadì, kdy mezi nì vlo¾íme (dostateènì velký)¾elezný plí¹ek, pøitahují bez ohledu na jeji
h vzájemnou orienta
i. Pøíèinou tohoto jevu je 
hovánímagneti
kého pole na rozhraní dvou prostøedí s rùznými relativními permeabilitami. Na takovémtorozhraní se magneti
ké siloèáry lámou podobnì, jako se na rozhraní dvou prostøedí láme svìtlo.Zákon lomu je v tomto pøípadì tg�tg � = �r;kde � a � jsou úhly ke kolmi
i a �r je relativní permeabilita ple
hu. Tento zákon plyne z podmínkyza
hování normálové slo¾ky B a teèné slo¾ky H na rozhraní dvou prostøedí (tato podmínka je21



FYKOS, roèník XVdùsledkem Maxwellový
h rovni
). Na rozdíl od bì¾ný
h hodnot indexu lomu je ale hodnota �røádovì 103, tak¾e se siloèáry magneti
kého pole zalomí témìø rovnobì¾nì s rovinou rozhraní,a magneti
ké pole pronikne jen do velmi tenké vrstvy na povr
hu ple
hu | uvnitø ple
hu je Btémìø nulové. Magnet na jedné stranì ple
hu tedy témìø neovlivní magneti
ké pole na stranìdruhé, tak¾e se magnety na obou straná
h ple
hu 
hovají nezávisle na sobì (magneti
ké pole jetedy ple
hem odstínìno). Dalo by se øí
t, ¾e ple
h magnety zdánlivì oddaluje. Pokud umístímemagnet na jednu stranu ple
hu o tlou¹»
e 1mm a relativní permeabilitì �r = 103, bude magneti
káinduk
e na druhé stranì ple
hu pøibli¾nì stejná jako magneti
ká induk
e ve vzdálenosti 1m (tj.1mm � �r) od magnetu ve vzdu
hu. Dùle¾ité je, aby byl ple
h v porovnání s velikostí magnetudostateènì velký. V opaèném pøípadì toti¾ mohou magneti
ké siloèáry vystupovat z okraje ple
hu,tak¾e se mohou magnety èásteènì ovlivòovat.Úloha IV . 1 . . . fµak z ¹o¹ovkyMìjme èoèku o prùmìru D a ohniskové vzdálenosti f zasazenou ve stìnì. Ve vzdálenosti r odstìny a y od opti
ké osy máme bodový zdroj svìtla, který vyzaøuje izotropnì. Za èoèkou mámeve vzdálenosti l stínítko. A nás by zajímalo, kam dopadne svìtlo ze zdroje, pøípadnì i prùbìhintenzity na stínítku. (Neuva¾ujte zobrazova
í vady èoèky a vlnové vlastnosti svìtla.)V¹e
hny paprsky, které dopadnou na èoèku, se zlomí do geometri
kého obrazu zdroje. Polohuobrazu urèíme ze zobrazova
í rovni
e 1r + 1a0 = 1f ;kde r je vzdálenost pøedmìtu od èoèky, a0 je vzdálenost obrazu od èoèky a f jsme oznaèili oh-niskovou vzdálenost èoèky. Vzdálenost obrazu od opti
ké osy y0 urèíme z podobnosti trojúhelníkùjako y0 = ya0r ;kde y je stejnì jako v zadání vzdálenost pøedmìtu od opti
ké osy.Paprsky za èoèkou tedy tvoøí zkosený ku¾el, který má vr
hol v obraze zdroje, a èoèka samotnátvoøí jeho podstavu. Tvar svìtlého 
eku na stínítku bude tedy kruhový stejnì jako je kruhováèoèka. Støed S tohoto kruhu bude dán prùseèíkem stínítka a hlavního paprsku (pro
házejí
íhostøedem èoèky). Vzdálenost s bodu S od opti
ké osy tedy bude z podobnosti trojúhelníkùs = lyr ;kde l je vzdálenost stínítka od èoèky. Oznaème D prùmìr èoèky. Uva¾ujeme-li obdobnì paprsekjdou
í napø. dolním okrajem èoèky, dostáváme pro vzdálenost b jednoho okraje stínu od opti
kéosy a0D2 � y0 = lD2 � b:Pro polomìr stínu R tedy po pøímoèarém výpoètu vy
házíR = jb� sj = ���� D2fr (lr � lf � rf)���� :To» tedy v¹e k vy¹etøování tvaru stínu.Nyní se podívejme, jak je to s rozlo¾ením intenzity svìtla. V kruhu na stínítku bude rozlo¾eníintenzity stejné jako na èoè
e, intenzita bude jen [a0=(l � a0)℄2 krát vìt¹í. Zavedeme-li v rovinìèoèky souøadnou soustavu s osou y míøí
í nahoru a osou x dopøedu a budeme-li odteï vzdálenostzdroje svìtla od opti
ké osy oznaèovat y0, je intenzita svìtla na èoè
eI = Kr(r2 + x2 + (y � y0)2)3=2 ;22



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohkde K je konstanta 
harakterizují
í mohutnost zdroje. Maximum intenzity je pro x = 0, y = y0,tedy na stínítku v bodì vzdáleném od opti
ké osyy = (y0 + y0)la0 � y0;tedy nikoliv ve støedu kruhu, jak se mnozí z vás domnívali.Úloha IV . 2 . . . radiátoryV bytì jsou tøi radiátory. Voda tekou
í v prvním má teplotu 75 ÆC, voda ve tøetím 40 ÆC.Jakou teplotu má prostøední radiátor? Teplota vzdu
hu v pokoji je 20 ÆC. V¹e
hny radiátory jsoustejné a ztráty v potrubí jsou zanedbatelné.Nejprve si musíme uvìdomit, jakým zpùsobem pøedává topení teplo svému okolí. V úvahupøipadají dva me
hanismy: záøení a vedení (resp. pøestup). Povr
h typi
kého topení mù¾eme od-hadnout na 2m2 a teplotu na 60 ÆC. Podle Stefan-Boltzmanova zákonaP = �S T 4;kde P je výkon záøení, � = 5;67 � 10�8W�m�2�K�4 je Stefan-Boltzmanova konstanta, S je povr
htìlesa a T je termodynami
ká teplota, je vyzáøený výkon pøibli¾nì 600W (musíme uvá¾it také to,¾e topení absorbuje tepelné záøení z okolí). Stefan-Boltzmanùv zákon naví
 platí pouze pro ideálnìèerné tìleso, tak¾e pokud je topení natøeno na bílo, bude vyzáøený výkon je¹tì nìkolikrát ni¾¹í.V porovnání s mnohakilowatovým výkonem topení je tato hodnota zanedbatelná.Ry
hlost pøedávání tepla do okolí je limitována takzvaným pøestupem tepla (pojem þvedeníÿje v tomto pøípadì zavádìjí
í proto¾e teplo þpøestupujeÿ z topení do vzdu
hu). Dùle¾ité je, ¾ev takovémto pøípadì je ry
hlost výmìny tepla lineární funk
í rozdílu teploty topení a okolí. Vodase tedy v ka¾dém topení o
hladí o teplotu, která bude úmìrná rozdílu jeho teploty a teplotyokolního vzdu
hu. Oznaèíme-li tyto rozdíly �T1, �T2 a �T3, bude platit�T1 ��T2 = 
�T1;�T2 ��T3 = 
�T2:Rozdíly teplot topení a vzdu
hu pak budou u nìkolika za sebou zapojený
h topení tvoøit geome-tri
kou posloupnost. �T1�T2 = �T2�T3 :Teplota prostøedního topení je tedyT2 = Tokolí +p�T1�T3 = 53;12 ÆC:Úloha IV . 3 . . . svìtelný motorUva¾ujte Carnotùv 
yklus (adiabati
ký{izotermi
ký{adiabati
ký{izotermi
ký dìj) s tepelnýmelektromagneti
kým záøením. Stavová rovni
e pro tepelné záøení má tvar p = 13u (T ), kde p jetlak záøení a u je jeho hustota energie, která závisí pouze na jeho termodynami
ké teplotì T . Proadiabati
ký dìj s tepelným záøením platí pV 4=3 = konst. Vypoèítejte úèinnost tohoto 
yklu jakofunk
i u (T1) a u (T2), kde T1 je teplota ohøívaèe a T2 teplota 
hladièe. Pro libovolný Carnotùv
yklus je jeho úèinnost dána vztahem 1 � T2=T1. Porovnáním tì
hto vztahù pro úèinnost 
ykluodvoïte, ¾e hustota energie záøení u je pøímo úmìrná T 4.V následují
í
h úvahá
h budeme uva¾ovat Carnotùv 
yklus zaèínají
í v bodì 1 izotermi
kouexpanzí a konèí
í ve stejném bodì adiabati
kou kompresí. Teplota ohøívaèe je T1 , T2 teplota
hladièe, Q1 je teplo dodané ohøívaèem a Q2 je teplo odevzdané 
hladièi. Úèinnost Carnotova
yklu je de�nována jako podíl vykonané prá
e a tepla dodaného stroji, neboli� = WQ1 : (17)23



FYKOS, roèník XVAby
hom nemuseli poèítat prá
i za 
elý 
yklus, vyu¾ijeme I. vìtu termodynami
kou, která zníQ = �U +W:Proto¾e studujeme uzavøený 
yklus, je �U rovno nule. Proto je 
elková prá
e stroje rovna 
el-kovému teplu pøijatému pra
ovní látkou, 
o¾ je teplo dodané teplej¹í lázní plus teplo odevzdané
hladièi (které je ov¹em záporné), tedy W = Q1 +Q2:Bìhem adiabati
kého dìje k tepelné výmìnì nedo
hází. Dosazením za W do (17) obrdr¾íme� = 1 + Q2Q1 : (18)V prùbìhu izotermi
kého dìje je teplota konstatní, a proto zùstává konstantní i hustota energiea tlak, který je jí pøímo úmìrný. Celková vnitøní energie U se v¹ak mìní, proto¾e se mìní objemzáøení. Podle I. vìty termodynami
ké musí platitQ = �U +W = u(T )�V + p�V = 43u(T )�V:A tedy Q1 = 43u(T1)(V2 � V1) a Q2 = 43u(T2)(V4 � V3).Pøi adiabati
ký
h dìjí
h platí pV 4=3 = konst. Spe
iálnìp1V 4=32 = p2V 4=33 ;p2V 4=34 = p1V 4=31 :Proto platí (V4 � V3) = ��u(T1)u(T2)�3=4 (V2 � V1):Po dosazení do (18) získáme� = 1 + u(T2)u(T1) V4 � V3V2 � V1 = 1� �u(T2)u(T1)�1=4 :Proto¾e úèinnost libovolného Carnotova 
yklu je 1�T2=T1, musí pro libovolné dvì teploty T1 a T2platit T 42u(T2) = T 41u(T1) ;
o¾ lze splnit pouze tehdy, budou-li se oba zlomky rovnat spoleèné konstantì. Z toho u¾ plyneu(T ) � T 4.Úloha IV . 4 . . . zavla¾ováníZahrádkáø 
h
e udìlat zavla¾ova
í zaøízení na svùj záhonek a to následují
ím zpùsobem. Vedleøady rostlinek bude hadi
e s otvory, kterou polo¾í tak, ¾e u ka¾dé rostlinky bude dírka.Poraïte zahrádkáøi, jak velké mají být dírky, aby ke ka¾dé rostlin
e teklo stejné mno¾stvívody.Øe¹ení této úlohy si zjednodu¹íme nìkolika pøedpoklady:1) Vodu pova¾ujme za ideální kapalinu bez viskozity, její hustotu oznaème %,2) hadi
i uva¾ujme jako vodorovnou, na druhém kon
i uzavøenou, s konstantním prùøezem po
elé své dél
e,3) kruhové otvory v hadi
i ne
h» jsou umístìny na boku hadi
e a jeji
h vzájemná vzdálenost a»je velká ve srovnání s prùmìrem ka¾dého otvoru,24



Øe¹ení teoreti
ký
h úloh4) prùøez hadi
e ne
h» je dost malý na to, aby
hom mohli zanedbat hydrostati
ký tlak zpùsobenýsloup
em vody nad otvorem.Po zjednodu¹ení je zøejmé, ¾e musí platit následují
í rovnostQk�1 = Q+Qk;kde Q je objemový prùtok vody v k-tém otvoru v hadi
i, Qk�1 je prùtok pøed a Qk za tímtootvorem. Oznaèíme-li vk�1 (respektive vk) ry
hlost vody v hadi
i pøed k-tým otvorem (respektiveza ním), a S konstantní prùøez hadi
e, mù¾eme vý¹e uvedený vzore
 pøepsat na tvarSvk�1 = Q+ Svk:Má-li být ka¾dá kvìtina zalévána stejným mno¾stvím vody, musí být Q stejné pro v¹e
hny otvory.Z toho plyne konst = Q = Svk�1 � Svk = S(vk�1 � vk) = S
;kde rozdíl ry
hlostí vk�1 a vk je konstantní a oznaèili jsme jej 
. Jeho hodnotu urèíme z 
elkovéhoprùtoku Q
 = Sv0 = Qn = S 
 n, odkud plyne
 = v0n :Oznaèíme S�k prùøez k-tého otvoru a napí¹eme pro tento otvor Bernouliho rovni
i12%� QS�k� = p0 + 12%v20 ;odtud vyjádøíme S�k , S�k = Qqv20 + 2p0=% = Sv0n 1qv20 + 2p0=%:Vidíme, ¾e v¹e
hny otvory musí mít stejnou velikost, která je urèena pouze prùøezem S ha-di
e, vstupními parametry vody | její hustotou %, poèáteèní ry
hlostí v0 a pøetlakem p0, a dálepoètem otvorù v hadi
i. Zmen¹ování ry
hlosti vody v hadi
i v míste
h otvorù (mezi dvìma vedlesebe se na
házejí
ími otvory zùstává ry
hlost stejnì jako tlak konstantní) je kompenzováno zvy¹o-váním tlaku, 
o¾ jsme mohli v dùsledku platnosti Bernoulliho rovni
e pøedpokládat. Ilustraènímpøíkladem mohou být rùzná otoèná zavla¾ova
í zaøízení tvoøená dvìma øadami trysek, která lzespatøit zejména v létì na travnatý
h plo
há
h, v par
í
h, fotbalový
h høi¹tí
h, popøípadì v Brnìna strojírenském veletrhu.Úloha IV . P . . . proè máme Mìsí
?Bod, ve kterém má gravitaèní síla Zemì a Slun
e stejnou velikost, je k Zemi blí¾e, ne¾ obíháMìsí
. Proè tedy Mìsí
 neobíhá kolem Slun
e nezávisle na Zemi?Ovìøme nejdøíve, ¾e skuteènì Slun
e pùsobí na Mìsí
 vìt¹í gravitaèní silou ne¾ Zemì. Zaveïmeèíslo � jako pomìr gravitaèní
h sil Slun
e a Zemì� = F� : FZ = �M�a2 : �MZr2 � 2;2 ; (19)kde M�;MZ jsou hmotnosti Slun
e a Zemì, a je vzdálenost Zemì od Slun
e a r vzdálenost Mìsí
eod Zemì.Vzdálenost Mìsí
e od Zemì se mìní mezi 365 000 km a 405 000km. Dosazením do rovni
e (19)dostaneme, ¾e � � 2;1{2;3. Vidíme tedy, ¾e na Mìsí
 pùsobí Slun
e poøád vìt¹í silou ne¾ Zemì.Na jednu vì
 jsme ale zapomnìli. Výpoèet (19) popisuje situa
i, kdy Zemì a Slun
e stojía Mìsí
 se na
hází nìkde mezi nimi. To by pak Mìsí
 spadl na Slun
e. Jen¾e Mìsí
, stejnì jakoZemì, obíhá kolem Slun
e. V soustavì spojené se Slun
í a Zemí pùsobí na obì tìlesa (Zemì25
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) dal¹í síla { odstøedivá. Zaveïme pomìr k velikostí výsledni
e odstøedivé a gravitaèní sílySlun
e ke gravitaèní síle Zemì. V pøípadì, ¾e Mìsí
 bude od Slun
e stejnì daleko jako Zemì, budek nulové. Nejvìt¹í bude tehdy, kdy¾ bude Mìsí
 mezi Zemí a Slun
em (promyslete si, proè). Tehdybude pro k platit k = F�;gr � F�;odFZ = �M�(a�r)2 � !2(a� r)�MZr2 ; (20)kde ! je rovno úhlové ry
hlosti obìhu Zemì kolem Slun
e (Zemì obíhá kolem Slun
e ry
hlostí asi30 km�s�1; ! = 30 km�s�1). Jestli¾e teï dosadíme do rovni
e (20), dostaneme k � 1. To znamená,¾e Zemì þpøitahujeÿ Mìsí
 mnohem ví
e ne¾ Slun
e. V pøípadì, ¾e si k polo¾íme rovno jedné,nalezneme pøibli¾nì hrani
i, uvnitø které bude obíhat tìleso kolem Zemì, vnì u¾ jenom kolemSlun
e. Pak tedy platí �M�(a�R)2 � !2(a� R) = �MZr2 :Tato rovni
e je tøetího stupnì, nebudeme uvádìt její pøesné øe¹ení, pouze výsledek. Pro hod-noty a = 150 � 106 km,M� = 2 � 1030 kg,MZ = 6 � 1024 kg a r = 384 000km vyjde R � 1;5 � 106 km.Úloha V . 1 . . . zr
adlaMìjme dvì rovinná zr
adla svírají
í úhel �. Jak máme nasmìrovat paprsek, aby se od ni
h 
onejví
krát odrazil?Nejdøíve budeme pøedpokládat, ¾e zr
adla jsou dostateènì velká a tedy dojde ke v¹em odrazùm,ke kterým mù¾e dojít. Dále budeme pøedpokládat, ¾e se paprsek pohybuje v rovinì kolmé naprùseèni
i zr
adel. Pokud by se v této rovinì nepohyboval, staèí si jeho pohyb do této rovinypromítnout. Tímto promítnutím se zákon odrazu nezmìní a øe¹ení se takto za
hová.Nejdøíve po¹leme paprsek tak, ¾e bude svírat se zr
adlem, na které dopadne jako na první, úhel�0. Úhel �1, pod kterým paprsek dopadne na druhé zr
adlo, získáme velmi leh
e geometri
kouúvahou �1 = �0 + �.Dále mù¾eme pokraèovat matemati
kou induk
í, pomo
í které jednodu¹e zjistíme, ¾e po ndopade
h bude paprsek svírat se zr
adlem úhel �n = �0 + (n � 1)�. Pokud bude úhel �n vìt¹íne¾ �=2 znamená to, ¾e se paprsek ji¾ vra
í. Paprsek se naposledy odrazí bude-li �n > ��� (pøitom�n�1 < � � �). Dále se ji¾ paprsek se zr
adlem neprotne. Pro poèet odrazù tedy dostávámen = 1 + �� � �� �0� � = �� � �0� � :Znaèka dxe je pou¾ito pro horní 
elou èást èísla x - tedy nejbli¾¹í vy¹¹í 
elé èíslo.Je tedy vidìt, ¾e pro men¹í �0 je poèet odrazù vìt¹í. Maximální poèet odrazù tedy bude pro�0 = 0 N = l��m :Pøièem¾ ale �0 nemù¾e být rovno 0, proto¾e by se paprsek ani jednou neodrazil. Musíme tedy najítmaximální �0, pro které se paprsek odrazí N krát. Musí platitN = �� � �0� � :To bude splnìno pro �0 < �� (N � 1)�. Aby do¹lo k 
o nejví
e odrazùm musí být �0 v intervalu(0; � � (N � 1)�).26



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohÚloha V . 2 . . . varhanyPøedstavte si 
ínovou varhaní pí¹»alu, která byla naladìna pøi teplotì trojného bodu vody nakomorní a. Poté se kostel vytopí (ne vodou) na 25Æ C, urèete o kolik se pí¹»ala rozladí.Pro ry
hlost zvuku 
z v závislosti na zmìnì tlaku a hustoty prostøedí platí vztah
2z = dpd%:Zvuková vlna je ry
hlý dìj a nestaèí tedy do
házet k výmìnì tepla, 
o¾ odpovídá adiabati
kézmìnì, pro ni¾ platí pV � = konst, kde V je objem. Mìní-li se hustota % nepøímo úmìrnì objemu V ,má adiabati
ký vztah mezi p a % tvar p = konst � %�;z èeho¾ vyplývá, ¾e dpd% = �p% . Pro ry
hlost zvuku pak máme vztah
2z = �p% :Upravíme-li tento vztah na 
2z = �pV%V a uvìdomíme-li si, ¾e pV = NkT a %V je hmotnostplynu, mù¾eme psát 
2z = NkTm = �RT� ;kde � je molární hmotnost. Vidíme tedy, ¾e ry
hlost zvuku je pøímo úmìrná odmo
ninì z termo-dynami
ké teploty.Nyní tro¹ku podrobnìji rozeberme varhanní pí¹»alu. Pro jednodu
host pøedpokládejme, ¾e jeto dutá trubka konstantního prùøezu, její¾ prùmìr je ve srovnání s její délkou zanedbatelnì malý.Oba dva kon
e trubky jsou otevøené a proto se na kon
í
h na
hází kmitny zvukového vlnìní.Pro vlnovou délku � platí � = 4 l2k = 2lk :Zároveò v¹ak také platí � = 
zf ; z èeho¾ plyne f = 
z� . Pro pomìr frekven
í pak dostávámef2f1 = 
z2�2
z1�1 = 
z2�1
z1�2 = 
z2 2l1k
z1 2l2k = 
z2l1
z1l2 :Uvá¾íme-li podélnou teplotní rozta¾nost trubi
e (pøíènou zanedbáme), platí l2 = l1(1+��T ),kde � = 0;027:10�3K�1 je souèinitel teplotní délkové rozta¾nosti 
ínu a �T je rozdíl teplot �T == T2 � T1. Po dosazení za ry
hlosti zvuku pøi daný
h teplotá
h dostávámef2f1 = q�RT2� l1q�RT1� l1(1 + ��T ) = 1(1 + �(T2 � T1))rT2T1 ;a tedy f2f1 � 1;04;f2 := 459Hz;�f = f2 � f1 := 19Hz:Pí¹»ala se tedy rozladí o 19Hz. Pomìr f2f1 = 1;04 se pøibli¾nì shoduje s 12p2 = 1;06, 
o¾ odpovídápùltónu, pí¹»ala tedy bude hrát o pùltón vý¹.Øe¹ení úlohy jsme si mohli zjednodu¹it, pokud jsme velikosti ry
hlostí zvuku pro dané teplotyvyhledali v tabulká
h a pokud jsme teplotní rozta¾nost pí¹»aly z
ela zanedbali (snadno se pøe-svìdèíme, ¾e její vliv na zmìnu frekven
e je ve srovnání s vlivem zmìny ry
hlosti zvuku pøi zmìnìteploty minimální). Úlohu jsme pak mohli øe¹it snadno z hlavy. 27



FYKOS, roèník XVÚloha V . 3 . . . ¾ebøíkMìjme ¾ebøík opøený o stìnu a podlahu (v¹e bez tøení). Spoètìte, v jaké poloze se ¾ebøík oddìlíod svislé stìny (pro obe
nou poèáteèní polohu ¾ebøíku). Prémii dostanete, spoètete-li, jak dalekood stìny ¾ebøík dopadne.Nejprve si zavedeme znaèení. Máme ¾ebøík o dél
e 2l a hmotnosti m. Úhel, který svírá ¾ebøíkse svisli
í, si oznaèíme '. V tì¾i¹ti ¾ebøíku pùsobí síla mg . V místì dotyku se stìnou pùsobí¾ebøík na stìnu silou F2 a stìna na ¾ebøík reak
í R2 = �F2. Podobnì v místì dotyku s podlahoupùsobí ¾ebøík na podlahu silou F1 a podlaha na ¾ebøík reak
í R1 = �F1. Síly F2 a R2 pùsobí vevodorovném smìru a síly F1 a R1 ve svislém smìru. Pro souøadni
e tì¾i¹tì platíx = l sin'; (21)y = l 
os': (22)To znamená, ¾e se tì¾i¹tì pohybuje po kru¾ni
i s polomìrem l. Èasovou deriva
í rovni
 (21)a (22) zjistíme, jaké jsou vztahy pro ry
hlosti a zry
hlení_x = l _' 
os'; (23)_y = �l _' sin';�x = l(�' 
os'� _'2 sin'); (24)�y = �l(�' sin'+ _'2 
os'): (25)Podle první a druhé vìty impulzové platíma = mg + R1 + R2; (26)J �' = l(R1 sin'� R2 
os'); (27)kde J je moment setrvaènosti ¾ebøíku vzhledem k ose symetrie pro
házejí
í tì¾i¹tìm. Pro slo¾kya z rovni
e (26) proto platí m�x = R2;m�y = R1 �mg:Po dosazení z (24) a (25) dostávámeR1 = mg �ml(�' sin'+ _'2 
os');R2 = ml(�' 
os'� _'2 sin'): (28)Tyto rovni
e dosadíme do (27) a získámeJ �' = ml(g sin'� �'l);neboli �' = mgl sin'43ml2 : (29)kde jsme vyu¾ili, ¾e J = ml2=3. Vynásobením pøed
hozí rovni
e ' a její integra
í podle èasudostaneme 12 _'2 = �mgl 
os'+ C43ml2 :Integraèní konstantu C urèíme z poèáteèní
h podmínek, kdy je úhlová ry
hlost nulová. Platí tedy_'2 = 2mgl(
os'0 � 
os')43ml2 : (30)®ebøík se neoddìlí od stìny, dokud R2 > 0. U¾ijeme-li vztah (28) pro R2, dostaneme rovni
i proúhel ', kdy dojde k oddìlení ¾ebøíku �' 
os'� _'2 sin' = 0:28



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohDosadíme z (29), (30) a dostanememgl sin'143ml2 
os'1 � 2mgl(
os'0 � 
os'1)43ml2 sin'1 = 0 ;sin'1 
os'1 � 2(
os'0 � 
os'1) sin'1 = 0 ;
os'1 = 23 
os'0 :To znamená, ¾e se ¾ebøík oddìlí od stìny v okam¾iku, kdy jeho tì¾i¹tì bude ve 2=3 poèáteènívý¹ky. Úhlovou ry
hlost pøi oddìlení získáme z rovni
e (30) jako_'1 =s2mgl(
os'0 � 
os'1)43ml2 =r g2l 
os'0 : (31)Po oddìlení ¾ebøíku pøestane pùsobit síla R2 a pohybové rovni
e se zmìní na tvar�x = 0;�y = R1 �mg;J �' = R1l sin':Proto¾e se tì¾i¹tì ve vodorovném smìru pohybuje rovnomìrnì, staèí spoèítat èas pádu ¾ebøíku.Tento problém mù¾eme øe¹it v soustavì pohybují
í se ve vodorovném smìru stejnou ry
hlostí jakotì¾i¹tì ¾ebøíku. K výpoètu vyu¾ijeme zákon za
hování me
hani
ké energie ve znìní Ep0 + Ek0 == Ep + Ek. Poten
iální energii mù¾eme napsat jakoEp = mgy = mgl 
os':Kineti
ká energie je Ek = 12m _y2 + 16ml2 _'2:Proto¾e je _y = _'l sin2 '; mù¾eme kineti
kou energii napsat ve tvaruEk = 16ml2(3 sin2 '+ 1):Dosazením _'1 a '1 do vztahu pro Ek získáváme následují
í vyjádøení poèáteèní kineti
ké energieEk0 = mgl 
os'09 (3� 
os2 '0):Zákon za
hování energie má tedy tvarmgl��19 
os3 '0 + 43 
os'0� = 16ml2 �3 sin2 +1� _'2 +mgl 
os':Odtud _' =s6g(�19 
os3 '0 + 43 
os'0 � 
os')l(3 sin2 '+ 1) :Dobu pádu ¾ebøíku mù¾eme tudí¾ vypoèítat jakot =s l6g �2Z'1 s 3 sin2 '+ 119 
os2 '0 + 
os'0 � 
os' d': (32)Po dopadu ¾ebøíku na podlahu bude vzdálenost jeho tì¾i¹tì od stìny rovnaxd = x1 + t _x1:Do této rovni
e dosadíme z rovni
 (21), (23) a (31), èím¾ dostaneme vztahxd = l sin�ar

os�23 
os'0�� + tr2lg9 
os3 '0 : 29



FYKOS, roèník XVÚloha V . 4 . . . balónSpoètìte frekven
i malý
h radiální
h kmitù gumového balónu. V balónu je n molù plynus Poissonovou konstantou � = 5=2 o teplotì T . V pøípadì, ¾e rozdíl tlakù uvnitø a vnì balónu,je nulový je polomìr balónu r0. Plo¹ná hustota gumy je v tomto pøípadì %0. Poten
iální energiegumy je lineárnì úmìrná rozdílu jejího povr
hu a povr
hu klidového s konstantou úmìrnosti �.Tlak vnì balónu je p0. Hmotnost plynu je vùèi hmotnosti balónu zanedbatelná.Nejprve spoèítejme polomìr balónu v rovnová¾né poloze (jeho velikost není shodná se zada-ným r0). V rovnováze bude výsledni
e v¹e
h sil pùsobí
í
h na stìnu balónu nulová. Tìmito silamijsou tlak plynu uvnitø balónu, tlak okolního vzdu
hu a elasti
ká síla v gumì. Tlak okolního vzdu
humá stále stejnou hodnotu. Tlak plynu uvnitø balónu mù¾eme spoèítat ze stavové rovni
e jakop1 = nRTV = 3nRT4�r31 ; (33)kde r1 je rovnová¾ný polomìr. Tlak zpùsobený pnutím v gumì mù¾eme spoèítat z analogie s ka-pilárním tlakem pod zakøivenou hladinou kapaliny jakop2 = 2�r1 : (34)Zde je dùle¾ité si uvìdomit ¾e tento vzore
 platí pouze pro r1 > r0, proto¾e v opaèném pøípadìbalón nezaujme kulový tvar, þzkrabatí seÿ. Po uvá¾ení orienta
e tì
hto sil dostáváme podmínkurovnováhy 3nRT4�r31 � p0 � 2�r1 = 0;
o¾ je kubi
ká rovni
e, její¾ øe¹ení je pomìrnì slo¾ité, tak¾e jej zde neuvádíme. Rovnová¾ný tlakplynu pak ze známé hodnoty r1 dopoèítáme z (33).Nyní mù¾eme vypoèítat frekven
i malý
h radiální
h kmitù. Vyjdeme z pøedpokladu, ¾e budedostateènì vysoká, tak¾e nebude do
házet k tepelné výmìnì mezi balónem a okolím, tj. dìj s ply-nem uvnitø balónu bude adiabati
ký.Spoèítejme sílu, která bude na balón pùsobit pøi zmìnì polomìru o �. Tlak plynu uvnitøbalónu p mù¾eme spoèítat z rovni
e adiabatypV � = konst;p1r3�1 = p(r1 +�)3�;p = p1r3�1(r1 +�)3� :Vidíme, ¾e p není na hodnotì � závislý lineárnì, ale pro malé hodnoty � bude velmi dobøe platitvztah p(r1 +�) = p(r1) + dp(r1)d� �tedy rozvoj do Taylorova polynomu 1. stupnì. Po zjednodu¹ení tedy dostávámep(r1 +�) = p1 + �3�p1r3�1r3�+11 � :Pro zjednodu¹ení zápisu oznaème K = �3�p1r3�1r3�+11 = �3�p1r1 :Pro tlak gumy bude stále platit (34), který mù¾eme zjednodu¹it stejnì jako v pøed
hozím pøípadì.Pro malé � tedy bude platit p2(r1 +�) = 2�r1 �1� �r1� :30



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohTlak okolního vzdu
hu se nezmìní. Síla, která bude pùsobit na stìnu balónu pøi vý
hyl
e �z rovnová¾né polohy, tedy bude (pokud uvá¾íme, ¾e p1 � p0 � p2 = 0)F = 4�r21 �K + 2�r21 �� :Pro úhlovou frekven
i malý
h radiální
h kmitù dostaneme!2 = r21%0r20 �3�p1r1 � 2�r21 � = 3�p1r1 � 2�%0r20 :Úloha V .P . . . samolet
Obr. 11 Tvar drátu

Pøedstavte si drátìnou konstruk
i ve tvaru hrani
e vál
ovéplo
hy rozøíznuté napùl rovinou, v ní¾ le¾í osa rotaèní symetrievál
e (viz obr.11). Na tuto konstruk
i napnìme mýdlovou bub-linu, která zaujme tvar pùlvál
e. Tato bublina se má tenden
ismrsknout, tedy pùsobí na pùlkru¾ni
e opaènými silami, kterése vyru¹í, a na pøíèky silami smìrem nahoru, tedy konstruk
ev prin
ipu mù¾e vzlétnout. Spoètìte, jakou ry
hlostí vzlétne(nebo myslíte, ¾e se tak stát nemù¾e; v tomto pøípadì vysvìtlete proè).Na první pohled by se zdálo, ¾e na vysvìtlení paradoxu se samoletem staèí zákon ak
e a reak
e,neboli jemu ekvivalentní zákon za
hování hybnosti. Ale uvìdomme si, ¾e pomo
í tì
hto prin
ipùvysvìtlíme jen, proè nezvedneme desku, na které stojíme (spolu s tahovou silou na desku pøibudevìt¹í tlak nohou), ale nevysvìtlíme nesprávnost silové bilan
e na drát. Jaká dal¹í síla kromì tíhya oné v zadání popisované na nìj bude pùsobit?Na¹i situa
i je lépe pøirovnat ke stlaèené pru¾inì, kterou pøestaneme náhle stlaèovat. Vzápìtíbude jasné proè. Mýdlová blána se sna¾í zaujmout takový tvar, aby mìla 
o nejmen¹í povr
h.Pro na¹i konstruk
i ov¹em tímto tvarem není pùlvále
. Matemati
ky se to dá ukázat pomo
ívariaèního poètu, okovidnì si mù¾e ka¾dý ovìøit tak, ¾e si danou konstruk
i vyrobí. Ve stabilnípoloze bude blána napnuta tak, ¾e se prohne smìrem k ose vál
e, èím¾ vertikální slo¾ka síly pùsobí
ína pùlkru¾ni
e nebude nulová, nýbr¾ pøesnì vyru¹í sílu pùsobí
í na rovné èásti konstruk
e.Pokud tedy na zaèátku napneme blánu do tvaru pùlvál
e, mù¾e 
elá konstruk
e pøi návratudo stabilní polohy maximálnì poskoèit, stejnì jako ona stlaèená pru¾ina. Pokud ji¾ je blána odzaèátku ve stabilní poloze, je 
hyba úvahy v zadání v tom, ¾e blána nezaujímá tvar pùlvál
e.Úloha VI . 1 . . . lamborghini Lamborghini DiabloOdhadnìte, jak velkou vertikální silou je Lamborghini Diablo nadleh-èováno, jede-li ry
hlostí 320km�h�1. Pozor, toto není experimentálníúloha!Podívejme se nejprve na pùvod vztlakové síly, která Lamborghini nadlehèuje (a díky ní¾ pøivhodné konstruk
i létají letadla). Pøi jízdì vzdu
h proudí nad i pod autem. Díky pro�lu auta jedráha s1, kterou musí obtékají
í vzdu
h urazit nad autem, del¹í ne¾ dráha pod autem s2, vzdu
htam tedy musí proudit ry
hleji. Víme, ¾e ry
hlost tekutiny v souvisí s jejím tlakem p. Pro nevíøivéa sta
ionární proudìní tuto souvislost popisuje Bernoulliho rovni
e. Proto¾e popis pro turbulentníproudìní je o mnoho slo¾itìj¹í, musíme udìlat podstatné zanedbání a pova¾ovat proudìni kolemauta za nevíøivé. Bernoulliho rovni
i pak napí¹eme ve tvarup1 + 12%v21 = p2 + 12%v22;kde indexy 1 znaèí velikosti velièin nad autem a 2 po autem a % je hustota vzdu
hu. Z nerovnostiv1 > v2 plyne p1 < p2; auto je tedy nadlehèováno.Nyní se pokusme odhadnout velikost vztlakové síly. Tlaková síla nad autem nepùsobí díky¹ikmosti kapoty kolmo dolù, ale na druhou stranu pùsobí na vìt¹í plo
hu. Rozmyslete si, ¾e ona31



FYKOS, roèník XVplo
ha je právì tolikrát vìt¹í ne¾ plo
ha podvozku, kolikrát je vìt¹í tlaková síla kolmá ke kapotìne¾ její svislá slo¾ka. Tudí¾ mù¾eme pro vztlakovou sílu psátF = 12%S (v21 � v22);kde S je plo
ha podvozku. Zbývá odhadnout rozdíl velikosti v1 a v2. Platí v1=v2 = s1=s2 = �.Pro�l auta lze nahradit trojúhelníkem èi obloukem kru¾ni
e a z toho spoèíst pomìr �. Takovéodhady jsou ale pøíli¹ nadsazené a dávají vztlakovou sílu mnohdy vìt¹í, ne¾ je tíha auta. Lep¹íje pomìr � zkusit zmìøit pøímo z pro�lového obrázku auta, nám vy¹lo 1=24 < � � 1 < 1=14.Zkusme tedy spoèítat sílu pro � = 21=20. Podvozek auta má plo
hu S = 4;47 � 2;04m2. Ry
hlostv2 = 320km�h�1 a tedy F = 12%S (�2 � 1)v22 � 5 kN :Relativní 
hybu tohoto výsledku odhadujeme na 100%, nebo» se velmi tì¾ko urèuje koe�
ient �,a také nesmíme zapomenout, ¾e jsme zanedbali turbulentnost proudìní kolem auta. Tíha auta jeasi 17kN, odhad vztlakové síly vy¹el asi tøikrát men¹í. Vidíme, ¾e výrob
i si musí dávat velkýpozor na to, aby se z Lamborghini Diablo nestalo letadlo. K Formulím 1 se napøíklad ze stejnéhodùvodu montují pøítlaèná køídla.Úloha VI . 2 . . . RC obvodMìjme sériový RC-obvod, který pøipojíme na zdroj periodi
kého napìtí s tzv. obdélníkovýmprùbìhem, tzn. po èas T=2 je napìtí U a po èas T=2 napìtí �U . Jak bude vypadat prùbìh napìtína kondenzátoru?Oznaème U vstupní napìtí, UR napìtí na rezistoru, R jeho odpor, UC napìtí na kondenzátorua C jeho kapa
itu. Z druhého Kir
hho�ova zákona plyneU = UR + UC = RI + UC ;U = RdQdt + UC ;U = RC dUCdt + UC :Odtud separa
í promìnný
h získávámeZ dt = RC Z dUCU � UC :t+K1 = �RC ln(U � UC) +K2;kde K1 a K2 jsou integraèní konstanty. Po jeji
h slouèení a úpravì dostanemeUC = U +Ke� tRC :Z poèáteèní
h podmínek získáme K = �U a mù¾eme tak pro první pùlperiodu psátUC = U �1� e� tRC � + U0(0);respektive pro druhou pùlperioduUC = �U �1� e� 2t�T2RC � + U0(T=2) = U �e� 2t�T2RC � 1�+ U0(T=2);kde U0(t) je zùstatkové napìtí na kondenzátoru. Bìhem ka¾dé pùlperiody se kondenzátor nabijena urèitou hodnotu napìtí, se kterou vstupuje do dal¹í pùlperiody, U0(t) je tedy rovno napìtí nakondenzátoru na kon
i pøed
hozí pùlperiody (na zaèátku je U0 = 0).32



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohJe zøejmé, ¾e U0(t) závisí na vstupní
h podmínká
h, kterými jsou perioda T , kapa
ita Ca odpor R. Pro jednodu
host pøedpoládejme, ¾e T = 2RC. Amplituda napìtí na kondenzátoruUC(A) má pak konstantní velikost UC(A) = U �1� 1e� � 0; 6U:Nalezení obe
ného øe¹ení je ponìkud obtí¾nìj¹í, sèítáme geometri
kou øadu s kvo
ientem e� tRCa pøevádíme na hyperboli
ký tangens. Výsledek má tvarUC = U �1� �1 + tanh T4RC� e� tRC � ; t 2 h0;T=2);respektive UC = �U �1� �1 + tanh T4RC� e� 2t�T2RC � ; t 2 hT=2;T ):V závislosti na vstupní
h podmínká
h lze odvodit, ¾e pro T � RC bude UC konvergovat k �U ,ale s pomalej¹ím nástupem zmìny. Naopak, pro T � RC bude UC konvergovat k 0 a závislostbude pøímková.Úloha VI . 3 . . . stáøí ZemìPøedpokládejme, ¾e pøi vzniku Zemì na ní byly izotopy uranu 238U a 235U, ale ne produktyjeji
h rozpadu. Izotop 238U resp. 235U se rozpadá s poloèasem T1 = 4;50 � 109 rokù resp. T2 == 0;710 � 109 rokù. Ve srovnání s tìmito èasy jsou poloèasy rozpadu produktù zanedbatelné, roz-padové øady konèí stabilními izotopy 206Pb a 207Pb.Je-li v uranové rudì pomìr poètu atomù uranu 238U : 235U = 137 : 1 a pomìr poètu atomùolova 206Pb : 207Pb = 28 : 17, odhadnìte stáøí Zemì.Podle rozpadového zákona platí pro poèet jader v èase t vztahN1 = N0e��t = N02�t=T ;kde T je poloèas rozpadu daného jádra. Poèet jader produktu rozpadu budeN2 = N0 �N1 = N1 �2t=T � 1� :Pokud podìlíme tuto rovni
i pro 238U rovni
í pro 235U dostávámeN238N235 = N206N207 1� 2t=T11� 2t=T2 :V této rovni
i ji¾ v¹e
hny velièiny kromì t známe. Bohu¾el v¹ak neumíme jednodu¹e vyjádøit ta proto musíme vyu¾ít nìjakou numeri
kou metodu. Musíme najít pro jaké t v miliardá
h let jefunk
e y = 17 � 13728 1� e0;154t1� e0;976trovna jedné. To zjistíme nejjednodu¹eji pokud si graf této funk
e zobrazíme na poèítaèi. Výsledkemje stáøí Zemì t := 4;56 � 109 r: 33



FYKOS, roèník XVÚloha VI . 4 . . . toroid Da
Obr. 12Mìjme 
ívku ve tvaru þhranatého toroiduÿ. Øez osou rotaèní sy-metrie je zakreslen na obr. 12. Vinutí toroidu má 
elkem N závitùa v naznaèeném smìru jím protéká proud o velikosti I=N . Spoètìtemagneti
ké pole uvnitø toroidu a zdùvodnìte správnost va¹eho výpo-ètu.Není-li vám 
izí slovo integrál, mù¾ete jako bonus spoèítat i in-dukènost toroidu.Úlohu mù¾eme snadno vyøe¹it pouze v pøípadì, ¾e poèet závitù N je dostateènì velký. Zatì
hto okolností jsou siloèáry magneti
kého pole kruhové. K øe¹ení tedy mù¾eme pou¾ít Ampérùvzákon. Jeho znìní je Il H � dl = I;tj. integrál skalárního souèinu H �dl po uzavøené køiv
e l (H je vektor intenzity magneti
kého pole�H = B) je roven 
elkovému proudu protékají
ímu pøes plo
hu þnapnutouÿ na tuto køivku (jezajímavé, ¾e tato hodnota nezávisí na konkrétní volbì tvaru plo
hy). Pokud tedy za køivku l zvo-líme kru¾ni
i se støedem na ose toroidu, budeme integrovat konstantní funk
i a to jH j. V pøípadì,¾e na¹e kru¾ni
e bude le¾et uvnitø toroidu, bude proud tekou
í jejím vnitøkem I. Dostáváme tedy2�%H = I;B = �H = �I2�%;kde % je polomìr kru¾ni
e. Pokud bude kru¾ni
e le¾et mimo toroid, bude proud tekou
í jejímvnitøkem nulový a tedy bude nulové i magneti
ké pole na této kru¾ni
i. Magneti
ké pole toroidutedy vypadá tak, ¾e v jeho vnitøku je stejné jako magneti
ké pole nekoneènì dlouhého drátule¾í
ího na ose toroidu jím¾ protéká proud I. Vnì toroidu pak bude pole nulové. V¹imnìte si, ¾epro výpoèet jsme vùbe
 nepotøebovali znát tvar prùøezu toroidu. Na tvaru prùøezu tedy tentovýsledek nezávisí. Indukènost L mù¾eme spoèítat pomo
í vztahu pro energii 
ívkyE = 12L IN 2 :Staèí tedy spoèítat závislost energie magneti
kého pole toroidu na proudu a porovnat ji s tímtovztahem. Hustota energie magneti
kého pole jem = 12H � B = 12�B2 :Celkovou energii pak urèíme jako objemový integrál její hustoty. Vyu¾ijeme-li poznatku, ¾e mzávisí pouze na vzdálenosti od osy %, mù¾eme snadno pøevést objemový (tj. trojný) integrál naobyèejný. Celý toroid si nejprve rozdìlíme na dvì èásti, a to na èást pro kterou je % < D=2, a naèást pro kterou je % > D=2. Energie magneti
kého pole v první èásti pak bude (pro zjednodu¹eníoznaème A = ap22 ) E1 = Z A0 12�B22��D2 � A+ x� 2x dx == �I22� Z A0 xD2 � A+ x dx == �I22� �A + �A� D2 � ln� DD � 2A�� :Energii magneti
kého pole v druhé èásti toroidu pak mù¾eme spoèítat analogi
ky. DostávámeE2 = �I22� ��A + D2 � ln�D + 2AD �� A� :34



Øe¹ení teoreti
ký
h úlohUvá¾íme-li, ¾e 
elková energie mag. pole je souètem obou energií, dostáváme pro indukènost toroiduL = �N� D ln�D + 2AD � :Úloha VI . P . . . 
hromati
ká vadaMìjme dvì identi
ké sklenìné èoèky s ohniskovou vzdáleností f (pro urèitou støední vlnovoudélku). Do jaké vzdálenosti je tøeba dát tyto èoèky, aby výsledná opti
ká soustava mìla 
o nejlépekompenzovanou 
hromati
kou vadu (tzn. ¾e rùznì barevné svìtlo se zobrazuje do rùzný
h míst).Jak velkou ohniskovou vzdálenost bude výsledná soustava mít?Pro ohniskovou vzdálenost f0 soustavy dvou tenký
h èoèek platí1f0 = 1f1 + 1f2 � df1f2 ; (35)kde f1; f2 jsou ohniskové vzdálenosti èoèek a d jeji
h vzdálenost. V na¹em pøípadì platí f1 = f2 == f , pøitom f je funk
í vlnové délky. Proto nejlep¹í kompenza
i 
hromati
ké vady dosáhnemev pøípadì, ¾e f0 bude 
o nejménì záviset na f . Dosaïme tedy f1 = f2 = f do vztahu (35)a upravme f0 = f22f � d (36)a hledejme, pro jaké d je deriva
e f0 podle f v bodì f nulovádf0df = 2f(f � d)(2f � d)2 ) d = f:Druhou èoèku tedy musíme umístit do ohniska první. Po dosazení do (36) dostáváme pro výslednouohniskovou vzdálenost f0 = f .Øe¹itel Mirek Hejna si v¹iml a jako jediný také správnì zdùvodnil, proè rùznì barevné obrazybodového zdroje pøesto nejsou v jednom bodì. Pøesto¾e splnìním na¹í podmínky zaruèíme, ¾evýsledná ohnisková vzdálenost je (alespoò pøibli¾nì) nemìnná, mìní se s vlnovou délkou polohahlavní
h rovin výsledné soustavy. Potøebovali by
hom tedy znát, k èemu se bude soustava vyu¾ívat,aby
hom pøípadnì mohli øe¹ení je¹tì vylep¹it.
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FYKOS, roèník XV
�Øe¹ení experimentální
h úlohÚloha I . Exp . . . tání leduPøipravte si rùznì veliké ale geometri
ky podobné kusy ledu (kostky, koule, : : :) a zmìøtezávislost ry
hlosti jeji
h tání ve vodì (pokud mo¾no stálé teploty) na jeji
h velikosti. Výsledky sepokuste interpretovat.TeorieMìjme ve vodì teploty T kus ledu typi
kého rozmìru a { hrana kry
hle, polomìr koule apod.Pøedpokládejme, ¾e led je zahøátý na teplotu tání. Ne
h» za malý èas �t odtaje objem vody �V .Tento objem je úmìrný mno¾ství tepla, které se za jednotku èasu pøivede z okolí. Pøedpokládáme-li, ¾e voda má (kromì velmi slabé vrstvièky kolem ledu) konstantní teplotu, bude mno¾ství tohototepla záviset pouze na tepelné vodivosti vody, koe�
ientu pøestupu tepla z vody do ledu a samo-zøejmì na velikosti povr
hu ledu. Dostáváme tedy úmìrnost�V � a2�t: (37)Nyní vyjádøeme �V pomo
í rozmìru a (poèítejme pro kry
hli, pro v¹e
hny ostatní tvary obdobnì)�V = (a+�a)3�a3 = 3a2�a +3a(�a)2+(�a)3 � 3a2�a, kde poslední pøibli¾ná rovnost plynez toho, ¾e �a pøedpokládáme malé oproti a. Celkovì tedy dosazením do vztahu (37) máme pozkrá
ení a2 �a � �t:Jsou-li si úmìrné elementární zmìny nìjaký
h velièin, jsou si úmìrné i 
elkové zmìny. Z tohoplyne, ¾e závislost doby t, za kterou roztaje kus o velikosti a, by mìla být tvaru t = ka, kde kje konstanta obsahují
í mj. skupenské teplo tání ledu, koe�
ient pøestupu tepla z vody do ledu,tepelnou vodivost ledu a konstanty 
harakterizují
í tvar ledu.Postup a výsledky mìøeníPrvním problémem realiza
e tohoto pokusu je vyrobit ony geometri
ky podobné, rùznì veliké,útvary z ledu. Mo¾nosti máme v zásadì dvì.Buï vyrobíme nìkolik stejnì veliký
h útvarù a men¹í získáme tak, ¾e ony vyrobené ne
hámeodtát. Pøi tání se v¹ak pokazí geometri
ká podobnost s pùvodním objektem, z pìkné pravoúhlékry
hlièky se stane zaoblená kry
hlièka. Jediné tìleso, které nezmìní tvar, je koule, ta se ale zaseobtí¾nì vyrábí.Druhou mo¾ností je vyrobit, èi jinak sehnat, rùznì veliké geometri
ky podobné formièkya v ni
h ne
hat vodu zmrznout. My jsme si pro realiza
i vybrali tuto mo¾nost a inspirovali jsmese nápadem Honzy Pra
haøe. Ten si z tvrdého papíru vyrobil formièky, které izoloval igelitem.Kry
hlièky s mrznou
í vodou jsme ne
hali v mrazáku pro jistotu skoro 
elý den.Máme-li tedy v mrazáku vhodné rùznì veliké geometri
ky podobné kry
hlièky, mù¾eme sevrhnout na experimentování. Do velké nádoby jsme napustili vodu pokojové teploty a pono-øili do ní teplomìr. Teplota vody byla 22 ÆC. Aby
hom ji mohli bìhem pokusu udr¾ovat kon-stantní, pøipravili jsme si zároveò konvi
i horké vody na dolévání. Pro ka¾dou kry
hlièku jsmepostupovali následovnì, vyndali jsme kostku z mrazáku a sundali z ní igelit, ne
hali jsme jiohøát natolik, aby odtála malá povr
hová vrstvièka a z kostky se dala sundat papírová for-mièka. Kostku jsme vhodili do kýble, neustále vodu mí
hali, aby rozdíl teplot mezi povr
hemkostky a okolní vodou byl pokud mo¾no stále stejný, a aby jedna stìna kostièky nevyènívalanad hladinu, a pøitom mìøili èas, za který kostka roztála. Dostali jsme následují
í hodnoty.a[
m℄ 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 5t[s℄ 26 55 66 73 93 117 135 174Doby tání kostièek.36



Øe¹ení experimentální
h úlohRozmìr kostky a jsme urèovali s pøesností �2mm, formièky byly si
e vyrobeny pøesnì, alevoda se pøi mrznutí rozpínala a formièky se vyboulily. Rovnì¾ hladina vody nebyla pøesnì ve vý¹
ea, ale o nì
o ní¾e. Chybu mìøení èasu odhadneme na �3 s. Ta plyne z faktu, ¾e se nedalo z
elapøesnì urèit, kdy u¾ ve vodì není ¾ádný led.

0 1 2 3 4 5 a
m040
80120160ts

Závislost t na a.Hodnoty z tabulky jsme vynesli do grafu. Je vidìt, ¾e skuteènì data le¾í na pøím
e jdou
í po-èátkem tak, jak pøedpovídá teorie. Experimentálními daty v grafu prolo¾íme tzv. regresní pøímku,tj. pøímku, pro kterou platí, ¾e souèet ètver
ù od
hylek experimentální
h bodù od ní je minimální.Souèet ètver
ù od
hylek v na¹em pøípadì je P8i=1 (ti � kai)2, kde ti je doba tání kostièky o polo-mìru ai, k je smìrni
e pøímky. Nejlep¹í k, jaké pro na¹e data mù¾eme najít, je k = 32;2 s�
m�1.Parametry regresní pøímky spoèítá ka¾dá rozumná kalkulaèka a ka¾dý program, který umí nakres-lit onen graf. Dùle¾itým parametrem lineární regrese je tzv. korelaèní koe�
ient r, který udává,jak mo
 dobøe namìøená závislost odpovídá pøím
e. V ideálním pøípadì je r = 1, v uspokojivý
hpøípade
h je r alespoò 0;98. Pro na¹e data je r = 0;993, 
o¾ velmi dobøe potvrzuje na¹i domnìnkuo lineární závislosti èasu tání na velikosti kostky.Diskuse a závìrMìøení výbornì korespondují s teorií. Od
hylky experimentální
h bodù od regresní pøímkyjsou vìt¹inou vìt¹í, ne¾ by dovolovaly vý¹e uvedené 
hyby a a t, to mù¾e býti zpùsobeno tím,¾e kostky pøi tání neza
hovávají pøesnì geometri
kou podobnost (zaoblují se), aè v teoreti
kémvýpoètu jsme to pøedpokládali. Dále jsme neuva¾ovali, ¾e uvnitø kostky není nulová teplota, a tedyse èást tepla spotøebuje na její ohøátí. Zanedbali jsme té¾ zmìny teploty okolní kapaliny (sna¾ilijsme se je eliminovat, ale jistì ne dokonale).Úloha II . Exp . . . elektrostati
ké pole ZemìZmìøte velikost elektrostati
kého pole Zemì.Návod: Mù¾ete buï pøímo mìøit poten
iálový rozdíl mezi Zemí a izolovaným vodièem v urèitévý¹
e (pozor v¹ak, musíte zaøídit, aby se poten
iál tohoto vodièe stihl vyrovnat s poten
iálemvzdu
hu v pøíslu¹né vý¹
e | zkuste napø. do vzdu
hu umístit nádobu s vodou tak, aby vodamohla odkapávat a odná¹et tak sebou pøebyteèný náboj). Druhý zpùsob vyu¾ívá faktu, ¾e Zemìmá svùj povr
hový náboj. Umístíme-li do blízkosti povr
hu vodivou desku a uzemníme ji, objeví sena ní náboj. Pøikryjeme-li tuto desku jinou uzemnìnou deskou, objeví se náboj na ní a z pùvodnívymizí, 
o¾ mù¾eme galvanometrem zmìøit.TeorieJak zmìøit elektrostati
ké pole Zemì, kdy¾ se jeho hodnota mìní v blízkosti vodivý
h pøedmìtù(tedy i nás lidí, domù, stromù atd.)? V zadání jsme vám stejnì jako Ri
hard P. Feynman ve svý
hPøedná¹ká
h navrhli dva zpùsoby.První z ni
h byl zalo¾ený pøímoèaøe na zmìøení poten
iálu mezi dvìma místy v rùzný
h vý¹-ká
h. To je ov¹em natolik te
hni
ky nároèné, ¾e se ani nikomu z øe¹itelù ani nám nepodaøilo toutometodou ni
 namìøit. Uvìdomme si, ¾e pøedmìt zavì¹ovaný do vý¹ky h musí být dost veliký, aby37



FYKOS, roèník XVse na nìm indukoval náboj dostateèný na to, aby se nevybil pøi prvním dotyku svorek voltmetru.Pak také musí být daleko od vysoký
h vodivý
h objektù jako jsou stromy a domy (nemù¾emezavì¹ovat z okna nebo z vìtve stromu), nebo» v blízkosti takový
h objektù se elektrostati
ké poledeformuje a pod vìtví stromu èi pod oknem je typi
ky mnohem men¹í ne¾ na volném prostranství.Dal¹ím problémem je, za 
o pøedmìt zavìsit, aby byl dokonale izolován. Provaz èi døevo zvlhnouod vzdu
hu. Ideální by bylo nìkde na poli postavit konstruk
i ze skla èi por
elánu a tam provéstmìøení. Nebo vyrobit balón, který vyletí do urèité vý¹ky, tam nìjakou dobu zùstane, a pak zasesletí dolù. Na to jsme v¹ak nemìli prostøedky.Druhý zpùsob byl na realiza
i mnohem pøijatelnìj¹í. Pokud existuje elektri
ké pole Zemì, musíbýt na povr
hu Zemì náboj. Citujme z Feynmana: þUmístíme-li do blízkosti zemského povr
hurovnou kovovou desku a uzemníme ji, objeví se na ní záporné náboje. Pøikryjeme-li tuto deskujinou uzemnìnou vodivou deskou, objeví se náboje na ní a z pùvodní desky vymizí. Kdy¾ odmìøímenáboj, jen¾ pro
hází z první desky k zemi pøi jejím zakrývání, mù¾eme zjistit povr
hovou hustotunáboje, která na nìm byla, a tím i elektri
ké pole.ÿ Zde zùstává problémem, jak zmìøit onenpro¹lý náboj. Vhodný galvanometr nemáme. Pro
házejí
í proud je mnohem men¹í ne¾ je 
itlivostbì¾ného ampérmetru. Zbývá mìøit napìtí u (t) na odporu voltmetru R, pak pro pro¹lý náboj platíQ = Z t0 i(t) dt = Z t0 u (t)R dt:Èas, po který se na milivoltmetru nìjaká vý
hylka dr¾í, je velmi krátký. Proto nejsme s
hopnimìøit závislost u (t). Integrál a tedy i hodnotu náboje budeme tedy aproximovat vztahemQ = �U �tR ;kde �U je støední vý
hylka voltmetru, která se na pøístroji dr¾í po dobu �t. Uvìdomme si, ¾etouto aproxima
í vná¹íme do mìøení obrovskou 
hybu (mo¾ná i ví
e ne¾ 100%); lépe to ov¹emv na¹i
h podmínká
h neumíme.Elektri
ké pole nad povr
hem koule o plo¹né hustotì náboje � je E = �="0, kde "0 je permi-tivita vakua (vzdu
hu). Je-li tedy plo
ha mìøené desky S, dostáváme pro intenzitu elektri
kéhopole nad povr
hem Zemì vztah E = �U �t"0S R : (38)Postup mìøení a výsledkyK mìøení jsme pou¾ili dva ple
hové pláty o rozmìre
h 30� 70 
m, uprostøed zahrady jsme dozemì zarazili zemní
í drát, k nìmu uzemnili první ple
h pøes digitální multimetr a druhý pøímo.Na zem jsme polo¾ili sklenìnou desku (¹íøky asi 3mm), aby náboj z prvního ple
hu nemohl utí-kat jinudy ne¾ pøes voltmetr. Na sklo jsme polo¾ili první ple
hový plát, na nìj druhou sklenìnoudesku (opìt kvùli izola
i). Soustavu jsme pøikrývali a odkrývali druhým ple
hem a pøitom po-zorovali následují
í: Pøi nasouvání ple
hu se údaj na voltmetru (skoro nula) zvìt¹il o 1{2mV,zùstal na voltmetru dobu srovnatelnou s dobou nasouvání ple
hu, tj. asi 1 s. Pøi odsouvání ple
hujsme pozorovali toté¾, jen údaj na displeji se o danou hodnotu zmen¹il. Na spodním ple
hu bylapøipojena záporná svorka voltmetru. Pøi nasouvání tedy z desky od
házely záporné náboje, 
o¾odpovídá teorii. Dosaïme do vztahu (38) hodnoty �U = 1;5mV, �t = 1 s, R = 10M
 podlemanuálu k multimetru, S = 0;21m2. Dostaneme hodnotu elektri
kého pole Zemì E = 80V�m�1.ZávìrNamìøenou hodnotu intenzity pole pova¾ujeme vzhledem k vý¹e uvedené aproxima
i integráluza velmi pøibli¾nou, 
hybu odhadnìme asi na 100%. Ostatní 
hyby jsou vùèi této zanedbatelné.V literatuøe se uvádí, ¾e za klidného poèasí je intenzita elektri
kého pole nad povr
hem Zemìkolem 120V�m�1, 
o¾ se s na¹ím výsledkem v rám
i mo¾né 
hyby na¹eho mìøení velmi dobøeshoduje.38



Øe¹ení experimentální
h úlohÚloha III . Exp . . . odrazivostZmìøte koe�
ient odrazivosti alobalu ve viditelném svìtle. Vhodnou metodu navrhnìte sami.Nezapomeòte popsat, jakou stranu mìøíte, pøípadnì promìøte obì.Uvedeme dvì rùzné metody na urèení odrazivosti alobalu.Mìøení pomo
í poklesu intenzityPrvní metoda je zalo¾ena na my¹len
e klesání intenzity s druhou mo
ninou vzdálenosti pøikolmém dopadu pro intenzitu od bodového zdroje I � r�2.Jako pomù
ky jsme pou¾ili: dvì identi
ké lampy o výkonu 25W, zr
átko, alobal a sklíèka napøi
hy
ení a vyrovnání alobalu a papír s mastnou skvrnou.Aparatura na mìøení intenzity byla slo¾ena z lampy, která osvìtlovala zr
átko po úhlem 45Æa prasátko dopadalo kolmo na papír s mastnou skvrnou. Druhou stranu papíru potom kolmoosvìtlovala druhá lampa. Potom jsme nastavili vzdálenost r druhé lampy od papíru tak, abynebylo skvrnu vidìt. V pøípadì, ¾e nebylo skvrnu vidìt, intenzity byly na obou straná
h papírustejné. Pøièem¾ jsme zmìøili tuto vzdálenost pro lesklou stranu alobalu rL, pro matnou stranu rMa pro zr
átko rZ . Jeliko¾ jsme mìnili jenom typ zr
átka (sna¾ili jsme se mít stejné tvary zr
átek),tak intenzita dopadají
í na papír byla úmìrná jenom odrazivosti zr
átka. Z toho, ¾e intenzitaod druhé lampy byla I � r�2, dostáváme pro odrazivost O = (rL=rZ)2, resp. O = (rM=rZ)2(uva¾ujeme úplnou odrazivost normálního zr
átka).Sna¾ili jsme se mìøit na velký
h vzdálenoste
h, aby se zdroje jevili jako bodové. Dále jsme sesna¾ili zmírnit rozptyl upevnìním alobalu mezi dvì sklíèka. Mìøení jsme provádìli pro 6 rùzny
halobalový
h zr
átek.Zpra
ováním namìøený
h hodnot uvedený
h v tabul
e ní¾e získámeOL = 0; 9� 0; 1OM = 0; 5� 0; 2:rL[
m℄ 260 270 270 290 270 280OL 0,75 0,87 0,81 0,87 0,93 0,93rM [
m℄ 220 210 230 230 210 220OM 0,54 0,49 0,59 0,59 0,49 0,54Odrazivost alobalu pro rZ = 300 
m.Chybu jsme urèili jako 
hybu mìøidla vzdálenosti (5 
m), kterou jsme pøevedli pomo
í vztahùpro souèin 
hyb na 
hybu výsledku. Toto mìøení nebylo provedeno úplnì ideálnì, proto¾e se dalopou¾ít i lep¹ího mìøidla délky.V tabulká
h je uvedená hodnota odrazivosti hliníku 0;93. Matná strana má v¹ak men¹í odra-zivost, proto¾e èást svìtla se rozptýlí a tedy odrazivost závisí na vzdálenosti, ve které ji mìøíme.Pøi na¹em mìøení byla vzdálenost dostateènì velká na to, aby
hom namìøili odraz bez rozptylu.(Napø. pro bílý papír by jsme tímto zpùsobem nenamìøili ¾ádnou odrazivost.)Mìøení pomo
í luxmetruDruhý postup jsme provedli s luxmetrem, ale jen pro lesklou stranu, proto¾e rozptyl na matnéstranì zpùsoboval obrovskou 
hybu (mìøení mìøilo odrazivost s rozptylem). Mìøení jsme provedlipomo
í alobalového a normálního zr
átka a výsledky jsme porovnali. Intenzitu jsme mìøili tìsnìza odrazem (byl pod úhlem 45Æ). Mìøení jsme udìlali pro rùzné èásti alobalu.IZ 65,6 64,6 53,8 64,4 60,4 65,1 67,6 61,1 67,4 67,9 69,0Odrazivost normálního zr
átka pøi mìøení luxmetrem.IA 56,0 59,7 60,8 60,6 59,8 59,7 56,0 56,1 62,9 64,267,1 63,4 55,5 64,4 65,3 64,4 58,0 63,2 63,8Odrazivost alobalu pøi mìøení luxmetrem. 39



FYKOS, roèník XVStatisti
kým zpra
ováním vý¹e uvedený
h tabulek získámeIZ = 65� 4IA = 62� 4� �! O = IA=IZ = 0; 95� 0; 12 :Vidíme, ¾e 
hyby obou zpùsobù mìøení jsou velké, 
o¾ je dáno (nejen pou¾itím znaènì ne-pøesného mìøidla u první metody) hlavnì rozptylem na alobalu, jak kvùli pokrèení, tak drsnostípovr
hu.Èastou 
hybou napøíklad bylo neuva¾ovat klesání intenzity se vzdáleností, nebo mìøení inten-zity daleko za zdrojem, èím¾ do¹lo ke znaènému rozptylu svìtla. Rozptyl nám pøíli¹ nevadí, kdy¾nemáme bodový zdroj. Tak¾e postup v prvním pøípadì byl aplikovatelný, i kdy¾ jsme intenzitymìøili daleko za odrazem. Tam jsme brali toti¾ odraz jako pøibli¾nì bodový a tím pádem rozptylnehrál u lesklé strany a¾ tak ne¾ádou
í roli. Ale dostali jsme tak tro
hu ni¾¹í výsledek.Úloha IV . Exp . . . ledDáme-li sklenièku naplnìnou èásteènì vodou do mrazáku, budeme ji mít za 
hvíli plnou ledu.Jeho povr
h v¹ak nebude rovný, ale vypuklý. Zjistìte, proè tomu tak je a vypoètìte alespoòpøibli¾nì úhel, který bude svírat povr
h ledu s vodorovnou rovinou. Porovnejte tento výsledeks experimentální hodnotou.TeoriePøi tuhnutí zvìt¹í voda svùj objem asi o 9%. Nejdøíve tuhne po straná
h skleni
e a na dnì,poté na hladinì. Tekutá voda je pak uzavøena v ledové dutinì a dal¹í tuhnutí (pokud je dostateènìpomalé) zpùsobí vypuklý tvar zmrzlé hladiny.Popsat pøesnì tvar vypuknutí je obtí¾né. Jednak se hladina nezaène zvedat od krajù, ale a¾v urèité vzdálenosti od okraje. Je do zpùsobeno tím, ¾e v okam¾iku, kdy hladina zamrzne a zaènese zvedat, je u¾ na stìná
h sklenièky namrzlá vrstva ledu.Nejjednodu¹¹í pøedstava je taková, ¾e hladina bude mít tvar kulového vr
hlíku o polomìru r == R� d, kde R je polomìr skleni
e a d vzdálenost kraje vr
hlíku od okraje skleni
e. Oznaèíme-lisklon hladiny na okraji vr
hlíku �, platí pro polomìr køivosti vr
hlíku % sin� = r a odtud vyjádøímeobjem vr
hlíku V = 13�h2 (3%� h) = �r3 � (2 + 
os�) sin�3 (1 + 
os�)2 :Uvìdomíme-li si, jaká zjednodu¹ení jsme pøi tvorbì tohoto modelu provádìli, mù¾eme bez obavpro malý úhel � psát sin� � � a 
os� � 1. Dostáváme tak pro maximální sklon hladiny veskleni
i vztah � = 4V�r3 : (39)Za V dosazujeme objem vr
hlíku, který odpovídá zvìt¹ení objemu vody od okam¾iku, kdyzaèíná vr
hlík rùst, tedy pøibli¾nì V = � rR�2�%voda%led � 1�V0;kde V0 je poèáteèní objem vody.Realiza
e experimentuPro realiza
i mìøení jsme vybrali skleni
i ve tvaru témìø ideálního vál
e o vnitøním polo-mìru R = 2;7 
m. Pou¾ili jsme destilovanou vodu, mra¾ení jsme provádìli ve výparníku ledni
e.Dùle¾ité pro vznik správného povr
hu bylo odstranìní jaký
hkoliv otøesù bìhem mra¾ení. Úspì¹-nost pøipravy povr
hu vhodného k mìøení úhlu byla asi 50%.Pøipravený povr
h jsme leh
e vyle¹tili a úhel � mìøili pomo
í laserového ukazovátka tak,¾e jsme skleni
i umístili na vodorovnou podlo¾ku pod upevnìné ukazovátko svítí
í kolmo dolùa posouváním skleni
e po podlo¾
e a pozorováním stopy na stropì jsme stanovili maximální sklonledu.40



Øe¹ení experimentální
h úlohVýsledkyVzhledem k èasové nároènosti jsme mìøení provedli pouze pro 4 rùzné objemy V0. Pro v¹e
hnyobjemy jsme odhadli d = 4mm. Namìøené hodnoty ukazuje následují
í tabulka.V0 [ml℄ 30 40 60 80�exp [Æ℄ 8,2 12,4 18,1 24,0�teor [Æ℄ 11,8 15,8 23,6 31,5Vidíme, ¾e teoreti
ké výsledky se od experimentální
h ponìkud li¹í, dávají hodnoty asi o ètvr-tinu vìt¹í. To je s ohledem na jednodu
host na¹í teorie slu¹ný úspì
h.Chybu mìøení objemu (pou¾ili jsme odmìrný vále
) a mìøení úhlu lze zanedbat vzhledem kestatisti
ké 
hybì, nebo» pøi opakování mìøení se hodnoty li¹ily s rozptylem pøibli¾nì 20%. Hodnotyv tabul
e jsou stanoveny jako prùmìr ze 3 mìøení.ZávìrI pøes velmi zjednodu¹enou teorii jsme dostali pøijatelnou shodu s experimentem. Zejména zesouhlasu tvaru závislosti úhlu � na objemu V0 usuzujeme, ¾e na¹e vysvìtlení vzniku vypukliny jesprávné.Úloha V . Exp . . . pøevíjení kazetyZmìøte tlou¹»ku magnetofonového pásku. Promìøte závislost úhlové ry
hlosti kotouèe na dobìpøehrávání kazety v pøípadì, ¾e kazetu pøehráváme od zaèátku. Do øe¹ení nezapomeòte pøipsat,s jakou kazetou jste mìøili (podstatná je znaèka a délka).Na první pohled se zdá být zøejmé, ¾e pohyb pásky v kazetì závisí pouze na otáèení nosný
hkotouèkù. To by odpovídalo stálosti jeji
h úhlové ry
hlosti pøi pøehrávání. Úèelem zadání pátéexperimentální úlohy bylo zbourat tento roz¹íøený mýtus. Konstantní ry
hlost posuvu pásku lzeurèit experimentálnì, jednodu¹¹í a pøesnìj¹í je pou¾ít údaj výrob
e v = 47;6mm � s�1Teoreti
ké odvození vyplývá z náèrtku kotouèe s páskou v obe
ném èase t, kterému odpovídápolomìr r(t). Polomìr plnì navinutého kotouèe je R, prázdného kotouèe r0 a d tlou¹»ka pásku.Vzhledem k tomu, ¾e d je mnohem men¹í ne¾ R�r0, mù¾eme mno¾ství pásku namotané na kotouèivyjádøit pomo
í vzor
e pro obsah mezikru¾í, zøejmì platí dvt = �r(t)2 � �r20.Vzore
 pro výpoèet tlou¹»ky pásku získáme jednodu¹e dosazením 
elkové doby pøehrávánípásky T
elk a odpovídají
ího polomìru Rd = �(R2 � r20)vT
elk :Podobnì jednodu¹e získáme i vzore
 pro èasovou závislost úhlové ry
hlosti!(t) = vr(t) = vqr20 + vtd� ;který lze dosazením za d upravit na tvar!(t) = !0q1 + � tT
elk ;kde jsme pou¾ili � = R2=r02� 1 a !0 = v=r0. Tento vzore
 se podaøilo odvodit jen pomìrnì maléèásti øe¹itelù.Tlou¹»ku pásku lze urèit mnoha zpùsoby. První metoda je zalo¾ena na vý¹e odvozeném vzor
i.Dobu pøehrávání 
elé strany je nutné pøemìøit, bývá o 2{3 minuty del¹í, ne¾ by odpovídalo typukazety. Nìkolik øe¹itelù zapomnìlo na oboustrannost kazety a dosadilo 
elkovou dobu pøehrávání.Druhá metoda spoèívala v pøímém mìøení tlou¹»ky nìkolika vrstev pásku. Byla ménì pøesná,kvùli relativnì malému poètu vrstev. Èastou 
hybou bylo opomenutí vydìlení systemati
ké 
hybypoètem najednou mìøený
h vrstev. Tak vy¹la nereálná 
hyba kolem 50%. 41



FYKOS, roèník XVZávislost úhlové ry
hlosti na èase pøehrávání ¹lo díky její pomalé zmìnì mìøit jako sled prù-mìrný
h úhlový
h ry
hlostí. Zajímavé je, ¾e ti øe¹itelé, kteøí 
hybnì pøedpokládali stálost úhlovéry
hlosti, ji jako konstatní vet¹inou i namìøili.Na závìr zbývá jen dodat, ¾e prùmìrná tlou¹»ka magnetofonový
h pásek prodávaný
h v na¹i
hob
hode
h je 12;3�m.Úloha VI . Exp . . . spr
haUrèitì jste si u¾ pøi spr
hování v¹imli, ¾e proud opou¹tìjí
í spr
hu má vy¹¹í teplotu ne¾ vodadopadají
í na zem. Na vás je, abyste toto namìøili kvantitativnì.Naleznìte a popi¹te vhodné experimentální uspoøádání, na kterém bude mìøitelný pokles tep-loty vody padají
í vzdu
hem a proveïte mìøení. Pokuste se va¹e výsledky teoreti
ky interpretovat.TeorieVoda vytékají
í ze spr
hy se rozstøikuje na jednotlivé kapky a ty odevzdávají teplo okolí.Proto¾e vzdu
h je velmi ¹patný vodiè tepla, tak nejví
e tepla ztratí kapky odpaøováním.Nyní si musíme rozmyslet jaká je závislost tepla, které kapky ztratí vypaøováním na teplotìkapky. Odpaøování je vlastnì dìj, kdy molekuly kapaliny, které jsou blízko povr
hu získají dosta-teènou ry
hlost, aby se odpoutaly od pøita¾livý
h sil ostatní
h molekul. Odvodit pøesný vztah tétozávislosti je velmi slo¾ité, nám bude staèit pøiblí¾ení, ¾e toto pøedané teplo bude úmìrné rozdíluteploty kapky a okolí. Toto teplo také bude záviset na velikosti povr
hu kapky. Proto¾e se v¹akpovr
h kapky odpaøováním témìø nezmìní, budeme povr
h kapky pova¾ovat za stále stejný.Za velmi malý èas dt se tedy zmìní tepelná energie kapky U o teplo dQ. Pro tuto zmìnu tedybude v prvním pøiblí¾ení platit rovni
edQ = �k(T � To) dt ;kde T je teplota kapky, To teplota okolí a k je konstanta úmìrnosti. Zmìní-li se tepelná energie,zmìní se i teplota a pro zmìnu teploty dT platí dQ = 
v dT , kde 
v je tepelná kapa
ita vody.Dostáváme tedy rovni
i 
v dT = �k(T � To) dt :Øe¹ením této rovni
e je T = To + (T0 � To) exp��kt
v� ;kde T0 je poèáteèní teplota vody. Dále pro jednodu
host k=
v oznaèíme K.Kapky padají v gravitaèním poli (odpor vzdu
hu zanedbáme) po dobu t, za kterou urazívzdálenost d, a tedy bude platit t = �v0 +qv20 + 2gdg ;kde v0 je ry
hlost výtoku kapaliny ze spr
hy. Pro závislost teploty vody na vý¹
e bude v na¹emmodelu platit T = To + (T0 � To) exp0��K�v0 +qv20 + 2gdg 1A :MìøeníK mìøení jsme pou¾ili teplomìr do 100ÆC, který jsme umístili do spe
iálnì upravené nádobky.Tato nádobka fungovala tak, ¾e jsme mohli regulovat jaké mno¾stí vody z ní poteèe. Kdy¾ jsme mì-øili vý¹e, tak do nádobky teklo vìt¹í mno¾ství vody, aby
hom mìli teplomìr v¾dy stejnì ponoøený,tak jsme podle prùtoku vody otevøeli otvor na dnì nádobky. Dále bylo velmi dùle¾ité, aby vodav nádob
e mo
 ne
hladla a tedy ry
hle se obmìòovala. Aby ov¹em teplomìr pøesnì mìøil je nutné,aby byl dostateènì ponoøen. Je velmi slo¾ité se s tìmito proti
hùdnými po¾adavky vypoøádat.Dal¹í problém je, jak pøesnì urèit vý¹ku, ve které teplotu mìøíme. My jsme za tuto vý¹ku vzalistøed banky teplomìru.42



Øe¹ení experimentální
h úlohTeplotu vody jsme mìøili pro dvì rùzné ry
hlosti výtoku vody ze spr
hy. Urèení ry
hlosti vodyje velmi slo¾ité; zmìøili jsme za jak dlouho byla naplnìna nádoba o objemu 0;7 l. Získali jsme èasyt1 = 8 s; t2 = 5 s:Mìøení ov¹em bylo veli
e nepøesné, proto¾e urèit pøesnì, kdy byla naplnìna nádoba, do kteréprud
e vtéká voda, bylo slo¾ité. Chybu tohoto èasu jsme odhadli jako 15% . K výpoètu skuteènéry
hlosti vody je ov¹em potøeba znát plo
hu, ze které voda vytéká. Velikost této plo
hy jsmeodhadli tak, ¾e jsme zjistili poèet dírek na spr¹e a vynásobili je plo
hou jedné dírky. Urèení plo
hytéto dírky bylo ov¹em velmi nepøesné, proto¾e mnoho dírek bylo znaènì zaneseno vodním kamenem.Plo
hu v¹e
h dírek jsme odhadli na Sd = (20� 10)mm2 :Nakone
 jsme získali hodnoty ry
hlostiv01 = (4 � 2)m � s�1 v02 = (6� 3)m � s�1 :Nyní uvedeme teploty namìøené v jednotlivý
h vý¹ká
h pro tyto ry
hlosti:d[
m℄ 25 35 65 105 140T1[ÆC℄ 50 49 48 46 45T2[ÆC℄ 51 50 49 48 46Teploty pro rùzné výtokové ry
hlosti.Tyto hodnoty jsou vynesené v ní¾e uvedeném grafu, body je prolo¾ena køivka získaná teore-ti
ky. Dostali jsme hodnoty koe�
ientùK1 = 0;6 s�1; K2 = 0;5 s�1;T01 = 53;4 ÆC; T02 = 53;8 ÆC:

4446
4850
5254

20 40 60 80 100 120 140
T

d

1. mereni�t 1. mereni2. mereni�t 2. mereni

DiskuzeJak je vidìt, hodnoty, které jsme získali mìøením, odpovídají teoreti
ké køiv
e. Pro vìt¹í prùtokvody jsou namìøené hodnoty tro
hu vy¹¹í, ne¾ by
hom oèekávali z teorie. to mù¾e být zpùsobenotím, ¾e pøi vìt¹ím prùtoku vody byl ví
e ponoøen teplomìr a tím se mohla namìøit vy¹¹í teplota.Proto¾e 
hyby namìøený
h velièin jsou velké, prakti
ky si odpovídají.
43
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� Seriál o teorii relativityTématem leto¹ního seriálu na pokraèování byla teorie relativity (jisté þzobe
nìníÿ klasi
kéme
haniky, která byla tématem loòského seriálu). My jsme se zabývali hlavnì spe
iální teorií rela-tivity (STR), která popisuje fyzikální jevy v iner
iální
h vzta¾ný
h soustavá
h. Hlavním dùvodemje matemati
ká jednodu
host spe
iální relativity oproti obe
nému pøípadu.Teorie relativity je jedním ze základní
h pilíøù moderní fyziky. Jak jistì mnozí víte, relativis-ti
ká fyzika vznikla na poèátku 20. století (spolu s dal¹ím pilíøem moderní fyziky | kvantovoufyzikou) a její základy polo¾il Albert Einstein. Teorie relativity zásadním zpùsobem zmìnila ná¹pohled na prostor, èas a hmotu.Klasi
ká fyzika a relativitaProstor a èasKlasi
ká fyzika pøedpokládá, ¾e fyzikální prostor je tøírozmìrný euklidovský prostor. Mezi jehozákladní vlastnosti patøí spojitost, homogennost a izotropnost. Základem prostorový
h mìøení jemìøení délky (porovnání mìøeného pøedmìtu s délkovým normálem). Klasi
ká fyzika pøedpokládá,¾e prostor je absolutní (ve smyslu mìøení délek) | vlastnosti prostoru nezávisejí na hmotì a jejímpohybu.Èas je v klasi
ké fyzi
e jednorozmìrný, spojitý, rovnomìrný, jednosmìrný, syn
hronizovaný aabsolutní. K mìøení èasový
h intervalù se u¾ívá periodi
ký
h dìjù.Událostí rozumíme to, 
o se odehrává v urèitém místì v prostoru a v urèitém èasovém oka-m¾iku. K 
harakteriza
i bodové události tedy potøebujeme umìt urèovat polohu a èas. Polohubodu v prostoru v¾dy urèujeme mìøením vzdáleností tohoto bodu od pevnì zvolený
h tìles, je-ji
h¾ vzájemné vzdálenosti se nemìní. Tato vzta¾ná tìlesa volíme tak, aby urèování polohy bylojednoznaèné. V tøírozmìrném eukleidovském prostoru mù¾eme za tato tìlesa vzít soustavu tøíbodový
h tìles nele¾í
í
h na jedné pøím
e. Vzta¾ná tìlesa de�nují vzta¾nou soustavu spojenous daným pozorovatelem fyzikální
h dìjù.Kromì urèování polohy je tøeba v dané vzta¾né soustavì stanovit zpùsob mìøení èasu. Ho-diny umístìné v nìjakém bodì umo¾òují bezprostøednì urèit èasový okam¾ik, ve kterém nastáváv tomto bodu urèitá událost. Slo¾itìj¹í situa
e v¹ak nastane, pokud se událost odehraje ve vìt¹ívzdálenosti od hodin a my nemáme k dispozi
i signál, který by se ¹íøil nekoneènou ry
hlostí. Øe-¹ením je v tomto pøípadì umístìní hodin do v¹e
h bodù, ve který
h do
hází k událostem. Tytohodiny v¹ak musíme syn
hronizovat, aby v daném èasovém okam¾iku v¹e
hny ukazovaly stejnýèas. Syn
hroniza
i hodin mù¾eme provést napøíklad pøenosem: Hodiny syn
hronizujeme na jed-nom místì a potom je pøeneseme tam, kam potøebujeme. Pøenos hodin v¹ak musíme provést tak,aby nemìl vliv na 
hod hodin. Dal¹í mo¾ností syn
hroniza
e hodin je vyu¾ití elektromagneti
kéhosignálu: Jedny hodiny vybereme za základní. Tyto hodiny v èase t0 vy¹lou elektromagneti
ký sig-nál k ostatním hodinám. Pøi obdr¾ení signálu hodinami je pak potøeba nastavit na tyto hodinyèas t = t0 + l
 , kde l je vzdálenost tì
hto hodin od základní
h hodin a 
 je ry
hlost signálu.Newtonovy pohybové zákonyZákladem klasi
ké dynamiky jsou Newtonovy pohybové zákony. První Newtonùv zákon jevlastnì existenèním axiomem: Existuje vzta¾ný systém (nazývá se iner
iální), vùèi nìmu¾ se ka¾dýizolovaný hmotný bod (nepùsobí na nìj ostatní tìlesa) pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe. DruhýNewtonùv zákon impli
itnì de�nuje setrvaènou hmotnost a sílu: Pro ka¾dý hmotný bod existujekonstantam a vektorová funk
e F taková, ¾e jeho pohyb vùèi iner
iálnímu systému je urèen rovni
íma = F ;kde a je zry
hlení hmotného bodu (
o¾ je druhá èasová deriva
e polohy; jedná se tedy o diferen-
iální rovni
i pro trajektorii hmotného bodu) v iner
iálním vzta¾ném systému. Síla F popisuje44



Seriál o teorii relativitypùsobení ostatní
h tìles na daný hmotný bod. Na sílu F obvykle klademe pøirozené po¾adavky:prin
ip superpozi
e (výsledná síla odpovídají
í pùsobení ví
e tìles je vektorovým souètem sil po-pisují
í
h jednotlivá pùsobení) a tøetí Newtonùv zákon | prin
ip ak
e a reak
e: Pùsobí-li jednotìleso na druhé silou F , potom ve stejném okam¾iku pùsobí druhé tìleso na první silou F 0 = �F .Prin
ip ak
e a reak
e tedy vy¾aduje, aby se v¹e
hny interak
e ¹íøily nekoneènou ry
hlostí.Galileiho transforma
e a Galileiho prin
ip relativityUva¾ujme dvì vzta¾né soustavy S a S', které se vùèi sobì pohybují rovnomìrným pøímoèarýmpohybem. Kartézské souøadni
e zvolme v obou vzta¾ný
h systéme
h tak, aby osy x splývaly a abyse soustava S' pohybovala vùèi soustavì S ry
hlostí v v kladném smìru osy x. Osy y a z zvolmetak, aby splývaly v okam¾iku, kdy splývají poèátky obou soustav. Za èasový poèátek volme v obouvzta¾ný
h systéme
h okam¾ik, kdy splývají souøadni
ové poèátky obou soustav. Pokud v dal¹ímtextu tohoto seriálu bude uvedeno bez dal¹ího upøesnìní, ¾e se dvì vzta¾né soustavy S a S' pohybujívùèi sobì rovnomìrným pøímoèarým pohybem ry
hlostí v, potom automati
ky pøedpokládámepøed
hozí volbu kartézský
h souøadni
 a èasový
h poèátkù.Nyní uva¾ujme urèitou bodovou událost U, její¾ souøadni
e ve vzta¾né soustavì S jsoux; y; z a t. Jaké souøadni
e má tato událost v soustavì S'? U¾itím vlastností prostoru a èasu, kterépøedpokládáme v klasi
ké fyzi
e, jednodu¹e dostaneme následují
í transforma
ix0 = x� vt; y0 = y; z0 = z; t0 = t:Tato transforma
e se nazývá Galileiho transforma
e.Galileiho transforma
e je dùsledkem absolutnosti èasu a prostoru a plnì odpovídá na¹í bì¾nézku¹enosti. Z této transforma
e plyne, ¾e souèasnost dvou událostí je v obou vzta¾ný
h systéme
habsolutní. Soumístnost dvou událostí je v¹ak relativní. (Pokud se nìjaké dvì nesouèasné událostiodehrají v poèátku soustavy S', potom jsou tyto události soumístné v S', ale nesoumístné v S.)To tedy znamená, ¾e prostor je þménìÿ absolutní ne¾ èas | absolutní je pouze délka pøedmìtua nikoliv jeho poloha. To souvisí také s tím, ¾e do transforma
e prostorový
h souøadni
 vstupujetaké èas narozdíl od transforma
e èasové souøadni
e, do které prostorové souøadni
e nevstupují.Existuje tedy jakási asymetrie mezi prostorem a èasem.Uva¾ujme hmotný bod o hmotnosti m, který se pohybuje ve vzta¾né soustavì S se zry
h-lením a . Za soustavu S zvolme iner
iální systém, který musí podle prvního Newtonova zákonaexistovat. Podle druhého Newtonova zákona platíma = F :Z Galileiho transforma
e vidíme, ¾e pro zry
hlení a 0 tohoto hmotného bodu v soustavì S' platía 0 = a :V klasi
ké fyzi
e pøedpokládáme, ¾e setrvaèná hmotnost je absolutní. Vynásobením pøed
hozírovni
e hmotností hmotného bodu dostáváme pohybovou rovni
i tohoto bodu v soustavì S'ma 0 = F 0;kde F 0 = F . Vidíme tedy, ¾e v soustavì S' rovnì¾ platí druhý Newtonùv zákon se stejnou si-lou F a stejnou setrvaènou hmotností m. Z me
hani
kého hlediska jsou tudí¾ vzta¾né systémy Sa S' z
ela ekvivalentní. To znamená, ¾e na základì me
hani
ký
h pokusù není mo¾no rozhodnout,která ze soustav S a S' je soustavou iner
iální. Tato skuteènost je základem Galileiho prin
ipurelativity. Pokud v¹e
hny vzta¾né soustavy, které se vùèi iner
iálnímu systému z prvního Newto-nova zákona pohybují rovnomìrnì pøímoèaøe, nazveme iner
iálními vzta¾nými soustavami, potomGalileiho prin
ip relativity øíká, ¾e v¹e
hny tyto vzta¾né systémy jsou pro popis me
hani
ký
hjevù rovno
enné. Pokud tedy existuje alespoò jeden iner
iální systém, pak ji
h existuje nekoneènìmnoho. To znamená, ¾e neexistuje privilegovaný iner
iální vzta¾ný systém, a tudí¾ ani absolutnípohyb a klid. 45



FYKOS, roèník XVVzta¾ná soustava, která se vùèi iner
iálním soustavám pohybuje se zry
hlením nebo vùèi nimrotuje, nemù¾e být pro popis me
hani
ký
h jevù rovno
enná se soustavami iner
iálními. Pokudje toti¾ hmotný bod ve stavu klidu nebo ve stavu rovnomìrného pøímoèarého pohybu v nìjakéiner
iální vzta¾né soustavì (výsledná pùsobí
í síla je nulová), potom se v dané vzta¾né soustavìpohybuje se zry
hlením. V tomto vzta¾ném systému tedy nemù¾e platit druhý Newtonùv po-hybový zákon (nenulové zry
hlení pøi nulové síle). Soustavy, které nejsou iner
iální (vùèi nìjakéiner
iální soustavì se nepohybují rovnomìrným pøímoèarým pohybem), nazýváme neiner
iálnímisoustavami. V neiner
iální
h vzta¾ný
h soustavá
h pùsobí kromì pravý
h sil (jsou dùsledkem in-terak
e s ostatními tìlesy) také tzv. zdánlivé síly | jsou dùsledkem pohybu vzta¾né soustavy.Pro zdánlivé síly neplatí prin
ip ak
e a reak
e, nebo» jeji
h pùvod nespoèívá ve vzájemném pù-sobení tìles. Vyjádøení zdánlivý
h sil pomo
í pohybový
h 
harakteristik dané vzta¾né soustavylze získat z transformaèního vztahu pro zry
hlení odvozeného z obe
né transforma
e souøadni
mezi dvìma libovolnými vzta¾nými systémy. Postup je z
ela obdobný jako v pøípadì odvozenídruhého Newtonova zákona v soustavì pohybují
í se rovnomìrným pøímoèarým pohybem vùèiiner
iálnímu systému z prvního Newtonova zákona. Pomo
í zdánlivý
h sil je tedy mo¾no rozli¹itneiner
iální soustavu od soustavy iner
iální. (Jste-li ve výtahu, potom snadno rozeznáte stav, kdyse výtah rozjí¾dí nebo brzdí, od stavu, kdy se pohybuje konstantní ry
hlostí, ani¾ byste pøitommuseli pozorovat okolí výtahu.)Elektromagnetismus a svìtloKlasi
ká me
hanika byla vlastnì první teorií, která byla s
hopna dát kvantitativní pøedpovìdi.Ve svý
h pøedpovìdí
h byla velmi úspì¹nou teorií. Znaèný
h úspì
hù dosáhla napøíklad v astrono-mii (objasnìní Keplerový
h zákonù, pøedpovìï existen
e planety Neptun na základì pozorovaný
hporu
h dráhy planety Uran; planeta Neptun byla objevena pøesnì tam, kde to bylo vypoèteno).Souèasnì s me
hanikou se vyvíjely i dal¹í obory klasi
ké fyziky. Pøed objevem elektromagne-ti
ké povahy svìtla bylo známo, ¾e svìtlo vykazuje vlnové jevy. V té dobì byla v¹e
hna známávlnìní me
hani
ké podstaty | jednalo se o vlnìní nìjakého pru¾ného prostøedí. Byla proto vy-tvoøena hypotéza, ¾e svìtelné vlny jsou vlnìní v¹udypøítomného pru¾ného prostøedí zvaného éter.Éter by tedy mohl hrát roli význaèné vzta¾né soustavy.V první polovinì 19. století bylo uèinìno mnoho významný
h objevù v elektromagnetismu.Jednalo se o jevy ve stati
ký
h, sta
ionární
h a kvazista
ionární
h polí
h. Pozorované jevy byly
elkem v souladu s klasi
kou me
hanikou. Ve druhé polovinì 19. století zobe
nil J. C. Maxwelltehdej¹í experimentální poznatky do nové teorie, která pøinesla mnoho nový
h my¹lenek. Zákla-dem této teorie jsou Maxwellovy rovni
e, 
o¾ jsou diferen
iální rovni
e pro elektri
kou intenzitu Ea magneti
kou induk
i B umo¾òují
í nalézt elektromagneti
ké pole, pokud máme zadané zdroje |rozlo¾ení elektri
ký
h nábojù a proudù. Pùsobení na dálku (tìlesa interagují þpøímo se sebouÿ;pole je pouze matemati
kou pomù
kou k popisu tohoto pùsobení) uva¾ované v klasi
ké fyzi
e bylonahrazeno pùsobením na blízko | pùsobení na tìleso je dáno pouze hodnotou pole v místì tì-lesa; náboje tedy na sebe pùsobí prostøedni
tvím elektromagneti
kého pole. Z Maxwellovy teorievy
házelo, ¾e elektromagneti
ké pole nese energii, hybnost a moment hybnosti! Je to tedy plnohod-notný fyzikální objekt. Zmìna pole se podle Maxwellovy teorie ¹íøí koneènou ry
hlostí (ve vakuuje to ry
hlost svìtla). To tedy znamená, ¾e elektromagneti
ká interak
e se ¹íøí koneènou ry
hlostí,a proto nemù¾e platit prin
ip ak
e a reak
e | mù¾e platit pouze lokálnì. Dal¹ím velkým obje-vem této teorie byl objev elektromagneti
ké povahy svìtla | svìtlo je vlnìní elektromagneti
kéhopole. V¹e
hny tyto pozoruhodné pøedpovìdi byly postupnì experimentálnì ovìøeny. Maxwellovyrovni
e v¹ak nejsou invariantní vùèi Galileiho transforma
i (pøi transforma
i zmìní tvar). To tedyznamená, ¾e existuje význaèná vzta¾ná soustava pro popis elektromagneti
ký
h jevù (je toto¾nás éterem).V druhé polovinì 19. století byla snaha prokázat existen
i této vzta¾né soustavy. Mìøila sery
hlost svìtla v rùzný
h smìre
h (Zemì se vùèi této soustavì jistì pohybuje). Výsledky mìøenív¹ak byly v¾dy negativní | svìtlo se v¾dy ¹íøilo ve v¹e
h smìre
h konstantní ry
hlostí plynou
íz Maxwellový
h rovni
.46



Seriál o teorii relativityÚloha S . I . . . étera) Podle klasi
ké fyziky neexistuje omezení na ry
hlost objektù. Uva¾ujte svìtelný zdroj pohy-bují
í se rovnomìrným pøímoèarým pohybem ry
hlostí v vùèi éteru (svìtlo se vùèi éteru pohybujery
hlostí 
). Jak závisí prostorový úhel, do kterého zdroj vyzaøuje, na jeho ry
hlosti?b) Zamyslete se nad þnepøíjemnýmiÿ dùsledky existen
e éteru.
2�v 
t

Obr. 13
a) Pokud je ry
hlost zdroje v men¹í ne¾ ry
hlostsvìtla 
, potom zdroj vyzaøuje svìtlo do 
elého prostoru.Pro v < 
 tedy zdroj svìtla vyzaøuje do prostorovéhoúhlu 4�.V opaèném pøípadì nemù¾e zdroj vyzaøovat pøed sebe,nebo» se pohybuje pøíli¹ ry
hle. V tomto pøípadì zdrojvyzaøuje do ku¾ele (viz obr. 13). Pro úhel � u vr
holuku¾ele platí sin� = 
tvt = 
v :Tomuto ku¾eli odpovídá prostorový úhel
 = 2� (1� 
os�) = 2� 1�r1� 
2v2! :Tento jev se u svìtla vyskytuje v látkový
h prostøedí. V hmotný
h prostøedí
h se svìtlo ¹íøímen¹í ry
hlostí ne¾ ve vakuu. Mikroèásti
e se tedy mohou v tomto pøípadì pohybovat vìt¹í ry
h-lostí ne¾ svìtlo (tato ry
hlost v¹ak musí být men¹í ne¾ ry
hlost svìtla ve vakuu). Vzniklé záøeníse nazývá Èerenkovovo.b) Pokud by existoval éter, potom by Maxwellovy rovni
e platily pouze v soustavì spojenés éterem. Elektromagneti
ké jevy v dané vzta¾né soustavì by tedy závisely na ry
hlosti této sou-stavy vùèi éteru. To by byl pomìrnì þnepøíjemnýÿ jev, nebo» 
elý ná¹ okolní svìt i my samije zalo¾en na elektromagneti
ké interak
i. Gravitaèní interak
e se toti¾ projevuje pouze ve vel-kém mìøítku (stovky kilometrù) a ostatní interak
e pùsobí prakti
ky pouze v atomový
h jádre
h.Cestování ry
hlostí blízkou ry
hlosti svìtla by tak nejspí¹e bylo zdraví nebezpeèné. Pøedmìty po-hybují
í se nadsvìtelnì by v nìkterý
h smìre
h nedr¾ely pohromadì, proto¾e vazebné síly jsouelektromagneti
ké povahy. Mohlo by se nám také stát, ¾e se srazíme s nìjakým tìlesem je¹tì døíve,ne¾ jej uvidíme. Cestování vesmírem by pøi existen
i éteru bylo mnohem obtí¾nìj¹í, ne¾ je zaplatnosti teorie relativity.Lorentzova transforma
e a její dùsledky IPrin
ipy spe
iální teorie relativityNegativní výsledky experimentù týkají
í
h se potvrzení existen
e éteru vedly k úpravám vlast-ností éteru. Byla zde napøíklad hypotéza, podle které pohybují
í se tìlesa strhávají úplnì neboèásteènì éter. Tato hypotéza byla v¹ak experimenty zamítnuta. K objasnìní výsledkù provedený
hexperimentù byla vymy¹lena 
elá øada hypotéz (napøíklad kontrak
e délky ve smìru pohybu |jednalo se v¹ak o absolutní efekt, nebo» zkrá
ení délky záviselo na pohybu vùèi éteru). Vlastnostihypoteti
kého éteru se s pøibývají
ími experimenty mìnily tak, ¾e existen
i éteru nebylo mo¾noprakti
ky prokázat fyzikálními mìøeními. To znamená, ¾e éter je fyzikálnì zbyteèným pojmem.Z provedený
h experimentù vyplynulo, ¾e se svìtlo ve vakuu ¹íøí ve v¹e
h iner
iální
h systé-me
h a ve v¹e
h smìre
h konstantní ry
hlostí 
 plynou
í z Maxwellový
h rovni
. Toto je zøejmìve sporu s klasi
kým skládáním ry
hlostí, které plyne z Galileiho transforma
e. Tato transforma
eje zalo¾ena na absolutnosti prostoru a èasu. K vysvìtlení výsledkù experimentù bude tudí¾ nutnázásadní revize na¹i
h pøedstav o prostoru a èase, k èemu¾ na pøelomu 19. a 20. století nebylapøíli¹ velká vùle, nebo» klasi
ká me
hanika byla jinak veli
e úspì¹ná. K tomuto kroku se v ro
e1905 odhodlal tehdy nepøíli¹ známý Albert Einstein ve své prá
i þZur Elektrodynamik bewegtenKörperÿ. Ni
ménì v této dobì mìla ji¾ øada fyzikù blízko k formula
i spe
iální teorie relativity.47



FYKOS, roèník XVSpe
iální teorie relativity se zabývá popisem fyzikální
h jevù v iner
iální
h vzta¾ný
h sou-stavá
h. Iner
iální soustavy tvoøí v klasi
ké me
hani
e význaènou tøídu vzta¾ný
h soustav: propopis me
hani
ký
h jevù jsou z
ela rovno
enné a od ostatní
h vzta¾ný
h soustav se poznají tím,¾e v ni
h nepùsobí zdánlivé síly | volný hmotný bod se v ni
h pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe.Základním prin
ipem STR je prin
ip spe
iální relativity (jedná se o roz¹íøení Galileiho prin
ipu re-lativity): V¹e
hny fyzikální zákony lze vyjádøit rovni
emi, je¾ mají stejný tvar ve v¹e
h iner
iální
hvzta¾ný
h systéme
h. To znamená, ¾e v¹e
hny iner
iální soustavy jsou pro popis fyzikální
h jevùrovno
enné. Druhým prin
ipem STR je prin
ip konstantní ry
hlosti svìtla: Ve vakuu se svìtlo ¹íøíve v¹e
h smìre
h a vùèi v¹em iner
iálním soustavám stejnou ry
hlostí 
. Tento prin
ip je vlastnìdùsledkem prvního prin
ipu, nebo» ry
hlost ¹íøení svìtla ve vakuu plyne z Maxwellový
h rovni
.Soustavu spojenou se Zemí je mo¾né pro popis mnoha fyzikální
h jevù pova¾ovat za iner
iální.Prostor a èas mají v této soustavì vlastnosti, které z
ela odpovídají vlastnostem prostoru a èasuv klasi
ké fyzi
e. Jediným rozdílem ve vlastnoste
h prostoru a èasu mezi STR a klasi
kou fyzikouje tedy to, ¾e prostor a èas nejsou v STR absolutní.Lorentzova transforma
eMìjme dvì iner
iální vzta¾né soustavy S a S', které se vùèi sobì pohybují ry
hlostí v. V obousoustavá
h uva¾ujme kartézské souøadni
e. Na¹ím úkolem je nalézt transforma
i souøadni
 udá-lostí. Tato transforma
e se v STR nazývá Lorentzova transforma
e. Pøedpokládejme, ¾e Lorent-zova transforma
e je lineární (v kartézský
h souøadni
í
h). Lineární transforma
e je nejjednodu¹¹ítransforma
í a nemá problémy s inverzí na 
elém prostoru událostí (èasoprostoru | ètyørozmìrnýprostor se souøadni
emi t; x; y; z). Galileiho transforma
e, která musí být limitním pøípadem Lo-rentzovy transforma
e pro malé ry
hlosti soustav ve srovnání s ry
hlostí svìta ve vakuu, je rovnì¾lineární transforma
í.Uva¾ujme události, které jsou v soustavì S souèasné a nastávají v rovinì kolmé na smìrpohybu soustav. V soustavì S' by tyto události mìly být rovnì¾ souèasné a mìly by také nastatv rovinì kolmé na smìr pohybu soustav, nebo» jediným význaèným smìrem je smìr vzájemnéhopohybu soustav. Ze stejného dùvodu musí mít tøi navzájem kolmé smìry v soustavì S, z ni
h¾jeden je rovnobì¾ný se smìrem pohybu soustav, stejné uspoøádání i v soustavì S'. To znamená, ¾ekartézské souøadni
e a èasové poèátky lze v obou soustavá
h zvolit døíve dohodnutým zpùsobem(viz Galileiho transforma
e v minulé kapitole).Mìjme dvì shodné vál
ové trubi
e. Trubi
e A je v klidu v soustavì S a trubi
e B v sou-stavì S'. Osy trubi
 splývají a jsou rovnobì¾né se vzájemnou ry
hlostí soustav. Polohy trubi
v soustavá
h jsou takové, ¾e se trubi
e pohybují proti sobì. Pokud by se pøíèné rozmìry tìless ry
hlostí zmen¹ovaly, potom by v soustavì S pro¹la trubi
e B trubi
í A. V soustavì S' by tov¹ak bylo obrá
enì | trubi
e A by pro¹la trubi
í B. Výsledek tohoto pokusu v¹ak musí být jedno-znaèný. Pøíèné rozmìry tìles se tedy nemohou s rostou
í ry
hlostí zmen¹ovat. Podobnì lze ukázat,¾e se pøíèné rozmìry nemohou s ry
hlostí zvìt¹ovat. Pøíèné rozmìry tìles jsou tudí¾ nezávisléna ry
hlosti pohybu tìlesa a pozorovatele. Dostáváme tedy vztahyy0 = y; z0 = z:Pro souøadni
e x0 a t0 platí x0 = Ax +Bt; t0 = Cx+Dt;kde A;B;C;D jsou pøi dané ry
hlosti soustav konstanty. Ve vztazí
h pro x0 a t0 nemohou vystupo-vat souøadni
e y; z, nebo» události se souøadni
emi x = t = 0 v soustavì S musí mít v soustavì S'souøadni
e x0 = t0 = 0. Pro pohyb poèátku soustavy S' (x0 = 0) v soustavì S platí: x = vt.Dostáváme tedy 0 = (Av +B)t ) B = �Av ) x0 = A(x� vt):Obdobnì dostáváme pro pohyb poèátku soustavy S (x = 0) v soustavì S' rovni
i x0 = �vt0, z kteréplyne vztah �Avt = �vDt ) D = A ) t0 = Cx+ At:48



Seriál o teorii relativityUva¾ujme, ¾e v èase t = 0 vy¹leme svìtelný signál v kladném smìru osy x. Pro pohyb signálupotom platí rovni
e: x = 
t a x0 = 
t0. Z tì
hto rovni
 vyplývá
 = x0t0 = A(
� v)t(A+ C
)t = 
 1� v
1 + C
A ) C = � v
2A:Dostáváme tedy transformaèní vztahyx0 = A(x� vt); t0 = A�t� vx
2 � :Zbývá urèit hodnotu koe�
ientu A. Podle prin
ipu relativity získáme inverzní transforma
izámìnou v za �v. Platí tedyx = A(�v)(x0+vt0) = A(�v)�A(v)x� A(v)vt+ A(v)vt� A(v)v2x
2 � ) A(�v)A(v) = 11� v2
2 :Pozdìji uvidíme, ¾e koe�
ientem A je dána zmìna délky ve smìru pohybu. Hodnota A tudí¾nemù¾e záviset na znaménku ry
hlosti v. Dostáváme tedy vztahA(v) = 1q1� v2
2 = 
;nebo» koe�
ient A musí být kladný, proto¾e pro v = 0 musí být Lorentzova transforma
e identitou(A = 1) a koe�
ient A musí být spojitou funk
í ry
hlosti v.Lorentzova transforma
e má tedy tvarx0 = 
(x� vt); y0 = y; z0 = z; t0 = 
 �t� vx
2 � :Inverzní Lorentzovu transforma
i získáme zámìnou v za �vx = 
(x0 + vt0); y = y0; z = z0; t = 
 �t0 + vx
2 � :Z tvaru Lorentzovy transforma
e vidíme, ¾e Galileiho transforma
e je jejím limitním pøípadempro v
 ! 0. V Lorentzovì transforma
i jsou èas a prostor rovnoprávní. Dùsledkem je, ¾e se v STRobjevuje relativita souèasnosti. (V klasi
ké fyzi
e je relativní jen soumístnost).Lorentzova transforma
e byla známa je¹tì pøed formula
í STR. Byla toti¾ nalezena jako trans-forma
e, která za
hovává tvar Maxwellový
h rovni
. Maxwellova teorie elektromagneti
kého poleje teorií vyhovují
í STR a nikoliv klasi
ké me
hani
e. Po objevu Maxwellový
h rovni
 bylo tedyjen otázkou èasu, kdy dojde k objevu STR.Kontrak
e délekUva¾ujme dvì iner
iální soustavy S a S', které se vùèi sobì pohybují ry
hlostí v. Mìjmetyè délky l0 rovnobì¾nou se smìrem pohybu soustav, která je v soustavì S' v klidu. Souøadni
ekon
ový
h bodù tyèe v soustavì S' jsou x01 a x02: l0 = x02 � x01. Délku tyèe mìøíme v soustavì Sv okam¾iku t. Pro souøadni
e kon
ový
h bodù tyèe v soustavì S pak platí: x01 = 
(x1 � vt)a x02 = 
(x2 � vt). V soustavì S tedy namìøíme délku l, která je dána vztaheml = x2 � x1 = x02 � x01
 = l0
 = l0r1� v2
2 :Vidíme tedy, ¾e podélné rozmìry tìles se s rostou
í ry
hlostí zkra
ují. Pøíèné rozmìry tìles se v¹aknemìní. 49



FYKOS, roèník XVDileta
e èasuMìjme dvì iner
iální soustavy S a S' pohybují
í se vùèi sobì ry
hlostí v. Uva¾ujme dvì události,které jsou v soustavì S' soumístné a jeji
h èasový rozdíl èiní �t0. V soustavì S pozorovatel namìøíèasový rozdíl �t, pro který platí�t = t2 � t1 = 
 �t02 � t01 + v(x02 � x01)
2 � = 
�t0 = �t0q1� v2
2 :Pohybují
í se hodiny jdou tedy pomaleji ne¾ stejné hodiny, které jsou vùèi pozorovateli v klidu.Relativita souèasnostiNe
h» S a S' jsou iner
iální soustavy, které se vùèi sobì pohybují ry
hlostí v. Mìjme dvìudálosti, které jsou souèasné v soustavì S'. Pro jeji
h èasový rozdíl v soustavì S potom platí�t = 
 ��t0 + v�x0
2 � = 
 v�x0
2 :Vidíme tedy, ¾e tyto události v soustavì S obe
nì nebudou souèasné! To je podstatný rozdíl meziSTR a klasi
kou fyzikou, ve které je souèasnost událostí absolutní. Souèasnost dvou událostí jeabsolutní pouze v pøípadì, kdy jsou tyto události také soumístné. Z pøed
házejí
ího vztahu rovnì¾plyne, ¾e systém syn
hronizovaný
h hodin v soustavì S' není syn
hronizovaný v soustavì S.Úloha S . II . . . paradoxya) Pùsobením ry
hlý
h èásti
 kosmi
kého záøení vznikají vysoko v atmosféøe èásti
e zvanémezony �. Tyto èásti
e ¾ijí po dobu � = 2:10�6 s a pak se rozpadají na jiné èásti
e. Typi
káry
hlost vzniklý
h mezonù � je v = 0;998
. Mezony � tudí¾ urazí vzdálenost v� = 600m. Jak jetedy mo¾né, ¾e jsou detekovány na zemském povr
hu, kdy¾ vznikají ve vý¹ká
h vìt¹í
h ne¾ 6 km?Tento paradox vysvìtlete jak z hlediska soustavy spojené se zemským povr
hem tak z hlediskasoustavy spojené s mezonem �.b) Mìjme raketu, která odstartuje ze Zemì k jedné vzdálené hvìzdì. Po dosa¾ení hvìzdy seopìt vrátí zpìt na Zemi. Na své 
estì se raketa pohybuje konstantní ry
hlostí v blízkou ry
hlostisvìtla. U¾itím dileta
e èasu dostaneme, ¾e z hlediska pozorovatele na Zemi pùjdou pomaleji hodinyna raketì. Podle pozorovatele na raketì v¹ak pùjdou pomaleji hodiny na Zemi. Tento paradox senazývá paradoxem dvojèat (hodiny na raketì a na Zemi lze nahradit dvojèaty). U¾itím Lorent-zovy transforma
e uka¾te, ¾e ve skuteènosti oba pozorovatelé dojdou ke stejnému závìru. Urèete,ve kterém pøípadì je dileta
e èasu u¾ita 
hybnì, a vysvìtlete proè.
) V mnohý
h knihá
h naleznete následují
í vysvìtlení paradoxu dvojèat: Raketa není iner
i-ální soustavou, nebo» se alespoò v nìkterý
h fází
h letu musí pohybovat se zry
hlením, a protonelze u¾ít STR. Pøeformulujte tedy paradox dvojèat tak, aby se v¹e odehrávalo v iner
iální
hsystéme
h. (Nápovìda: K pøenosu informa
e lze u¾ít napøíklad elektromagneti
ký signál).a) Pro ry
hlost 0;998
 je hodnota faktoru 
 rovna pøibli¾nì 16. Uvedená hodnota doby ¾ivota �mezonu � odpovídá pøípadu, kdy je tato èásti
e vùèi pozorovateli v klidu. Z hlediska pozorovatelena Zemi bude tedy doba ¾ivota mezonu � vlivem dileta
e èasu ¹estná
tkrát del¹í. Mezon � v tétosoustavì tudí¾ urazí ¹estná
tkrát vìt¹í vzdálenost. To znamená, ¾e mù¾e dorazit a¾ k zemskémupovr
hu.Ke stejnému výsledku dojdeme i v soustavì spojené s mezonem �. Vlivem kontrak
e délek jsoutoti¾ pro mezon � v¹e
hny þpozemské vzdálenostiÿ ¹estná
tkrát krat¹í. Na poèátku je tak zemskýpovr
h ve vzdálenosti pouhý
h 375m od mezonu � a pøibli¾uje se k nìmu témìø ry
hlostí svìtla.Zemský povr
h tedy þdopadneÿ na mezon � døíve, ne¾ se mezon staèí rozpadnout.b) Vzdálenost Zemì a hvìzdy v soustavì spojené se Zemí oznaème l0. Celková doba letu jev obou vzta¾ný
h soustavá
h rovna dvojnásobku doby letu ze Zemì ke hvìzdì. Staèí se tedy omezitna první polovinu letu. Poèátek prostorový
h souøadni
 zvolme na Zemi. Èas t = 0 ne
h» odpovídáokam¾iku startu rakety ke hvìzdì. Souøadni
e v soustavì spojené s raketou volme tak, aby bylomo¾né u¾ít spe
iální Lorentzovu transforma
i (transforma
e odvozená v druhé kapitole).50



Seriál o teorii relativityNejprve øe¹me problém z hlediska pozorovatele na Zemi. Start rakety má v této soustavìsouøadni
e x = 0; t = 0. Raketa dorazí ke hvìzdì za èas tz = l0=v. Pøílet rakety ke hvìzdì tedyodpovídá souøadni
ím x = l0; t = tz. Pomo
í Lorentzovy transforma
e získáme souøadni
e tì
htoudálostí v soustavì spojené s raketou. Pro start rakety tak dostáváme x0 = 0; t0 = 0 a pro pøíletrakety obdr¾íme souøadni
ex0 = 
�l0 � v l0v � = 0; t0 = 
� l0v � vl0
2 � = l0
v :Pro pozorovatele na raketì bude tedy doba letu tr rovnatr = tz
 = l0
v :Za ná¹ vzta¾ný systém nyní zvolme raketu. Start rakety má opìt souøadni
e x = 0; t = 0.Vzhledem ke kontrak
i délek je vzdálenost hvìzdy a Zemì v na¹í soustavì rovna l = l0=
. Hvìzdai Zemì se vùèi nám pohybují ry
hlostí �v. Hvìzda k nám tedy doletí v èase t = l=v = l0=
v.Doba letu rakety tr v na¹em systému je tedy rovna hodnotì l0=
v. Souøadni
e pøíletu hvìzdyv na¹í soustavì jsou x = 0; t = tr. Lorentzovou transforma
í obdr¾íme odpovídají
í souøadni
ev soustavì spojené se Zemí. Startu ze Zemì opìt odpovídají souøadni
e x0 = 0; t0 = 0. Souøadni
epøíletu hvìzdy jsou dány vztahyx0 = 
v l0
v = l0; t0 = 
 l0
v = l0v :Pro pozorovatele na Zemi tudí¾ trvá let rakety po dobu tztz = 
tr = l0v :Vidíme tedy, ¾e k ¾ádnému paradoxu ve skuteènosti nedo
hází. Dileta
e èasu je 
hybnì pou¾itapozorovatelem na raketì. Dileta
i èasu lze toti¾ u¾ít pouze v pøípadì, kdy jsou události v pohybují
íse soustavì soumístné (pøesnìji nastávají v rovinì kolmé na ry
hlost), jak plyne z jejího odvození.
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) Mìjme dvì rakety pohybují
í se proti sobìpo spojni
i Zemì a hvìzdy. Obì rakety se pohy-bují rovnomìrnì pøímoèaøe ry
hlostí v vùèi Zemi.Na obì rakety a na Zemi umístíme identi
ké ho-diny. Poèáteèní podmínky pohybu obou raketzvolme tak, aby se obì potkaly u hvìzdy. V oka-m¾iku, kdy první raketa mine Zemi, nastavímena hodiná
h umístìný
h na první raketì a na Zemièas nula. Pøi potkání obou raket u hvìzdy na-stavíme na hodiná
h druhé rakety èas z hodinumístìný
h na první raketì. Informa
i o èasovémúdaji pøeneseme z první rakety na druhou pomo
íelektromagneti
kého signálu. V okam¾iku prùletudruhé rakety kolem Zemì pak pøeneseme elek-tromagneti
kým signálem informa
i o èase, kterýuplynul na obou raketá
h bìhem letu mezi Zemía hvìzdou, a porovnáme jej s èasem uplynulýmna Zemi. Výsledek tohoto porovnání pak nesmízáviset na volbì vzta¾né soustavy.Nyní se ve¹keré þstárnutí dvojèatÿ odehrává pouze v iner
iální
h systéme
h. Paradox tedymusí být øe¹itelný v rám
i STR, nebo» v opaèném pøípadì by STR nebyla vnitønì konzistentníteorií. 51



FYKOS, roèník XVParadox dvojèat lze rovnì¾ objasnit znázornìním 
elé situa
e v èasoprostoru (viz obr. 14).V na¹em pøípadì vystaèíme s dvourozmìrným èasoprostorem, nebo» v¹e podstatné se odehrávápouze v jednom prostorovém smìru. Neèárkované souøadni
e odpovídají pozorovateli spojenémuse Zemí. Iner
iální soustavy spojené s pozorovatelem na raketì mají èárkované souøadni
e. Cestìke hvìzdì odpovídají jednou èárkované souøadni
e. Dvakrát èárkovanými souøadni
emi je popsániner
iální systém spojený s raketou pøi zpáteèním letu.Souøadni
e v námi uva¾ovaný
h systéme
h jsou zvoleny tak, ¾e svìtoèára (dráha v èaso-prostoru { 
elá historie daného objektu) hvìzdy splývá s osou 
t a svìtoèára pozorovatele na raketìje slo¾ena z èástí splývají
í
h se svìtoèárou Zemì oznaèenou Z a s osami 
t0 a 
t00. Do obrázku jsoutaké zakresleny svìtoèáry oznaèené písmenem S odpovídají
í svìtelným signálùm, které pøi
házejía opou¹tìjí událost O, 
o¾ je pøílet rakety ke hvìzdì. Souøadni
e v¹e
h iner
iální
h pozorovatelùjsou vùèi svìtoèárám S symetri
ké. To je dáno prin
ipem konstantní ry
hlosti svìtla. Start raketyze Zemì je oznaèen písmenem A. Událost B odpovídá návratu rakety zpìt na Zemi.Z obrázku vidíme, ¾e v soustavì S je s událostí O souèasná událost E, zatím
o v soustavì S'jsou souèasné události O a C. Platí tedy �t0OA = �t0CA. K získání vztahu mezi �t0CA a �tCAmù¾eme pou¾ít dileta
i èasu, nebo» události C a A jsou v soustavì spojené se Zemí soumístné.Dostáváme tak vztah �tCA = �t0OA
 :Doba odpovídají
í polovinì letu rakety na Zemi je v¹ak dána èasovým intervalem mezi udá-lostmi A a E. Dileta
i èasu tedy 
hybnì u¾ívá pozorovatel na raketì. Chybìjí
í èasový intervalmezi událostmi C a E urèíme pomo
í Lorentzovy transforma
e. Vzdálenost hvìzdy a Zemì jev soustavì S' dána vztahem l = v�t0OA. Dostáváme tedy vztah�tEC = �tOC = 
 ��t0OC + vl
2� = 
 v2
2�t0OA:Polovina doby letu rakety na Zemi tudí¾ trvá�tEA = �
 v2
2 + 1
��t0OA = 
 �v2
2 + 1
2��t0OA = 
�t0OA:Tento vztah je identi
ký se vztahem, který obdr¾í pozorovatel na Zemi u¾itím dileta
e èasu, nebo»události E a O jsou v soustavì spojené se Zemí souèasné a události A a O jsou pro pozorovatelena raketì soumístné.Události, které se na
házejí mezi událostmi C a D na svìtoèáøe Z, se v soustavì spojenés raketou odehrají v jeden okam¾ik souèasnì s událostí O. Tento þnesmyslÿ je zpùsoben nespojitouzmìnou ry
hlosti rakety u hvìzdy. Pokud budeme uva¾ovat ry
hlou ale spojitou zmìnu ry
hlostirakety, potom se v okolí události O zaène ry
hle natáèet osa x (souèasnost) pozorovatele na raketìz pùvodní polohy x0 do nové polohy x00. Události mezi C a D pro pozorovatele na raketì si
e opìtprobìhnou velmi ry
hle, ale v tomto pøípadì ji¾ rùzným událostem mezi C a D odpovídají i rùzné,s nimi souèasné, události na raketì.Pokud by na palubì rakety byla lidská posádka, potom by pøed
hozí manévr u hvìzdy zøejmìnepøe¾ila z dùvodu pøíli¹ velkého pøetí¾ení. Raketa s lidskou posádkou se tak musí pohybovat sezry
hlením po nezanedbatelnou èást doby letu. Èas odpovídají
í letu rakety, který namìøí jejíposádka, lze v tomto pøípadì urèit seètením (integra
í) jednotlivý
h èasový
h intervalù, které po-sádka stráví ve svý
h klidový
h iner
iální
h soustavá
h. Ve v¹e
h pøípade
h vy
hází, ¾e se posádkarakety vrátí zpìt na Zemi mlad¹í, ne¾ budou její vrstevní
i, kteøí zùstanou na Zemi. K tomutoproblému se je¹tì vrátíme v poslední kapitole seriálu, která bude vìnována obe
né teorii relativity.52



Seriál o teorii relativityLorentzova transforma
e a její dùsledky IISkládání ry
hlostíMìjme dvì iner
iální vzta¾né soustavy S a S', které se vùèi sobì pohybují ry
hlostí v. Ne
h» sev soustavì S pohybuje tìleso ry
hlostí u, její¾ slo¾ky oznaème ux; uy; uz: Za èas �t se souøadni
etìlesa v soustavì S zmìní o hodnoty�x = ux�t; �y = uy�t; �z = uz�t:Odpovídají
í zmìny souøadni
 v soustavì S' vèetnì transforma
e èasového intervalu �t dostanemeu¾itím Lorentzovy transforma
e�x0 = 
 (�x� v�t) ; �y0 = �y; �z0 = �z; �t0 = 
 ��t� v
2�x� :Pro slo¾ky ry
hlosti tìlesa u0 v soustavì S' tedy platíu0x = �x0�t0 = �x� v�t�t� v
2�x = ux � v1� uxv
2 ;u0y = �y0�t0 = �y
 ��t� v
2�x� = uyq1� v2
21� uxv
2 ;u0z = �z0�t0 = �z
 ��t� v
2�x� = uzq1� v2
21� uxv
2 :V limitním pøípadì v � 
 pøe
házejí obdr¾ené transformaèní vztahy v klasi
ké skládání ry
hlostíplynou
í z Galileiho transforma
e.ÈasoprostorÈas a prostor jsou v teorii relativity spojeny do jednoho objektu nazývaného èasoprostor,
o¾ je ètyørozmìrný prostor v¹e
h událostí. Pojem èasoprostoru lze zavést i v klasi
ké fyzi
e.Vzhledem k absolutnosti èasu se v¹ak þklasi
kýÿ èasoprostor pro v¹e
hny pozorovatele jednoznaènìrozpadá na èas a prostor. V teorii relativity, jak ji¾ víme, absolutní èas neexistuje, a proto rozdìleníèasoprostoru na èas a prostor závisí na pozorovateli.K popisu èasoprostoru u¾íváme souøadni
 
t; x; y; z. (Z rozmìrový
h dùvodù pou¾íváme 
tmísto t.) Volba souøadni
 v èasoprostoru je ekvivalentní volbì vzta¾né soustavy. (Pøesnìji volbaèasové souøadni
e, nebo» dvì souøadné soustavy li¹í
í se pouze rota
í prostorový
h souøadni
 od-povídají stejné vzta¾né soustavì.) Vztah mezi dvìma souøadnými systémy je dán Lorentzovou(obe
nou) transforma
í, která je v¾dy lineární. Lorentzova transforma
e tedy odpovídá þrota
iÿsouøadni
 v èasoprostoru. Námi odvozená Lorentzova transforma
e v minulé kapitole se obvyklenazývá spe
iální, nebo» pøedpokládá spe
iální volbu prostorový
h souøadni
.V èasoprostoru mù¾eme de�novat, podobnì jako v prostoru, vektorová popøípadì tenzorovápole. Transforma
e slo¾ek vektorù je stejná jako transforma
e odpovídají
í
h souøadni
. Ka¾dývektor v èasoprostoru (tzv. ètyøvektor) má tedy ètyøi slo¾ky { jednu èasovou a tøi prostorové. Po-kud budeme fyzikální zákony formulovat pomo
í vektorový
h (tenzorový
h) rovni
, potom budoumít tyto rovni
e stejný tvar a obsah ve v¹e
h souøadni
í
h a tedy i ve v¹e
h vzta¾ný
h systé-me
h. Prin
ip relativity pak bude splnìn automati
ky. Teorii relativity lze skuteènì zformulovatpomo
í þabsolutní
h objektùÿ jako je èasoprostor a tenzorová pole. Mìøitelné velièiny (napø. èas,vzdálenost, hmotnost, intenzity silový
h polí) jsou slo¾kami tì
hto polí. Slo¾ky vektorù a tenzorùjsou v¹ak relativní, nebo» závisejí na volbì souøadni
 a tedy i na volbì vzta¾ného systému. Tatoskuteènost dala název 
elé teorii. Formula
i fyzikální
h zákonù tímto zpùsobem se v¹ak vìnovatnebudeme, nebo» pro na¹e úèely není nezbytná. 53



FYKOS, roèník XVV èasoprostoru lze rovnì¾ de�novat þvzdálenostÿ dvou událostí. Ne
h» �t a �l je èasový aprostorový rozdíl mezi dvìma událostmi v dané vzta¾né soustavì. Èasoprostorovou vzdálenosttì
hto událostí de�nujeme vztahem �s2 = �
2(�t)2 + (�l)2:Prostorovou vzdálenost �l lze vyjádøit pomo
í rozdílù prostorový
h souøadni
 známým zpùsobem(�l)2 = (�x)2 + (�y)2 + (�z)2:Z de�ni
e èasoprostorové vzdálenosti plyne, ¾e její hodnota mù¾e být i záporná nebo nulovápro dvì rùzné události. Význam této de�ni
e spoèívá v tom, ¾e tento výraz je invariantní vùèiLorentzovì transforma
i: Uva¾ujme dvì vzta¾né soustavy pohybují
í se vùèi sobì ry
hlostí v. Pro-storové souøadni
e v obou soustavá
h zvolme tak, aby
hom mohli pou¾ít spe
iální Lorentzovutransforma
i (volba prostorový
h souøadni
 neovlivní velikosti prostorový
h vzdáleností). K dù-kazu vztahu �s2 = �s02tedy staèí dokázat rovnost �
2(�t0)2 + (�x0)2 = �
2(�t)2 + (�x)2. U¾itím Lorentzovy transfor-ma
e dostaneme �x0 = 
 (�x� v�t) ; �t0 = 
 ��t� v
2�x� :Dosazením tì
hto vztahù do levé strany pøed
hozí rovni
e obdr¾íme�
2(�t0)2 + (�x0)2 = 
2��
2(�t)2 + 2v�t�x� v2
2 (�x)2 + (�x)2 � 2v�t�x + v2
2 
2(�t)2� == �
2(�t)2 + (�x)2:Pøi odvození spe
iální Lorentzovy transforma
e jsme pøedpokládali její linearitu. Je mo¾nédokázat, ¾e linearita transforma
e mezi rùznými volbami souøadni
 na èasoprostoru je nutnoupodmínkou invariantnosti èasoprostorové vzdálenosti. Z prin
ipu konstantní ry
hlosti svìtla pakplyne invariantnost èasoprostorové vzdálenosti pro události, které lze spojit svìtelným signálem.Uva¾ujme objekt, který se v dané vzta¾né soustavì pohybuje ry
hlostí v. Za èas �t tedy urazívzdálenost �l = v�t. Pro èasoprostorovou vzdálenost pøíslu¹ný
h událostí pak platí vztah�s2 = � �
2 � v2� (�t)2:Z invariantnosti èasoprostorové vzdálenosti tak plyne absolutnost rela
í v < 
; v = 
; v > 
.Pohybuje-li se tedy objekt v jedné vzta¾né soustavì napøíklad podsvìtelnou ry
hlostí, potom sepohybuje podsvìtelnou ry
hlostí ve v¹e
h vzta¾ný
h soustavá
h.STR a nadsvìtelné ry
hlostiZ tvaru Lorentzovy transforma
e vidíme, ¾e vzájemná ry
hlost vzta¾ný
h soustav musí býtpodsvìtelná, aby byl de�nován faktor 
 a transforma
e mìla tak matemati
ký smysl. Zabývejmese nyní otázkou, zda existuje nìjaké omezení na ry
hlost fyzikální
h objektù.Uva¾ujme dvì události. Prostorové souøadni
e zvolme v dané vzta¾né soustavì tak, aby seobì události odehrály na ose x. Jeji
h prostorová vzdálenost je tedy rovna j�xj. Èasový intervalmezi událostmi oznaème �t > 0. Ne
h» jsou obì události spojeny signálem. Pro ry
hlost signálu upotom platí �x = u�t (pro záporné u se signál pohybuje v záporném smìru osy x). Uva¾ujmepozorovatele, který se vùèi na¹í vzta¾né soustavì pohybuje ry
hlostí v ve smìru osy x. Èasovýinterval mezi uva¾ovanými událostmi, který namìøí pohybují
í se pozorovatel, je dán Lorentzovoutransforma
í �t0 = 
 ��t� v
2�x� = 
 �1� uv
2 ��t:Tyto události jsou spojeny signálem, a proto spolu mohou pøíèinnì souviset (jedna mù¾e býtdùsledkem druhé). Prin
ip kauzality vy¾aduje, aby ve v¹e
h vzta¾ný
h soustavá
h nastala v¾dy54



Seriál o teorii relativitypøíèina a potom teprve její následek. Musí tedy platit �t0 > 0. Z této podmínky tak dostá-váme juj � 
 (jvj < 
).Prin
ip kauzality tedy vy¾aduje, aby se v¹e
hny informa
e ¹íøily podsvìtelnì nebo svìtelnì.Pokud se signál ¹íøí v jedné vzta¾né soustavì podsvìtelnì resp. svìtelnì, potom se podle pøed
hozípodkapitoly ¹íøí podsvìtelnì resp. svìtelnì ve v¹e
h vzta¾ný
h systéme
h. Ry
hlost svìtla je tedymaximální ry
hlostí fyzikální
h objektù. Pozdìji uvidíme, ¾e tìleso s nenulovou klidovou hmotounelze ¾ádnou silou ury
hlit na svìtelnou nebo nadsvìtelnou ry
hlost.Události, které spolu nemohou pøíèinnì souviset (mají kladnou èasoprostorovou vzdálenost),mohou mít pro rùzné pozorovatele rùzné èasové poøadí.Objekty, které nenesou informa
i, se v¹ak mohou pohybovat nadsvìtelnì. Pøíkladem mù¾e býtsvìtelná stopa pohybují
í se po zdi.Relativisti
ký Dopplerùv jev pro svìtloMìjme zdroj svìtla, který ve vzta¾né soustavì s ním spojené vyzaøuje svìtlo o frekven
i f0. Ja-kou frekven
i f namìøí pozorovatel, který se ke zdroji svìtla pøibli¾uje ry
hlostí v? (Je-li ry
hlost vzáporná, potom se pozorovatel od zdroje vzdaluje ry
hlostí �v.)Nejprve problém øe¹me v soustavì spojené se zdrojem. Vlnová délka svìtla je v této soustavìdána vztahem �0 = 
f0 . Pro èasový rozdíl T0 mezi zaznamenáním dvou po sobì jdou
í
h vr
holùsvìtelné vlny pozorovatelem v soustavì spojené se zdrojem platí�0 = (
+ v)T0:Odpovídají
í èasový rozdíl T v soustavì spojené s pozorovatelem je dán dilata
í èasuT = T0
 = �0q1� v2
2
+ v = 1f0q1� v2
21 + v
 :Pozorovatel tedy namìøí frekven
i f = 1T = f0s1 + v
1� v
 :Nyní stejný problém vyøe¹me z hlediska soustavy spojené s pozorovatelem. Èasový interval Tmezi dvìma po sobì jdou
ími vr
holy svìtelné vlny vyzáøené zdrojem v soustavì spojené s pozo-rovatelem urèíme u¾itím dilata
e èasu T = 
f0 :Pro vlnovou délku svìtla � v soustavì pozorovatele pak platí� = (
� v)T:Tomu odpovídá frekven
e f = 
� = f0q1� v2
21� v
 = f0s1 + v
1� v
 :V obou pøípade
h, jak vidíme, dostáváme stejné vztahy. Relativisti
ký Dopplerùv jev pro svìtlozávisí pouze na vzájemné ry
hlosti pozorovatele a zdroje. V klasi
kém pøípadì v¹ak máme dvarùzné vztahy pro Dopplerùv jev. Závisí zde toti¾ na tom, zda se pohybuje zdroj nebo pozorovatelvùèi hmotnému prostøedí, ve kterém se uva¾ované vlnìní ¹íøí. Pro svìtelné vlny ale takové prostøedí(éter) neexistuje.Právì odvozené vzor
e odpovídají tzv. longitudinálnímu (podélnému) Dopplerovu jevu. Kromìtohoto jevu existuje v relativitì také tzv. transverzální (pøíèný) Dopplerùv jev, který nemá v kla-si
ké fyzi
e obdoby. Jeho pøíèinou je dilata
e èasu.Uva¾ujme zdroj svìtla, který se pohybuje v soustavì spojené s pozorovatelem ry
hlostí v kolmona spojni
i s pozorovatelem. V soustavì spojené se zdrojem má vyzaøované svìtlo frekven
i f0.55



FYKOS, roèník XVÈasový rozdíl T mezi dvìma po sobì jdou
ími maximy svìtelné vlny v soustavì pozorovatele jedán dilata
í èasu T = 
f0 :Pozorovatel tudí¾ namìøí frekven
i f = 1T = f0r1� v2
2 :Úloha S . III . . . ry
hlej¹í ne¾ svìtlo?V ro
e 1994 bylo provedeno mìøení na rádiový
h vlná
h emitovaný
h slo¾eným zdrojem z na¹íGalaxie. Centrum tohoto zdroje je od nás vzdáleno R = 3;86 � 1020m. V rádiovém spektru bylypozorovány dva objekty vzdalují
í se od 
entra v navzájem opaèný
h smìre
h. Namìøené úhlovéry
hlosti tì
hto objektù byly !1 = 9;73 � 10�13 rad�s�1 a !2 = 4;42 � 10�13 rad�s�1. Tomu odpoví-dají pøíèné lineární ry
hlosti v1 = R!1 = 3;76 � 108m�s�1 a v2 = R!2 = 1;71 � 108m�s�1. Prvnízdroj se tedy musí pohybovat nadsvìtelnou ry
hlostí! Jak je to mo¾né?Uva¾ujte zdroj svìtla, který se pohybuje v soustavì spojené s pozorovatelem ry
hlostí v. Ry
h-lost zdroje svírá se spojni
í zdroje a pozorovatele úhel �. Vzdálenost zdroje a pozorovatele jerovna R. Vypoètìte, jakou úhlovou ry
hlost zdroje uvidí pozorovatel. Kdy bude úhlová ry
hlostzdroje odpovídat nadsvìtelné pøíèné ry
hlosti?U¾itím pøed
hozího výsledku urèete, jakou skuteènou ry
hlostí se pohybují oba objekty zapøedpokladu, ¾e ry
hlosti obou zdrojù jsou stejné. ' �'v�t rRZ PZ0Bod, ve kterém se na
hází zdroj svìtla, oznaème písmenem Z. Po-dobnì oznaème polohu pozorovatele bodem P. Vzdálenost bodù Z a Pje rovna R. Zdroj se pohybuje ry
hlostí o velikosti v. Smìr pohybuzdroje svírá s úseèkou ZP úhel �. Za malý èasový interval �t se zdrojsvìtla posune do bodu Z'. Pro vzdálenost r bodù Z' a P dostanemeu¾itím kosinové vìty vztah r2 = R2 + (v�t)2 � 2Rv�t 
os� == R2 1 + �v�tR �2 � 2v�tR 
os�! :Proto¾e je �t velmi malé, lze zanedbat èlen obsahují
í jej v druhé mo
ninì. U¾ijeme-li dále pøi-bli¾ný vztah (1 + x)� � 1 + �x platný pro x� 1, pak získáme následují
í rovnostr = R�1� v�tR 
os�� = R � v�t 
os�:Za èas �t se zmìní úhlová poloha zdroje vùèi pozorovateli o úhel �'. U¾itím aproxima
í r � Ra sin x � x platné pro x! 0 dostaneme�' � sin�' = v�t sin�R :Èasový rozdíl �tp, který zaznamená pozorovatel mezi svìtlem pøi
házejí
ím z bodù Z a Z0, je dánvztahem �tp = �t+ r � R
 = �t�1� v
 
os �� :Pro úhlovou ry
hlost ! zdroje, kterou uvidí pozorovatel, tak platí! = �'�tp = 1R v sin�1� v
 
os�:56



Seriál o teorii relativityTomu odpovídá pøíèná lineární ry
hlostv? = R! = v sin�1� v
 
os�:Rozborem pøed
hozího vztahu snadno urèíme podmínku, kdy bude pozorovaná pøíèná ry
h-lost v? nadsvìtelná. Podmínka v? > 
 je ekvivalentní nerovnostiv (sin�+ 
os �) > 
:Jednodu
hou úpravou (seètením sinu a kosinu) tak dostáváme podmínku nadsvìtelnosti pozoro-vané ry
hlosti zdroje 
os��� �4� > 
p2v :Vidíme tedy, ¾e pøed
hozí podmínku lze splnit i pro podsvìtelné ry
hlosti zdroje.Tento jev je, jak plyne z jeho odvození, zpùsoben koneènou ry
hlostí svìtla. Vidíme tedy, ¾ekoneèná ry
hlost ¹íøení svìtla hraje pøi posuzování vzhledu objektù velmi významnou roli. Z druhékapitoly víme, ¾e pohybují
í se tyè bude ve smìru svého pohybu vlivem kontrak
e délek krat¹í. Dáse v¹ak ukázat, ¾e za urèitý
h podmínek bude pozorovaná (vidìná) délka tyèe vìt¹í ne¾ v pøípadì,kdy je tyè vùèi pozorovateli v klidu!Nyní ji¾ mù¾eme urèit skuteènou ry
hlost v, kterou se pohybují oba pozorované objekty.Namìøené úhlové ry
hlosti objektù jsou podle pøede¹lého dány vztahy!1 = 1R v sin�1� v
 
os�;!2 = 1R v sin�1 + v
 
os�:Vzájemným podìlením pøed
hozí
h rovni
 získáme vztah!1!2 = 1 + v
 
os �1� v
 
os� ) v
 
os � = !1 � !2!1 + !2 :U¾itím pøed
hozí rovnosti dostáváme1� v
 
os� = 2!2!1 + !2 :Dosazením tohoto vztahu do rovni
e pro !1 pak obdr¾ímev sin� = 2R!1!2!1 + !2 :Pro ry
hlost pohybu pozorovaný
h objektù tak platív =qv2 sin2 �+ v2 
os2 � =s
2�!1 � !2!1 + !2�2 + �2R!1!2!1 + !2�2:Dosazením èíselný
h hodnot do pøed
hozího vztahu dostáváme, ¾e skuteèná velikost ry
hlosti(nejen pøíèný
h slo¾ek) pozorovaný
h objektù je rovna v = 0;87
 = 2;60 � 108m � s�1. Vidíme tedy,¾e se oba objekty skuteènì pohybují podsvìtelnì. 57



FYKOS, roèník XVRelativisti
ká dynamikaZávislost hmotnosti tìles na jeji
h ry
hlostiV této podkapitole se budeme zabývat otázkou, jakou hmotnost namìøí pozorovatel u tì-lesa, které se vùèi nìmu pohybuje. Vliv pohybu tìles na jeji
h setrvaènou hmotnost vy¹etøímena pøípadu srá¾ky dvou identi
ký
h èásti
. Pøi øe¹ení tohoto problému budeme pøedpokládat, ¾ese ve v¹e
h vzta¾ný
h soustavá
h za
hovává 
elková hmotnost a 
elková hybnost tohoto systému.O hybnosti èásti
e pøedpokládáme, ¾e je stejnì jako v klasi
ké fyzi
e dána souèinem její hmotnostia její ry
hlosti.Mìjme tedy dvì identi
ké èásti
e, které se pohybují k sobì. Uva¾ujme nyní vzta¾nou sou-stavu, ve které se obì èásti
e pohybují stejnì ry
hle. Velikost ry
hlosti èásti
 v tomto systémuoznaème v0. Pøi srá¾
e se obì èásti
e zastaví a poté odlétnou stejnou ry
hlostí v0 v opaèný
hsmìre
h, ne¾ pøilétly. Srá¾ku tì
hto èásti
 nyní popi¹me z hlediska pozorovatele, který se vùèina¹emu vzta¾nému systému pohybuje ry
hlostí v ve smìru pohybu èásti
. Ry
hlost v ne
h» jekladná, pokud se pozorovatel v na¹í soustavì pohybuje stejným smìrem jako první èásti
e. U¾itímvztahù pro skládání ry
hlostí dostaneme, ¾e ry
hlost v1 první èásti
e v soustavì pozorovatele jedána vztahem v1 = v0 � v1� v0v=
2 :Ry
hlost v2 druhé èásti
e vùèi pozorovateli získáme ze vztahu pro v1 zámìnou v0 za �v0v2 = � v0 + v1 + v0v=
2 :V soustavì spojené s pozorovatelem nyní na srá¾ku èásti
 aplikujme zákony za
hování hmot-nosti a hybnosti. Podle zákona za
hování hmotnosti platí pro hmotnost M objektu vznikléhov okam¾iku srá¾ky èásti
 vztah M = m1+m2, kde m1 a m2 jsou hmotnosti první a druhé èásti
evzhledem k pozorovateli. Ry
hlost tohoto objektu v soustavì pozorovatele je rovna �v, nebo»v na¹í soustavì je v klidu. U¾itím zákona za
hování hybnosti tedy dostáváme rovni
im1v1 +m2v2 = �Mv = �m1v �m2v:Jednodu
hou úpravou získáme vztah m1 (v1 + v) = �m2 (v2 + v). U¾itím vztahù pro ry
hlostièásti
 vùèi pozorovateli dostávámev1;2 + v = �v0 � v1� v0v=
2 + v = �v0 � v + v � v0v2=
21� v0v=
2 = �v0 1� v2=
21� v0v=
2 :Dosazením tì
hto vztahù do poslední rovni
e získáme následují
í rovnostm1 �1 + v0v
2 � = m2 �1� v0v
2 � :Urèeme nyní hodnoty faktorù 
, které odpovídají ry
hlostem èásti
 v systému pozorovatele
1;2 = 1s1� v21;2
2 = 1� v0v
2r1� 2v0v
2 + v20v2
4 � v20
2 � 2v0v
2 � v2
2 = 
(v)
(v0)�1� v0v
2 � :U¾itím tì
hto vztahù tak dostáváme následují
í rovni
im1
2 = m2
1:Zvolme nyní pozorovatele, vùèi kterému je druhá èásti
e v klidu. Hmotnost druhé èásti
ev tomto pøípadì oznaèmem0. Tato hmotnost se nazývá klidová, nebo» se jedná o hmotnost èásti
e,kterou namìøí pozorovatel, vùèi kterému se èásti
e nepohybuje. Vzhledem k identiènosti èásti
58



Seriál o teorii relativityje klidová hmotnost první èásti
e rovnì¾ rovna hodnotì m0. U¾itím poslední rovni
e tak prosetrvaènou hmotnost m pohybují
í se èásti
e dostáváme vztahm = 
m0;kde m0 je její klidová hmotnost a hodnota 
 odpovídá ry
hlosti èásti
e vùèi pozorovateli. Vi-díme tedy, ¾e hmotnost tìles je závislá na pohybu vùèi pozorovateli! Tento, z klasi
kého hlediska,pozoruhodný jev byl potvrzen mnoha experimenty na mikroèásti
í
h.Pøi odvození závislosti hmotnosti èásti
e na její ry
hlosti jsme vy
házeli ze zákona za
hováníhmotnosti. Vzhledem k obdr¾eným výsledkùm se nám nyní nabízí otázka, zda se za
hovává takéklidová hmotnost. Na na¹em pøíkladu srá¾ky dvou èásti
 se snadno pøesvìdèíme, ¾e tomu tak není.V na¹í soustavì se obì èásti
e pohybovaly stejnou ry
hlostí v0. Mìly tedy i stejnou hmotnost m,která je vìt¹í ne¾ jeji
h klidová hmotnost m0. Podle zákona za
hování hmotnosti je v na¹í soustavìhmotnost objektu vzniklého v okam¾iku srá¾ky rovna hodnotì 2m. Tato hmotnost je klidová, nebo»se tento objekt vùèi nám nepohybuje. Pokud by platil zákon za
hování klidové hmotnosti, potomby hmotnost tohoto objektu byla rovna hodnotì 2m0. To je v¹ak ménì ne¾ skuteèná hodnota 2m.Klidová hmotnost se tedy neza
hovává.Relativisti
ká pohybová rovni
ePohybová rovni
e hmotného bodu v iner
iální vzta¾né soustavì (druhý Newtonùv pohybovýzákon) má v STR následují
í tvar F = dpdt ;kde F je síla pùsobí
í na hmotný bod a p = mv je hybnost hmotného bodu, která je rovna, jak ji¾bylo øeèeno, souèinu jeho hmoty a ry
hlosti. Pokud zapí¹eme klasi
kou pohybovou rovni
i pomo
íhybnosti, potom má stejný tvar jako relativisti
ká. Rozdíl spoèívá v tom, ¾e v klasi
ké fyzi
e jehmotnost hmotného bodu konstantní, zatím
o v relativitì, jak jsme zjistili, závisí na ry
hlostipohybu bodu vùèi pozorovateli.Dosadíme-li de�nièní vztah pro hybnost p do pohybové rovni
e hmotného bodu, potom do-staneme pohybovou rovni
i ve tvaru F = dmdt v +ma ;kde a = dv= dt je zry
hlení hmotného bodu. Tato rovni
e se od klasi
kého Newtonova zákona li¹ípøítomností èlenu (dm= dt)v . Jeho pùvod spoèívá v závislosti hmotnosti tìles na jeji
h ry
hlosti(a tedy i na èase). Tuto pohybovou rovni
i se nyní pokusíme pøepsat na rovni
e podobné druhémuNewtonovu pohybovému zákonu.Ry
hlost v hmotného bodu mù¾eme v¾dy zapsat ve tvaru v = vv0, kde v0 je jednotkovývektor mají
í stejný smìr jako vektor ry
hlosti v . Hodnota v je pak rovna velikosti ry
hlosti v .Pro zry
hlení a potom platí vztah a = dvdt = dvdt v0 + vdv0dt :První èlen má smìr ry
hlosti v . Druhý èlen ve výraze pro zry
hlení je na ry
hlost kolmý, nebo»zmìna jednotkového vektoru je na pøíslu¹ný jednotkový vektor kolmá. Rozlo¾me tedy zry
hlení ana dva navzájem kolmé vektory ak a a?. První vektor ne
h» má smìr ry
hlosti v . Vektor ak tudí¾popisuje teèné zry
hlení a vektor a? zry
hlení normálové. Obdobnì rozlo¾me i pùsobí
í sílu F naodpovídají
í slo¾ky Fk a F?. Pohybovou rovni
i lze tedy pøepsat na následují
í dvì rovni
eF? = ma?; Fk = �vdmdv +m� ak;kde jsme vyu¾ili vztahu dmdt = dmdv dvdt . Obì rovni
e ji¾ mají tvar druhého Newtonova pohybovéhozákona. Druhou rovni
i lze je¹tì dále upravit. U¾itím vztahu pro relativisti
kou hmotnost snadnovypoèteme deriva
i, která se zde vyskytujedmdv = m
2 v
2 : 59



FYKOS, roèník XVPo úpravì tak dostáváme následují
í tvar druhé pohybové rovni
eFk = m
2 �v2
2 + 1� v2
2� ak = m
2ak:Z právì odvozený
h vztahù vidíme, ¾e tìleso v¾dy klade vìt¹í odpor vùèi ury
hlení ve smìrupohybu ne¾ ve smìru kolmém na svou ry
hlost.Úloha S . IV . . . rovnomìrnì zry
hlený pohybMìjme volný hmotný bod, jeho¾ klidová hmotnost je m0 a který je v na¹í vzta¾né soustavìv klidu. V èase t = 0 zaène na hmotný bod v na¹em systému pùsobit konstantní ury
hlují
í sílao velikosti F .a) Vypoètìte èasovou závislost ry
hlosti hmotného bodu v na¹í soustavì. Z této závislostiurèete zry
hlení hmotného bodu vùèi na¹emu systému. (Øe¹te pouze pro èasy t > 0.)b) V ka¾dém okam¾iku mù¾eme s uva¾ovaným hmotným bodem spojit tzv. klidovou iner
iálnísoustavu. Jak ji¾ název napovídá, jedná se o iner
iální systém, ve kterém je hmotný bod v danémokam¾iku v klidu. S jakým zry
hlením se hmotný bod pohybuje ve svý
h klidový
h soustavá
h?Jak velká síla na nìj v tì
hto systéme
h pùsobí?a) Pohybovou rovni
i hmotného bodu lze v tomto pøípadì vyøe¹it jednodu¹e, proto¾e je pùso-bí
í síla konstantní. Èasová závislost hybnosti p(t) hmotného bodu je tedy dána vztahem (podlezadání øe¹íme pouze pro t > 0)p(t) = Ft ) m0v(t)q1� v(t)2
2 = Ft:Pro ry
hlost hmotného bodu v na¹í vzta¾né soustavì tedy platí vztahv = 
 Ftm0
r1 + � Ftm0
�2 = 
q1 + �m0
F t �2 :Z tohoto vztahu vidíme, ¾e ani stále pùsobí
í síla libovolné velikosti není s
hopna ury
hlit èásti
ina svìtelnou popøípadì nadsvìtelnou ry
hlost.Zry
hlení a hmotného bodu v na¹em systému získáme deriva
í jeho ry
hlosti podle èasua = dvdt = �12 v3
2 2m0
F t ��m0
F t2 � = vt � �m0
F t �21 + �m0
F t �2 = vt � 11 + � Ftm0
�2 :b) Okam¾itá klidová iner
iální soustava pohybují
ího se hmotného bodu se vùèi nám pohybujery
hlostí v ve stejném smìru jako uva¾ovaný hmotný bod. Za èas dt se ry
hlost hmotného boduv na¹í soustavì zvìt¹í o dv. Odpovídají
í zmìnu ry
hlosti du v klidové soustavì hmotného bodudostaneme u¾itím vztahu pro skládání ry
hlostídu = (v + dv)� v1� v2
2 = 
2dv:K této zmìnì ry
hlosti hmotného bodu v jeho klidové soustavì dojde za èas d� . Vztah mezi èaso-vými intervaly dt a d� je dán dilata
í èasu dt = 
d� , nebo» èasový rozdíl d� odpovídá v klidovésoustavì hmotného bodu soumístným událostem (ry
hlost hmotného bodu je v jeho klidovémsystému nulová). Pro zry
hlení hmotného bodu a0 v jeho klidové iner
iální soustavì tedy platía0 = dud� = 
dudt = 
3dvdt = 
3a:60



Seriál o teorii relativityÈasovou závislost faktoru 
 odpovídají
ího pohybu hmotného bodu v na¹í soustavì získámedosazením èasové závislosti ry
hlosti hmotného bodu do de�nièního vztahu faktoru 

 = 1q1� v2
2 = q1 + �m0
F t �2m0
F t =s1 + � Ftm0
�2:Pro èasovou závislost zry
hlení hmotného bodu v jeho klidovém systému tudí¾ dostávámea0 =s1 + � Ftm0
�2 vt = 
t F tm0
 = Fm0 :Vidíme tedy, ¾e zry
hlení hmotného bodu je v jeho klidový
h soustavá
h konstantní. Proto setento pohyb nazývá rovnomìrnì zry
hlený.V okam¾itý
h klidový
h systéme
h pùsobí na hmotný bod síla F 0, její¾ velikost obdr¾ímeu¾itím pohybové rovni
e F 0 = dmdt v0 +ma0 = m0a0 = F:První èlen pohybové rovni
e je v okam¾ité klidové soustavì nulový, proto¾e hmotný bod je v tomtosystému v klidu. V tomto pøípadì nám náhodou vy¹lo, ¾e pùsobí
í síla je v okam¾itý
h klidový
hsoustavá
h stejnì velká jako v na¹í soustavì. Obe
nì se v¹ak pøi Lorentzovì transforma
i smìra velikost pùsobí
í
h sil mìní, 
o¾ je napøíklad vidìt z transformaèní
h vztahù pro sílu získa-ný
h v rám
i pomalé Lorentzovy transforma
e. (Pøi Galileiho transforma
i se smìr a velikost silza
hovává.)Energie a zákony za
hováníEkvivalen
e energie a hmotnostiV této podkapitole odvodíme nejznámìj¹í fyzikální vzore
. Uva¾ujme sílu F pùsobí
í nahmotný bod. Pøi posunutí hmotného bodu o dr tato síla vykoná prá
i dW danou vztahemdW = F � dr = F � v dt = Fk � vdt = m
2ak � vdt = m
2vdvdt dt = m
2vdv;kde jsme vyu¾ili výsledkù z minulé kapitoly. U¾itím dal¹ího vztahu z pøed
házejí
í kapitoly obdr-¾íme dmdv = m
2 v
2 ) dW = m
2vdv = 
2dm:Získali jsme tedy velmi pozoruhodný vztah�W = 
2�m:Vykonaná prá
e je rovna rozdílu kineti
ký
h energií W = T2 � T1. Pro kineti
kou energiihmotného bodu tudí¾ dostáváme vztah (kineti
ká energie nepohybují
ího se tìlesa je rovna nule)T = (m�m0) 
2:De�nujeme-li 
elkovou energii E tìlesa jako souèet jeho kineti
ké a klidové energie E0 = m0
2,potom dostaneme velmi pøekvapivý vztah, který nemá v klasi
ké fyzi
e obdobyE = m
2:Tento vztah vyjadøuje ekvivalen
i mezi energií tìlesa a jeho setrvaènou hmotností. Taktoelegantní vztah jsme v¹ak získali díky zavedení tzv. klidové energie. Ni
ménì experimenty ukazují,¾e tento krok má své opodstatnìní. Pøi nìkterý
h srá¾ká
h elementární
h èásti
 toti¾ do
házík pøemìnám mezi kineti
kou a klidovou energií. Na úkor kineti
ké energie srá¾ejí
í
h se èásti
 tak61



FYKOS, roèník XVmù¾e dojít ke vzniku nový
h èásti
. Podobnì se v nìkterý
h pøípade
h pøemìòuje klidová energiezaniklý
h èásti
 na kineti
kou energii ostatní
h zúèastnìný
h èásti
.V první kapitole tohoto seriálu bylo zmínìno, ¾e elektromagneti
ké pole nese energii a hyb-nost. Podobnì je tomu i v pøípadì ostatní
h interakèní
h polí. Nabízí se nyní otázka, zda tétoenergii odpovídá také setrvaèná hmotnost. Odpovìï na tuto otázku lze získat napøíklad mìøenímhmotností atomový
h jader. Atomová jádra se skládají z protonù a neutronù (nukleonù), kterémezi sebou pùsobí tzv. silnou interak
í. Tato interak
e je na malý
h (jaderný
h) vzdálenoste
hvelmi silná (odtud po
hází i její název). Vazebná energie jader, 
o¾ je energie potøebná na rozbitíjádra na jednotlivé nukleony (je to rozdíl mezi poklesem energie interakèní
h polí | poklesempoten
iální energie v dùsledku vytvoøení atomového jádra a kineti
ké energie nukleonù vázaný
hv jádøe), je proto velmi veliká { na jeden nukleon pøipadá vazebná energie, která øádovì odpovídájednomu pro
entu jeho klidové energie. Platí-li ekvivalen
e mezi energií a hmotností i pro inter-akèní pole, potom musí být klidová hmotnost atomový
h jader men¹í ne¾ souèet klidový
h energiíjeho nukleonù (v opaèném pøípadì by byla hmotnost atomového jádra vìt¹í, nebo» se v nìm nukle-ony pohybují). Atomové jádro by tak mìlo být lehèí o hmotnostní ekvivalent jeho vazebné energie.Namìøené hmotnosti atomový
h jader tuto skuteènost plnì potvrzují. K hmotnostem tìles tedypøispívají také interakèní pole (z hlediska kvantové teorie to není ni
 divného, nebo» interakènípole jsou þtvoøenyÿ èásti
emi { v pøípadì elektromagnetismu jsou to fotony).Na závìr této podkapitoly si je¹tì uká¾eme, ¾e pro ry
hlosti mnohem men¹í ne¾ ry
hlost svìtladostáváme pro kineti
kou energii klasi
ký vztah. U¾itím pøibli¾ného vztahu (1 + x)� � 1 + �x,který platí pro x� 1, obdr¾íme známý vzore
T = m0
20� 1q1� v2
2 � 11A � m0
2�1 + 12 v2
2 � 1� = 12m0v2:Transforma
e energie a hybnostiZabývejme se nyní otázkou, jak se mìní energie a hybnost èásti
 pøi pøe
hodu z jedné iner
iálnívzta¾né soustavy do druhé. Je mo¾né ukázat, ¾e velièiny E
 ; px; py; pz jsou slo¾kami ètyøvektoru. Toznamená, ¾e se pøi pøe
hodu mezi vzta¾nými systémy transformují stejnì jako souøadni
e 
t; x; y; z.Pøi spe
iální Lorentzovì transforma
i souøadni
 tedy dostáváme vztahyp0x = 
 �px � vE
2 � ; p0y = py; p0z = pz; E0 = 
 (E � vpx) :Z pøed
hozího víme, ¾e velièina �
2t2+x2+y2+z2 je invariantní vùèi Lorentzovì transforma
i.To znamená, ¾e velièina �(E=
)2 + p2 je také invariantní. Hodnotu tohoto invariantu mù¾emevypoèítat v libovolné iner
iální vzta¾né soustavì. Nejlep¹í volbou je vzta¾ná soustava, ve kterése uva¾ované tìleso nepohybuje. V této soustavì je hybnost tìlesa nulová a jeho energie je rovnaklidové energii. Hodnota uva¾ovaného invariantu je tedy�m0
, kdem0 je klidová hmotnost danéhotìlesa. Obdr¾eli jsme tak velmi u¾iteèný vztahE2 = m20
4 + p2
2:V¹e
hny uvedené vztahy lze samozøejmì odvodit u¾itím de�ni
 pøíslu¹ný
h velièin a spe
iálníLorentzovy transforma
e pro èasoprostorové souøadni
e.Zákony za
hování a jeji
h u¾itíPøi odvození závislosti setrvaèné hmotnosti tìles na ry
hlosti jeji
h pohybu vùèi pozorovatelijsme pøedpokládali platnost zákona za
hování hmotnosti a zákona za
hování hybnosti. Vzhledemk ekvivalen
i energie a setrvaèné hmotnosti vyjadøují zákony za
hování hmotnosti a energie tuté¾vì
. (V klasi
ké fyzi
e jsou oba zákony nezávislé.) Zákon za
hování hybnosti a zákon za
hováníenergie patøí mezi nejzákladnìj¹í fyzikální zákony. Tyto zákony podstatnì omezují mo¾né výsledkysrá¾ek èásti
 v mikrosvìtì.62



Seriál o teorii relativityJako pøíklad na vyu¾ití zákonù za
hování energie a hybnosti nyní vy¹etøíme rozpad jednéèásti
e na dvì nové. Uva¾ujme èásti
i o klidové hmotnostiM , která se rozpadá na dvì nové èásti
e,jeji
h¾ klidové hmotnosti jsou m1 a m2. Zákony za
hování aplikujme v klidové iner
iální soustavìpùvodní èásti
e. U¾itím zákona za
hování hybnosti dostáváme, ¾e se vzniklé èásti
e pohybujív navzájem opaèný
h smìre
h a velikost jeji
h hybností je rovna stejné hodnotì p. Pro energie E1a E2 nový
h èásti
 tedy platíE21 = m21
4 + p2
2; E22 = m22
4 + p2
2:Ze zákona za
hování energie získáme vztahE1 + E2 =M
2 ) E21 =M2
4 � 2E2M
2 + E22 ) E2 = �M2 +m22 �m21� 
22M :Umo
nìním pøed
hozího vztahu a dosazením za E22 obdr¾ímem22
4 + p2
2 = �M2 +m22 �m21�2 
44M2 ) p2 = �M2 +m22 �m21�2 � (2Mm2)24M2 
2:U¾itím vzor
ù a2 � b2 = (a+ b)(a� b) a (a� b)2 = a2 � 2ab + b2 dostáváme4M2p2
2 = �M2 � 2Mm2 +m22 �m21� �M2 + 2Mm2 +m22 �m21� == �(M �m2)2 �m21��(M +m2)2 �m21� == (M �m2 �m1) (M �m2 +m1) (M +m2 �m1) (M +m2 +m1) == �M2 � (m1 +m2)2��M2 � (m1 �m2)2� :Velikost hybnosti p vzniklý
h èásti
 je tedy dána vztahemp = qM2 � (m1 +m2)2qM2 � (m1 �m2)22M 
:Ze známé hodnoty hybnosti p vzniklý
h èásti
 ji¾ snadno urèíme jeji
h energie E1 a E2. Pokud bynás zajímalo, jak rozpad èásti
e vypadá v jiné iner
iální soustavì, potom staèí u¾ít transformaènívztahy pro energii a hybnost.Z obdr¾eného výsledku plyne, ¾e v pøípadì rozpadu na dvì èásti
e jsou energie vzniklý
h èásti
jednoznaènì urèeny ze zákonù za
hování energie a hybnosti. Energeti
ké spektrum vzniklý
h èásti
tedy obsahuje pouze jednu hodnotu. Pokud v¹ak do
hází k rozpadu na tøi a ví
e èásti
, potomzákony za
hování energie a hybnosti kladou pouze omezení na mo¾né výsledky srá¾ek a rozpadùèásti
. Toto omezení má vìt¹inou podobu maximální mo¾né energie èásti
. V tomto pøípadì jeenergeti
ké spektrum vzniklý
h èásti
 spojité. Podle tvaru energeti
kého spektra tedy mù¾emerozhodnout, zda se jedná o rozpad na dvì èásti
e nebo na ví
e èásti
. Tento výsledek má i prakti
képou¾ití.Volný neutron je nestabilní èásti
e, která se rozpadá na proton a elektron. Pøi mìøení ener-geti
ký
h spekter vzniklý
h elektronù se zjistilo, ¾e tato spektra jsou spojitá. To znamená, ¾e sevolný neutron musí rozpadat alespoò na tøi èásti
e. Rozpady volný
h neutronù tak poprvé ukázalyna existen
i nový
h elementární
h èásti
, které se nazývají neutrina.Úloha S .V . . . fotonyK vysvìtlení fotoelektri
kého jevu pøedpokládal Albert Einstein, ¾e energie a hybnost svìtla jenesena èásti
emi, které se nazývají fotony. Aby se tyto èásti
e mohly pohybovat ry
hlostí svìtla,musí být jeji
h klidová hmotnost nulová (tento vztah je formální, nebo» s fotonem nemù¾emespojit vzta¾nou soustavu, a proto pojem klidové hmotnosti jako¾to hmotnosti v klidovém sys-tému nemá pro foton smysl). Mezi jeji
h energií a hybností tak platí jednodu
hý vztah E = p
.63



FYKOS, roèník XVEnergie fotonu závisí na frekven
i svìtla � vztahem E = h�, jak plyne z Plan
kovy teorie, kteráobjasnila vlastnosti tepelného záøení absolutnì èerného tìlesa. Hodnota Plan
kovy konstanty h jerovna 6;626 � 10�34 J � s.a) Pøedpokládejte, ¾e energie fotonu je závislá pouze na frekven
i pøíslu¹né svìtelné vlny.Pomo
í Dopplerova jevu a transforma
e mezi energií a hybností uka¾te, ¾e tato závislost musí býtdána vztahem E = h�, kde h je blí¾e neurèená konstanta.b) Uva¾ujte srá¾ku fotonu s èásti
í, její¾ klidová hmotnost jem0. Tato èásti
e je v na¹í soustavìpøed srá¾kou v klidu. Vlnová délka fotonu pøed srá¾kou je v na¹em systému rovna �. Pøi srá¾
ese foton od pùvodního smìru vy
hýlí o úhel '. Jak závisí zmìna vlnové délky �� fotonu na úhluod
hýlení ' ? � m0 �0�#~pObr. 15
a) Mìjme vzta¾nou soustavu, ve které se ve smìru osy x ¹íøí svì-telná vlna o frekven
i �0. Energie fotonù, které jí odpovídají, je pakrovna E(�0). Uva¾ujme nyní soustavu, která se vùèi na¹í soustavì po-hybuje ry
hlostí v, která je rovnobì¾ná se smìrem ¹íøení svìtelné vlny.Ry
hlost v je kladná, pokud se soustava pohybuje ve stejném smìrujako svìtelná vlna. V pohybují
í se soustavì je frekven
e � uva¾ovanésvìtelné vlny dána vztahem pro Dopplerùv jev� = �0s1� v
1 + v
 :Energii E fotonu v pohybují
í se soustavì získáme u¾itím transformaèní
h vztahù pro energiia hybnost E = 
 �E(�0)� vE(�0)
 � = E(�0)s1� v
1 + v
 :Platí tedy E = E(�0)�0 � = h�;kde h = E(�0)�0 . V¹e
hny iner
iální soustavy jsou pro popis fyzikální
h jevù rovno
enné. To znamená,¾e vztah mezi energií fotonu a frekven
í pøíslu¹né svìtelné vlny musí být ve v¹e
h soustavá
h stejný.Závislost energie E fotonu na frekven
i � tedy musí být E(�) = h�.b) Vlnovou délku fotonu po srá¾
e oznaème �0. Smìr pohybu èásti
e po srá¾
e s fotonem ne
h»svírá s pùvodním smìrem pohybu fotonu úhel #. Èásti
e pøi srá¾
e získá hybnost o velikosti p (vizobr. 15). Ze zákonu za
hování hybnosti dostáváme vztahyp 
os# = h� � h�0 
os';p sin# = h�0 sin':Umo
nìním tì
hto rovni
 a jeji
h seètením získáme rovnostp2 = h2� 1�2 � 2 
os'��0 + 1�02� :U¾itím zákona za
hování energie obdr¾íme rovni
iqm20
4 + p2
2 + h
�0 = h
� +m0
2:V této rovni
i nejdøíve osamostatníme odmo
ninu a pak obì strany umo
níme, èím¾ dostanemerovnost m20
2 + p2 = h2 �1� � 1�0�2 + 2hm0
�1� � 1�0�+m20
2:64



Seriál o teorii relativityDosazením za p2 obdr¾íme1�2 � 2 
os'��0 + 1�02 = 1�2 � 2��0 + 1�02 + 2m0
h � 1� � 1�0� :Odtud dostáváme vztah 1� 
os'��0 = m0
h �0 � ���0 :Pro zmìnu vlnové délky fotonu tedy platí�� = hm0
 (1� 
os') :Uva¾ovaný pro
es srá¾ky fotonu s èásti
í se nazývá Comptonùv rozptyl. Z odvozeného vztahuplyne, ¾e se tento pro
es uplatòuje zejména pøi srá¾
e elektronù (malá hmotnostm0) s fotony rent-genového a 
 záøení (velká relativní zmìna vlnové délky). Comptonùv rozptyl je jedním z dùkazùèásti
ového 
hování svìtla.ElektromagnetismusElektromagnetismus v STRV pøed
hozí
h díle
h seriálu ji¾ bylo øeèeno, ¾e rovni
e elektromagnetismu nemìní svùj tvarpøi Lorentzovì transforma
i. (Pøi Galileiho transforma
i v¹ak svùj tvar zmìní.) To znamená, ¾eve v¹e
h iner
iální
h vzta¾ný
h systéme
h jsou elektromagneti
ké jevy popsány pomo
í Maxwello-vý
h rovni
 (pøi zadaný
h zdrojí
h umo¾òují vypoèítat elektri
kou intenzitu a magneti
kou in-duk
i) a vztahu pro Lorentzovu sílu F = Q (E + v � B) (pøi zadaném elektromagneti
kém poliumo¾òuje urèit sílu, kterou toto pole pùsobí na èásti
i pohybují
í se ry
hlostí v , která nese elek-tri
ký náboj Q).Zabývejme se nyní otázkou, jak se transformují elektromagneti
ké velièiny pøi pøe
hodu mezivzta¾nými (iner
iálními) systémy. Ve vztahu pro Lorentzovu sílu umíme transformovat sílu Fa ry
hlost v . (Pøíslu¹né transformaèní vztahy lze odvodit z Lorentzovy transforma
e pro souøad-ni
e.) Experimentálnì bylo zji¹tìno, ¾e elektri
ký náboj tìles (na rozdíl od hmotnosti) nezávisína jeji
h pohybu vùèi pozorovateli. Z vyjádøení Lorentzovy síly tedy mù¾eme urèit transformaènívztahy pro elektri
kou intenzitu E a magneti
kou induk
i B .Pokud budeme k popisu fyzikální
h jevù v STR u¾ívat tenzorový
h polí na èasoprostoru, potomje elektromagneti
ké pole popsáno pomo
í antisymetri
kého tenzoru druhého øádu (má 
elkem ¹estnezávislý
h slo¾ek). Slo¾kami tohoto tenzoru v daný
h souøadni
í
h (v dané vzta¾né soustavì) jsouslo¾ky elektri
ké intenzity (z rozmìrový
h dùvodù dìlený
h ry
hlostí svìtla) a magneti
ké induk
e.To znamená, ¾e elektri
ké a magneti
ké pole jsou relativní. To, 
o jeden pozorovatel vidí jakoèistì elektri
ké pole, mù¾e jiný pozorovatel vnímat jako kombina
i elektri
kého a magneti
kéhopole. Elektri
ké a magneti
ké pole jsou tedy pouze þrùzné tváøeÿ jediného fyzikálního objektu |elektromagneti
kého pole.Transforma
e elektri
ké intenzity a magneti
ké induk
eMìjme dvì iner
iální soustavy S a S'. Soustava S' se vùèi soustavì S pohybuje ry
hlostí v ,pro její¾ velikost platí v � 
. V tomto pøípadì mù¾eme v Lorentzovì transforma
i zanedbatv¹e
hny èleny vy¹¹ího øádu ne¾ v=
. Mezi systémy S a S' lze proto u¾ít tzv. pomalou Lorentzovutransforma
i r 0 = r � v t; t0 = t� r �v
2 :Tato transforma
e se od Galileiho li¹í pouze transforma
í èasové souøadni
e. Pozdìji uvidíme, ¾etato skuteènost má významné dùsledky.Postupem naznaèeným v pøed
hozí èásti nyní odvoïme transforma
i mezi elektri
kými in-tenzitami E , E 0 a magneti
kými induk
emi B , B 0 v pøípadì pomalé Lorentzovy transforma
e.V této èásti seriálu budeme u¾ívat rovnítko i mezi výrazy, které se rovnají pouze do prvního øáduve èlene
h v=
. 65



FYKOS, roèník XVNejprve odvoïme vztah pro transforma
i ry
hlostí. Diferen
ováním pomalé Lorentzovy trans-forma
e dostaneme �r 0 = �r � v�t; �t0 = �t� v ��r
2 :Pohybuje-li se tìleso v soustavì S ry
hlostí u , potom platí �r = u�t. Dosazením tohoto vztahudo pøed
hozí
h obdr¾íme �r 0 = (u � v )�t; �t0 = �1� u �v
2 ��t:Pro ry
hlost tìlesa u 0 v soustavì S' tedy platíu 0 = �r 0�t0 = u � v1� u�v
2 :Ze vztahu pro skládání ry
hlostí nyní odvodíme transforma
i hmotnosti tìles. Z pøed
házejí
írovni
e dostávámeu02 = ��1 + u �v
2 � u � v�2 = u2 + 2u2
2 u �v � 2u �v = u2 � 2u �v �1� u2
2� :Platí tedy 1� u02
2 = 1� u2
2 + 2u �v
2 �1� u2
2� = �1� u2
2��1 + 2u �v
2 � :Pro transforma
i setrvaèné hmotnosti tak dostáváme vztahm0 = m0q1� u02
2 = m0q1� u2
2 1q1 + 2u�v
2 = m�1� u �v
2 � :Ze vzor
ù pro transforma
i hmotnosti a ry
hlosti snadno odvodíme transformaèní vztah prohybnost p0 = m0u 0 = m�1� u �v
2 � u � v1� u�v
2 = p �mv :U¾itím ekvivalen
e energie a hmotnosti obdr¾ímep0 = p � E
2 v :Nyní ji¾ mù¾eme odvodit transformaèní vzore
 pro sílu. Diferen
ováním transformaèníhovztahu pro hybnost získáme �p0 = �p � �E
2 v :Pro transforma
i sil tedy platíF 0 = �p0�t0 = �p � �E
2 v�1� u�v
2 ��t = F � F �u
2 v1� u�v
2 ;kde jsme vyu¾ili toho, ¾e zmìna energie tìlesa je rovna prá
i vykonané pùsobí
ími silami �E == F �u�t.Dosazením vztahu pro Lorentzovu sílu do transforma
e sil obdr¾íme (do prvního øádu ve èle-ne
h v=
 platí rovnost u 0v = uv )F 0 = F1� u�v
2 � F �u
2 v = Q E + u � B1� u�v
2 � E �u
2 v!= Q E + u 0 �v
2 E � E �u 0
2 v + (u � v )� B + v � B1� u�v
2 != Q�E + v � B + u 0 � �B � v � E
2 �� :66



Seriál o teorii relativityElektri
ká intenzita a magneti
ká induk
e se tedy transformují podle následují
í
h vztahùE 0 = E + v � B ; B 0 = B � v � E
2 :Tyto transformaèní vztahy platí pouze pro vzta¾né soustavy, jeji
h¾ vzájemná ry
hlost v jemnohem men¹í ne¾ ry
hlost svìtla ve vakuu. Obe
né transformaèní vztahy lze z obe
né Lorentzovytransforma
e odvodit z
ela obdobným postupem. Jediným rozdílem jsou matemati
ky slo¾itìj¹ívztahy.Z odvozený
h vzor
ù plyne, ¾e se elektri
ké a magneti
ké pole transformují mezi þsebouÿ.Pokud by
hom u¾ili Galileiho transforma
i a po¾adovali stejný tvar vztahu pro Lorentzovu síluve v¹e
h iner
iální
h vzta¾ný
h systéme
h, potom by
hom obdr¾eli transformaèní vztahy E 0 == E + v � B a B 0 = B . V tomto pøípadì je magneti
ké pole nezávislé. Vzájemná provázanostelektri
kého a magneti
kého pole je tedy zpùsobena tím, ¾e do transforma
e èasové souøadni
evstupují také souøadni
e prostorové.Coulombùv zákon a magnetismusUva¾ujme náboj o velikosti Q, který se vùèi nám pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe ry
hlostí v .Velikost ry
hlosti v je mnohem men¹í ne¾ ry
hlost svìtla ve vakuu. K transforma
i elektri
kéhoa magneti
kého pole mezi na¹í soustavou a klidovou soustavou náboje tedy mù¾eme u¾ít vzor
eplynou
í z pomalé Lorentzovy transforma
e. Ve své klidové soustavì (je to iner
iální systém,nebo» se náboj v na¹em iner
iálním systému pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe) zpùsobuje nábojelektrostati
ké pole urèené Coulombovým zákonemE0 = Q4�"0 rr3 ; B0 = 0;kde poèátek polohového vektoru r je zvolen v náboji. U¾itím transformaèní
h vztahù pro elektri
-kou intenzitu a magneti
kou induk
i tak pro pole náboje v na¹í soustavì dostávámeE = Q4�"0 rr3 ; B = v � E
2 = Q4�"0
2 v � rr3 ;kde poèátek polohového vektoru r je v ka¾dém èasovém okam¾iku volen v náboji (náboj se v na¹ísoustavì pohybuje). Kromì elektri
kého pole (ji¾ není stati
ké ani sta
ionární) se v na¹í soustavìobjevuje také magneti
ké pole, 
o¾ není nijak pøekvapivé, nebo» pohybují
í se náboj reprezentujeelektri
ký proud. Zajímavé je, ¾e jsme magneti
ké pole tohoto proudu získali z Coulombova zákona.I11 2I2
r ~e1~e2~e3

Obr. 16
Proto¾e je v � 
, pùsobí uva¾ovaný náboj na náboje v na¹em sys-tému prakti
ky pouze elektri
kým polem. Pøesto v¹ak existují situa
e,kdy se magneti
ké pole, þvzniklé v dùsledku relativityÿ, výraznì projeví.Hmotná prostøedí jsou tvoøena nabitými èásti
emi. Celkový náboj v libo-volné þvìt¹íÿ oblasti je v¹ak nulový. Proto jsou látková prostøedí 
elkovìneutrální. V nìkterý
h látká
h se vyskytují volné nabité èásti
e (tytolátky se potom nazývají vodièe). Pokud k takovéto lát
e pøilo¾íme vnìj¹íelektri
ké pole, potom v ní vznikne makroskopi
ký elektri
ký proud. Pro-to¾e je látka 
elkovì neutrální, je její výsledné elektri
ké pole nulové. Tov¹ak neplatí pro její magneti
ké pole. Zápornì nabité èásti
e se toti¾v elektri
kém poli pohybují opaèným smìrem ne¾ kladnì nabité èásti
e.Pøíspìvky kladnì i zápornì nabitý
h èásti
 k magneti
kému poli tak majístejný smìr, a proto se nevyru¹í jako pøíspìvky k elektri
kému poli. Projevy výsledného magne-ti
kého pole jsou pak snadno pozorovatelné. Pøíkladem mù¾e být situa
e v dne¹ní seriálové úloze.Úloha S .VI . . . dva drátyMìjme dva pøímé rovnobì¾né nekoneènì dlouhé kovové vodièe zanedbatelného kruhového prù-øezu, které jsou od sebe ve vzdálenosti r. Smìr jednotkového vektoru e3 zvolme tak, aby bylrovnobì¾ný s vodièi. Jednotkový vektor, který le¾í v rovinì urèené vodièi, je kolmý na e3 a má67



FYKOS, roèník XVsmìr z prvního vodièe k druhému, oznaème e1. Jako vektor e2 oznaèujme vektorový souèin e3�e1.Vektory e1, e2 a e3 pak de�nují pravotoèivý souøadný systém. Vodièi protékají elektri
ké proudy I1a I2. Velikost proudù je kladná, pokud mají smìr e3 (viz obr. 16). Pomo
í transformaèní
h vztahùpro elektri
ké a magneti
ké pole uka¾te, ¾e první vodiè pùsobí na úsek délky l druhého vodièesilou Fl = ��02� I1I2lr e1:K øe¹ení této úlohy u¾ijte následují
í poznámky. Kovy jsou tvoøeny krystalovou møí¾kou kladnìnabitý
h iontù, mezi nimi¾ se pohybují volné elektrony. (Toto je velmi zjednodu¹ený model struk-tury kovù. Ni
ménì pro ná¹ problém je postaèují
í.) Pokud ke kovu pøilo¾íme vnìj¹í elektri
ké pole,potom se volné elektrony zaènou pohybovat proti smìru elektri
ké intenzity. Tím v kovu vznikáelektri
ký proud. Ry
hlost uspoøádaného pohybu elektronù je pøi bì¾ný
h hodnotá
h proudu velmimalá, ménì ne¾ metr za sekundu.Elektrostati
ké pole homogennì nabité pøímky s délkovou hustotou náboje � je ve vzdále-nosti r od zdroje popsáno elektri
kou intenzitou o velikosti E = �=(2�"0r). Vektor elektri
kéintenzity v¾dy le¾í v rovinì kolmé na pøímkový zdroj a jeho smìr udává pøímka pro
házejí
í zdro-jem a bodem, ve kterém nás zajímá hodnota elektri
kého pole. Vektor elektri
ké intenzity smìøujeod zdroje, je-li zdroj nabit kladnì. Tento výsledek lze získat seètením (integra
í) pøíspìvkù odjednotlivý
h elementù pøímkového zdroje. Pøíspìvek elementu zdroje je dán Coulombovým záko-nem. Dal¹í mo¾ností je v tomto pøípadì u¾ití Gaussovy vìty, nebo» smìr elektri
ké intenzity plyneze symetrie.Z Maxwellový
h rovni
 plyne pro ry
hlost svìtla ve vakuu vztah 
2 = 1="0�0. O platnostitohoto vzor
e se lze snadno pøesvìdèit dosazením tabulkový
h hodnot pøíslu¹ný
h fyzikální
hkonstant.Celkový náboj kladný
h iontù v prvním vodièi na jednotkové dél
e oznaème �1. Proto¾e jevodiè neutrální, je 
elkový náboj volný
h elektronù na jednot
e délky vodièe roven ��1. Délkovánábojová hustota kladný
h iontù ve druhém vodièi ne
h» je �2. Ry
hlosti uspoøádaného pohybuvolný
h elektronù v prvním a druhém vodièi oznaème v1 a v2. Tyto ry
hlosti jsou kladné, pokudmají smìr vektoru e3. Pro proudy ve vodièí
h tedy platí vztahyI1 = ��1v1; I2 = ��2v2:Kladné ionty prvního vodièe vytváøejí v místì druhého vodièe pouze elektri
ké poleEi = �12�"0re1; Bi = 0:Podobné pole vytváøejí ve své klidové soustavì i pohybují
í se volné elektrony prvního vodièeE 0e = � �12�"0re1; B 0e = 0:Pole, které vytváøejí pohybují
í se elektrony prvního vodièe v místì druhého vodièe, je v na¹ísoustavì (soustava spojená s vodièi | s jeji
h krystalovou møí¾kou) dáno transforma
í elektri
kéhoa magneti
kého pole z klidové soustavy elektronù do na¹í soustavyEe = � �12�"0re1; Be = v1e3 � E 0e
2 = � �1v12�"0
2re2:Výsledné pole v místì druhého vodièe získáme seètením pøíspìvkù od kladný
h iontù a od volný
helektronù E = 0; B = I12�"0
2re2:První vodiè tedy pùsobí na druhý pouze magneti
kým polem. To znamená, ¾e pùsobí pouzena volné elektrony v druhém vodièi. Pro výslednou sílu pùsobí
í na úsek délky l druhého vodièetak platí Fl = ��2lv2e3 � B = I1I2l2�"0
2re3 � e2 = ��02� I1I2lr e1:68



Seriál o teorii relativityZ
ela obdobným postupem by
hom dostali, ¾e druhý vodiè pùsobí na úsek délky l prvníhovodièe silou Fl = �02� I1I2lr e1:Vidíme tedy, ¾e je splnìn zákon ak
e a reak
e. To nás ale nepøekvapuje, nebo» se jedná o sta
ionárnísitua
i.Pomo
í právì odvozeného vztahu je de�nována základní elektromagneti
ká jednotka | jedenampér. Ampér je stálý elektri
ký proud, který pøi prù
hodu dvìma pøímými rovnobì¾nými ne-koneènì dlouhými vodièi zanedbatelného kruhového prùøezu umístìnými ve vakuu ve vzájemnévzdálenosti jeden metr vyvolá mezi nimi stálou sílu 2�10�7 newtonu na jeden metr délky vodièe.Obe
ná teorie relativityV pøed
hozí
h díle
h seriálu jsme se zabývali spe
iální teorií relativity. Fyzikální jevy jsmepopisovali výhradnì v iner
iální
h systéme
h, ve který
h jsme k popisu prostoru u¾ívali kartézskésouøadni
e. Jako èasovou souøadni
i t jsme volili vlastní èas pøíslu¹ného iner
iálního pozorovatele.V posledním díle si nì
o povíme o obe
né teorii relativity (OTR) { o její
h základní
h prin
ipe
h,matemati
kém aparátu a výsled
í
h.Obe
ná teorie relativity vy¾aduje oproti spe
iální teorii relativity mnohem slo¾itìj¹í matema-ti
ký aparát. Z tohoto dùvodu nelze provést výklad obe
né teorie relativity v rozsahu umo¾òují
ímprovést fyzikální pøedpovìdi pøímo z rovni
 OTR. Ze stejného dùvodu jsou nìkteré èásti následu-jí
ího textu zjednodu¹eny.Co je nového oproti spe
iální teorii relativityRozdíl mezi STR a OTR spoèívá ve vlastnoste
h prostoroèasu (prostor v¹e
h událostí { þje-vi¹tì fyzikální
h dìjùÿ). V STR je topologie a geometrie prostoroèasu pøedem zadána (stejnìjako v ostatní
h fyzikální
h teorií
h). V OTR je v¹ak geometrie prostoroèasu souèástí dynamiky(pohybový
h rovni
).Pohyb hmoty je v¾dy ovlivnìn geometri
kými vlastnostmi prostoroèasu. V STR je geometriezadaná. To znamená, ¾e zpìtný vliv hmoty na prostoroèas není mo¾ný. Fyzikální interak
e jsouv¹ak vzájemné (napøíklad elektromagneti
ké pole buzené elektri
kými náboji zpìtnì ovlivòujejeji
h pohyb). Tento þnedostatekÿ je tedy v OTR odstranìn.OTR je zároveò teorií gravita
e. Gravitaèní pùsobení je toti¾ univerzální, a proto jej lze ge-ometrizovat. Gravitaèní interak
e je tak þzprostøedkovánaÿ geometri
kými vlastnostmi prosto-roèasu { hmota ovlivòuje geometrii prostoroèasu a vlastnosti prostoroèasu pak zpìtnì ovlivòujípohyb hmoty (podobnì jako elektri
ké náboje a elektromagneti
ké pole).Proto¾e geometrie prostoroèasu v OTR nemusí být eukleidovská, mù¾e existovat prostoroèas,který je koneèný a nemá ¾ádnou hrani
i!Nové pøedpovìdi OTR úz
e souvisí s geometri
kými vlastnostmi prostoroèasu. Mezi nejvý-znamnìj¹í pøedpovìdi patøí dynami
ký vesmír, gravitaèní vlny a èerné díry.OTR je tøeba pou¾ít v pøípadì velmi kompaktní
h objektù (èerné díry, neutronové hvìzdy, bílítrpaslí
i) a pøi studiu vlastností 
elého vesmíru.Vý
hozí prin
ipy obe
né teorie relativityV¹e
hny fyzikální interak
e mù¾eme rozdìlit do dvou skupin: na diferen
iální a univerzálnívlivy. Pod diferen
iálními vlivy rozumíme interak
e, které na rùzné objekty pùsobí obe
nì rùznì.Mezi diferen
iální vlivy patøí v¹e
hny negravitaèní interak
e. Pøíkladem univerzální
h vlivù je gra-vita
e { pùsobí na v¹e
hny objekty stejnì. Diferen
iální vlivy lze narozdíl od univerzální
h odstínit.(Pokud napøíklad obklopíme elektri
ký náboj uzemnìným vodièem, potom se jeho elektri
ké polevnì vodièe vyru¹í.)Vzhledem k nevyru¹itelnosti univerzální
h vlivù musíme pøede�novat nìkteré základní fyzi-kální pojmy. Pod volným hmotným bodem rozumíme hmotný bod, který není pod vlivem diferen-
iální
h interak
í. Ideální hodiny jsou hodiny, na které nepùsobí diferen
iální vlivy. Sada ideální
hhodin umístìný
h vedle sebe se 
hová stejnì { v¹e
hny hodiny jdou stejnì ry
hle. Podobnì de�-nujeme ideální tuhé tyèe jako tyèe, které nejsou pod vlivem diferen
iální
h sil. 69



FYKOS, roèník XVStejnì jako v STR nazýváme iner
iálními vzta¾nými systémy soustavy, ve který
h se ka¾dývolný hmotný bod pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe nebo je v klidu. Mezi prin
ipy OTR patøíoba prin
ipy STR: prin
ip spe
iální relativity (rovno
ennost v¹e
h iner
iální
h soustav) a prin
ipkonstantní ry
hlosti svìtla.Základním prin
ipem OTR je prin
ip ekvivalen
e. Tento prin
ip vy
hází z experimentálníhopoznatku, ¾e setrvaèná hmotnost tìles (hmotnost vystupují
í v druhém Newtonovì pohybovém zá-konì a ve vztazí
h pro setrvaèné zdánlivé síly v neiner
iální
h systéme
h) je rovna jeji
h gravitaèníhmotnosti (hmotnost vystupují
í v Newtonovì gravitaèním zákonu). Pøesnìji se jedná o pøímouúmìrnost { rovnost se získá vhodnou volbou hodnoty gravitaèní konstanty G. Setrvaèná a gra-vitaèní hmotnost tìles se tedy v dùsledku vzájemné ekvivalen
e vykrátí v pohybové rovni
i. Toznamená, ¾e gravitaèní pole pùsobí na v¹e
hny objekty stejnì { je to univerzální vliv.Jedním z první
h pokusù potvrzují
í
h ekvivalen
i gravitaèní a setrvaèné hmotnosti byl známýGalileiho pokus s volným pádem tìles ze ¹ikmé vì¾e v Pise. Galilei tehdy zjistil, ¾e v¹e
hna volnátìlesa padají v gravitaèním poli Zemì se stejným zry
hlením. Od té doby bylo provedeno mnohodal¹í pokusù testují
í
h prin
ip ekvivalen
e. V souèasné dobì je ekvivalen
e mezi setrvaènou a gra-vitaèní hmotností potvrzena s relativní pøesností 10�17 (od
hylka jeji
h pomìru od jedné). V pátékapitole tohoto seriálu jsme zjistili, ¾e hmotnosti tìles jsou ovlivòovány interak
emi. Experimentyplnì prokazují, ¾e prin
ip ekvivalen
e platí také pro interakèní pøíspìvky ke hmotnostem tìles.g
Obr. 17

Uva¾ujme homogenní gravitaèní pole s intenzitou g . V tomto polimìjme zavì¹enou zdvi¾ (viz obr. 17). Volné hmotné body se v dùsledku pù-sobení gravitaèního pole pohybují vùèi zdvi¾i se zry
hlením g . Pokud v¹akodstraníme závìs zdvi¾e a ne
háme ji volnì padat, potom bude zry
hlenívolný
h hmotný
h bodù nulové a hmotné body se vùèi soustavì spojené sezdvi¾í budou pohybovat rovnomìrnì pøímoèaøe nebo budou v klidu. Zdvi¾se v tomto pøípadì 
hová jako iner
iální soustava.Mìjme nyní obdobnou zdvi¾ ve volném prostoru bez gravitaèního pole(viz obr. 18). Ne
h» se zdvi¾ vùèi iner
iálním systémùm pohybuje rovno-mìrnì pøímoèaøe nebo je v klidu. Potom je zdvi¾ sama iner
iální soustavoua nepùsobí v ní ¾ádné zdánlivé setrvaèné síly. Volné hmotné body se vùèi ní tedy pohybují s nulo-vým zry
hlením. Pokud nyní zaèneme zdvi¾ ury
hlovat s konstantním zry
hlením a = �g , potomse volné hmotné body zaènou vùèi zdvi¾i pohybovat se zry
hlením g .a = -g
Obr. 18

Uva¾ujme nyní pozorovatele umístìného ve zdvi¾i, který mù¾e provádìtpouze lokální pokusy (nemù¾e se dívat ven ze zdvi¾e). Takovýto pozorova-tel pak nemù¾e rozeznat zavì¹enou zdvi¾ v gravitaèním poli od ury
hlovanézdvi¾e a volnì padají
í zdvi¾ od zdvi¾e umístìné ve volném prostoru po-hybují
í se s nulovým zry
hlením vùèi iner
iálním systémùm. Vidíme tedy,¾e ekvivalen
e setrvaèné a gravitaèní hmotnosti zpùsobuje také ekvivalen
isetrvaèný
h a gravitaèní
h sil. Vhodnou volbou vzta¾ného systému lze vlivsetrvaèný
h sil vyru¹it (nepùsobí v iner
iální
h soustavá
h). Podobnì je tomu i s gravita
í. Vidìlijsme, ¾e volnì padají
í soustava se 
hová jako iner
iální systém. Ve volnì padají
í soustavì bytedy mìla platit STR!
Zem�e Zem�eObr. 19

Doposud se na¹e úvahy týkaly pouze homogenního pole.Co se stane, pokud budeme uva¾ovat nehomogenní gravitaènípole? Mìjme volné hmotné body padají
í v gravitaèním poliZemì (viz obr. 19). S bodem O nyní spojme volnì padají
í sys-tém. Vlivem nehomogenity gravitaèního pole Zemì se ve volnìpadají
í soustavì objevují slapové síly, které se sna¾í natáhnouttìlesa v radiálním smìru a smr¹tit je ve smìru kolmém na radi-ální. Velikost slapový
h sil je tím vìt¹í, èím blí¾e jsme k boduO.Volnì padají
í soustava tedy vykazuje iner
iální vlastnosti je-nom daleko od bodu O.Prin
ip ekvivalen
e se obvykle vyjadøuje následovnì: V ka¾dém bodì libovolného prostoroèasulze zavést lokálnì iner
iální systém (LIS), v nìm¾ v dostateènì malém okolí uva¾ovaného bodu mají70



Seriál o teorii relativitypøírodní zákony stejný tvar jako v STR. Výhodou této formula
e je mo¾nost jejího prakti
kéhovyu¾ití, které pozdìji uvidíme.Gravitaèní pole lze tedy alespoò lokálnì þodtransformovatÿ pøe
hodem do volnì padají
íhosystému. Tento krok je mo¾ný díky univerzálnímu 
harakteru gravitaèního pùsobení.Dal¹ím prin
ipem OTR je prin
ip obe
né kovarian
e (relativity). Jedná se o zobe
nìní prin
ipuspe
iální relativity. Podle prin
ipu obe
né kovarian
e lze fyzikální zákony popsat rovni
emi, kterémají ve v¹e
h souøadný
h systéme
h (tedy i ve v¹e
h vzta¾ný
h soustavá
h, nebo» ji¾ z STR víme,¾e s volbou souøadni
 na prostoroèase je spjata také volba vzta¾né soustavy) stejný tvar (rovni
ejsou kovariantní). Prin
ip obe
né kovarian
e je v OTR splnìn automati
ky, nebo» fyzikální zákonyjsou v OTR formulovány pomo
í tenzorový
h rovni
.K pøepisu fyzikální
h rovni
 z STR do OTR se u¾ívá následují
í formula
e prin
ipu obe
nékovarian
e: Pokud fyzikální zákon platí v nepøítomnosti gravita
e (v STR) a rovni
e jsou kovari-antní (nemìní svùj tvar pøi libovolné transforma
i souøadni
), potom rovni
e platí v libovolný
hsouøadni
í
h a v libovolném gravitaèním poli. Tato formula
e úz
e souvisí s prin
ipem ekvivalen
e.Podle prin
ipu ekvivalen
e platí v lokálním iner
iálním systému STR. Pokud tedy pøevedeme fy-zikální zákony vyjádøené v souøadni
í
h lokálního iner
iálního systému do souøadni
 obe
ný
h,potom získáme obe
nì platné zákony.Uvedené prin
ipy nelze 
hápat jako jednoznaèné axiomy. Jedná se spí¹e o heuristi
ké návody,jak získat rovni
e popisují
í dané jevy v pøítomnosti gravitaèního pole. Koneèné slovo o platnostirovni
 má pak experiment. Napøíklad pøepis rovni
 z STR do OTR není jednoznaèný. Do rovni
platný
h v STR lze toti¾ pøidat èleny obsahují
í køivost prostoroèasu, nebo» tyto èleny jsou v STR(plo
hý prostoroèas) identi
ky nulové. Pøi pøepisu rovni
 se proto u¾ívá dal¹í prin
ip { prin
ipminimální vazby: pokud to není nezbytnì nutné, potom do fyzikální
h rovni
 nevkládáme výrazyobsahují
í køivost prostoroèasu.Obe
ná teorie relativity a gravitaèní rudý posuvV této podkapitole odvodíme nìkteré výsledky OTR, které lze získat pøímo z její
h prin
ipùa zákonù klasi
ké fyziky. Odvozené výsledky tedy budou mít 
harakter relativisti
ký
h korek
í keklasi
kým pøedpovìdím.Gravitaèní interak
e je univerzální interak
í. Mìla by tedy pùsobit i na svìtlo. Z pøed
hozíhoji¾ víme, ¾e fotonu, který odpovídá svìtelné vlnì o frekven
i �, by mìla pøi platnosti ekvivalen
eenergie a setrvaèné hmotnosti odpovídat setrvaèná hmotnost h�=
2. Podle prin
ipu ekvivalen
eby fotonu mìla odpovídat také gravitaèní hmotnost stejné velikosti jako setrvaèná.Mìjme stojí
ího pozorovatele (v dané vzta¾né soustavì), který vy¹le foton o frekven
i �1.Uva¾ovaný pozorovatel se na
hází na místì, na kterém je hodnota Newtonovského gravitaèníhopoten
iálu rovna '1. Na jiném místì s gravitaèním poten
iálem '2 ne
h» se na
hází jiný stojí
ípozorovatel, který vyslaný foton za
hytí jako foton o frekven
i �2. Podle zákona za
hování energieby mìlo platit h�1 + h�1
2 '1 = h�2 + h�2
2 '2:Aby
hom mohli u¾ít klasi
kou fyziku, musí být obì frekven
e blízké1 { �1 � �2 � �. To znamená,¾e rozdíl gravitaèní
h poten
iálù �' = '2 � '1 musí být mnohem men¹í ne¾ 
2. V pøípadìgravitaèního pole Slun
e je tomu tak mezi libovolnými dvìma body. Pro slabá gravitaèní poletedy dostáváme �� = �2 � �1 = � ('1 � '2)
2 ) ��� = ��'
2 :Pokud se foton pohybuje z místa s ni¾¹ím gravitaèním poten
iálem do místa s vy¹¹ím poten-
iálem, potom se jeho frekven
e sni¾uje { foton ztrá
í energii a þrudneÿ. Tento efekt se nazývágravitaèním rudým posuvem a byl skuteènì pozorován ve spektru hvìzd (pomìrnì dobøe je pozoro-vatelný u bílý
h trpaslíkù). V ¹edesátý
h lete
h minulého století (20. století) byla experimentálnìzmìøena zmìna frekven
e fotonu pøi jeho þpáduÿ v gravitaèním poli Zemì. Uva¾ujme pád fotonu1 Podle klasi
ké fyziky jsou obì frekven
e shodné. 71



FYKOS, roèník XVz vý¹ky l. Pro relativní zmìnu jeho frekven
e potom platí��� = gl
2 ;kde g je tíhové zry
hlení. Pøi experimentu foton padal z vý¹ky l � 20m. Tomu odpovídá relativnízmìna frekven
e 2 � 10�15. Tuto hodnotu se skuteènì podaøilo namìøit!
g lA

Bg

Obr. 20

Pøed
hozí odvození vztahu pro zmìnu frekven
e fotonu v gravitaèním poli bylohodnì intuitivní. þLep¹íÿ odvození vy
hází ze skuteènosti, ¾e gravitaèní pole mù¾emesimulovat setrvaènými silami. Uva¾ujme rovnomìrnì zry
hlenou zdvi¾ se zry
hlením g(viz obr. 20). V okam¾iku, kdy se zdvi¾ nepohyhuje, vy¹le pozorovatel A foton o frek-ven
i �1. Za èas �t tento foton za
hytí pozorovatel B, jeho¾ vzdálenost od pozorova-tele A je rovna l. Pro èas �t pøibli¾nì platí, ¾e �t = l=
. Za èas �t se bude pozo-rovatel B pohybovat ry
hlostí v = g�t. Vlivem Dopplerova efektu tak pozorovatel Bnamìøí frekven
i fotonu �2, pro kterou platí�2 = �1 �1� v
� = �1 �1� gl
2� ) ��� = �gl
2 = ��'
2 ;kde rozdíl gravitaèní
h poten
iálù �' = 'B � 'A = gl. Pøed
hozí vztah platí obe
nìpouze pro blízké pozorovatele. Obe
ný vztah získáme seètením jednotlivý
h zmìn frek-ven
e podél 
elé dráhy fotonu. Vzhledem k linearitì vztahu pro zmìnu frekven
e na malý
h vzdá-lenoste
h obdr¾íme formálnì shodný vztah, jen¾ je identi
ký se vztahem, který jsme ji¾ døíveobdr¾eli ze zákona za
hování energie.S frekven
emi �1 a �2 souvisejí periody svìtelné vlny T1 a T2, pro které platí T1 = 
=�1a T2 = 
=�2. Pro jeji
h relativní rozdíl dostáváme vztah�TT = T2 � T1T = 
 (�1 � �2)�2 �
 = ���� = �'
2 :Vidíme tedy, ¾e ry
hlost plynutí èasu v gravitaèním poli závisí na poloze pozorovatele { pokudnapøíklad bude nìjaký pozorovatel ka¾dou sekundu vysílat signál do oblasti s vy¹¹ím gravitaènímpoten
iálem, potom pozorovatelé v této oblasti namìøí mezi jednotlivými signály èasové inter-valy, které budou del¹í ne¾ jedna sekunda. Tito pozorovatelé budou tudí¾ stárnout ry
hleji ne¾pozorovatel vysílají
í signály. V OTR nelze tedy obe
nì syn
hronizovat hodiny stojí
í na rùzný
hmíste
h! g g
Obr. 21

O ry
hlosti plynutí èasu rozhoduje hodnota gravitaèního poten
iálu. Nejpomalejiplyne èas v místì, kde je minimum gravitaèního poten
iálu. V tomto místì je nulováintenzita gravitaèního pole, nebo» intenzita je deriva
í poten
iálu. Není tedy obe
nìpravda, ¾e èas plyne pomaleji v silný
h gravitaèní
h polí
h.Pokud provedeme výpoèet pøed
hozí
h situa
í pomo
í OTR za pøedpokladu sla-bý
h gravitaèní
h polí a stojí
í
h pozorovatelù, potom se uká¾e, ¾e pøed
hozí vztahyskuteènì platí.Svìtlo se v iner
iální
h systéme
h pohybuje po pøímká
h. Pokud se v¹ak na pohybsvìtla budeme dívat z ury
hlené zdvi¾e (viz obrázek 21), potom bude dráha svìtelného paprskuzakøivená. U¾itím prin
ipu ekvivalen
e tedy do
házíme k závìru, ¾e se svìtlo v gravitaèním poliohýbá. Tento jev byl skuteènì pozorován.Matemati
ká formula
e obe
né teorie relativityOTR u¾ívá pomìrnì slo¾itý matemati
ký aparát. Není tedy mo¾né, aby
hom se matemati
-kou formula
í OTR zabývali podrobnì. V této podkapitole se proto omezíme pouze na nìkolikpoznámek, který
h pozdìji vyu¾ijeme k diskusi nìkterý
h výsledkù OTR.Prostoroèas je v OTR z matemati
kého hlediska ètyørozmìrnou pseudo-Riemannovou varietou.Variety jsou obe
nìj¹ími pøípady Eukleidovský
h prostorù. Mù¾eme si je pøedstavovat jako plo
hy(obe
nì zakøivené) vnoøené do nìjakého Eukleidovského prostoru. Pøíkladem dvojrozmìrné vari-ety je povr
h koule. Okolí libovolného bodu variety lze v¾dy popsat pomo
í souøadného systému.72



Seriál o teorii relativityV pøípadì prostoroèasu potøebujeme 
elkem ètyøi souøadni
e. Oznaème je jako x0; x1; x2 a x3. Pro-to¾e je prostoroèas varietou pseudo-Riemannovou, je na nìm de�nována také metrika. Uva¾ujmedvì þblízkéÿ události (hodnoty jeji
h souøadni
 jsou blízké) se souøadni
emi x� a x� + dx�, kdeøe
ký index � probíhá hodnoty od nuly do tøí. Prostoroèasový interval (þvzdálenostÿ) mezi tìmitoudálostmi je pak dán vztahem ds2 = g��(x�)dx�dx� ;kde je u¾ita Einsteinova sumaèní konven
e { pøes dvoji
i stejný
h indexù, kdy jeden z ni
h jedolní a druhý horní, se sèítá. Následují
í vztahy, pokud nebude øeèeno jinak, ji¾ budou zapsánypomo
í této konven
e. V pøípadì vztahu pro prostoroèasový interval tedy sèítáme pøes indexy �a � od nuly do tøí. Funk
e g��(x�) jsou kovariantní slo¾ky metri
kého tenzoru. Hodnota pro-storoèasového intervalu ds2 mù¾e být nulová nebo záporná i pro dvì rùzné události (stejnì jakov STR) { vzdálenost dvou rùzný
h bodù variety je v¾dy kladná pouze v pøípadì Riemannový
hvariet. Prostoroèasový interval ds2 je skalární velièinou. To znamená, ¾e jeho hodnota je nezávislána zvoleném souøadném systému.Geometrie prostoroèasu je plnì popsána znalostí prostoroèasový
h intervalù ds2 (funk
í g��)pro libovolné dvì blízké události. Známe-li toti¾ metriku (slo¾ky metri
kého tenzoru g��), potomje ji¾ jednoznaèným zpùsobem de�nováno derivování tenzorový
h polí v daném smìru a paralelnípøenos tenzorù podél dané køivky. V obe
ném pøípadì toti¾ nelze na varietì de�novat, 
o jsouto paralelní vektory ve dvou rùzný
h bode
h, nebo» paralelní pøenos vektorù mezi tìmito bodyobe
nì závisí na køiv
e, po které pøenos provádíme. Tuto vlastnost vykazují zakøivené prostory.Pojem paralelnosti dvou vektorù ve dvou rùzný
h bode
h má smysl pouze v pøípadì plo
hý
hprostorù, kdy paralelní pøenos vektorù mezi dvìma body nezávisí na zvolené køiv
e, po kterépøenos provádíme.Jak je tomu v STR? V STR, jak ji¾ bylo øeèeno, je geometrie i topologie prostoroèasu pøedemzadaná. Celý prostoroèas lze popsat pomo
í jediné globální sady souøadni
 (souøadni
e nìkteréhoiner
iálního systému): x0 = 
t; x1 = x; x2 = y; x3 = z. Výraz pro prostoroèasový interval ji¾ známeds2 = �
2dt2 + dx2 + dy2 + dz2:To mù¾eme zapsat v jednodu¹¹ím tvaruds2 = ���dx�dx� ;kde ��� = �1 pro � = � = 0, ��� = 1 pro � = � = 1; 2; 3 a ��� = 0 jinak. V této geometriinezávisí paralelní pøenos vektorù mezi dvìma body na zvolené køiv
e (vektory se pøená¹ejí stejnìjako v Eukleidovském prostoru popsaném pomo
í kartézský
h souøadni
 { nemìní se hodnotyjeji
h slo¾ek). Spe
iálnì relativisti
ký prostoroèas je tedy plo
hý. Spe
iálnì relativisti
ká geometrieodpovídá nulovému gravitaènímu poli. STR lze proto u¾ít pouze jako aproxima
i pro pøípad slabý
hgravitaèní
h polí.Celý prostoroèas v STR lze popsat pomo
í souøadni
 odpovídají
í
h nìkterému iner
iál-nímu pozorovateli2. Pomo
í iner
iální
h soustav jsme tedy s
hopni popsat v¹e
hny fyzikálníjevy. V rám
i STR lze tedy øe¹it i otázky týkají
í se ury
hlený
h pozorovatelù3, 
o¾ jsme vidìliv druhé úloze tohoto seriálu, kde jsme paradox dvojèat vysvìtlili pouze u¾itím iner
iální
h soustavv rám
i STR.Z prin
ipù OTR víme, jak gravitaèní pole pùsobí na fyzikální objekty (v LIS platí STR).Napøíklad z podmínky, ¾e v okam¾ité lokální iner
iální soustavì se volný hmotný bod pohybujes nulovým zry
hlením, vyplývá, ¾e volnì padají
í objekty se v prostoroèase þpohybujíÿ po geode-tiká
h (jeji
h svìtoèáry4 jsou geodetikami). Geodetiky jsou køivky, jeji
h¾ teèný vektor se podélni
h pøená¹í paralelnì { v pøípadì Eukleidovského prostoru jsou geodetikami pøímky (geodetiky2 Toto v¹ak neplatí v OTR, kde obe
nì neexistuje globální iner
iální systém.3 Souøadni
e jim odpovídají
í obe
nì nepokrývají 
elý prostoroèas. Iner
iální pozorovatelé jsou tedy v STR význaèní.4 Jsou to historie daný
h objektù { køivky v prostoroèase, které pro
házejí v¹emi událostmi (svìtobody), které se odehrajív místì daného objektu. 73



FYKOS, roèník XVjsou tedy zobe
nìním pøímek do zakøivený
h prostorù). Z prin
ipù OTR v¹ak nelze urèit zpìtnývliv fyzikální
h objektù na gravitaèní pole { nelze získat gravitaèní zákon.Einsteinovy rovni
e (gravitaèní zákon) se v OTR þodvozujíÿ z podmínky, aby v pøípadì slabéhogravitaèního pole pøe
házely v Newtonùv gravitaèní zákon a aby byly splnìny lokální zákonyza
hování energie a hybnosti. Výsledné rovni
e mají tvarR�� � 12Rg�� + �g�� = 8�G
4 T�� :Levá strana tì
hto rovni
5 je nelineárním diferen
iálním výrazem druhého øádu pro metriku g��6,která z
ela popisuje gravitaèní pole. Výraz T�� stojí
í na pravé stranì Einsteinový
h rovni
 jetenzor energie a hybnosti, který popisuje zdroje gravitaèního pole. G je Newtonovská gravitaèníkonstanta (bývá rovnì¾ oznaèována jako �) a 
 je ry
hlost svìtla. Na levé stranì rovni
 vystupujetzv. kosmologi
ká konstanta �. Hodnota této konstanty je velmi malá; je tøeba ji uva¾ovat pouzev pøípadì, ¾e se zabýváme 
elým vesmírem.Je velmi zajímavé, ¾e z Einsteinový
h rovni
 plynou i rovni
e pro pohyb hmoty! Tato sku-teènost se nìkdy vyjadøuje slovy: hmota þøíkáÿ prostoroèasu, jak se má zakøivovat, a prostoroèasþøíkáÿ hmotì, jak se má pohybovat. V pøípadì, ¾e uva¾ujeme pouze gravitaèní interak
i, je v Ein-steinový
h rovni
í
h obsa¾ena 
elá fyzika. V ostatní
h pøípade
h je tøeba pøidat rovni
e popisují
ízbývají
í negravitaèní interak
e. Napøíklad pro elektromagnetismus jsou to Maxwellovy rovni
enebo v pøípadì tlaku se jedná o stavovou rovni
i.Gravitaèní interak
e je univerzální interak
í. To se projevuje také v tenzoru energie a hybnosti,kde se vyskytují pøíspìvky od v¹e
h negravitaèní
h fyzikální
h objektù. To znamená, ¾e zdrojemgravita
e je v OTR napøíklad také elektromagneti
ké pole nebo tlak! S univerzalitou gravita
erovnì¾ souvisí slo¾itost Einsteinový
h rovni
 { metrika g�� toti¾ nevystupuje pouze na levé stranì,která je ji¾ dost slo¾itá, ale rovnì¾ také v tenzoru energie a hybnosti a v rovni
í
h pro negravitaèníinterak
e (napø. Maxwellovy rovni
e).OTR je lokální teorií. Einsteinùv gravitaèní zákon toti¾ urèuje geometrii prostoroèasu pouzelokálnì. Podobnì i ostatní rovni
e popisují
í fyzikální jevy jsou lokální { napø. Maxwellovy rovni
e.Lokálnost teorie se také projevuje tím, ¾e v OTR není jednoznaènì zadána topologie prostoroèasu(souvisí se souøadni
ovými sadami, s jeji
h¾ pomo
í pokrýváme prostoroèas). Globální velièiny(napø. 
elková energie nelokálního systému) nemají v OTR obe
nì smysl { lze je zavést pouzev pøípadì, ¾e prostoroèas (jeho geometrie) vykazuje nìjakou symetrii. Napøíklad zákony za
hování
elkové energie a hybnosti (vèetnì pøíspìvkù od interakèní
h polí) fyzikální
h systémù v STR úz
esouvisejí s vysokou symetrií spe
iálnì relativisti
kého prostoroèasu.Vlastní èas pozorovatelùUva¾ujme dvì blízké události na svìtoèáøe nìjakého pozorovatele, které mají souøadni
e ��a �� + d��. Pro jeji
h prostoroèasový interval pak platíds2 = g��d��d�� :Podle prin
ipu ekvivalen
e lze zvolit v libovolném bodì prostoroèasu LIS, ve kterém platí STR.V události popsané souøadni
emi �� tedy zvolme poèátek tohoto systému. Souøadni
e události ��+d�� jsou potom v lokálnì iner
iálním systému rovny dx�. Prostoroèasový interval (nezávisí na volbìsouøadni
) lze pak vyjádøit následovnìds2 = ���dx�dx� = �
2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = �v2 � 
2�dt2;kde v je velikost ry
hlosti pozorovatele v dané lokální iner
iální soustavì.Ze spe
iální teorie relativity ji¾ víme, ¾e se ¾ádný pozorovatel nemù¾e vùèi ¾ádnému iner-
iálnímu systému pohybovat svìtelnì nebo nadsvìtelnì. To znamená, ¾e svìtoèáry odpovídají
í5 Jedná se o 10 rovni
 { obì strany jsou symetri
ké v indexe
h �� a oba indexy nabývají hodnot od nuly do tøí.6 Výrazy R�� a R popisují
í køivost prostoroèasu jsou jednoznaènì urèeny z metriky.74



Seriál o teorii relativityfyzikálním pozorovatelùm (hmotným objektùm) nejsou libovolné { pro libovolné dva blízké svìto-body na svìtoèáøe uva¾ovaného pozorovatele musí platit, ¾e ds2 < 0.Pokud LIS zvolíme tak, ¾e je okam¾itým klidovým iner
iálním systémem daného pozorovatele,potom je ry
hlost pozorovatele v nulová a vlastní èas pozorovatele � odpovídá èasové souøadni
ilokálnì iner
iálního systému. Mezi uva¾ovanými událostmi tak pozorovatel namìøí vlastní èasd� = 1
p�ds2 = 1
p�g��d��d��:Vlastní èas � mezi libovolnými událostmi na svìtoèáøe pozorovatele získáme integra
í (seètením)jednotlivý
h pøíspìvkù d� .Mìjme pozorovatele, který se v daném globálním iner
iálním systému (uva¾ujeme plo
hý pro-storoèas { STR) pohybuje ry
hlostí v(t). Pro jeho vlastní èas � mezi událostmi mají
í v danéminer
iálním systému èasové souøadni
e t1 a t2 pak platí� = 1
 Z t2t1 r���� dx�dt dx�dt dt = 1
 Z t2t1 q
2 � v2(t) dt = Z t2t1 r1� v2(t)
2 dt:Z tohoto vztahu vidíme, ¾e pohybují
í se pozorovatel v¾dy stárne pomaleji ne¾ pozorovatel spojenýs danou iner
iální soustavou, nebo» � � t2� t1. Pokud by byl druhý pozorovatel také iner
iálním,potom by se zdálo, ¾e do
házíme k paradoxu. Není to v¹ak pravda. Pokud by toti¾ byli oba pozo-rovatelé iner
iálními, potom by se mohli potkat pouze jednou. Aby pozorovatelé mohli posoudit,který z ni
h stárne ry
hleji, musí se potkat alespoò dvakrát. Ale v takovém pøípadì je alespoòjeden z pozorovatelù neiner
iálním.Pøed
hozí vztah jsme mohli získat i tro
hu jiným zpùsobem. V STR lze toti¾ s ka¾dým po-zorovatelem spojit okam¾itý klidový globální iner
iální systém. Vztah mezi èasovým intervalemv okam¾itém klidovém systému pozorovatele a odpovídají
ím èasovým intervalem v iner
iálnímsystému, ve kterém máme zadán pohyb pozorovatele, je pak dán dilata
í èasu.Svìtlo se v ka¾dém iner
iálním systému ¹íøí rovnomìrnì pøímoèaøe konstantní ry
hlostí 
. Toznamená, ¾e jemu odpovídají
í svìtoèáry jsou geodetiky, pro jeji
h¾ libovolné dva blízké svìtobodyplatí ds2 = 0.S
hwarzs
hildovo øe¹ení Einsteinový
h rovni
S
hwarzs
hildovo øe¹ení je pøesné sféri
ky symetri
ké øe¹ení Einsteinový
h rovni
 ve vakuu(tenzor energie a hybnosti je nulový). Je to jedno z nejjednodu¹¹í
h øe¹ení. Popisuje gravitaènípole sféri
ky symetri
kého 
entrálního objektu o hmotnosti M , kolem kterého je vakuum (nenítam ani elektromagneti
ké pole). Prostoroèasový interval je v pøípadì S
hwarzs
hildova øe¹ení dánvztahem ds2 = ��1� 2GM
2r � 
2dt2 + dr21� 2GM
2r + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :Tyto souøadni
e odpovídají soustavì spojené s pozorovateli, kteøí vzhledem k 
entrálnímu objektustojí. Svìtoèáry tì
hto pozorovatelù jsou v tì
hto souøadni
í
h dány vztahy: r = konst:; # == konst:; ' = konst: a t libovolné. Gravitaèní pole je v tomto pøípadì sta
ionární, nebo» metrikanezávisí na èasové souøadni
i t.Pro r � 2GM=
2 je geometrie prostoroèasu popsána metrikouds2 = �
2dt2 + dr2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To je v¹ak spe
iálnì relativisti
ká geometrie vyjádøená pomo
í sféri
ký
h souøadni
. Provedeme-litoti¾ transforma
i souøadni
 x = r sin# 
os';y = r sin# sin';z = r 
os#; 75



FYKOS, roèník XVpotom pro dx; dy a dz platídx = sin# 
os' dr + r (
os# 
os' d#� sin# sin' d') ;dy = sin# sin' dr + r (
os # sin' d#+ sin# 
os' d') ;dz = 
os# dr � r sin# d#;z èeho¾ dostáváme dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :Ve velké vzdálenosti od 
entrálního objektu tedy platí STR. To znamená, ¾e prostoroèas jeasymptoti
ky plo
hý. Z pøed
hozího rovnì¾ plyne geometri
ký význam souøadni
e t. Je to vlastníèas pozorovatele stojí
ího v nekoneènu7.Geometrie prostoroèasového øezu t = konst: a r = konst: je dána vztahemds2 = r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To je geometrie povr
hu tøírozmìrné koule o polomìru r. Plo
ha této sféry je dána známým vzta-hem 4�r2. Tím je dán geometri
ký význam souøadni
e r. Vzhledem k zakøivenosti prostoroèasuv¹ak neplatí, ¾e r je rovno vzdálenosti od 
entra sféri
ké symetrie! Se souøadni
í r lze za
házetjako se vzdáleností od 
entra pouze v asymptoti
ky plo
hé oblasti (r � 2GM=
2).Ze vztahu pro S
hwarzs
hildovu metriku vidíme, ¾e pro r = 0 a r = 2GM=
2 je tato metrikasingulární (dìlíme v ní nulou). Pokud v¹ak má tato metrika popisovat gravitaèní pole nìjakéhonebodového objektu (napøíklad hvìzdy), potom ji lze u¾ít pouze k popisu gravitaèního pole vnìtohoto objektu (pro r > r0), nebo» S
hwarzs
hildovo øe¹ení je vakuové (uvnitø tìlesa je tenzorenergie a hybnosti nenulový). Potom ale k ¾ádným singularitám nedo
hází, proto¾e souøadni
e r0povr
hu 
entrálního objektu8 je v¾dy vìt¹í ne¾ hodnota 2GM=
2. Pozdìji uvidíme, ¾e je to zpù-sobeno tím, ¾e pod touto hodnotou nelze stát na konstantním r. Pokud tedy povr
h 
entrálníhoobjektu nenalezneme do hodnoty r = 2GM=
2, potom jej ji¾ nenalezneme nikde. Celý prostoroèasje pak vakuový a odpovídá S
hwarzs
hildovì èerné díøe.Nyní si odvodíme vztah pro gravitaèní rudý posuv v pøípadì S
hwarzs
hildovy metriky. Uva-¾ujme dva stojí
í pozorovatele A a B. Pozorovatel A ne
h» vysílá svìtelné signály, mezi nimi¾ jsouv souøadni
ovém èase t èasové rozestupy �tA. Tyto signály pøijímá pozorovatel B. Jaké èasovérozestupy �tB mezi signály namìøí pozorovatel B? Pro svìtoèáru svìtelný
h signálù platí ds2 = 0.Odtud dostáváme, ¾e dt = 1
qdr2 + �1� 2GM
2r � r2 �d#2 + sin2 # d'2�1� 2GM
2r :Vidíme tedy, ¾e dt nezávisí na souøadni
ovém èase t, 
o¾ je dáno sta
ionaritou S
hwarzs
hildovaøe¹ení. Uvá¾íme-li je¹tì, ¾e oba pozorovatelé jsou stojí
í, potom do
házíme k závìru, ¾e se svìtoèárysvìtelný
h signálù li¹í pouze o konstantu v souøadni
ovém èase t. To znamená, ¾e 
elkový souøad-ni
ový èas (získá se seètením pøíspìvkù dt) potøebný k pøekonání vzdálenosti mezi pozorovateli jepro v¹e
hny svìtelné signály stejný. Platí tedy �tB = �tA.Pro frekven
i �A signálù, kterou namìøí pozorovatel A, platí �A = 1=��A, kde ��A je vlastníèas pozorovatele A odpovídají
í souøadni
ovému intervalu �tA. Obdobný vztah lze nalézt i profrekven
i �B signálù, kterou namìøí pozorovatel B. Dostáváme tedy�B�A = ��A��B = q��s2Aq��s2B = q1� 2GM
2rAq1� 2GM
2rB �tA�tB =  1� 2GM
2rA1� 2GM
2rB !12 :7 Toto v¹ak neplatí pro pozorovatele stojí
í na koneèné hodnotì souøadni
e r! Je to zpùsobeno tím, ¾e v gravitaènímpoli závisí ry
hlost 
hodu hodin na jeji
h poloze, a proto nelze èasovou souøadni
i zvolit tak, aby byla vlastním èasem v¹e
hstojí
í
h pozorovatelù.8 Centrální tìleso, jak ji¾ bylo øeèeno v úvodu této podkapitoly, musí být sféri
ky symetri
ké, aby
hom mìli zaruèeno, ¾ei jeho gravitaèní pole bude sféri
ky symetri
ké a vnì objektu bude tedy popsatelné S
hwarzs
hildovou metrikou.76



Seriál o teorii relativityPokud za jednotlivé signály budeme pova¾ovat vr
holy svìtelné vlny, potom dostáváme vztah progravitaèní rudý posuv9. V pøípadì slabého pole, kdy platí r � 2GM=
2, obdr¾íme�B�A = 1� GM
2rA + GM
2rB = 1 + 'A � 'B
2 ;
o¾ je vztah, který jsme ji¾ získali u¾itím Newtonovy teorie gravita
e a prin
ipù OTR.Co se stane, pokud se jeden z pozorovatelù zaène pohybovat? Gravitaèní pole Zemì lze z hle-diska relativisti
ký
h efektù pomìrnì pøesnì popsat pomo
í S
hwarzs
hildovy geometrie (Zemìje s velkou pøesností sféri
ky symetri
ká). Mìjme pozorovatele (oznaème jej písmenem Z), kterýstojí na zemském povr
hu. Polomìr Zemì oznaème R. Ve vzdálenosti r od støedu Zemì ne
h»se pohybuje po kruhové dráze pozorovatel S. Uva¾ujme, ¾e pozorovatel S volnì padá { kromìgravita
e na nìj nepùsobí ¾ádné dal¹í síly. Pozorovatel S se tedy pohybuje ry
hlostí pGM=r,kde M je hmotnost Zemì. Sféri
ké souøadni
e zvolme tak, aby kruhová dráha pozorovatele le¾elav rovinì # = �2 . Pro pohyb pozorovatele S tedy platí�r�'�t �2 = GMr :Pokud bude vzdálenost obou pozorovatelù maximální nebo minimální, potom bude platit �tZ == �tS, nebo» v tomto pøípadì dvì po sobì jdou
í maxima potøebují stejný èas k probìhnutí dráhymezi obìma pozorovateli. Pro frekven
e, které pozorovatelé namìøí, tedy platí (pole je slabé)�Z�S = q�1� 2GM
2r � 
2�t2S � r2�'2q1� 2GM
2R 
�tZ = r1� 2GM
2r � 1
2 �r�'�t �2q1� 2GM
2R = 1 + GM
2 � 1R � 32r� :Pro r = 32R dostáváme, ¾e �Z = �S. To je zpùsobeno tím, ¾e kromì gravitaèního pole má v tomtopøípadì vliv na zmìnu frekven
e svìtla také pohyb jeho zdrojù.Ji¾ v ro
e 1859 dokázal Leverrier, ¾e stáèení perihelia Merkuru nelze z
ela vysvìtlit poru-
hami od ostatní
h tìles sluneèní soustavy. Pozorované stáèení perihelia bylo o 4300/století vìt¹íne¾ vypoètené10. Pokud budeme vy¹etøovat dráhy volný
h tìles ve S
hwarzs
hildovì poli, potomv oblasti, kde je pole slabé, dostáváme Keplerovské orbity, které v¹ak ji¾ nejsou uzavøené naroz-díl od Newtonovského pøípadu. Do
hází toti¾ ke stáèení jeji
h peri
enter. Pøi jednom obìhu seperi
entrum posune o úhel �' = 6�GM
2a (1� e2) ;kde a je hlavní poloosa elipti
ké dráhy a e je její ex
entri
ita. V pøípadì planety Merkur dostávámepøesnì hodnotu, která je rozdílem mezi pozorovanou hodnotou a hodnotou plynou
í z Newtonovskéteorie.Z prin
ipu ekvivalen
e plyne, ¾e by v gravitaèním poli mìlo do
házet k ohybu svìtla. V pøípadìS
hwarzs
hildovy geometrie lze za pøedpokladu slabého pole (r � 2GM=
2) odvodit pro úhel 'ohybu svìtelného paprsku vztah ' = 4GM
2R ;kde R je minimální vzdálenost svìtelného paprsku od 
entrálního objektu. Je zajímavé, ¾e po-kud by
hom ohyb svìtelného paprsku poèítali pomo
í nahrazení gravitaèního pole setrvaènýmisilami ury
hlené zdvi¾e, potom by
hom dostali pouze polovièní hodnotu pro úhel ohybu. Je tozpùsobeno tím, ¾e v pøípadì ury
hlené zdvi¾e je prostoroèas plo
hý (existují v nìm globální iner-
iální systémy), zatím
o v pøípadì gravitaèního pole 
entrálního objektu je prostoroèas zakøivený.9 Skuteèný posuv mù¾e být i modrý. Termín gravitaèní rudý posuv zde pou¾íváme pro zmìnu frekven
e svìtelné vlnyvlivem gravitaèního pole. Tedy i pro pøípad modrého posuvu.10 Stáèení perihelia zpùsobené poru
hami od ostatní
h tìles je ví
e ne¾ desetinásobné. 77



FYKOS, roèník XVV ro
e 1919 provedl Eddington experiment s mìøením ohybu svìtelný
h paprskù gravitaèním po-lem Slun
e11. Výsledky tohoto experimentu prokázaly platnost pøed
hozího vztahu12. Po tomtoexperimentu zaèala být OTR pøijímaná13.Pøi vy¹etøování pohybù volný
h èásti
 v okolí èerné díry (popøípadì velmi stlaèené hvìzdy, abyvakuum bylo a¾ k hodnotám r blízkým 2GM=
2) se objevují z
ela neèekané výsledky. Napøíkladpod 6GM=
2 ji¾ neexistují stabilní kruhové orbity. Na hodnotì r = 3GM=
2 je kruhová dráhapro fotony a pod ní ji¾ neexituje ¾ádná kruhová orbita. S
hwarzs
hildovské pole je dokon
e taksilné, ¾e existují energeti
ky nevázané kruhové dráhy. To znamená, ¾e èásti
e na tì
hto orbitá
h mádostatek energie k tomu, aby se mohla dostat a¾ do nekoneèna. Tyto dráhy jsou tedy nestabilní. Pøijeji
h poru¹e èásti
e buï odlétne do nekoneèna anebo skonèí v èerné díøe (popøípadì v 
entrálnímobjektu).Èerné díryNejjednodu¹¹í èernou dírou je S
hwarzs
hildova èerná díra, která je popsána S
hwarzs
hildovoumetrikou v 
elém prostoroèase. V tomto pøípadì zde nemáme ¾ádné 
entrální tìleso a 
elý prosto-roèas je tedy vakuový. Èernou dírou nazýváme oblast prostoroèasu, její¾ radiální souøadni
e r jemen¹í ne¾ 2GM=
2. Oblast s r = 2GM=
2 se nazývá horizontem èerné díry.Proè je èerná díra èerná? Uva¾ujme pozorovatele, jeho¾ svìtoèára má konstantní radiálnísouøadni
i r, která je men¹í nebo rovna hodnotì 2GM=
2. Na této svìtoèáøe potom platíds2 = ��1� 2GM
2r � 
2dt2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To znamená, ¾e uvnitø èerné díry je v¾dy ds2 > 0 a na jejím horizontu je ds2 � 0, pøièem¾ rovnostnastává pouze v pøípadì, ¾e jsou konstantní i ostatní prostorové souøadni
e. Uvnitø èerné díry a najejím horizontu nelze tedy stát na konstantní radiální souøadni
i14! V¹e
hny fyzikální objekty setedy uvnitø èerné díry musí pohybovat po svìtoèárá
h, na který
h klesá radiální souøadni
e r. Toje zpùsobeno tím, ¾e pod horizontem hraje úlohu èasové souøadni
e radiální souøadni
e r a nikolivsouøadni
e t (záporný èlen v metri
e stojí pøed dr2 a nikoliv pøed dt2). Z èerné díry tedy nemù¾euniknout do vnìj¹í oblasti za horizontem ¾ádný fyzikální objekt { ani záøení. Proto je èerná díraèerná.Z pøed
hozí diskuse vidíme, proè musí být hodnota radiální souøadni
e povr
hu 
entrálníhotìlesa vìt¹í ne¾ 2GM=
2. V opaèném pøípadì by se toti¾ radiální souøadni
e povr
hu tìlesa muselazmen¹ovat a tìleso by se tak zhroutilo do r = 0.Uva¾ujme nyní pozorovatele, který se pohybuje (ne nutnì volnì { mohou na nìj pùsobiti negravitaèní síly) smìrem do èerné díry (jeho radiální souøadni
e klesá). Z podmínky ds2 < 0dostáváme nerovnostdt > 1
qdr2 + �1� 2GM
2r � r2 �d#2 + sin2 # d'2�1� 2GM
2r � �1
 dr1� 2GM
2r ;kde pøedpokládáme, ¾e jsme stále mimo èernou díru (r > 2GM=
2). Záporné znaménko v posled-ním výraze je zpùsobeno tím, ¾e dr je záporné, proto¾e radiální souøadni
e klesá. Ne
h» v èase t = 011 Pøi experimentu se mìøila vzájemná poloha hvìzd v blízkosti sluneèního kotouèe bìhem jeho zatmìní Mìsí
em. Namì-øené hodnoty se porovnaly s hodnotami namìøenými v dobì, kdy byl sluneèní kotouè dostateènì daleko (napøíklad na druhéstranì oblohy). Úhel ohybu svìtelný
h paprskù se potom urèil z namìøený
h rozdílù relativní
h poloh hvìzd. Pro svìtelnýpaprsek jdou
í tìsnì pøi povr
hu Slun
e obe
ná teorie relativity pøedpovídá hodnotu 1;7500.12 Výsledky mìøení nebyly pøíli¹ pøesné, ni
ménì vyluèovaly mo¾nost, ¾e by skuteèný úhel ohybu byl polovièní oprotipøedpovìdi OTR.13 Ni
ménì astronomové ji pøijmuli a¾ v 60. lete
h, kdy byly objeveny kvasary a rentgenové zdroje, jeji
h¾ záøivé výkonyse daly pøirozenì vysvìtlit pouze pomo
í OTR.14 Fyzikální pozorovatel se mù¾e þpohybovatÿ pouze po svìtoèáøe, na ní¾ pro libovolné dvì blízké události platí ds2 < 0.Stát na horizontu mù¾e pouze foton, který se nepohybuje ani v úhlový
h souøadni
í
h.78



Seriál o teorii relativityje hodnota radiální souøadni
e uva¾ovaného pozorovatele rovna r0. Integra
í (seètením) pøed
hozínerovnosti dostáváme vztah t > r0 � r
 + 2GM
3 ln r0 � 2GM
2r � 2GM
2 :Vidíme tedy, ¾e horizontu èerné díry dosáhne pozorovatel a¾ v nekoneèné hodnotì èasu t! Tentovýsledek nás pøíli¹ nepøekvapí, pokud si uvìdomíme, ¾e se v blízkosti horizontu þzastavujeÿ èas, 
o¾plyne z toho, ¾e pokud pøibli¾ujeme zdroj svìtla k horizontu èerné díry, potom jeho gravitaèní rudýposuv roste do nekoneèna (frekven
e svìtla klesá k nule). Mohlo by se tedy zdát, ¾e pozorovatelhorizontu a èerné díry nikdy nedosáhne. K tomuto závìru skuteènì do
hází pozorovatel, kterýse na
hází ve vnìj¹í oblasti, nebo» pro nìj má souøadni
e t skuteènì význam èasové souøadni
e.Pokud bude pozorovatel letí
í do èerné díry bìhem svého pohybu vysílat signály, potom je vnìj¹ípozorovatel bude registrovat po 
elou dobu existen
e vesmíru. Ni
ménì frekven
e tì
hto signálùvelmi ry
hle poklesne k nule.Z
ela k jinému závìru do
hází pozorovatel letí
í do èerné díry. Dá se ukázat, ¾e tento pozoro-vatel dosáhne horizontu v koneèné hodnotì vlastního èasu. Po prùletu horizontem mu pak nezbýváni
 jiného ne¾ se pohybovat po svìtoèáøe, na které se zmen¹uje radiální souøadni
e. Za koneènývlastní èas potom pozorovatel skonèí svou historii v r = 0, kde je singularita. V pøípadì volnéhopádu do èerné díry je 
elý pro
es z hlediska padají
ího pozorovatele velmi ry
hlý.Ji¾ jsme se zmínili o tom, ¾e na horizontu èerné díry a pro r = 0 je S
hwarzs
hildova metrikasingulární. Pokud se nám nìkde vyskytne singularita, potom je v¾dy tøeba (zejména v OTR)zkoumat, zda je tato singularita fyzikální nebo je zpùsobena volbou souøadni
. Pokud v tomtopøípadì spoèítáme nìkteré skalární velièiny (nezávisejí na volbì souøadni
) 
harakterizují
í køivostprostoroèasu, potom zjistíme, ¾e divergují pouze pro r = 0, zatím
o na horizontu jsou koneèné.Dá se ukázat, ¾e fyzikální singularita je pouze v r = 0, kde je singulární geometrie prostoroèasu(tím pádem jsou singulární i ostatní fyzikální velièiny). O tom, 
o se dìje v singularitì, zatím ni
nevíme, nebo» v singularitì nelze u¾ít Einsteinovy rovni
e.S
hwarzs
hildovy souøadni
e t; r; # a ' nejsou vhodné pro popis prostoroèasu v èerné díøe ana jejím horizontu. Vidìli jsme, ¾e horizontem èerné díry lze v tì
hto souøadni
í
h projít pouzepøes nekoneènou hodnotu t. Ukazuje se toti¾, ¾e oblast r = 2GM=
2, t koneèné, # a ' libovolné jeve skuteènosti pouze dvojrozmìrnou oblastí. Pro popis S
hwarzs
hildovské èerné díry jsou vhod-nìj¹í souøadni
e nazývané Kruskalovy, v ni
h¾ má metrika následují
í tvar15ds2 = 32G3M3
6r exp�� 
2r2GM���dV 2 + dU2�+ r2 �d#2 + sin2 # d'2� :Z vyjádøení S
hwarzs
hildovy metriky v Kruskalový
h souøadni
í
h vidíme, ¾e na horizontu èernédíry skuteènì ¾ádná singularita není.Kruskalovy souøadni
e (pokud budeme uva¾ovat jeji
h maximální mo¾ný rozsah) ve skuteè-nosti popisují dvakrát þvìt¹íÿ prostoroèas. K jeho pokrytí by
hom potøebovali dvì sady S
hwarz-s
hildovský
h souøadni
. Toto roz¹íøení S
hwarzs
hildovské variety je dokon
e ¾ádou
í, proto¾epùvodní prostoroèas (pouze s jednou sadou S
hwarzs
hildovský
h souøadni
) nebyl geodeti
kyúplný { nìkteré geodetiky konèily mimo singularitu pøi koneèné dél
e. V roz¹íøeném prostoroèasepotom máme dvì vnìj¹í asymptoti
ky plo
hé oblasti (dva vesmíry), jednu èernou díru a jednutzv. bílou díru. Pøi diskusi pohybù pozorovatelù uvnitø èerné díry jsme dospìli k závìru, ¾e sepozorovatelé mohou pohybovat pouze tak, aby se jeji
h radiální souøadni
e zmen¹ovala. Druhoumo¾ností by v¹ak bylo, ¾e se pozorovatelé pohybují tak, ¾e se jeji
h radiální souøadni
e neustálezvìt¹uje. Tato mo¾nost se realizuje v bílé díøe. To znamená, ¾e z bílé díry musí v¹e
hny objektyvyletìt. Objekty, které vyletí z bílé díry, se ve vnìj¹í oblasti objeví v èase t = �1. Pro vnìj¹íhopozorovatele tyto objekty tedy existují þod poèátkuÿ vesmíru.15 Je to þsmí¹enýÿ tvar, nebo» zde také vystupuje S
hwarzs
hildovská radiální souøadni
e r. Ta je v¹ak jednoznaènoufunk
í Kruskalový
h souøadni
 V; U; # a '. 79



FYKOS, roèník XVDá se ukázat, ¾e není mo¾né, aby se nìjaký fyzikální objekt dostal z jednoho vesmíru (vnìj¹íasymptoti
ká oblast) do druhého, nebo» k tomu je nutné pohybovat se nadsvìtelnou ry
hlostí(ds2 > 0), 
o¾ není mo¾né. Pokud èerná díra vznikne kolapsem nìjakého tìlesa, potom se dvavesmíry neobjeví. Je to zpùsobeno tím, ¾e 
elý prostoroèas není S
hwarzs
hildovský (èerná dírazde není od zaèátku).Vra»me se nyní k pádu pozorovatele do èerné díry. Pøed
hozí závìry platily pouze pro bodo-vého pozorovatele. Pokud je pozorovatel nebodový, potom je potøeba uva¾ovat také nehomogenitygravitaèního pole, které zpùsobují slapové síly. Slapové síly rostou smìrem k r = 0, kde jsou neko-neèné. To znamená, ¾e nebodový pozorovatel do singularity nikdy nedospìje, nebo» je¹tì pøedtímjej roztrhají slapové síly. Jestli¾e máme pøíli¹ velkého pozorovatele a málo hmotnou èernou díru(má malý rozmìr horizontu), potom se takový pozorovatel nemusí dostat ani do èerné díry, nebo»slapové síly jej znièí je¹tì døíve, ne¾ dosáhne jejího horizontu. Pokud v¹ak máme velmi hmotnouèernou díru (napøíklad ty, které se na
házejí v 
entre
h galaxií), potom je gravitaèní pole na jejímhorizontu pomìrnì homogenní (vzhledem k lidským rozmìrùm). V takovém pøípadì z lokální
hexperimentù vùbe
 nepoznáme, ¾e jsme se dostali do èerné díry (pod její horizont). To zjistíme a¾za 
hvíli, kdy¾ zaène neodvra»nì þpøituhovatÿ.Zatím jsme se zabývali pouze S
hwarzs
hildovou èernou dírou, která je z
ela 
harakterizovánajediným parametrem { svojí hmotností M . Je mo¾né ukázat, ¾e ka¾dá sta
ionární èerná díra jejednoznaènì urèena zadáním tøí parametrù, kterými jsou hmotnost, elektri
ký náboj a momenthybnosti16. Prostoroèas obe
né sta
ionární èerné díry nemusí být vakuový, nebo» v nìm mù¾e býtelektromagneti
ké pole (èerná díra mù¾e být nabitá).Èerné díry mohou vzniknout pøi gravitaèním kolapsu hmotného objektu (napøíklad velmihmotné hvìzdy na kon
i jejího ¾ivota). Takovéto èerné díry jistì nebudou sta
ionární, nebo» nee-xistují od zaèátku vesmíru. Ukazuje se v¹ak, ¾e po vzniku èerné díry lze její gravitaèní pole v jejímokolí popsat pomo
í gravitaèního pole, které odpovídá nìjaké sta
ionární èerné díøe. Výslednýobjekt je tedy velmi jednodu
hý, nebo» jej lze popsat pouze pomo
í tøí parametrù (v praxi staèídva, proto¾e 
elkový náboj makroskopi
ký
h tìles je nulový). Pøi gravitaèním kolapsu se tedyþzvy¹ujeÿ symetrie. Pøípadné nesymetrie pùvodního objektu jsou þvyzáøenyÿ gravitaèními vlnamipøi vzniku èerné díry.Rotují
í èerná díra vykazuje zajímavé efekty. Lze z ní napøíklad získávat energii na úkorjejí rota
e. Zajímavým efektem je také tzv. þvleèeníÿ iner
iální
h systémù. Rotují
í èerná díratoti¾ ve svém okolí þstrháváÿ geometrii prostoroèasu a nutí ji ke korota
i. Pokud by
hom ne
haliz nekoneèna volnì padat tìleso s nulovou poèáteèní ry
hlostí, potom toto tìleso nespadne do èernédíry radiálnì { kromì radiálního pohybu vyvolá gravitaèní pole také pohyb orbitální ve smìrurota
e èerné díry. Tento jev se obe
nì vyskytuje u v¹e
h rotují
í
h zdrojù17. V OTR je tedy rozdílmezi gravitaèním polem rotují
ího a nerotují
ího objektu. Naproti tomu v klasi
ké Newtonovìteorii je rota
e zdroje irelevantní.Geometrie vesmíruNa závìr si struènì povíme nì
o o geometrii vesmíru. Ke studiu vesmíru jako 
elku je potøebau¾ít OTR, proto¾e dominantní silou ve vesmíru je gravita
e18.Ze souèasný
h pozorování vyplývá, ¾e vesmír je na dostateènì velký
h mìøítká
h homogenní(ve v¹e
h míste
h stejný) a izotropní (ve v¹e
h smìre
h stejný). To znamená, ¾e by mìly existovattøírozmìrné prostoroèasové øezy, které by mìly mít ve v¹e
h bode
h stejné geometri
ké vlastnosti.Existují tøi základní typy prostorù s konstantní køivostí, k jeji
h¾ rozli¹ení mù¾eme pou¾ít tzv.index køivosti k nabývají
í hodnot �1; 0 a +1. Geometrie tì
hto prostorù je v souøadni
í
h �; #a ' popsána metrikou dl2 = a2�d�2 + �2k(�) �d#2 + sin2# d'2�� ;16 Z matemati
kého hlediska jsou ve skuteènosti potøebné ètyøi parametry. Ètvrtý parametr ale nemá dobrou fyzikálníinterpreta
i, nebo» odpovídá magneti
kému náboji èerné díry.17 V pøípadì Zemì je v¹ak tento efekt velmi malý, a proto se jej doposud nepodaøilo zmìøit.18 Slabé a silné interak
e mají krátký dosah. Elektromagneti
ká interak
e je ve vesmírný
h mìøítká
h odstínìna, proto¾ena tì
hto rozmìre
h je vesmír elektri
ky neutrální.80



Seriál o teorii relativitykde a je konstanta 
harakterizují
í rozmìr prostoru. Rozsah promìnné � a funk
e �k(�) zavisí natypu prostoru �k(�) = ( sin�; � 2 h0; �i pro k = 1�; � 2 h0;1) pro k = 0sinh�; � 2 h0;1) pro k = �1 :Pøi konstantní souøadni
i � dostáváme geometrii dvojrozmìrné sféry, její¾ polomìr je roven a�k(�).Ze vztahu pro funk
i � vidíme, ¾e pro k = 0 dostáváme tøírozmìrný Eukleidovský prostor,jeho¾ geometrie je vyjádøena ve sféri
ký
h souøadni
í
h (radiální souøadni
e je rovna a�). Prostors k = �1 odpovídá tøírozmìrné sedlové plo¹e (pøi konstantní souøadni
i ' má výsledná dvoj-rozmìrná plo
ha tvar sedla). Prostory s indexem køivosti k = �1; 0 jsou tedy nekoneèné. V pøí-padì k = 1 dostáváme prostor, jeho¾ geometrie odpovídá geometrii tøírozmìrné sféry (povr
huètyørozmìrné koule). To znamená, ¾e pro k = 1 je prostor koneèný (nemá ale hrani
i).Prostoroèasová geometrie je tedy popsána metrikouds2 = �
2dt2 + dl2 = �
2dt2 + a2(t)�d�2 + �2k(�) �d#2 + sin2# d'2�� :Èasovou závislost parametru a, který 
harakterizuje prostorové rozmìry, je tøeba urèit z Einstei-nový
h rovni
. Výraz pro prostoroèasovou geometrii je pomìrnì jednodu
hý. To je zpùsobené tím,¾e pou¾ité souøadni
e vyjadøují vysokou symetrii prostoroèasu. Vzhledem k vysoké symetrii pro-storoèasové geometrie existuje význaèný èas { je to ten èas t, vùèi kterému je ka¾dý tøírozmìrnýprostoroèasový øez t = konst: prostorem konstantní køivosti. Díky této vlastnosti má smysl mluvito stáøí vesmíru (udává se v této význaèné èasové souøadni
i).Pokud hmotu ve vesmíru budeme pova¾ovat za jakousi ideální tekutinu s hustotou % a se zane-dbatelným tlakem p, potom z Einsteinový
h rovni
 (pøi nulové kosmologi
ké konstantì) dostáváme,¾e geometrie vesmíru nemù¾e být stati
ká! (Parametr a se musí vyvíjet s èasem.) Z dynami
ký
hrovni
 vyplývá, ¾e existuje nìjaké t, pro které a(t) = 0. Tento okam¾ik odpovídá singulárnímupoèátku vesmíru (vzdálenost libovolný
h dvou bodù je pøi poèátku vesmíru nulová). Dal¹í vý-voj geometrie vesmíru závisí na jeho indexu køivosti k. Pøi k = �1; 0 se bude vesmír neomezenìrozpínat (a(t) bude rostou
í funk
í èasu t). V pøípadì k = 1 bude vesmír expandovat a¾ po dosa-¾ení nìjaké maximální hodnoty amax. Potom expanzi vystøídá kontrak
e, která povede k dal¹ímusingulárnímu stavu. Vesmír je tedy pro k = 1 koneèný nejen v prostoru ale i v èase19.Z pozorování vesmíru víme, ¾e se vzdálené galaxie od nás vzdalují. To znamená, ¾e funk
e a(t)je v souèasnosti rostou
í funk
í èasu t. (Pozorované vzdalování galaxií je toti¾ zpùsobeno èasovýmvývojem parametru a, nebo» hmota vesmíru v souøadni
í
h �; # a ' stojí20.) O tom, jaká je hodnotaindexu køivosti vesmíru (jaký je typ geometrie vesmíru), rozhoduje hustota jeho hmoty. Pøesnost,s jakou v souèasnosti známe hustotu vesmírné hmoty, nedovoluje stanovení typu geometrie vesmíru.Skuteèná hustota hmoty vesmíru je toti¾ velmi blízká tzv. kriti
ké hustotì21, která odpovídávesmíru s plo
hým prostorem (k = 0). Pokud je hustota hmoty vìt¹í ne¾ kriti
ká, potom je vesmírkoneèný (k = 1). Ve zbývají
í
h pøípade
h je index køivosti k roven mínus jedné.
19 Souèasná pozorování ukazují, ¾e kosmologi
ká konstanta je nenulová. Pøi nenulové kosmologi
ké konstantì mù¾e býti vesmír s k = 1 nekoneèný v èase (bude stále expandovat).20 Èasová souøadni
e t tedy odpovídá vlastnímu èasu pozorovatele spojeného s hmotou vesmíru.21 Hodnotu kriti
ké hustoty lze získat z údajù popisují
í
h rozpínání vesmíru (lze je namìøit). V pøípadì nenulové kosmo-logi
ké konstanty potøebujeme k urèení kriti
ké hustoty zmìøit dvì velièiny (þry
hlostÿ a þzry
hleníÿ rozpínání vesmíru).81



FYKOS, roèník XV
�Poøadí nejlep¹í
h øe¹itelù

Kategorie ètvrtý
h roèníkùPoøadí Jméno Pøíjmení Tøída ©kola BodyStudent Pilný F.1 MFF UK 2001 Sergej Maroz 4.A Gymnázium L. Pika Plzeò 1082 Eva Skopalová 4.A Gymnázium Poprad 1013 Pavel Kvasnièka 4.F Gymnázium Gymnázium Josefa Ressela Chrudim 974 Jan Novák oktáva Gymnázium Praha 6 685 Mi
hael Komm oktáva A Gymnázium Praha 6 666 Miroslav ©ul
 septima B Gymnázium a SPG© Ústí nad Labem 607 ¥ubo¹ Bednárik 4.F Gymnázium ¥. ©túra Trenèín 508 Matej Dubový 4.B Gymnázium ¥. ©túra Trenèín 449 Sebastian Höppner 4 Gymnasium Frankfurt 4110 Jindøi
h ©»ástka 4.E Gymnázium Sokolov 36Kategorie tøetí
h roèníkùPoøadí Jméno Pøíjmení Tøída ©kola BodyStudent Pilný F.1 MFF UK 2001 Miroslav Hejna 3 Gymnázium F. M. Pel
la Ry
hnov nad Knì¾nou 1842 Jan Pra
haø 3 Gymnázium F. M. Pel
la Ry
hnov nad Knì¾nou 1423 Jaroslav Trnka 3.B Gymnázium Praha 3 1274 Tibor Vansa 3 Matièní gymnázium Ostrava 1165 Karel Tùma septima A Matièní gymnázium Ostrava 1106 Luká¹ Chvátal 7A8 Gymnázium Brno-Bystr
 1087 Vá
lav Cvièek 5.A 898 Mi
hal Bare¹ septima.A Gymnázium Plzeò 829 Vít ©ípal 3.B Gymnázium Ústí nad Labem 7910 Jiøí Lipovský septima Gymnázium Bystøi
e nad Pern¹tejnem 47
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Poøadí nejlep¹í
h øe¹itelùKategorie druhý
h roèníkùPoøadí Jméno Pøíjmení Tøída ©kola BodyStudent Pilný F.1 MFF UK 2001 Matou¹ Ringel sexta Gymnázium Broumov 1412 Alexadr Kazda 2 Gymnázium Praha 6 1053 Boris Ga¾oviè 2.E Gymnázium L. Svobodu Humenné 944 Petr Hou¹tìk kvinta Gymnázium Pelhøimov 685 Jana Matìjová 2.D Støední prùmyslová ¹kola strojni
ká Chrudim 656 Vojtì
h Krejèiøík sexta 557 Petr Dostál 2.B Gymnázium ®amberk 408 Pavel Hála sexta Gymnázium Èeský Krumlov 379 Zuzana Rozlívková kvarta B Gymnázium Bo¾eny Nìm
ové Hrade
 Králové 3310 Martin Rybáø sexta A GOA Blansko 32Kategorie první
h roèníkùPoøadí Jméno Pøíjmení Tøída ©kola BodyStudent Pilný F.1 MFF UK 2001 Anton Repko kvinta Z© a gymnázium sv. Mikulá¹a Pre¹ov 622 Jana Vrábelová 9.A 9.Z© Trenèín 253 Ondrej Bogár 9.Z© Trenèín 19
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