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Predmluva

Mily ¢tenari,
pravé mas v rukou ro¢enku obsahujici zadani a feSeni tloh XV. ro¢niku FYKOSu (FYzikilniho
KOresponden¢niho Seminafe MFF UK), ktery probéhl ve skolnim roce 2001/02.

V pribéhu roku vypada semindr tak, ze feSitelé pravidelné (kazdych Sest tydnti) obdrzi sérii
sedmi tloh, z nichz je 5 teoretickych (péaté, oznacena P, je ,problémova“), jedna experimentalni
a posledni se tématicky vaze k Seridlu na pokracovani, ktery zadani doprovazi (letos byl vénovan
posilaji na adresu seminare. Organizatori tlohy opravi, oboduji a zaslou zpét tcastnikim, kteri se
takto seznami se vzorovymi feSenimi a dozvi se o chybach svych vlastnich postupt. Zasilky tloh a
reseni jsou doplhovany pribéznou vysledkovou listinou sestavenou na zakladé bodovani a na konci
kazdého roc¢niku jsou nejlepsi resitelé nalezité odménéni.

K tomuto zakladnimu schématu seminéafe se brzy pridala dvé kazdoroc¢ni soustiedéni, ktera jsou
dnes jiz jeho neodmyslitelnou soucasti. Probihaji vzdy na jafe a na podzim a jsou dobrou motivaci
a odménou pro nejlepsi ucastniky. Dalsi aktivitou je Den s experimentalni fyzikou, kdy umoznime
(ve spolupraci s jednotlivymi katedrami MFF) nasim feSitelim navstévu nékolika pracovist, kde
se déla ,,opravdova fyzika“.

V této rocence najdes na zacatku kompletni zadani teoretickych a experimentalnich tloh,
nésledné jejich feseni (teoretickd jsou z praktickych divodi oddélena od experimentélnich), v dalsi
¢asti je pak Seridl na pokracovani, ktery je doplhovan tlohami souvisejicimi s danym tématem.
Na konci pak najdes soupisku nejlepsich tesiteli.

Trocha statistiky: XV. ro¢nik seminare teSilo 137 studentii, organizatori dohromady opra-
vili 1536 jednotlivych Feseni.

Pokud té tato roc¢enka nadchne natolik, 7ze by ses chtél prihlasit k soutézeni v seminafi nebo
se jen potiebujes na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, neboj se a napis nam.
Jsme k dispozici témér nepietrzité na adrese

FYKOS
Matematicko-fyzikalni fakulta UK — UTF
V Holesovickach 2
180 00 Praha 8
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
www:  http://fykos.mff.cuni.cz
tel: 221 912 504



FYKOS, rocnik XV

Zadani uloh

Uloha I.1 ... spulka

Na Spulce je navinuta nit. Za nit tahneme ve vodorovném sméru konstantni silou F'. Vnéjsi
polomér je R a polomér valce, na kterém je navinuta nit je r. Jaké je zrychleni Spulky a jaky
ma smér? Koeficient tieni je dost velky na to, aby Spulka neprokluzovala. Dale znate, hmotnost a
moment setrvacnosti spulky. Reseni str. 9

Uloha I.2 ... vdlec s vodou
Megjme valcovou nadobu o poloméru podstavy R naplnénou vodou do vysky H. Do podstavy
udélame malou dirku o poloméru r. Za jak dlouho voda vytece? Reseni str. 9

Uloha 1.3 ... Zdrovka

Mame zarovku, kterd sviti na vykonu 100 W. Chceme vyrobit zarovku pro vykon 60 W a pouzit
pritom stejny material vlikna. Chceme, aby obé zarovky svitily ,stejné“ (mély stejnou spektralni
vyzafovaci charakteristiku). Jaké rozméry musi mit vldkno v 60 W zarovce vzhledem k tomu ve
100 W? Reseni str. 10

Uloha I.4 ... hranol

Méjme pravidelny trojboky hranol o indexu lomu n. Na jednu jeho sténu dopada paprsek svétla
a vychazi druhou sténou. Spoctéte thel odchyleni 6 paprsku od ptivodniho sméru v zavislosti na
natoceni hranolu. Kdy bude § maximalni? Reseni str. 11

Uloha I.P ... éernd télesa
Meéjme dvé dokonale cerna télesa. Prvni z nich ma teplotu 7. Na jakou nejvyssi teplotu lze

zahtat druhé z nich pomoci spojky o ohniskové vzdalenosti f7 Regeni str. 12

Uloha I.Exp ... tdni ledu

Pripravte si riizné veliké ale geometricky podobné kusy ledu (kostky, koule, ...) a zméite
zéavislost rychlosti jejich tani ve vodé (pokud mozno stélé teploty) na jejich velikosti. Vysledky se
pokuste interpretovat. Reseni str. 36

Uloha II.1 ... vijtah

Méjme vytah o hmotnosti m, ktery je povésen na lané pies pevnou kladku. Za druhy konec
lana tahd silou F' ¢lovék, ktery stoji v onom vytahu. Jeho hmotnost je M. Spoctéte zrychleni
vytahu. Reseni str. 13

Uloha IT.2 ... ty¢

Predstavte si metrovou idealné homogenni tyc¢, kterou na krajich ve vodorovné poloze pode-
prete prsty. Prsty pomalu za¢néte pfiblizovat k sobé (smérem ke stiedu tyce), udrzujete je porad
ve stejné vysce. Staticky koeficient tfeni mezi prsty a tyc¢i je fs, dynamicky fg, pticemz fs > fg.
Néasledny déj podrobné popiste. Regenf str. 13

Uloha II.3 ... fotografovdni

Pii fotografovani béznym fotoaparatem nelze dokonale zaostrit na vSechny objekty. Ostie se
zobrazi pouze body lezici v roviné kolmé na osu objektivu, na kterou je aparat zaostien. Co se
ale stane, kdyz sklopime ve fotdku film (vii¢i objektivu)? Kde pak budou body, které se zobrazi
ostie? Lze toho néjak prakticky vyuzit? Reseni str. 14
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Uloha I1.4 ... rezonanéni obvod

Na obrazku ¢. 1 je zndzornéno zarizeni, jimz lze mérit malé zmény délky. Hlavni
¢asti je vzduchovy rovinny kondenzator. Méni-li se délka vzorku, méni se vzdalenost
desek kondenzatoru, a tedy i rezonanc¢ni frekvence LC'-obvodu, kterou lze snadno
mérit.

Uvazme, 7ze pred experimentem byla délka vzorku [ = 10,0 cm, vzdalenost desek
kondenzatoru dy = 1,00mm a frekvence fy = 50,0 kHz. Pak byla teplota vzorku
zvétsena o At = 110°C a frekvence se snizila o Af = 950 Hz. Spoctéte koeficient
teplotni délkové roztaznosti vzorku. Regeni str. 15

7

Obr. 1

Uloha I1. P ... chladi¢

Predstavte si chladi¢, ktery jisté pouzivate v chemickych laboratofich. Jsou to dvé souosé
trubky, mezi nimi te¢e chladici kapalina (ve vnitini trubce tece kapalina chlazend). Nasi otazkou
je, zda je chlazeni kapaliny 1¢innéjsi, tecou-li kapaliny proti sobé ¢i soubézné. Nezapomente popsat
za jakych zjednodusujicich predpokladi tlohu Tesite. Regeni str. 16

Uloha I1.Exp ... elektrostatické pole Zemé
Zmerte velikost elektrostatického pole Zemé

Navod: Muzete bud piimo méfit potencidlovy rozdil mezi Zemi a izolovanym vodi¢em v urcité
vySce (pozor vSak, musite zafidit, aby se potencidl tohoto vodice stihl vyrovnat s potencidlem
vzduchu v prislusné vysce — zkuste napr. do vzduchu umistit nadobu s vodou tak, aby voda
mohla odkapavat a odnéSet tak sebou prebyteény ndboj). Druhy zpisob vyuziva faktu, ze Zemé
mé svilj povrchovy naboj. Umistime-li do blizkosti povrchu vodivou desku a uzemnime ji, objevi se
na ni naboj. Prikryjeme-li tuto desku jinou uzemnénou deskou, objevi se naboj na ni a z ptivodni
vymizi, coz mizeme galvanometrem zmérit. Regeni str. 37

Uloha III.1 ... obr a trpaslik
Obr s trpaslikem se pretahuji o lano, které je omotané kolem stromu zakorenéného tak pevné,
ze ho ani obr nedokéze vytrhnout nebo zlomit. Pretrhnout lano se mu také nepodari.
Velky zly obr je presné 666-krat silnéjsi nez trpaslik. Kolikrat musi byt lano omotané kolem
stromu, aby pretahovani nikdo nevyhral? Koeficient tfeni mezi lanem a stromem odhadnéte.
Reseni str. 18

Uloha III.2 ... valéik
Odhadnéte celkovou kinetickou energii paru tanc¢iciho vidensky valcik. Regeni str. 19

Uloha III.3 ... rampouch

Zimni sezona se blizi, ale nez vyrazite lyzovat, zamyslete se nad tim, jaky tvar maji rampouchy
rostouci na otacejicim se kole lyzarského vleku. Rovina kola svird s vodorovnou rovinou thel a,
kolo se ota¢i tthlovou rychlosti w a rampouch roste ve vzdalenosti r od osy ota¢eni. ReSeni str. 20

Uloha III.4 ... piesnost GPS

Tzv. Global Positioning System (GPS) pracuje na jednoduchém principu. Druzice pohybujici
se na 12-ti hodinovych drahach vysilaji prfesné synchronizované signaly, které piijmac detekuje.
Protoze na prijmaci nejsou absolutné ptresné hodiny, lze métit jen rozdily vzdalenosti od riz-
nych sateliti. Ctyfi satelity sta¢i na dopoéteni polohy. Poloha satelitl se zméii ze Zemé stejnym
zpusobem.

Zduvodnéte, proc je presnost GPS v horizontalnim sméru znatelné vyssi nez ve vertikalnim
sméru. Reseni str. 20
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Uloha III. P ... magnetky

Sezente si nékde dva magnetky a zelezny plisek. Umistéte magnetky proti sobé na opacné
strany plisku a vyzkousSejte, jakou silou se ptritahuji. Pak jeden z magnetki otocte a pokus opakujte.
Konecné vyzkousejte, jak se magnetky pritahuji a odpuzuji bez pritomnosti plisku.

Pfi téchto experimentech zfejmé objevite, ze cosi (alesponi na prvni pohled) neni v poradku.
Zamyslete se nad tim a vysvétlete, co se v jednotlivych ptipadech déje. Reseni str. 21

Uloha III.Exp ... odrazivost
Zmérte koeficient odrazivosti alobalu ve viditelném svétle. Vhodnou metodu navrhnéte sami.
Nezapomeiite popsat, jakou stranu mérite, pripadné promeérte obé. Reseni str. 38

Uloha IV .1 ... flak z Sosovky

Méjme c¢ocku o priméru D a ohniskové vzdalenosti f zasazenou ve sténé. Ve vzdalenosti r od
stény a y od optické osy mame bodovy zdroj svétla, ktery vyzaruje izotropné. Za ¢ockou mame ve
vzdalenosti [ stinitko. A nés by zajimalo, kam dopadne svétlo ze zdroje, pfipadné i prubéh intenzity
na stinitku. (Neuvazujte zobrazovaci vady ¢ocky a vlnové vlastnosti svétla.) Reseni str. 22

Uloha IV .2 ... radidtory

V byté jsou tii radidtory. Voda tekouci v prvnim mé teplotu 75°C, voda ve tietim 40°C.
Jakou teplotu mé prostifedni radidtor? Teplota vzduchu v pokoji je 20 °C. VSechny radiatory jsou
stejné a ztraty v potrubi jsou zanedbatelné. Reseni str. 23

Uloha IV .3 ... svételny motor

Uvazujte Carnottiv cyklus (adiabaticky—izotermicky—adiabaticky—izotermicky déj) s tepelnym
elektromagnetickym zafenim. Stavova rovnice pro tepelné zarfeni méa tvar p = %u (T), kde p je
tlak zareni a u je jeho hustota energie, ktera zavisi pouze na jeho termodynamické teploté T'. Pro
adiabaticky d&j s tepelnym zafenim plati pV*/3 = konst. Vypoéitejte ti¢innost tohoto cyklu jako
funkci w (T1) a u (T3), kde T7 je teplota ohfivace a Ty teplota chladice. Pro libovolny Carnotiv
cyklus je jeho tc¢innost dana vztahem 1 — Ty /7. Porovnanim téchto vztahii pro ac¢innost cyklu
odvodte, 7e hustota energie zafeni u je piimo imérna T?. Regen{ str. 23

Uloha IV .4 ... zavlafovdni

Zahradkar chce udélat zavlazovaci zarizeni na sviij zahonek a to nasledujicim zptsobem. Vedle
fady rostlinek bude hadice s otvory, kterou polozi tak, ze u kazdé rostlinky bude dirka.

Poradte zahradkari, jak velké maji byt dirky, aby ke kazdé rostlince teklo stejné mnozstvi
vody. Regen{ str. 24

Uloha IV.P ... pro¢ mdme Mésic?
Bod, ve kterém ma gravitac¢ni sila Zemé a Slunce stejnou velikost, je k Zemi blize, nez obiha
Mésic. Pro¢ tedy Mésic neobiha kolem Slunce nezavisle na Zemi? Reseni str. 25

Uloha IV .Exp ... led

Dame-li sklenicku naplnénou ¢astec¢né vodou do mrazaku, budeme ji mit za chvili plnou ledu.
Jeho povrch vsak nebude rovny, ale vypukly. Zjistéte, pro¢ tomu tak je a vypoctéte alespon
priblizné thel, ktery bude svirat povrch ledu s vodorovnou rovinou. Porovnejte tento vysledek
s experimentalni hodnotou. Regen{ str. 40

Uloha V.1 ... zrcadla
Megjme dvé rovinna zrcadla svirajici ihel a.. Jak mame nasmérovat paprsek, aby se od nich co
nejvickrat odrazil? Reseni str. 26

Uloha V.2 ... varhany
Predstavte si cinovou varhani pistalu, ktera byla naladéna pfti teploté trojného bodu vody na
komorni a. Poté se kostel vytopi (ne vodou) na 25° C, urcete o kolik se pistala rozladi. ReSeni str. 26
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Uloha V.3 ... Zebiik

Méjme zebiik opfeny o sténu a podlahu (v8e bez t¥eni). Spoctéte, v jaké poloze se zebiik oddéli
od svislé stény (pro obecnou poc¢ateéni polohu zebiiku). Prémii dostanete, spoctete-li, jak daleko
od stény zebtik dopadne. Regenf str. 27

Uloha V .4 ... baldn

Spoctéte frekvenci malych radidlnich kmiti gumového balénu. V balénu je n moli plynu
s Poissonovou konstantou x = 5/2 o teploté T. V pripadé, 7ze rozdil tlaki uvnit¥ a vné baldnu,
je nulovy je polomér balénu rg. Plosna hustota gumy je v tomto pripadé gg. Potencialni energie
gumy je linedrné imérna rozdilu jejiho povrchu a povrchu klidového s konstantou tmeérnosti o.
Tlak vné balénu je pg. Hmotnost plynu je vii¢i hmotnosti balénu zanedbatelné. Reseni str. 29

Uloha V.P ... samolet

Predstavte si draténou konstrukci ve tvaru hranice valcové
plochy rozfiznuté napil rovinou, v niz lezi osa rotac¢ni symetrie /\
valce (viz obr.2). Na tuto konstrukeci napnéme mydlovou bub- /
linu, ktera zaujme tvar piulvalce. Tato bublina se mé tendenci
smrsknout, tedy ptisobi na ptlkruznice opac¢nymi silami, které \

se vyrusi, a n?vprlck}f silami smevrevm nghoru, tedy ko,nstrl%kce Obr. 2. Tvar dratu
v principu mize vzlétnout. Spoctéte, jakou rychlosti vzlétne
(nebo myslite, 7e se tak stat nemize; v tomto piipadé vysvétlete proc). Reseni str. 31

Uloha V .Exp ... previjeni kazety

Zmérte tloustku magnetofonového pasku. Proméite zavislost thlové rychlosti kotouce na dobé
prehravani kazety v pripadé, ze kazetu prehravame od zacatku. Do feseni nezapomente pripsat,
s jakou kazetou jste méfili (podstatna je znacka a délka). Reseni str. 41

Uloha VI.1 ... lamborghini

Odhadnéte, jak velkou vertikalni silou je Lamborghini Diablo nadleh-
¢ovano, jede-li rychlosti 320km-h~!. Pozor, toto meni experimentalni
uloha! Reseni str. 31

Lamborghini Diablo

Uloha VI.2 ... RC obvod

Méjme sériovy RC-obvod, ktery pripojime na zdroj periodického napéti s tzv. obdélnikovym
pritbéhem, tzn. po ¢as T//2 je napéti U a po ¢as T'/2 napéti —U. Jak bude vypadat pribéh napéti
na kondenzatoru? Regeni str. 32

Uloha VI.3 ... std¥i Zemé

Piedpokladejme, ze pifi vzniku Zemé na ni byly izotopy uranu **%U a #*°U, ale ne produkty
jejich rozpadu. Izotop 28U resp. 22U se rozpada s polocasem T; = 4,50 - 109 roki resp. Ty =
= 0,710 - 10% rokti. Ve srovnani s témito ¢asy jsou polo¢asy rozpadu produkti zanedbatelné, roz-
padové Fady konci stabilnimi izotopy **°Pb a **"Pb.

Je-li v uranové rudé pomér poctu atomt uranu >**U : **°U = 137 : 1 a pomér poctu atomt
olova ?°Pb : 2"Pb = 28 : 17, odhadnéte stari Zemé. Regen{ str. 33

Uloha VI.4 ... toroid
Megjme civku ve tvaru ,hranatého toroidu“. Rez osou rotac¢ni sy- Y
metrie je zakreslen na obr. 3. Vinuti toroidu ma celkem N zavitli a

i
i
i
i
i
i
i
i

v naznaceném sméru jim protéka proud o velikosti I/N. Spo¢téte mag- D
netické pole uvnitt toroidu a zdivodnéte spravnost vaseho vypoctu.

Neni-li vaAm cizi slovo integral, miizete jako bonus spocitat i in- Obr. 3. Rez toroidem
dukénost toroidu. Regen{ str. 33
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Uloha VI.P ... chromatickd vada

Méjme dvé identické sklenéné ¢oc¢ky s ohniskovou vzdalenosti f (pro urcitou st¥edni vinovou
délku). Do jaké vzdalenosti je tieba dat tyto ¢ocky, aby vysledna opticka soustava méla co nejlépe
kompenzovanou chromatickou vadu (tzn. Ze rizné barevné svétlo se zobrazuje do rtiznych mist).
Jak velkou ohniskovou vzdalenost bude vyslednd soustava mit? Reseni str. 35

Uloha VI.Exp ... sprcha
Urcité jste si uz pti sprchovani vsimli, ze proud opoustéjici sprchu ma vyssi teplotu nez voda
dopadajici na zem. Na vas je, abyste toto namérili kvantitativné.
Naleznéte a popiste vhodné experimentalni usporadani, na kterém bude méritelny pokles tep-
loty vody padajici vzduchem a provedte méreni. Pokuste se vase vysledky teoreticky interpretovat.
Regen{ str. 42



Reseni teoretickyjch 1iloh

Reseni teoretickych tloh

Uloha I.1 ... spulka

Na sSpulce je navinuta nit. Za nit tdhneme ve vodorovném sméru konstantni silou F'. Vnéjsi
polomér je R a polomér valce, na kterém je navinuta nit je r. Jaké je zrychleni Spulky a jaky
ma smér? Koeficient treni je dost velky na to, aby spulka neprokluzovala. Dale znate, hmotnost
a moment setrvacnosti spulky:.

Ulohu vyf¥esime za téchto predpokladi: Spulka je tuhé téleso, sila F' ptisobi vodorovné a kolmo
na osu Spulky, r se pri odvinovani neméni a Spulka odvinovanim neztraci na hmotnosti. Hmotnost
Spulky je m, jeji moment setrvacnosti vici ose symetrie o je J,, zrychleni ve vodorovném sméru
je a a uhlové zrychleni viici o je €.

Je tfeba rozebrat dvé moznosti odvinovani, spodem a vrchem. V prvnim pripadé ve vodorov-
ném sméru podle I. impulsové véty plati (kladny smér volme doprava)

F—T =ma,
kde T znaci velikost treci sily. Druha impulsova véta méa pro osu symetrie Spulky tvar
TR — Fr = J,e.

Spulka neprokluzuje, tedy relativni rychlost pohybu dolniho bodu je vzhledem k podlozce
Pro zrychleni tézisté pak plati a = Av /At = RAw/At = eR. VyfeSenim soustav rovnic pak
dostaneme

_ FR(R~—r)
~ Jo+mR?’

Zrychleni ma smér pusobici sily, nebot pro beznou $pulku R > r.

Nyni z energetického hlediska vysSetfime odvijeni vrchem. Protoze se nit odviji v poméru
r/R k posunuti stiedu Spulky, sila F' kona praci na draze s(1 + r/R), kde s je drdha urazena
sttedem Spulky. Pro jednoduchost uvazme zrychleni Spulky z nulové rychlosti na v. Ma-li spulka
tuto rychlost, potom ujede drahu s = v2/(2a). V kazdém okamZiku je prace sily F rovna energii
posuvného a rotac¢niho pohybu $pulky, nebot tieci sila praci nekona. Plati tedy

r 1 1
Fs (1 + —) = —mu? + =W
R/ 2 2°¢
Po jednoduché tpravé obdrzime vysledek, ktery se lisi pouze ve znaménku pred r. Zrychleni
ma i v tomto pripadé smér ptisobici sily F.

Uloha I.2 ... vdlec s vodou
Méjme valcovou nadobu o poloméru podstavy R naplnénou vodou do vysky H. Do podstavy
udélame malou dirku o poloméru r. Za jak dlouho voda vytece?

Nejprve musime urcit podminky, za jakych budeme tlohu fesit. Abychom byli schopni udélat
alespon néjakou rozumnou predpovéd, musime predpokladat, Ze dirka je opravdu malé, a proto
se proudéni v kratkych casovych intervalech prilis nelisi od ustaleného, takze muizeme pouzit
Bernoulliho rovnici

1
po + hog + 597)2 = konst.
7 této rovnice si vyjadrime zavislost rychlosti poklesu hladiny na jeji vysce

vl = v — 2gh,
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kde vg je rychlost poklesu hladiny a v, je vytokova rychlost v otvoru. Potfebujeme zjistit, jak
zavisi vg na v,. Dle rovnice kontinuity jsou objemové priutoky otvorem a pri hladiné stejné, neboli

i, = 7TR2UR.

S 2gh
B\ R -1

Ted uz vime, jak zavisi rychlost poklesu hladiny na vysce. Zavislost vysky hladiny na case
miizeme ziskat dvéma zpisoby. Prvni zplisob vychazi ze srovnani vztahu pro rychlost rovnomérné

zpomaleného pohybu
v = V2ah

Odtud v, = (R%/r?)vg, a proto

a predchozi rovnice, z ¢ehoz dostaneme

a=—_9
RY/rt —1°

Déle pouzijeme rovnici h = %at2, neboli ¢t = /2h/a. Odtud vychazi, ze

[2h [ R
t=y=—\/= 1.
q r

Prvni odmocnina pro mala r prechazi v R2/7’2. Druhy zptsob feseni je zalozen na primem pouziti
diferencidlniho a integralniho poctu.

h h
/dh R4/7’4 -1 dh 2h | R%
t=| —=|——— | — =/ — —4—1,
, VR 2g , \/E g r

Tento vztah evidentné neplati pro r blizké R, protoze by se cas blizil k nule misto k ¢asu volného
padu y/2h/g. Je to proto, 7e Bernoulliho rovnice plati jen ve stacionarnim priipadé. P¥i vypoctu
jsme také zanedbali nerovnomérné rozlozeni rychlosti ve vystupnim otvoru, které efektivné snizuje
plochu otvoru.

Uloha 1.3 ... Zdrovka

Mame zarovku, ktera sviti na vykonu 100 W. Chceme vyrobit zarovku pro vykon 60 W a pouzit
pritom stejny material vlikna. Chceme, aby obé Zarovky svitily ,stejné“ (mély stejnou spektralni
vyzarovaci charakteristiku). Jaké rozméry musi mit vidikno v 60 W Zdrovce vzhledem k tomu ve

100 W?

Nejdriive ke znaceni. VSechny veliciny, které se budou vztahovat k 100 W zarovce budeme znacit
indexem 1 a vSechny k 60 W zZarovce 2. Aby se nezménila vyzarovaci charakteristika zarovky, je
nutné, aby teploty vlaken v obou Zarovkach byly stejné (73 = T3). Rozméry vladkna zarovky
budeme charakterizovat polomérem r a délkou /.

Vyzafovaci vykon vlidkna Zarovky lze popsat vztahem P = S - f(T'), kde f je pro obé vlakna
stejnad funkce teploty. Pro pomér vyzarenych vykonil dostavame

i _ 27T7’1l1 f(Tl) _ 7’1[1
Pz 27T7’2l2 f(Tz) 7’2[2'

(1)

Odpor vlakna zarovky muzeme vyjadrit jako
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kde o(T) je mérnd vodivost, kterd obecné zavisi na teploté, ale protoze Ty = T», bude v obou
zarovkach stejnd. Vykon elektrického proudu vyjadiime jako P = U?/R. Opét porovndme poméry
vykonii,

U27rr%
i _ oly _ 7’%12 (2)
b U27rr% r%ll '
ol

Nyni z rovnic (1) a (2) dostaneme

2 1
re Py\3 ly - Py\3
o \P)’ L \P)

Zarovky o vykonu 60 W musi mit oproti zarovce o vikonu 100 W vlakno zhruba 0,84 krat krats
a 0,71 krat tenci.

Uloha I.4 ... hranol

Méjme pravidelny trojboky hranol o indexu lomu n. Na jednu jeho sténu dopada paprsek svétla
a vychazi druhou sténou. Spoctéte tihel odchyleni 0 paprsku od piivodniho sméru v zavislosti na
natoceni hranolu. Kdy bude § maximalni?

Vzhledem k tomu, zZe ve svislém sméru je hranol izotropni, budeme tlohu fesit v rovinném
fezu, tedy v rovnostranném trojihelniku ABC. Prvni aproximaci problému je neuvazovani vinovych
vlastnosti svétla, ¢ili neuvazovani disperze. K feseni této tlohy vyuzijeme obrazku 4.

Hledani zavislosti deviace d na otoceni hranolu jste pojali rizné: né-
kteri otaceli hranolem a jako otoceni pak brali thel svirany jednou stranou
trojuhelniku po otoceni s jeji pocatecni polohou, jini z vas zase toto otoceni
chapali jako tthel mezi poc¢atec¢ni a pootocenou polohou vysky na jednu ze
stran trojuhelniku. Nejjednodussi vsak bylo prohlasit hranol za nehybny
a otacet paprskem, ¢ili hledat zavislost § na a1 (néktefi nasli zavislost na
B1, coz je sice také spravné, avsak pokud chceme zavislost pouze na vstup-
nich podminkéch, je zévislost na «y lepsi). Z ADEF vyplyva

e=7— (o1 — P1) — (b2 — az),

d=m—e=m—m+ (1 —B1)+ (B2 —a2) =1+ P2~ (b1 + )
7 ADEG pak plyne, 7e 51 + ag = m/3 a rovnici pro 6 mizeme piepsat na tvar

5:a1+/32—§. (3)

Pro lom na strané AC plati

sin o . sin o
- =n = (1 = arcsin
sin (1 n

a tedy

T T . sin o
g = — — [f1 = — — arcsin .
3 3 n

Vzhledem k tomu, Ze hranol ma4 jisté vétsi optickou hustotu nez okolni vzduch (n > 1), mize
na hrané BC dojit k uplnému odrazu. Tento pripad musime vyloucit, protoze ¢ by byl nekonvexni
thel a odchylka by neméla smysl

O[2<Oém,
m

1
— — (1 < arcsin —,
3 n

11
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. ([ sinog T 1
arcsin > -~ —arcsin —,
n 3 n

) . (T 1
sinaj > nsin { — — arcsin — | ,
3 n

1
a1 > arcsin [n sin (g — arcsin —)] : (4)

n

Toto je nerovnost se dvéma parametry a; a n (v zadani neni nikde Feceno, ze hranol je vyroben
ze skla o indexu lomu n = 1,5). Nez si omezovat definiéni obor aq, je rozumnéjsi provést diskusi
vzhledem k n.

Protoze 7z ADEG vyplyva, 7e 51 € (0;7/3) a oy € (0;7/2), dostavame
pro n podminku n € (%, 2).

Vratme se nyni zpét k rovnici (3). Mnozi z vés ji prohlasili za vysledek
prvni ¢asti tlohy. My vsak hleddme zavislost na «q, takze i 5 musime
vyjadrit pomoci ag.

Protoze a; = § — (1 a B2 = arcsin(nsin ag), mizeme psat

n

7T . ) T . sin arq
0 = a1 — — + arcsin |nsin [ — — arcsin )
3 { (3 < n ))]

Druha ¢ast, tedy hledani ihlu a4 pfi némz bude § maximalni, odradila mnoho fFesitelt. Zku-
Senéjsi Tesitelé zavéttili hledani extrémii funkei a zacali derivovat. Jenomze v nulovych bodech
prvni derivace je druha derivace vétsi nez nula, takze nalezené kotfeny byly minimy. V tuto chvili
Slo provést dikladny teoreticky rozbor funkce d(aq), tak jak to (spravné) provedl Miroslav Hejna
a dospét k vysledku ay = /2, ktery se nabizi jako potencidlni feSeni uz z obrazku.

Protoze nelze predpokladat, ze umite derivovat v takovém rozsahu, nabizi se nékolik variant

/////

B = arcsin[nsin(m/3 — f1)] = arcsin [n s (g — arcsin <Sin - >>]

a tedy

trochu pohrat, nakreslil (nebo vytiskl) ndm graf (téch pravda mnoho nebylo).

Je tfeba zminit jesté jednu dilezitou véc. Vstupnimu tthlu oy = 7/2 odpovida v zavislosti na n
urc¢ity vystupni tthel S = arcsin [nsin (7/3 — arcsin (1/n))]. Na zdkladé zdkona zdménnosti chodu
paprski je nutné i tento tihel FeSenim! Zavérem je tedy, ze § bude maximalni, kdyz vstupni thel
bude roven bud 7/2 anebo arcsin [nsin (7/3 — arcsin (1/n))] (v tom pripadé bude mit hodnotu
7/2 vystupni thel).

Uloha I.P ... dernd télesa
Meéjme dvé dokonale cerna télesa. Prvni z nich ma teplotu T'. Na jakou nejvyssi teplotu lze
zahrat druhé z nich pomoci spojky o ohniskové vzdalenosti f7

Hned na tvod priznejme, 7e otazku v zadani nezodpovime. Vysledna teplota zavisi na konkrétni
konfiguraci a ptesné ji spocitat by bylo velmi komplikované.

S jistotou miuzeme tvrdit jen jednu véc — teplota zahfivaného télesa nebude vétsi nez teplota
puvodniho télesa. To plyne z II. termodynamického zakona. Prvni téleso predstavuje to, cemu se
v termodynamice tiké lazen, tj. téleso, které neméni svou teplotu pti prijimani a odevzdavani tepla.
Pokud bychom mohli pomoci ¢ocky zahiat néjaké jiné téleso na vyssi teplotu nez ma lazen, mohli
bychom potom pomoci néjakého bézného tepelného stroje toto téleso ochladit, ¢ast tepla odevzdat
ptivodnimu télesu a ¢ast preménit na praci. Opakovanim tohoto déje bychom ziskali tepelny stroj,
ktery odebira teplo lazni a preménuje ho na praci, aniz by musel odevzdavat teplo néjaké chladnéjsi
lazni. Takovy stroj se nazyva perpetuum mobile 2. druhu a pravé podle II. termodynamického
zakona neexistuje.
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Hodné z vas ale na zakladé ne tiplné Spatnych ivah dospéla ke vztahu, ze pro néjaké parametry
vychdzi T' > T. Skutecné, uvazime-li, Zze ¢ocka miize byt hodné velkd a miiZe mit v podstaté
libovolné zmenseni, bude v misté skutecného obrazu télesa energie zareni dostatecné velka na to,
aby vlozené téleso zahrala na teplotu vyssi nez T'. Problém je v tom, Ze soucasné splnéni obou
podminek — velké plochy a zmenseni ¢ocky — vede k tomu, 7e zobrazeni je zatizeno chromatickou
zobrazovaci vadou a hustota energie v misté obrazu se snizi pod potfebnou troven. Vzorce, které
jste odvodili proto plati jen pro malé ¢ocky a ,,rozumna“ zmenseni.

V termodynamice lze nadefinovat teplotu zareni v kazdém bodé jako teplotu testovaciho cer-
ného télesa, které je s zarenim v rovnovaze. Pak lze ukazat, ze jakymkoliv optickym pfistrojem
nelze teplotu zareni vysilaného télesem zvétsit.

Uloha IT.1 ... vyjtah

Méjme vytah o hmotnosti m, ktery je povésen na lané pres pevnou kladku. Za druhy konec
lana taha silou F clovek, ktery stoji v onom vytahu. Jeho hmotnost je M. Spoctéte zrychleni
vytahu.

Nejdiive si rozmysleme, jaké sily na vytah a na ¢lovéka pusobi. Smérem dolu pitisobi gravitacni
sila o velikosti Fjy = (M +m)g. Nahoru piisobi sila o velikosti 2F" (jednak lano tahd kabinu vytahu
silou F, jednak ptisobi na ¢lovéka reakei o velikosti F', tyto sily se séitaji). Pokud zvolime kladny
smér nahoru, je celkova sila piisobici na kabinu s ¢lovékem F, = 2F — (M +m)g. Vzhledem k tomu,
ze plati F, = (M + m)a, mame pro zrychleni vytahu vztah
_2F
C M+m
Poznamka na zavér: Resit tuto tlohu pomoci zakona zachovani hybnosti neni dobry napad.

7ZZ7H plati pouze v pripadé, ze na soustavu neptisobi vnéjsi sily. Zde jsou vSak hned dvé: gravitace
a sila od kladky.

a —g.

Uloha IT.2 ... ty¢

Predstavte si metrovou idealné homogenni tyc, kterou na krajich ve vodorovné poloze pode-
prete prsty. Prsty pomalu zacnéte priblizovat k sobé (smérem ke stiedu tyce), udrzujete je porad
ve stejné vysce. Staticky koeficient treni mezi prsty a tyci je fs, dynamicky fq, pricemz fs > fq4.
Nasledny déj podrobné popiste.

Jak jste pri experimentovani zjistili, dochazi ke st¥idani vzajemného pohybu jednoho prstu
li (pfi dostate¢né malé vzajemné rychlosti prsti a tyc¢e) hybnost tyce, mizeme povazovat zmény
pohybu tyce za okamzité a predpokladat tak platnost podminek statické rovnovahy.

V pocatecnim okamziku je kazdy z obou prstli na opa¢ném konci tyce. Vzajemnému pohybu
prsti a tyce brani klidova tieci sila Tj. Vlivem riznych faktor (nesoumérnost prsti, ndhoda —
nebot oba prsty k sobé neza¢neme piiblizovat ve stejny ¢asovy okamzik), prekond jeden prst
silu klidového ttreni diive a ty¢ se vi¢i tomuto prstu zacne pohybovat. Proti pohybu nyni ptisobi
smykova treci sila T, pricemz zirejmeé plati Ts < Ty, takze druhy prst se zatim viici tyc¢i nepohybuje,
nebot musi prekonat vétsi tieci silu. S pohybem tyc¢e se méni rozlozeni tlakovych sil, kterymi oba
roste na fikor tlakové sily tyce na druhy prst. Umérné zménam tlakovych sil se také méni tiec
sily mezi tyci a prsty a v uréitém okamziku dosdhne 75 u prvniho prstu velikosti 73 u druhého
prstu. V tomto okamziku se zac¢ne ty¢ pohybovat vzhledem ke druhému prstu a protoze treci sila
pusobici mezi druhym prstem a ty¢i bude mensi nez u prvniho prstu (vzdalenost druhého prstu od

Vv

Treci sily ptisobici na ty¢ oznac¢me T; a Ty. Z podminek silové a momentové rovnovahy dostaneme
Fy + F, =mg,

Fia1 = Fras,
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kde mg je velikost tihové sily tyce. Z rovnic vyplyva

a2 ai
, Fy =mg .
a1 + as a1+ ag

i =mg

Vv

které je v klidu, zatimco prvni prst se pohybuje. V okamziku obratu a1, kdy se prvni prst zastavi,
plati pro velikost trecich sil
Ta=Tw = fih=/[F,

a tedy
az f1=myg ai
a1 + ag d al + as

fs-

mg

7 toho plyne, Ze pro prvni bod obratu plati
L fa

a = 5 ;-
2 fs
Nyni se pohybuje druhy prst, zatimco prvni je v klidu v bodé a; = a11. Obdobné jako prvni
bod obratu urc¢ime i druhy bod obratu
2
o= (%)
2\ fs) '

a tedy obecné pro n-té body obratu plati

. _£<@>2n—1 . _£<@>2n
1n—2 fs ) 2n—2 fs .

Uloha I1.3 ... fotografovdni

Pri fotografovani béznym fotoaparatem nelze dokonale zaostrit na vsechny objekty. Ostre se
zobrazi pouze body lezici v roviné kolmé na osu objektivu, na kterou je aparat zaostren. Co se
ale stane, kdyz sklopime ve fotdku film (viic¢i objektivu)? Kde pak budou body, které se zobrazi
ostre? Lze toho néjak prakticky vyuzit?

Pro jednoduchost ptredpokladejme, 7Ze objektiv fotoaparatu je mozno povazovat za idealni
spojnou ¢ocku. Ulohu budeme Fesit tak, ze za predmét budeme povazovat sklonény film (pod
tthlem «) a budeme hledat jeho obraz. Toto si mizeme dovolit, protoze ¢olce je jedno, jestli
zobrazuje predmét zprava doleva nebo zleva doprava. Také je ji absolutné jedno, kterym smérem
svétlo leti. Predmét zobrazi na obraz a obraz zpatky na pivodni predmét.

Udélejme jesté jedno zjednoduSeni. Predpokladejme, Ze cocka je symetrickd. Pak se miizeme
vénovat zobrazovani v roviné, pro kteréd mame jednoduché vztahy. Pro zobrazeni obrazu o’ plati

zobrazovacl rovnice ) ) )

Pro pri¢né zvétseni si muzete v ucebnicich optiky najit vzorecek

v 2] ©)
y f
Carkované soutadnice p¥fslusf obrazu, ne¢drkované se tykaji zobrazovaného bodu (filmu).
Podivejme se, kam se ndm zobrazi bod [z,y] = [z, (z — ap) tgal, kde a — 0 je vzdélenost
pritseciku filmu od ¢ocky. Bod x se podle (5) zobrazi do 2/,
/ zf
= . 7
= )

14
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Bod y se podle (6) zobrazi do ¢/,
T — Qg

/
= — tga. 8
R e (8)
Kdy7 si vyjadiime z rovnic (7) a (8) x a rovnice porovname, dostaneme pro z’,3' podminku
y'z(%—l)tgaw'—agtga. (9)

Vzorec (9) je rovnice piimky, fez filmem se tedy zobrazil na primku.

A

Obr.6 Zobrazeni primky

Protoze objektiv je symetricky, v libovolném tezu se podle (9) pifimka promitne na piimku.
Pootoc¢enim objektivu napt. o devadesat stupni se nam promitne fez filmem opét na primku. Je
zcela ziejmé, 7e vSechny obrazové piimky se protnou ve spole¢ném bodé (je to bod filmu lezici
piesné na optické ose). Vyslednou plochu dostaneme tak, 7e kolem bodu A’ budeme rotovat p¥imku.
Plochu, kterou pi¥imka opiSe, bude sedlova plocha (se zdpornou kiivosti), pro rozumné umisténi
filmu témér rovina.

Celé nase teseni bylo velice zjednoduseno tim, ze jsme objektiv povazovali za idedlni ¢ocku.
Ve skutecnosti je to sice ¢ocka, ale velice komplikovana a nékdy idealni ¢oc¢ce velice nepodobna.
Navic je navrhovana pro fotoaparaty s kolmym filmem, kde zarucuje dobrou ostrost. Naptiklad
v okamziku, kdy sklonime film, se muze stat, ze jeden konec se dostane tak blizko ¢ocky, ze se z ni
stane rozptylka (ag —yo tg o < f) pro jisté oblasti filmu. Také kdyZ postupujeme od osy objektivu,
zvetsuji se rtizné zobrazovaci chyby, napt. ¢ocka nezobrazi bod presné do bodu, ale do jisté oblasti
atp. A i kdyby fotoaparat zobrazoval ostie, obraz, ktery timto fotoaparatem dostaneme, bude také
mirné deformovan dale od stfedu filmu.

Vyuziti tohoto fotoaparatu nevidim zadné, kromé ,uméleckych fotografii“, porizovanych pro
vlastni potéseni. Pouziti pro letecky priizkum je nevhodné, protoze obraz je deformovan a neni
mozné z néj primo, bez pocitani, odc¢itat polohu objektii.

Uloha II.4 ... rezonanéni obvod

Na obrazku ¢. (7) je znazornéno zarizeni, jimz Ize mérit malé zmény délky. Hlavni 2
casti je vzduchovy rovinny kondenzator. Méni-li se délka vzorku, méni se vzdalenost do
desek kondenzatoru, a tedy i rezonancni frekvence LC-obvodu, kterou Ize snadno
meérit.

Uvazme, 7e pred experimentem byla délka vzorku lg = 10,0 cm, vzdalenost desek

kondenzatoru dy = 1,00mm a frekvence fo = 50,0kHz. Pak byla teplota vzorku o

zvétsena o At = 110°C a frekvence se snizila o Af = 950 Hz. Spoctéte koeficient

teplotni délkové roztaznosti vzorku. 7
Obr. 7

Pro rezonanc¢ni frekvenci v LC-obvodu plati Thompsoniiv vztah
2nf =

Kapacita deskového kondenzatorti je

Q
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kde d je vzdéalenost desek kondenzatorti. Rezonan¢ni frekvence je tedy imérnad odmocniné z d
a proto mizeme psat

B d

B
kde f1 2 jsou rezonancni frekvence a dj 2 vzdalenosti desek kondenzatori pfed a po zahiati. Zména
vzdalenosti desek je tedy

— Af)2
dl—d2:d1 <1—u>
fi
Koeficient délkové roztaznosti je definovan jako
Al
= lo At’

kde Al je zména délky vzorki s poc¢atecni délkou [ pri zahiati o teplotu At. Zména délky vzorku
je stejna jako zména vzdalenosti desek kondenzatori, a tedy

s AF’
(- -3)

Po dosazeni zadanych hodnot vychazi o = 3,4 - 1076 K~1,

Uloha II.P ... chladi¢

Predstavte si chladi¢, ktery jisté pouzivate v chemickych laboratorich. Jsou to dvé souosé
trubky, mezi nimi tece chladici kapalina (ve vnitini trubce tece kapalina chlazend). Nasi otazkou
je, zda je chlazeni kapaliny 1i¢innéjsi, tecou-li kapaliny proti sobé ¢i soubézné. Nezapomerite popsat
za jakych zjednodusujicich predpokladii tilohu resite.

Tuto ulohu je mozno tesit kvalitativné ¢i kvantitativné nebo se ji pokusit modelovat na po-
¢itaci. Nejprve uvedme kvalitativni feSeni. V celém Feseni budeme uvazovat jen prenos tepla pies
sténu mezi kapalinami, predpokladat nezavislost rychlosti a teploty dané kapaliny na vzdalenosti
od osy chladice a veskeré dalsi jevy zanedbame (vedeni tepla kapalinou ve sméru osy apod.)

Lze vyjit napriklad z toho, ze i¢innost chlazeni zavisi na rozdilu teplot latek. Ta je na zacatku
,soubézného* chladic¢e vysokd, pak ale rychle klesid a pro dostate¢né dlouhy chladi¢ (vzhledem
k jeho konstrukei a vlastnostem latek, napf. pritokim kapalin a jejich tepelnym kapacitdm) se
blizi nule (teploty kapalin se vyrovnavaji). Pro teplotu chlazené kapaliny na vystupu bude pla-
tit T. 2(0) >T > Tl(o), kde T1(02) jsou vstupni teploty chladici, resp. chlazené vody. Pro ,,protibézny“
chladi¢ se bude G¢innost udriovat na stale stejné urovni a za stejnych predpokladi jako vyse
dostaneme T — Tl(o).

Na situaci se také muzeme podivat z pohledu chladici kapaliny. U ,soubézného“ chladice je
hned na vstupu ohtata a pak kolem ni protéka jiz ¢astecné tepla zbavena chlazena kapalina a jejich
teploty se pomalu vyrovnavaji. Pro ,protibézny“ chladi¢ se pii svém vstupu chladici kapalina
setkava s tekutinou témér stejné teploty, od které se zanedbatelné ohfeje (a kterou trochu ochladi)
a pii svém dalsim pritoku chladi¢em se setkava s kapalinou, od které odebira (pfiblizné) stéle
stejné mnozstvi tepla (na jednotku délky ¢i ¢asu).

Je tedy ziejmé, 7e za vySe uvedenych podminek (dostateéné dlouhy chladi¢) je vyhodné&jsi
pouzit ,protibézny“ chladi¢. Pokusme se nyni o kvantitativni reseni.

Uvazujme (prozatim soubézny) pohyb tekutin na malém tseku trubice. V této oblasti dojde
pres sténu trubice k predani energie z teplejsi kapaliny do chladnéjsi o velikosti AQ = k[T (z) —
Ti ()], kde k je koeficient obsahujici velikost a termické vlastnosti trubice (napf. pro valcovy tvar
roste linedrné s r). Diky tomuto transportu energie v piislusné ¢asti chlazené kapaliny poklesne
celkova energie (tj. AQ = —vacaTy () a energie chladici kapaliny vzroste (tj. AQ = v1e17T7 (x)),
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pficemz v12 jsou hmotnostni toky kapalin a cq2 jejich mérné tepelné kapacity. Ziskdme tedy
soustavu diferencidlnich rovnic

k(T2 (x) = Th (2)] = —vaca dj;zl:c(x ;
KT () ~ Ti (2)] = ey T

Tuto soustavu nejsnaze vytesime tak, Ze z prvni rovnice vyjadiime 77 (zde a déle jiz nebudeme
pro piehlednost vypisovat zavislost na ) a dosadime do rovnice druhé, ¢imz obdrzime jednu rovnici
druhého stupné tvaru Ty (xz)+a Ty (z) = 0, kterd mé obecné feSeni (pro a # 0, a = 0 nenf fyzikdlné
vyhodné — odpovida $patnym chladicim schopnostem ,soubézného* chladice)

Ty (z) = Cy + Cae™™, (10)
_ k(l/lcl + 1/202)

mrc1e2

Dosazenim do vztahu pro 77 vyjadreného pomoci T3 a jeho derivaci obdrzime

Ty (z) = C1 + Cabe™ ", (11)
y_ e

vier

Konstanty C1 ziskdme z poc¢atecnich podminek 77 (0) = Tl(o) a Ty (0) = T2(0) — dosadime do
rovnic = 0 a vyjadiime C} 2 (soustava dvou linedrnich rovnic pro dvé neznamé). Takto ziskdme
vyrazy pro pribéh teploty kapalin podél délky chladice. Nas konkrétné zajima Ty (L) — TQ(O), coZ
je rozdil teplot vytékajici a vtékajici chlazené kapaliny u ,,soubézného* chladice. Po algebraickych
upravach ziskame

-1 + e—aL

(L) -1 = (1" - 1) ——

(12)

Pokud chladici kapalinu nechame vtékat do chladice z opaéné strany (,,protibézny“ chladic),
tak v nasem vypoctu budou dvé zmény — opac¢né znaménko u 1 a pocatecni podminka pro chladici

kapalinu Ty (L) = Tl(o). Faktory a a b budou mit tedy tvar (zména déna v1 — —uv1)

a* _ _k(VzCz — 1/101)
viacicer
pr = 22
rica

a rovnice (10) a (11) spolu s odliSnou pocateéni podminkou po upravach daji analogii (12)

4L
Ty (L) - T" = ( 3 - Tfo)) P (13)

Podélenim rovnice (13) rovnici (12) zjistime, ktery zptisob chlazeni je 1¢innéjsi — pokud bude
vysledek vétsi nez jedna, pak je vhodnéjsi pouzit ,protibézny* chladi¢ a naopak. Bude-li se vysle-

dek zaviset na L, pak pro nékteré délky chladi¢e bude vyhodnéjsi jeden a pro jiné druhy zpiisob
proudéni. Podélenim vztahi dostaneme vyraz (vyuzili jsme b* = —b)

el (clqea BT _lqe@l 1)
1 —b*e—a"L 1-b  —l4e ol 14 beat L
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Analyza tohoto vyrazu neni jednoducha, ale 1ze ukazat, ze v limité skuteéného chladice voco < v1cq
= b — 0 (chladici kapalinou je rychle proudici voda s vysokou mérnou tep. kapacitou) je cely
vyraz veétsi nez 1.

900

[\ "soubezne-studena"
\ “sgubezne-}:jorka" ,,,,,,,

| "protibezne-studena" --------
o "protibezne-horka" -~

700 |-\ N

T/K

600 F i

500 e 4

a0 g

300

Obr.8 Zavislost kone¢nych teplot na délce trubice

Numerickou modelaci vidite (konkrétné zavislost teplot vytékajicich kapalin na délce chladice,
coz neni totéz jako zavislost teploty v chladi¢i pfi jeho konstantni délce) na obrazku ¢. 8. Shihajici
se ktivky patii ,soubéznému‘ chladici, kiizici se ,,protibéznému®. Pro modelaci bylo pouzito v; =
= 3y, jinak stejné vlastnosti.

Uloha III.1 ... obr a trpaslik

Obr s trpaslikem se pretahuji o lano, které je omotané kolem stromu zakorenéného tak pevné,
ze ho ani obr nedokaze vytrhnout nebo zlomit. Pretrhnout lano se mu také nepodari.

Velky zly obr je presné 666-krat silnéjsi nez trpaslik. Kolikrat musi byt lano omotané kolem
stromu, aby pretahovani nikdo nevyhral? Koeficient treni mezi lanem a stromem odhadnéte.

Priklad vyzadoval pouziti diferencidlniho po¢tu (byt v nejzakladnéjsi mife). Necht na pravé
strané (F1) drzi lano trpaslik a na levé obr (F3). JelikoZ se lano o strom tie (bez tfeni by musel
trpaslik drzet lano silou stejnou, jakou jej taha obr), sila F(a + da) je o mélo vétsi ne7 sila
F(a), kde F(a) je sila kterou je napnuto lano v misté uré¢eném thlem o € (0, acex), pricemz
F(0) = F» a F(acelk) = Fa. Jejich rozdil je roven prispévku tieci sily dF; (viz obr. 9)

dF; = F(a +da) — F(a).
Pro dFy plati

d d d
dFy = F(a + da)sin 70‘ + <F(a) + dFt> sin 70‘ = 2F(a) sin 70‘ = F(a) da,

kde jsme zanedbali dF} vici F' (pak F(a) a F(a + da) jsou témér stejné velké) a rovnéz vyuzili
toho, ze pro malé thly je sin &« = «. Pro tfeci silu pak plati

dF, = fdFy = dF, (14)

jelikoz prirtastek treci sily dF} je také prirtstek sily, kterou taha trpaslik za provaz.

Obr. 9 Sily ptisobici na lano navinuté na strom
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Rovnice (14) je diferencialni rovnice, kterou lze fesit ptimou integraci

dF Py dF Qcelk
F 0

Integrujeme od trpaslika (u kterého je lano napinano silou F7) smérem k obrovi, ktery jej taha
silou F5 a u kterého je lano obtocené kolem stromu o thel a.

Regenim rovnice (15) dostaneme

1 1 Fy
7 n o CQlcelk -

A ted prichazi kdimen trazu. Vétina z vas psala, ze koeficient tfeni mezi lanem a dievem je
kolem 0,5. Nam se to zda prilis malo, protoze tolik méa koeficient tfeni f dieva na dievé. Mozna
poradné staré lano (myslime tim lano pouzivané ke S$plhu) na hladké kire buku by mohlo mit
koeficient tfeni podobny. V pripadé, ze si vezmeme nové lano a nalezneme pro obra statny dub
(at se trapi, kdyz je zly), koeficient t¥eni bude alespon 1.

Bohuzel, ani my ani vy jste neprovedli experiment, a tak nemtizeme prohlasit o koeficientu f
vice. Navic, f se musi mérit pii velké pritlacné sile, protoze kdyz jenom polozime lano na dfevo,
namérime f mensSi. Svou roli sehraje drsna kura dubu a drsné lano, které se do kiry zafizne.

Pro f = 1,04 vyjde a = 360°; staci tedy lano omotat kolem stromu pouze jednou. V pripadé
f = 0,52 musime omotat lano dvakrat.

Uloha III.2 ... valé&ik
Odhadnéte celkovou kinetickou energii paru tanciciho vidensky valcik.

Nejdiive si musime uvédomit, jak se tanci valcik. Jak jisté vsichni dobfte vite, je to tanec na
tfi doby. U standartniho val¢iku kazda doba trva piiblizné tg = 0,5s (zélezi na skladbé). V prvni
dobé udélé tanecnik krok vpied (tanec¢nice krok vzad). V dalsich dvou dobach se par oto¢i o 180°.
V dalsim taktu se vSe opakuje s tim rozdilem, Ze tanecnik nyni déla to, co v minulém taktu
tanecnice.

Spocitat kinetickou energii tanc¢ictho paru v prvni dobé je jednoduché, protoze nedochéazi
k rotaci paru. Tato kinetickd energie bude

2
Ep = %Mv2 = %(mm +my) (%) ,
kde my, je hmotnost muze (80kg), m, je hmotnost Zeny (60kg) a sj je délka kroku. Délka kroku
pri tanci bude mensi nez normalni délka kroku a proto budeme uvazovat 0,5 m. Kinetickd energie
v prvni dobé tedy bude 70J. Tato energie ovSem kvadraticky zavisi na rychlosti. Bude se tedy
hodné ménit v zavislosti na délce kroku a rychlosti skladby.

Mnohem t&7§i bude vypodéitat rotaéni energii paru v druhé a tieti dob&. Uhlové rychlost paru
paru. K tomu mtizeme pouzit nékolik riizné presnych cest.

Nejjednodussi je tancici par nahradit dvéma hmotnymi body otacejicimi se kolem spolec¢ného
tézisté. Oznacime vzdalenost tézist jednotlivych taneéniki [. Pro jednoduchost budeme uvazovat,
ze se otaceji kolem stiedu spojnice jejich tézist. Celkovy moment setrvacnosti tedy bude

1

J = le(mz + mm) -

Pro vzdalenost [ = 0,4 m dostaneme .J; = 5,6 kg-m?.

Vv

necnice J,. Celkovy moment setrvacnosti pak spoc¢teme pomoci Steinerovi véty.

1\ 2 1\ 2
J:Jm+mm<§> +Jz+mz<§> S SR S
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Zde je vidét, ze presnost predchoziho modelu zavisi na velikosti momenti setrvac¢nosti jednotlivych
tanecnikii.

Spocitat momenty setrvacnosti jednotlivych tanecniki je velice slozité. Nejjednodussi metoda
je nahrazeni jednotlivych c¢asti lidského téla geometrickymi tvary, jejichz moment setrvacnosti
zname. Toto jsme provedli pomoci rozmért reprezentativniho téla a ziskali jsme hodnotu pro
muze asi J,,, = 2kg-m? a pro Zenu piiblizné J, = 1,5 kg-m?. Vypoéteme-li nyni kinetickou energii
v druhé a treti dobé, dostaneme

Epy = Juw? =447 .

Vypocteme-li primérnou kinetickou energii paru na jednu dobu dostaneme

1
Ep = g(Ekl + 2Ek2) =52].

Musime si uvédomit, 7e tato hodnota je velice orienta¢ni a jedna se pouze o radovy odhad,
ktery se mize zna¢né meénit v zavislosti na tanecnicich a skladbé. Uvédomime-li si, ze rozdily
hmotnosti tanecénikii se mohou pohybovat nékde kolem 10% stejné tak presnost urceni vSech
dalsich udaji jako [, ¢ty a s, mizeme dostavat energie od 40J az po 200J.

Uloha III.3 ... rampouch

Zimni sezona se blizi, ale nez vyrazite lyzovat, zamyslete se nad tim, jaky tvar maji rampouchy
rostouci na otacejicim se kole lyzaiského vleku. Rovina kola svira s vodorovnou rovinou tihel «,
kolo se otaci ithlovou rychlosti w a rampouch roste ve vzdalenosti r od osy otaceni.

Stézejni véci, kterou musime zjistit, abychom mohli popsat tvar rampouchu, je smér, do kterého
v daném okamziku rampouch roste. Zavedme kartézskou souradnou soustavu spojenou s rotujicim
kotoucem. Rovina koutouce splyva s rovinou z = 0, stied kotouce lezi v pocatku a osa z mifti
nahoru. Spi¢ka rampouchu se nachazi v bodé [r, 0, 2].

Rampouch jisté poroste ve sméru sily, kterd piisobi na kapicku vody na jeho konci. Na tuto
kapicku ptisobi sila tihova a odstiediva. Napisme obé tyto sily ve slozkidch v zavedené souradné
soustave.

Fg, = —mgcosa, Fgy =mgsinasinwt, Fg; = mgsina coswt,
Fo, =0, Foy =0, Fo= mw2r,

kde w je thlova rychlost otaceni kola. Uvédomme si, 7ze rampouch a kolo se otaci, proto se v soustavé
spojené s kolem méni smér sily Fg,. Ze zkuSenosti ocekavame, 7e se kolo bude otacet mnohem
rychleji, nez poroste rampouch, tedy stac¢i tuto silu vystfedovat v case. Stfedni hodnota funkci
sinwt a coswt je ovSem nulova. Smérnice tecny k rampouchu ve vzdalenosti r do osy z je tedy

dz gcos «

t = — =
g0 dr w2r

(16)

Ptejme se nyni, jaky tvar tedy bude mit rampouch. Diferencidlniho poc¢tu znali jiz jisté ve
vztahu (16) vidi separovatelnou diferencialni rovnici, kterou snadno vyfest,

gcosa . T
J— n_
2 ro’

YA
w

kde 7o je vzdalenost od stredu kotouce, ve které rampouch zacal rist. Rampouchy maji tedy tvar
logaritmické krivky.

Uloha III.4 ... piesnost GPS

Tzv. Global Positioning System (GPS) pracuje na jednoduchém principu. DruzZice pohybujici
se na 12-ti hodinovych drahach vysilaji presné synchronizované signaly, které prijmac detekuje.
Protoze na prijmaci nejsou absolutné presné hodiny, Ize meérit jen rozdily vzdalenosti od riiz-
nych satelitii. Ctyti satelity staci na dopocteni polohy. Poloha satelitii se zméif ze Zemé stejnym
zpiisobem.
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Zdiivodnéte, proc¢ je presnost GPS v horizontalnim sméru znatelné vyssi nez ve vertikalnim
sméru.

Udélejme si jasno, jak systém GPS funguje. Dvanéctihodinové dobé obéhu druzic GPS odpo-
vida vzdalenost ptiblizné 4R, od stfedu Zemé. Druzice vysilaji synchronizované signaly s kédo-
vanou pozici a casem emitace. Tento cas od¢itavaji ze svych atomovych hodin na palubé, jejichz
nepiesnost se pohybuje kolem 3 ns.

Prijimac¢ zaznamenad signal od satelitu a na svych hodinach odecte ¢as prijmu, ktery je vzhle-
dem k mensi presnosti jeho hodin zatizen vétsi chybou nez ¢as méreny satelity. Lidé nasli zptisob,
jak obejit nedosazitelnost presnosti srovnatelné s atomovymi hodinami na bézném ptijimaci. Staci
mérit rozdily ¢ast, ¢imz se eliminuje systematickd chyba hodin prijimace a presnost stoupne na
uroven atomovych hodin. Z téchto rozdilu urci prijimac svou pozici jen, kdyz ma k dispozici 4 sa-
telity (kdyby mél jen dva, védél by, ze je nékde na ploSe rota¢niho hyperboloidu, v piipadé t¥i by
mu je$té zbyvaly néjaké blize neurcené kiivky).

Ted se podivejme na to, jak zavisi pfijimacem méreny roz-
dil vzdélenosti od dvou satelitli, napt. S7 a S2, na posunu pri-
jimace v horizontalnim resp. vertikdlnim sméru. Zajima nas
pomér vertikalni a horizontalni zmény rozdilu jejich vzdale-
nosti. Pro bod na zemském povrchu je vzdalenost k satelitu
minimalni v nadhlavniku — 3R,, a maximalni pro satelit nad
horizontem — 3,9R,. VySetieme vertikalni posun o §, radové Obr. 10. Geometrie posunu
mensi nez je vzdalenost od sateliti. Drahy signal pro pii-
vodn{ polohu pfijimace P i novou polohu P’ jsou pak témé&F rovnobézné (obr. 10). Vzdalenost
prijimace od Sy se zmen$i o d sin g, od S7 podobné o dsin a. Rozdil vzdalenosti se tedy zméni o

Axry = —0sinag + dsin o .
Podobnou tvahou pro horizontalni zménu o § zjistime zménu rozdilu
Azy = dcosag + dcosaj.

Uzitim vztahu pro rozdil sinti a soucet kosinii dvou uhli dostaneme pro jejich pomér p vztah

Az, ta a1 — a9
— = n e — .
b Axh 2

Vertikéalni piesnost je mensi nez horizontalni, je-li —1 < p < 1, tedy —§ < a1 —as < §. To ale
plati pro vSechny mozné a1, as, které jsou z intervalu (0,7/2). Hrubym odhadem je hodnota p
nékde ve stredu, coz znamena, ze GPS je primérné dvakrat presnéjsi horizontalné nez vertikalné.

Uloha III. P ... magnetky

Sezerite si nékde dva magnetky a zelezny pliSek. Umistéte magnetky proti sobé na opacné
strany plisku a vyzkousejte, jakou silou se pritahuji. Pak jeden z magnetkii otocte a pokus opakujte.
Konecné vyzkousejte, jak se magnetky pritahuji a odpuzuji bez pritomnosti plisku.

Pri téchto experimentech zrejmé objevite, Ze cosi (alespon na prvni pohled) neni v poradku.
Zamyslete se nad tim a vysvétlete, co se v jednotlivych pripadech déje.

Na chovani magnetk je zajimavé to, ze se v piipadé, kdy mezi né vlozime (dostatecné velky)
zelezny plisek, pritahuji bez ohledu na jejich vzajemnou orientaci. Pri¢inou tohoto jevu je chovani
magnetického pole na rozhrani dvou prostiedi s riznymi relativnimi permeabilitami. Na takovémto
rozhrani se magnetické silocary lamou podobné, jako se na rozhrani dvou prostiedi lame svétlo.
Zakon lomu je v tomto pripadé

tg o

tgﬁ - :uT‘J
kde ar a (3 jsou tihly ke kolmici a p, je relativni permeabilita plechu. Tento zakon plyne z podminky
zachovani normdlové slozky B a tecné slozky H na rozhrani dvou prostiedi (tato podminka je
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disledkem Maxwellovych rovnic). Na rozdil od béznych hodnot indexu lomu je ale hodnota
fadové 103, takze se silo¢ary magnetického pole zalomi téméf rovnobézné s rovinou rozhrani,
a magnetické pole pronikne jen do velmi tenké vrstvy na povrchu plechu — uvniti plechu je B
témér nulové. Magnet na jedné strané plechu tedy témér neovlivni magnetické pole na strané
druhé, takZe se magnety na obou strandch plechu chovaji nezéavisle na sobé (magnetické pole je
tedy plechem odstinéno). Dalo by se ¥ict, ze plech magnety zdanlivé oddaluje. Pokud umistime
magnet na jednu stranu plechu o tloustce 1 mm a relativni permeabilité i, = 103, bude magnetické
indukce na druhé strané plechu pfiblizné stejna jako magnetické indukce ve vzdalenosti 1 m (tj.
Imm - p1,-) od magnetu ve vzduchu. Dilezité je, aby byl plech v porovnéni s velikosti magnetu
dostatecné velky. V opa¢ném pripadé totiz mohou magnetické silo¢ary vystupovat z okraje plechu,
takze se mohou magnety ¢astecné ovliviovat.

Uloha IV .1 ... flak z 3o035ovky

Méjme cocku o priiméru D a ohniskové vzdalenosti f zasazenou ve sténé. Ve vzdalenosti r od
stény a y od optické osy mame bodovy zdroj svétla, ktery vyzaruje izotropné. Za cockou mame
ve vzdalenosti | stinitko. A nas by zajimalo, kam dopadne svétlo ze zdroje, pripadné i priibéh
intenzity na stinitku. (Neuvazujte zobrazovaci vady ¢ocky a vinové vlastnosti svétla.)

Vsechny paprsky, které dopadnou na cocku, se zlomi do geometrického obrazu zdroje. Polohu
obrazu uré¢ime ze zobrazovaci rovnice L1 )

rd o f
kde r je vzdalenost piedmétu od ¢ocky, a’ je vzdalenost obrazu od ¢ocky a f jsme oznaéili oh-
niskovou vzdalenost ¢ocky. Vzdalenost obrazu od optické osy 3’ ur¢ime z podobnosti trojihelniki
jako

kde y je stejné jako v zadani vzdalenost predmétu od optické osy.

Paprsky za cockou tedy tvori zkoseny kuzel, ktery ma vrchol v obraze zdroje, a ¢ocka samotna
tvoii jeho podstavu. Tvar svétlého fleku na stinitku bude tedy kruhovy stejné jako je kruhova
¢ocka. Stied S tohoto kruhu bude dén prisecikem stinitka a hlavniho paprsku (prochazejiciho
stfedem ¢ocky). Vzdélenost s bodu S od optické osy tedy bude z podobnosti trojihelniki

s ==,
’
kde [ je vzdalenost stinitka od ¢ocky. Ozna¢me D prumér ¢ocky. Uvazujeme-li obdobné paprsek
jdouci napf. dolnim okrajem cocky, dostavame pro vzdalenost b jednoho okraje stinu od optické
oSy
a 1
7=y F-b

Pro polomér stinu R tedy po pfimocarém vypoctu vychazi

R=b—s|= %(lr—lf—rf) :

Tot tedy vSe k vySetfovani tvaru stinu.

Nyni se podivejme, jak je to s rozlozenim intenzity svétla. V kruhu na stinitku bude rozlozeni
intenzity stejné jako na Cocce, intenzita bude jen [a//(I — a')]* krat vétsi. Zavedeme-li v roving
¢ocky soufadnou soustavu s osou y mirici nahoru a osou z dopredu a budeme-li odted vzdalenost
zdroje svétla od optické osy oznacovat yg, je intenzita svétla na cocce

Kr
(r2 + 22+ (y — y0)?)

I =

3/2°
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kde K je konstanta charakterizujici mohutnost zdroje. Maximum intenzity je pro z = 0, y = vy,
tedy na stinitku v bodé vzdaleném od optické osy

RS
Y= T — Yo,

tedy nikoliv ve stfedu kruhu, jak se mnozi z vas domnivali.

Uloha IV .2 ... radidtory

V byté jsou tii radiatory. Voda tekouci v prvnim ma teplotu 75°C, voda ve tretim 40°C.
Jakou teplotu ma prostredni radiator? Teplota vzduchu v pokoji je 20°C. VSechny radiatory jsou
stejné a ztraty v potrubi jsou zanedbatelné.

Nejprve si musime uvédomit, jakym zpiisobem predava topeni teplo svému okoli. V tivahu
pripadaji dva mechanismy: zafeni a vedeni (resp. pfestup). Povrch typického topeni miizeme od-
hadnout na 2m? a teplotu na 60°C. Podle Stefan-Boltzmanova zédkona

P=0S T,

kde P je vykon zafeni, 0 = 5,67 - 1078 W-m~2.K~* je Stefan-Boltzmanova konstanta, S je povrch
télesa a T je termodynamicka teplota, je vyzafeny vykon pfiblizné 600 W (musime uvazit také to,
ze topeni absorbuje tepelné zafeni z okoli). Stefan-Boltzmantv zdkon navic plati pouze pro idealné
cerné téleso, takze pokud je topeni natieno na bilo, bude vyzareny vykon jesté nékolikrat nizsi.
V porovnani s mnohakilowatovym vykonem topeni je tato hodnota zanedbatelna.

Rychlost predavani tepla do okoli je limitovana takzvanym piestupem tepla (pojem ,vedeni®
je v tomto pripadé zavadéjici protoze teplo ,prestupuje z topeni do vzduchu). Dilezité je, 7e
v takovémto ptipadé je rychlost vymény tepla linedrni funkei rozdilu teploty topeni a okoli. Voda
se tedy v kazdém topeni ochladi o teplotu, kterda bude imérna rozdilu jeho teploty a teploty
okolniho vzduchu. Oznacime-li tyto rozdily ATy, AT, a AT3, bude platit

ATl - ATQ = CATl,
ATy — AT = cATs.

Rozdily teplot topeni a vzduchu pak budou u nékolika za sebou zapojenych topeni tvorit geome-

trickou posloupnost.
ATy AT,

ATy AT’
Teplota prostiedniho topeni je tedy

Ty = Towolt + VATIAT3 = 53,12 °C.

Uloha IV .3 ... svételny motor

Uvazujte Carnotiv cyklus (adiabaticky—izotermicky-adiabaticky—izotermicky déj) s tepelnym
elektromagnetickym zarenim. Stavova rovnice pro tepelné zareni ma tvar p = %u (T), kde p je
tlak zareni a u je jeho hustota energie, ktera zavisi pouze na jeho termodynamické teploté T'. Pro
adiabaticky déj s tepelnym zarenim plati pV4/ 3 = konst. Vypoditejte i¢innost tohoto cyklu jako
funkci u (T1) a u (T2), kde Ty je teplota ohiivace a Ty teplota chladice. Pro libovolny Carnotiiv
cyklus je jeho tc¢innost ddna vztahem 1 — Ty /Ti. Porovnanim téchto vztahid pro tcinnost cyklu
odvodte, Ze hustota energie zareni u je pfimo timérna T*.

V nésledujicich tivahéch budeme uvazovat Carnotiiv cyklus zac¢inajici v bodé 1 izotermickou
expanzi a koncici ve stejném bodé adiabatickou kompresi. Teplota ohrivace je 17 , 15 teplota
chladice, Q1 je teplo dodané ohiivacem a Q2 je teplo odevzdané chladi¢i. U¢innost Carnotova
cyklu je definovana jako podil vykonané prace a tepla dodaného stroji, neboli

w

n= @ (17)
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Abychom nemuseli poéitat praci za cely cyklus, vyuzijeme I. vétu termodynamickou, ktera zni
Q=AU +W.

Protoze studujeme uzavieny cyklus, je AU rovno nule. Proto je celkova prace stroje rovna cel-
kovému teplu prijatému pracovni latkou, coz je teplo dodané teplejsi lazni plus teplo odevzdané
chladi¢i (které je ovSem zaporné), tedy

W =Q1+ Q2.
Béhem adiabatického d&je k tepelné vyméné nedochézi. Dosazenim za W do (17) obrdrzime
n=1+ @ (18)

1

V pribéhu izotermického déje je teplota konstatni, a proto ziistava konstantni i hustota energie
a tlak, ktery je ji pfimo imérny. Celkova vnitini energie U se vSak méni, protoze se méni objem
zafeni. Podle I. véty termodynamické musi platit

4
Q=AU +W =u(T)AV +pAV = gu(T)AV.

A tedy Q1 = gu(T1)(Va = Vi) a Q2 = gu(Ty)(Va — V3).
Pti adiabatickych déjich plati pV4/ 3 = konst. Specialné

p1V24/ 5= V2,
4/3

p?‘/f/g =P1 Vl .

Proto plati

u 3/4
(Va—V3) = - (ug;;) (V2 = V2.

Po dosazeni do (18) ziskdme

/
77:1+“(T2)V4_V3—1—<“(T2)>14.

u(Ty) Vo — Vi u(Th)

Protoze u¢innost libovolného Carnotova cyklu je 1 — T3 /71, musi pro libovolné dvé teploty Th a T
platit
r, _. T
u(Ta)  w(Th)’
coz lze splnit pouze tehdy, budou-li se oba zlomky rovnat spolecné konstanté. Z toho uz plyne
u(T) ~ T2,

Uloha IV .4 ... zavlafovdni

Zahradkar chce udélat zavlazovaci zarizeni na sviij zahonek a to nasledujicim zpiisobem. Vedle
rady rostlinek bude hadice s otvory, kterou polozi tak, 7e u kazdé rostlinky bude dirka.

Poradte zahradkari, jak velké maji byt dirky, aby ke kazdé rostlince teklo stejné mnozstvi
vody.

Reseni této tlohy si zjednodusime nékolika piedpoklady:

1) Vodu povazujme za idedlni kapalinu bez viskozity, jeji hustotu oznaéme p,

2) hadici uvazujme jako vodorovnou, na druhém konci uzavienou, s konstantnim prifezem po
celé své délce,

3) kruhové otvory v hadici necht jsou umistény na boku hadice a jejich vzajemna vzdalenost at
je velka ve srovnani s prumérem kazdého otvoru,
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4) prifez hadice necht je dost maly na to, abychom mohli zanedbat hydrostaticky tlak zptisobeny
sloupcem vody nad otvorem.

Po zjednoduseni je ziejmé, ze musi platit nasledujici rovnost

Qr-1=Q + Q,

kde @ je objemovy pritok vody v k-tém otvoru v hadici, QQr_1 je pritok pied a () za timto
otvorem. Oznac¢ime-li vp_1 (respektive vy) rychlost vody v hadici pied k-tym otvorem (respektive
za nim), a S konstantni priifez hadice, miizeme vySe uvedeny vzorec prepsat na tvar

Svp_1 = Q + Svg.

Ma-li byt kazda kvétina zalévana stejnym mnozstvim vody, musi byt ) stejné pro vSechny otvory.
7 toho plyne
konst = Q = Sv_1 — Svp, = S(vp_1 — vg) = Se,

kde rozdil rychlosti v;_1 a v je konstantni a oznacili jsme jej c. Jeho hodnotu ur¢ime z celkového
pritoku Q. = Svg = @Qn = S ¢n, odkud plyne

v

-

CcC =

Oznacime S}, priifez k-tého otvoru a napiSeme pro tento otvor Bernouliho rovnici

1 /Q 1,
29<SZ> = po + 50v5,

odtud vyjadiime S7,
Svg 1

Gro—_—_Y |
,/v%—l—ng/g n v%+2p0/g

Vidime, 7e vSechny otvory musi mit stejnou velikost, kterd je urcena pouze prifezem S ha-
dice, vstupnimi parametry vody — jeji hustotou p, pocatecni rychlosti vg a pretlakem pg, a dale
poctem otvort v hadici. Zmensovani rychlosti vody v hadici v mistech otvorti (mezi dvéma vedle
sebe se nachédzejicimi otvory zistava rychlost stejné jako tlak konstantni) je kompenzovano zvyso-
vanim tlaku, coz jsme mohli v diisledku platnosti Bernoulliho rovnice predpokladat. Ilustra¢nim
prikladem mohou byt riizna oto¢na zavlazovaci zafizeni tvorena dvéma radami trysek, ktera lze
spatrit zejména v 1été na travnatych plochach, v parcich, fotbalovych hristich, popripadé v Brné
na strojirenském veletrhu.

Uloha IV.P ... pro¢ mdme Mésic?
Bod, ve kterém ma gravitacni sila Zemé a Slunce stejnou velikost, je k Zemi blize, nez obiha
Meésic. Proc¢ tedy Meésic neobiha kolem Slunce nezavisle na Zemi?

Ovérme nejdiive, ze skuteéné Slunce piisobi na Mésic vétsi gravitacni silou nez Zemé. Zavedme
¢islo ¢ jako pomér gravitac¢nich sil Slunce a Zemé

M, kM
Mo R2Z 99 (19)

¢ = F@ . FZ = 0,2 . T‘Z
kde My, Mz jsou hmotnosti Slunce a Zemé, a je vzdalenost Zemé od Slunce a r vzdalenost Mésice
od Zemé.

Vzdalenost Mésice od Zemé se méni mezi 365000 km a 405 000 km. Dosazenim do rovnice (19)
dostaneme, ze ¢ ~ 2,1-2,3. Vidime tedy, ze na Mésic piisobi Slunce porad vétsi silou nez Zemé.

Na jednu véc jsme ale zapomnéli. Vypocet (19) popisuje situaci, kdy Zemé a Slunce stoji
a Mésic se nachazi nékde mezi nimi. To by pak Mésic spadl na Slunce. Jenze Mésic, stejné jako
Zemé, obiha kolem Slunce. V soustavé spojené se Slunci a Zemi ptisobi na obé télesa (Zemé
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a Mésic) dalsi sila — odstiediva. Zavedme pomér k velikosti vyslednice odst¥edivé a gravitacni sily
Slunce ke gravitacni sile Zemé. V pripadé, ze Mésic bude od Slunce stejné daleko jako Zemé, bude
k nulové. Nejvétsi bude tehdy, kdyz bude Mésic mezi Zemi a Sluncem (promyslete si, pro¢). Tehdy
bude pro k platit

HM@
N F@,gr - F@,od _ (a—r)2

kM ’
FZ r2Z

—w?(a—71)

k (20)

kde w je rovno tthlové rychlosti obéhu Zemé kolem Slunce (Zemé obihé kolem Slunce rychlosti asi
30km-s!; w = 30 km-s~1). Jestlize ted dosadime do rovnice (20), dostaneme k < 1. To znamena,
7e Zemé ,pritahuje“ Mésic mnohem vice nez Slunce. V pripadé, 7e si k polozime rovno jedné,
nalezneme ptiblizné hranici, uvniti které bude obihat téleso kolem Zemé, vné uz jenom kolem
Slunce. Pak tedy plati

kM 9 kMz
m—w (G/—R): 7"2 .

Tato rovnice je tretiho stupné, nebudeme uvadét jeji presné feseni, pouze vysledek. Pro hod-
noty @ = 150 - 108 km, Mo, =2 - 1030 kg, Mz =6 - 10** kg ar = 384000 km vyjde R ~ 1,5 - 106 km.

Uloha V.1 ... zrcadla
Meéjme dvé rovinna zrcadla svirajici ithel o.. Jak mame nasmérovat paprsek, aby se od nich co
nejvickrat odrazil?

Nejdrive budeme predpokladat, ze zrcadla jsou dostatecné velka a tedy dojde ke v§em odraziim,
ke kterym muze dojit. Dale budeme predpokladat, ze se paprsek pohybuje v roviné kolmé na
prisecnici zrcadel. Pokud by se v této roviné nepohyboval, stac¢i si jeho pohyb do této roviny
promitnout. Timto promitnutim se zakon odrazu nezméni a teSeni se takto zachova.

Nejdrive posleme paprsek tak, ze bude svirat se zrcadlem, na které dopadne jako na prvni, thel
#o. Uhel ¢q, pod kterym paprsek dopadne na druhé zrcadlo, ziskdme velmi lehce geometrickou
uvahou ¢1 = ¢g + a.

Déle mtizeme pokracovat matematickou indukci, pomoci které jednoduse zjistime, ze po n
dopadech bude paprsek svirat se zrcadlem thel ¢, = ¢g + (n — 1)ae. Pokud bude thel ¢,, vétsi
nez /2 znamena to, ze se paprsek jiz vraci. Paprsek se naposledy odrazi bude-li ¢,, > m—« (pFitom
¢On—1 < 7 — «). Déle se jiz paprsek se zrcadlem neprotne. Pro pocet odrazi tedy dostavame

nzu[w} _ [Lﬂ
(6] (6]

Znacka [z] je pouzito pro horni celou ¢ast ¢isla x - tedy nejblizsi vyssi celé islo.
Je tedy vidét, ze pro mensi ¢g je pocet odrazu vétsi. Maximalni pocet odrazi tedy bude pro

$o =0
N=1]7]

Pfi¢emz ale ¢g nemiize byt rovno 0, protoze by se paprsek ani jednou neodrazil. Musime tedy najit
maximalni ¢g, pro které se paprsek odrazi N krat. Musi platit

e
Q
To bude splnéno pro ¢g < m — (N — 1)a. Aby doslo k co nejvice odraziim musi byt ¢y v intervalu
(0,7 — (N —1)a).
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Uloha V.2 ... varhany
Predstavte si cinovou varhani pistalu, ktera byla naladéna pri teploté trojného bodu vody na
komorni a. Poté se kostel vytopi (ne vodou) na 25° C, urcete o kolik se pistala rozladi.

Pro rychlost zvuku c, v zavislosti na zméné tlaku a hustoty prostiedi plati vztah
d
2_dr
do
Zvukova vlna je rychly déj a nestaci tedy dochazet k vyméné tepla, coz odpovida adiabatické
zméné, pro niz plati pV'* = konst, kde V' je objem. Méni-li se hustota ¢ nepfimo tmérné objemu V',
ma adiabaticky vztah mezi p a p tvar

p = konst - 0¥,

z ¢ehoz vyplyva, ze j—z = %. Pro rychlost zvuku pak mame vztah

K
2="L
0
Upravime-li tento vztah na cg = ”5—‘}/ a uveédomime-li si, ze pV = NET a oV je hmotnost
plynu, mizeme psat
s NKT  kRT
cC, — — —
z m [ )

kde p je molarni hmotnost. Vidime tedy, Ze rychlost zvuku je pfimo itmérnd odmocniné z termo-
dynamické teploty.

Nyni trosku podrobnéji rozeberme varhanni pistalu. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze je
to duta trubka konstantniho prirezu, jejiz priimér je ve srovnani s jeji délkou zanedbatelné maly.
Oba dva konce trubky jsou oteviené a proto se na koncich nachazi kmitny zvukového vinéni.

Pro vinovou délku A plati

l
N
k k
Zaroven vsak také plati A = %’ z cehoz plyne f = %. Pro pomér frekvenci pak dostdvdme

Cz2 21
D L N e |

=2 — — _
i 5 ead a2 cal

Uvazime-li podélnou teplotni roztaznost trubice (pri¢nou zanedbame), plati lo = [; (14 aAT),
kde oo = 0,027.1073K 1 je soudinitel teplotni délkové roztaznosti cinu a AT je rozdil teplot AT =
=Ty — T1. Po dosazeni za rychlosti zvuku pii danych teplotach dostavame

HRTQ l]_

2 _ I _ ! 2
fi MZTlh(lﬂLOzAT) 1+a(Te-T) VT

a tedy ;
2
— = 1,04,
fi
fo = 459 Hz,

Af = fo— f1 =19 Hz.

Pistala se tedy rozladi o 19 Hz. Pomér % = 1,04 se priblizné shoduje s V2 = 1,06, coz odpovida
pultonu, pistala tedy bude hrat o pultén vys.

Resgeni tlohy jsme si mohli zjednodusit, pokud jsme velikosti rychlosti zvuku pro dané teploty
vyhledali v tabulkich a pokud jsme teplotni roztaznost pistaly zcela zanedbali (snadno se pre-
svédcime, 7e jeji vliv na zménu frekvence je ve srovnani s vlivem zmény rychlosti zvuku pri zméné
teploty minimalni). Ulohu jsme pak mohli fesit snadno z hlavy.
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Uloha V.3 ... Zebfik

Méjme 7Zebrik opreny o sténu a podlahu (vSe bez tieni). Spoctéte, v jaké poloze se Zebiik oddéli
od svislé stény (pro obecnou poc¢dtecni polohu zZebriku). Prémii dostanete, spoctete-li, jak daleko
od stény zebrik dopadne.

Nejprve si zavedeme znaceni. Mame zebiik o délce 21 a hmotnosti m. Uhel, ktery svird zebiik
se svislici, si oznacime . V tézisti zebiiku ptlisobi sila mg. V misté dotyku se sténou piisobi
zebiik na sténu silou Fp a sténa na zebiik reakci Ry = —Fs. Podobné v misté dotyku s podlahou
ptisobi zebtik na podlahu silou F; a podlaha na zebiik reakci Ry = —F;. Sily F» a Ry ptisobi ve

x = lsin g, (21)
y = lcos . (22)

a (22) zjistime, jaké jsou vztahy pro rychlosti a zrychleni

T =Ilpcosp, (23)
y = —lpsing,

i =1({pcos o — ¢? sin ), (24)
i) = —1(@sin o + @* cos @), (25)

Podle prvni a druhé véty impulzové plati

ma =mg + R; + Ry, (26)
Jp =1(Rysinp — Ry cos ), (27)

Vv

a 7z rovnice (26) proto plati
mx = Rz,
my = R1 —mg.

Po dosazeni z (24) a (25) dostavame

Ry = mg — ml($sinp + @% cos ),
Ry = mi({cos p — ¢? sin ). (28)

Tyto rovnice dosadime do (27) a ziskame

J =ml(gsing — @),

neboli i
. mglsing
=0 5 (29)
gml

kde jsme vyuzili, Ze J = ml?/3. Vynasobenim piedchozi rovnice ¢ a jeji integraci podle ¢asu

dostaneme
1., mgl cos p + C'
_SO = —-—

2 %le

Integracni konstantu C' uréime z pocatecnich podminek, kdy je thlova rychlost nulova. Plati tedy

c,bz _ 2mgl(cos po — COS cp). (30)

4,72
3ml

Zebiik se neoddéli od stény, dokud Re > 0. Uzijeme-li vztah (28) pro R, dostaneme rovnici pro
uhel ¢, kdy dojde k oddéleni zebiiku

»cos p — gb2sin90:0.
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Dosadime z (29), (30) a dostaneme

[ si [ —
mg4 singy o UL (cosipg oS 1) Sinpy =0,
gml2 gml2
sin 1 cos p1 — 2(cos pp — cos ¢1) sinp; =0,
2
COS P1 = 2 COSPp.

Vv

vysky. Uhlovou rychlost pii oddéleni ziskAme z rovnice (30) jako

: mgl(cospg —cosp1) [ g
— /9 =,/ —2 . 31
a1 \/ Fmi? 21 cos g (1)

Po oddéleni zebiiku prestane ptisobit sila Ry a pohybové rovnice se zméni na tvar

=0,
g: Rl —mg,
Jp = Rqlsin .

Vv

Tento problém miizeme fesit v soustavé pohybujici se ve vodorovném sméru stejnou rychlosti jako
tézisté Zebiiku. K vypoctu vyuzijeme zdkon zachovani mechanické energie ve znéni Epg + Eio =
= E), + E}. Potencialni energii miZeme napsat jako

E, = mgy = mgl cos ¢.
Kineticka energie je

1 1
B = —mi* + —mi?$>.
k=35 Y 6 ¥

ProtoZe je § = ¢l sin? , miizeme kinetickou energii napsat ve tvaru

1
Ey = 6m12(3 sin? o + 1).

Dosazenim ¢ a @1 do vztahu pro Ej} ziskdvame nasledujici vyjadieni pocatecni kinetické energie
mgl cos ¢q

Fin =
kO 9

(3 — cos® pp).

Zakon zachovani energie méa tedy tvar

1 4 1
myl <_§ cos® gy + 5 cos wo) = cml® (3sin® +1) ¢* + mgl cos .

Odtud

. [6g(—4§ cos? pg + 3 cos gy — cos @)
v 1(3sin® o + 1) '
Dobu padu zebtiku mizeme tudiz vypocitat jako

5
l 3sin? p + 1
f = _/ : sin” o+ do. (32)
6g g cos? g + cos g — cos g
P1

Vv

Tqg=1x1 +tx].

Do této rovnice dosadime z rovnic (21), (23) a (31), ¢imz dostaneme vztah
. 2 2lg
rq = lsin | arccos 3080 ) ) + t o cos® ¢y .
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Uloha V .4 ... baldn

Spoctéte frekvenci malych radidlnich kmiti gumového balénu. V balénu je n moli plynu
s Poissonovou konstantou k = 5/2 o teploté T. V pripadé, 7Ze rozdil tlaki uvniti a vné balonu,
je nulovy je polomér balénu rg. Plosna hustota gumy je v tomto pripadé og. Potencialni energie
gumy je linearné imérna rozdilu jejiho povrchu a povrchu klidového s konstantou timérnosti o.
Tlak vné balonu je pg. Hmotnost plynu je vii¢i hmotnosti balonu zanedbatelna.

Nejprve spocitejme polomér balénu v rovnovazné poloze (jeho velikost neni shodna se zada-
nym rg). V rovnovaze bude vyslednice vSech sil ptisobicich na sténu balénu nulova. Témito silami
jsou tlak plynu uvnitt balénu, tlak okolniho vzduchu a elasticka sila v gumé. Tlak okolniho vzduchu
ma stale stejnou hodnotu. Tlak plynu uvniti balénu mizeme spocitat ze stavové rovnice jako

_ nRT . 3nRT
="y = drrd

(33)

kde 71 je rovnovazny polomér. Tlak zptusobeny pnutim v gumé miizeme spocitat z analogie s ka-
pilarnim tlakem pod zakftivenou hladinou kapaliny jako

20

Py = (34)

1 '
Zde je diilezité si uvédomit 7e tento vzorec plati pouze pro r1 > rg, protoze v opacném pripadé
balén nezaujme kulovy tvar, ,zkrabati se“. Po uvazeni orientace téchto sil dostavame podminku

rovnovahy

3nRT o 20 —0
drr} po ro

coz je kubicka rovnice, jejiz feSeni je pomérné slozité, takze jej zde neuvadime. Rovnovazny tlak
plynu pak ze znamé hodnoty r1 dopocitame 7 (33).

Nyni muzeme vypocitat frekvenci malych radialnich kmiti. Vyjdeme z predpokladu, ze bude
dostatecné vysoka, takze nebude dochazet k tepelné vyméné mezi balénem a okolim, tj. déj s ply-
nem uvnitt balénu bude adiabaticky.

Spocitejme silu, ktera bude na balén piisobit pii zméné poloméru o A. Tlak plynu uvnitf
balénu p miizeme spocitat z rovnice adiabaty

pV" = konst,
piry® = p(ry + A)3F,
_ p1r3®
(7“1 + A)?’”'

Vidime, Ze p neni na hodnoté A zavisly linearné, ale pro malé hodnoty A bude velmi dobie platit
vztah q

p(r1) A

dA
tedy rozvoj do Taylorova polynomu 1. stupné. Po zjednoduseni tedy dostavame

p(r1+A4) =p(r) +

—3/{p1r3”
p(’l“l +A) = D1 +T‘T+11A .
1
Pro zjednoduseni zapisu oznacme
—Sleri”“ 3Kp1
K= 3k+1 == :
] r1

Pro tlak gumy bude stéle platit (34), ktery mizeme zjednodusit stejné jako v predchozim piipadé.
Pro malé A tedy bude platit
20 A
pz(T1—|—A) = — (1— —) .
| r1
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Tlak okolniho vzduchu se nezméni. Sila, ktera bude piisobit na sténu balénu pri vychylce A
z rovnovazné polohy, tedy bude (pokud uvazime, ze p; — pg — p2 = 0)

2
F = drr? (K+—Z>A.
(b1

Pro thlovou frekvenci malych radialnich kmiti dostaneme

5 r <3/<;p1 20) 3kpiry — 20
W=l =) ="
oy \ 11 r} o0rd

Uloha V.P ... samolet

Predstavte si draténou konstrukci ve tvaru hranice valcové
plochy rozriznuté napiil rovinou, v niz lezi osa rotacni symetrie /\
valce (viz obr.11). Na tuto konstrukci napnéme mydlovou bub- /
linu, ktera zaujme tvar piilvalce. Tato bublina se ma tendenci
smrsknout, tedy piisobi na piilkruznice opac¢nymi silami, které U
se vyrusi, a na pricky silami smérem nahoru, tedy konstrukce Obr. 11 Tvar drétu
v principu miize vzlétnout. Spoctéte, jakou rychlosti vzlétne )
(nebo myslite, Ze se tak stat nemiize; v tomto pripadé vysvétlete proc).

Na prvni pohled by se zdalo, ze na vysvétleni paradoxu se samoletem staci zakon akce a reakce,
neboli jemu ekvivalentni zakon zachovani hybnosti. Ale uvédomme si, Ze pomoci téchto principt
vysvétlime jen, pro¢ nezvedneme desku, na které stojime (spolu s tahovou silou na desku pribude
vétsi tlak nohou), ale nevysvétlime nespravnost silové bilance na drat. Jaka dalsi sila kromé tihy
a oné v zadani popisované na néj bude pusobit?

Nasi situaci je lépe prirovnat ke stlacené pruziné, kterou prestaneme nahle stlacovat. Vzapéti
bude jasné pro¢. Mydlova blana se snazi zaujmout takovy tvar, aby méla co nejmensi povrch.
Pro nasi konstrukci ovsem timto tvarem neni pilvalec. Matematicky se to da ukazat pomoci
varia¢niho poctu, okovidné si mize kazdy ovérit tak, ze si danou konstrukci vyrobi. Ve stabilni
poloze bude blana napnuta tak, zZe se prohne smérem k ose valce, ¢cimz vertikalni slozka sily ptsobici
na pulkruznice nebude nulova, nybrz ptesné vyrusi silu ptisobici na rovné casti konstrukce.

Pokud tedy na zacatku napneme blanu do tvaru pulvalce, miize cela konstrukce pii navratu
do stabilni polohy maximalné poskocit, stejné jako ona stlacena pruzina. Pokud jiz je blana od
zacatku ve stabilni poloze, je chyba vahy v zadani v tom, ze blana nezaujiméa tvar pulvalce.

Uloha VI.1 ... lamborghini
Odhadnéte, jak velkou vertikalni silou je Lamborghini Diablo nadleh-

g?gig% jede-li rychlosti 320km-h~!. Pozor, toto neni experimentédlni Lamborghini Diablo

Podivejme se nejprve na ptivod vztlakové sily, kterd Lamborghini nadlehéuje (a diky niz pii
vhodné konstrukei 1étaji letadla). Pi jizdé vzduch proudi nad i pod autem. Diky profilu auta je
draha sq, kterou musi obtékajici vzduch urazit nad autem, delsi nez draha pod autem so, vzduch
tam tedy musi proudit rychleji. Vime, ze rychlost tekutiny v souvisi s jejim tlakem p. Pro nevitivé
a stacionarni proudéni tuto souvislost popisuje Bernoulliho rovnice. Protoze popis pro turbulentni

auta za nevirivé. Bernoulliho rovnici pak napiseme ve tvaru

L L9
D1+ 50V] = P2 + 5003,
2 2
kde indexy 1 znaci velikosti veli¢in nad autem a 2 po autem a o je hustota vzduchu. Z nerovnosti
v1 > v plyne p1 < po; auto je tedy nadlehcovano.
Nyni se pokusme odhadnout velikost vztlakové sily. Tlakova sila nad autem neptisobi diky
sikmosti kapoty kolmo dolii, ale na druhou stranu piisobi na vétsi plochu. Rozmyslete si, zZe ona
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plocha je pravé tolikrat vétsi nez plocha podvozku, kolikrat je vétsi tlakova sila kolma ke kapoté
nez jeji svisla slozka. Tudiz mzeme pro vztlakovou silu psat

F =208 (0 —13),
kde S je plocha podvozku. Zbyva odhadnout rozdil velikosti v1 a ve. Plati v1/ve = s1/s9 = «
Profil auta lze nahradit trojihelnikem ¢i obloukem kruznice a z toho spocist pomér a. Takové
odhady jsou ale prilis nadsazené a davaji vztlakovou silu mnohdy vétsi, nez je tiha auta. Lepsi
je pomér « zkusit zméfit pfimo z profilového obrazku auta, ndm vyslo 1/24 < o — 1 < 1/14.
Zkusme tedy spocitat silu pro o = 21/20. Podvozek auta ma plochu S = 4,47 - 2,04m2. Rychlost
vy = 320km-h~! a tedy

1
F =08 (a? —1)v? ~ 5kN .

Relativni chybu tohoto vysledku odhadujeme na 100%, nebot se velmi tézko urcuje koeficient a,
a také nesmime zapomenout, ze jsme zanedbali turbulentnost proudéni kolem auta. Tiha auta je
asi 17kN, odhad vztlakové sily vySel asi tfikrat mensi. Vidime, ze vyrobci si musi davat velky
pozor na to, aby se z Lamborghini Diablo nestalo letadlo. K Formulim 1 se napiiklad ze stejného
divodu montuji pritlacna kiidla.

Uloha VI.2 ... RC obvod

Méjme sériovy RC-obvod, ktery pripojime na zdroj periodického napéti s tzv. obdélnikovym
pribéhem, tzn. po ¢as T/2 je napéti U a po ¢as T /2 napéti —U. Jak bude vypadat pribéh napéti
na kondenzatoru?

Ozna¢me U vstupni napéti, Ug napéti na rezistoru, R jeho odpor, Uo napéti na kondenzatoru
a C' jeho kapacitu. Z druhého Kirchhoffova zakona plyne

U=Ug+Uc=RI+Ug,

d@
U=R—+U,
dt+ C,
dUp
U=RC—= 4+ Upg.
a Ue

Odtud separaci proménnych ziskdvame
dU¢g
dt =RC | ————.
/ / U—-Uc
t+ K = —RCID(U — UC) + Ko,
kde Kj a K3 jsou integracni konstanty. Po jejich slouceni a tpravé dostaneme
U =U + Ke 7o,
7 pocatec¢nich podminek ziskdme K = —U a muzeme tak pro prvni pilperiodu psat
Uo=U (1 - e_FtC> + Uy (0),
respektive pro druhou pulperiodu
_2t-T 2T
Uo = —U (1 . W) Y UNT/2) = U (e e 1) 4 Uy(T/2),
kde Uy(t) je zistatkové napéti na kondenzatoru. Béhem kazdé pilperiody se kondenzitor nabije

na ur¢itou hodnotu napéti, se kterou vstupuje do dalsi pilperiody, Uy(t) je tedy rovno napéti na
kondenzatoru na konci predchozi ptilperiody (na zacatku je Uy = 0).
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Je ziejmé, ze Uy(t) zavisi na vstupnich podminkéach, kterymi jsou perioda T, kapacita C
a odpor R. Pro jednoduchost predpoladejme, ze T = 2RC'. Amplituda napéti na kondenzatoru
Uc(a) ma pak konstantni velikost

1
UC(A) =U (1 - E) ~ 0,6U.

vvvvvv —

t
RO
a prevadime na hyperbolicky tangens. Vysledek mé tvar

[ T t
- - —~ _)e ®mO :
Uc=U _1 (1+tanh 4RC’> e ] ,t€(0;T/2),

respektive

4RC

i T .
Uo=-U|1- <1 + tanh —) 6_%} e (T/2;T).

V zavislosti na vstupnich podminkach lze odvodit, ze pro T' > RC bude Ug konvergovat k +U,
ale s pomalejsim nastupem zmény. Naopak, pro T" < RC bude Ug konvergovat k 0 a zavislost
bude primkova.

Uloha VI.3 ... stdii Zemé

Predpokladejme, Ze pri vzniku Zemé na ni byly izotopy uranu ***U a ***U, ale ne produkty
jejich rozpadu. Izotop ***U resp. **U se rozpadéd s polocasem Ty = 4,50 - 10° rokt resp. Th =
= 0,710 - 10° rokti. Ve srovnan{ s témito ¢asy jsou polocasy rozpadu produkti zanedbatelné, roz-
padové fady kon¢i stabilnimi izotopy *°°Pb a *°"Pb.

Je-li v uranové rudé pomér poc¢tu atomi uranu **8U : »*°U = 137 : 1 a pomér poctu atomii
olova ?*Ph : 2"Ph = 28 : 17, odhadnéte stari Zemé.

Podle rozpadového zakona plati pro pocet jader v ¢ase t vztah
Ny = Noe M = N2 /T,
kde T je polocas rozpadu daného jadra. Pocet jader produktu rozpadu bude
Np = No— Ny =Ny (27— 1),
Pokud podélime tuto rovnici pro ?**U rovnici pro ***U dostavame

Nygzs  Nygg 1 — 24/
Naszs  Nogz 1 — 2t/T2°

V této rovnici jiz vSechny veliciny kromé ¢ zndme. Bohuzel vSak neumime jednoduse vyjadrit t
a proto musime vyuzit néjakou numerickou metodu. Musime najit pro jaké ¢ v miliardach let je
funkce
171371 — 01548
Y= 798 1 _ 006t

rovna jedné. To zjistime nejjednoduseji pokud si graf této funkce zobrazime na pocitaci. Vysledkem
je stari Zemé
t=456-107r.

33



FYKOS, rocnik XV

Uloha VI .4 ... toroid
Méjme civku ve tvaru ,hranatého toroidu“. Rez osou rotacni sy- \UZ
metrie je zakreslen na obr. 12. Vinuti toroidu ma celkem N zaviti
a v naznaceném sméru jim protéka proud o velikosti I/N. Spoctéte
magnetické pole uvnitr toroidu a zdiivodnéte spravnost vaseho vypo-
ctu. Obr. 12
Neni-li vam cizi slovo integral, miizete jako bonus spocitat i in-
dukcnost toroidu.

Ulohu mtizeme snadno vyfesit pouze v piipadé, Ze pocet zavitd N je dostateéné velky. Za
téchto okolnosti jsou silo¢ary magnetického pole kruhové. K feseni tedy mizeme pouzit Ampériv

zakon. Jeho znéni je
]{ H-dl =1,
l

tj. integral skaldrniho souc¢inu H -dl po uzaviené kiivce [ (H je vektor intenzity magnetického pole
uwH = B) je roven celkovému proudu protékajicimu ptes plochu ,napnutou“ na tuto k¥ivku (je
zajimavé, ze tato hodnota nezavisi na konkrétni volbé tvaru plochy). Pokud tedy za kiivku [ zvo-
lime kruznici se stfedem na ose toroidu, budeme integrovat konstantni funkei a to |H|. V piipadé,
ze naSe kruznice bude lezet uvniti toroidu, bude proud tekouci jejim vnititkem I. Dostavame tedy

2roH =1,

1
B =/ H = ,u_’
2mo

kde p je polomér kruznice. Pokud bude kruznice lezet mimo toroid, bude proud tekouci jejim
vnittkem nulovy a tedy bude nulové i magnetické pole na této kruznici. Magnetické pole toroidu
tedy vypada tak, ze v jeho vnittku je stejné jako magnetické pole nekonecné dlouhého dratu
leziciho na ose toroidu jimz protéka proud I. Vné toroidu pak bude pole nulové. VSimnéte si, ze
pro vypocet jsme vibec nepotiebovali znat tvar prifezu toroidu. Na tvaru prirezu tedy tento
vysledek nezavisi. Indukénost L mizeme spocitat pomoci vztahu pro energii civky

1. 172

EFE=-L— .

2 N

Stac¢i tedy spocitat zavislost energie magnetického pole toroidu na proudu a porovnat ji s timto

vztahem. Hustota energie magnetického pole je
1 1
m=-H-B=—B?.
2 2u

Celkovou energii pak ur¢ime jako objemovy integral jeji hustoty. Vyuzijeme-li poznatku, ze m
zévisi pouze na vzdéalenosti od osy o, miizeme snadno prevést objemovy (tj. trojny) integral na
oby¢ejny. Cely toroid si nejprve rozdélime na dvé ¢asti, a to na ¢ast pro kterou je o < D/2, a na
¢ast pro kterou je o > D/2. Energie magnetického pole v prvni ¢asti pak bude (pro zjednoduseni

oznatme A = —‘“2/5)
A
1 D
Eq :/ — B%*r <— —A+x> 2¢vdxr =
0 2/,L 2

LA R S
_27T Q_A T =
0 3 +x

A (s D)%)

Energii magnetického pole v druhé ¢éasti toroidu pak miizeme spocitat analogicky. Dostavame

_ul? D D +2A
pa = (e ) (2524 ).
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Uvéazime-li, ze celkové energie mag. pole je sou¢tem obou energii, dostavame pro indukénost toroidu

D +2A
5 )

N
L:“—Dln(

™

Uloha VI.P ... chromatickd vada

Méjme dvé identické sklenéné cocky s ohniskovou vzdalenosti f (pro urcitou stiedni vinovou
délku). Do jaké vzdalenosti je treba dat tyto ¢ocky, aby vyslednd opticka soustava méla co nejlépe
kompenzovanou chromatickou vadu (tzn. Ze riizné barevné svétlo se zobrazuje do riiznych mist).
Jak velkou ohniskovou vzdalenost bude vysledna soustava mit?

Pro ohniskovou vzdalenost fy soustavy dvou tenkych ¢ocek plati

L1
fo fi fo fife

kde f1, fa jsou ohniskové vzdalenosti ¢oc¢ek a d jejich vzdalenost. V nasem pripadé plati f1 = fo =
= f, pritom f je funkci vinové délky. Proto nejlepsi kompenzaci chromatické vady dosahneme
v piipadé, ze fp bude co nejméné zaviset na f. Dosadme tedy f1 = fo = f do vztahu (35)
a upravme

(35)

f2
fo=3 7 d (36)
a hledejme, pro jaké d je derivace fy podle f v bodé f nulova
dfo _ 2f(f —d)
= d=f.
af ~er-ap 7

Druhou ¢ocku tedy musime umistit do ohniska prvni. Po dosazeni do (36) dostavame pro vyslednou
ohniskovou vzdalenost fo = f.

Resitel Mirek Hejna si viiml a jako jediny také spravné zdiivodnil, pro¢ riizné barevné obrazy
bodového zdroje presto nejsou v jednom bodé. Prestoze splnénim nasi podminky zarucime, ze
vysledna ohniskova vzdalenost je (alespon piiblizné) neménna, méni se s vinovou délkou poloha
hlavnich rovin vysledné soustavy. Potfebovali bychom tedy znat, k ¢emu se bude soustava vyuzivat,
abychom pripadné mohli feSeni jesté vylepsit.
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Reseni experimentalnich tloh

Uloha I.Exp ... tdni ledu

Pripravte si riizné veliké ale geometricky podobné kusy ledu (kostky, koule, ...) a zmérte
zavislost rychlosti jejich tdani ve vodé (pokud mozno stdlé teploty) na jejich velikosti. Vysledky se
pokuste interpretovat.

Teorie

Méjme ve vodé teploty T kus ledu typického rozméru a — hrana krychle, polomér koule apod.
Predpokladejme, ze led je zahiraty na teplotu tani. Necht za maly ¢as At odtaje objem vody AV.
Tento objem je tmérny mnozstvi tepla, které se za jednotku ¢asu privede z okoli. Predpokladame-
li, Ze voda mé (kromé velmi slabé vrstvicky kolem ledu) konstantni teplotu, bude mnozstvi tohoto
tepla zaviset pouze na tepelné vodivosti vody, koeficientu prestupu tepla z vody do ledu a samo-
ziejmé na velikosti povrchu ledu. Dostavame tedy iimérnost

AV~ a?At. (37)

Nyni vyjadieme AV pomoci rozméru a (pocitejme pro krychli, pro vSechny ostatni tvary obdobné)
AV = (a+Aa)? —a® = 36’ Aa +3a(Aa)? + (Aa)? ~ 3a%Aa, kde posledni piiblizna rovnost plyne
z toho, ze Aa predpokladdme malé oproti a. Celkové tedy dosazenim do vztahu (37) mame po
zkraceni a?

Aa ~ At.

Jsou-li si imérné elementarni zmény néjakych velic¢in, jsou si tmérné i celkové zmény. 7Z toho
plyne, 7e zavislost doby t, za kterou roztaje kus o velikosti a, by méla byt tvaru t = ka, kde k
je konstanta obsahujici mj. skupenské teplo tani ledu, koeficient prestupu tepla z vody do ledu,
tepelnou vodivost ledu a konstanty charakterizujici tvar ledu.

Postup a vysledky méreni

Prvnim problémem realizace tohoto pokusu je vyrobit ony geometricky podobné, riizné veliké,
utvary z ledu. Moznosti mame v zasadé dve.

Bud vyrobime nékolik stejné velikych atvara a mensi ziskame tak, ze ony vyrobené nechame
odtat. Pri tani se vSak pokazi geometrickd podobnost s pivodnim objektem, z pékné pravoihlé
krychlicky se stane zaoblend krychlicka. Jediné téleso, které nezméni tvar, je koule, ta se ale zase
obtizné vyrabi.

Druhou moznosti je vyrobit, ¢i jinak sehnat, rtizné veliké geometricky podobné formicky
a v nich nechat vodu zmrznout. My jsme si pro realizaci vybrali tuto moznost a inspirovali jsme
se napadem Honzy Prachare. Ten si z tvrdého papiru vyrobil formicky, které izoloval igelitem.
Krychlicky s mrznouci vodou jsme nechali v mrazaku pro jistotu skoro cely den.

Mame-li tedy v mrazdku vhodné rizné veliké geometricky podobné krychlicky, mizeme se
vrhnout na experimentovani. Do velké nadoby jsme napustili vodu pokojové teploty a pono-
fili do ni teplomér. Teplota vody byla 22°C. Abychom ji mohli béhem pokusu udrzovat kon-
stantni, pripravili jsme si zaroven konvici horké vody na dolévani. Pro kazdou krychlicku jsme
postupovali nasledovné, vyndali jsme kostku z mrazaku a sundali z ni igelit, nechali jsme ji
ohrat natolik, aby odtala mald povrchova vrstvicka a z kostky se dala sundat papirova for-
micka. Kostku jsme vhodili do kyble, neustale vodu michali, aby rozdil teplot mezi povrchem
kostky a okolni vodou byl pokud mozno stale stejny, a aby jedna sténa kosticky nevycnivala
nad hladinu, a pritom mérili cas, za ktery kostka roztala. Dostali jsme nasledujici hodnoty.
alem] || 11,562 (|25|3|35 4 |5
t[s] 26|55 |66| 73 [93|117|135|174

Doby tani kosticek.
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Rozmér kostky a jsme urcovali s presnosti =2 mm, formicky byly sice vyrobeny presné, ale
voda se pti mrznuti rozpinala a formicky se vyboulily. Rovnéz hladina vody nebyla presné ve vysce
a, ale o néco nize. Chybu méreni ¢asu odhadneme na +3s. Ta plyne z faktu, ze se nedalo zcela
presné urcit, kdy uz ve vodé neni zadny led.

i a
S

160 -

120 -

80 1

40 1

1 5 5 " 4 ' 3 "em
Zavislost t na a.

Hodnoty z tabulky jsme vynesli do grafu. Je vidét, ze skute¢né data lezi na piimce jdouci po-
catkem tak, jak predpovida teorie. Experimentalnimi daty v grafu prolozime tzv. regresni primku,
tj. primku, pro kterou plati, ze soucet ¢tvercti odchylek experimentalnich bodi od ni je minimalni.
Soucet ¢tverct odchylek v nasem piipadé je Zle (t; — ka;)?, kde t; je doba tani kosti¢ky o polo-
méru a;, k je smérnice piimky. Nejlepsi k, jaké pro nase data miZeme najit, je k = 32,2s-cm™ 1.
Parametry regresni ptimky spocita kazda rozumné kalkulacka a kazdy program, ktery umi nakres-
lit onen graf. Diilezitym parametrem linearni regrese je tzv. korelacni koeficient r, ktery udava,
jak moc dobrie namétrena zavislost odpovida primce. V idedlnim ptipadé je r = 1, v uspokojivych
pripadech je r alespon 0,98. Pro nase data je r = 0,993, coz velmi dobte potvrzuje nasi domnénku
o linearni zavislosti ¢asu tani na velikosti kostky.

Diskuse a zavér

Meéteni vyborné koresponduji s teorii. Odchylky experimentalnich bodu od regresni primky
jsou vétsinou vétsi, nez by dovolovaly vyse uvedené chyby a a ¢, to miize byti zptsobeno tim,
7e kostky pii tani nezachovavaji presné geometrickou podobnost (zaobluji se), a¢ v teoretickém
vypoctu jsme to predpokladali. Dale jsme neuvazovali, ze uvnitt kostky neni nulova teplota, a tedy
se Cast tepla spotfebuje na jeji ohiati. Zanedbali jsme té7 zmény teploty okolni kapaliny (snazili
jsme se je eliminovat, ale jisté ne dokonale).

Uloha I1.Exp ... elektrostatické pole Zemé
Zmeérte velikost elektrostatického pole Zemé.

Navod: Miizete bud primo mérit potencialovy rozdil mezi Zemi a izolovanym vodicem v urcité
vysce (pozor vSak, musite zaridit, aby se potencidl tohoto vodice stihl vyrovnat s potencidlem
vzduchu v prislusné vysce — zkuste napr. do vzduchu umistit nadobu s vodou tak, aby voda
mohla odkapavat a odndset tak sebou prebytec¢ny ndboj). Druhy zpiisob vyuZivd faktu, 7e Zemé
ma sviij povrchovy naboj. Umistime-li do blizkosti povrchu vodivou desku a uzemnime ji, objevi se
na ni naboj. Prikryjeme-li tuto desku jinou uzemnénou deskou, objevi se naboj na ni a z piivodni
vymizi, coZ miizeme galvanometrem zmeérit.

Teorie

Jak zmérit elektrostatické pole Zemé, kdyz se jeho hodnota méni v blizkosti vodivych predméti
(tedy i nés lidi, domii, stromt atd.)? V zadani jsme vam stejné jako Richard P. Feynman ve svych
Prednaskach navrhli dva zptsoby.

Prvni z nich byl zalozeny pfimocafe na zméreni potencidlu mezi dvéma misty v riiznych vys-
kach. To je ovSsem natolik technicky narocné, ze se ani nikomu z fesitelil ani naAm nepodarilo touto
metodou nic namétit. Uvédomme si, ze predmét zavéSovany do vysky h musi byt dost veliky, aby
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se na ném indukoval nadboj dostatecny na to, aby se nevybil pii prvnim dotyku svorek voltmetru.
Pak také musi byt daleko od vysokych vodivych objekti jako jsou stromy a domy (nemiizeme
zavéSovat z okna nebo z vétve stromu), nebot v blizkosti takovych objekti se elektrostatické pole
deformuje a pod vétvi stromu ¢i pod oknem je typicky mnohem mensi nez na volném prostranstvi.
Dalsim problémem je, za co predmét zavésit, aby byl dokonale izolovan. Provaz ¢i dievo zvlhnou
od vzduchu. Idealni by bylo nékde na poli postavit konstrukci ze skla ¢i porcelanu a tam provést
meéteni. Nebo vyrobit balén, ktery vyleti do urcité vysky, tam néjakou dobu ztstane, a pak zase
sleti doli. Na to jsme vSak neméli prostredky.

Druhy zptisob byl na realizaci mnohem prijatelnéjsi. Pokud existuje elektrické pole Zemé, musi
byt na povrchu Zemé néboj. Citujme z Feynmana: ,,Umistime-li do blizkosti zemského povrchu
rovnou kovovou desku a uzemnime ji, objevi se na ni zaporné naboje. Prikryjeme-li tuto desku
jinou uzemnénou vodivou deskou, objevi se naboje na ni a z ptivodni desky vymizi. Kdyz odmérime
naboj, jenz prochazi z prvni desky k zemi pti jejim zakryvani, mizeme zjistit povrchovou hustotu
naboje, kterd na ném byla, a tim i elektrické pole.“ Zde zlistava problémem, jak zmérit onen
prosly nadboj. Vhodny galvanometr nemame. Prochéazejici proud je mnohem mensi nez je citlivost
bézného ampérmetru. Zbyva méfit napéti u (¢) na odporu voltmetru R, pak pro prosly nédboj plati

Q:/Otz’(t)dt:/ot%dt.

Cas, po ktery se na milivoltmetru néjaka vychylka drzi, je velmi kratky. Proto nejsme schopni
mérit zavislost u (). Integral a tedy i hodnotu ndboje budeme tedy aproximovat vztahem

AU At

Q=="F—

kde AU je stfedni vychylka voltmetru, ktera se na pristroji drzi po dobu At. Uvédomme si, ze
touto aproximaci vnasime do méfeni obrovskou chybu (mo7na i vice nez 100 %); 1épe to ovsem
v nasich podminkach neumime.

Elektrické pole nad povrchem koule o plosné hustoté naboje o je E' = /e, kde £¢ je permi-
tivita vakua (vzduchu). Je-li tedy plocha méfené desky S, dostavame pro intenzitu elektrického
pole nad povrchem Zemé vztah

AU At

805 R

E = . (38)

Postup méreni a vysledky

K méfeni jsme pouzili dva plechové platy o rozmérech 30 x 70 cm, uprostied zahrady jsme do
zemé zarazili zemnici drat, k nému uzemnili prvni plech pres digitalni multimetr a druhy pifimo.
Na zem jsme polozili sklenénou desku (8itky asi 3mm), aby nédboj z prvniho plechu nemohl uti-
kat jinudy nez pres voltmetr. Na sklo jsme polozili prvni plechovy plat, na néj druhou sklenénou
desku (opét kvilli izolaci). Soustavu jsme piikryvali a odkryvali druhym plechem a p¥itom po-
zorovali nasledujici: P¥i nasouvani plechu se udaj na voltmetru (skoro nula) zvétsil o 1-2mV,
zustal na voltmetru dobu srovnatelnou s dobou nasouvani plechu, tj. asi 1s. P¥i odsouvani plechu
jsme pozorovali totéz, jen tidaj na displeji se o danou hodnotu zmensil. Na spodnim plechu byla
pripojena zaporna svorka voltmetru. Pii nasouvani tedy z desky odchazely zaporné naboje, coz
odpovida teorii. Dosadme do vztahu (38) hodnoty AU = 1,5mV, At = 1s, R = 10 MQ podle
manualu k multimetru, S = 0,21 m2. Dostaneme hodnotu elektrického pole Zemé E = 80V-m~!.
Zavér

Namérenou hodnotu intenzity pole povazujeme vzhledem k vyse uvedené aproximaci integralu
za velmi pribliznou, chybu odhadnéme asi na 100 %. Ostatni chyby jsou viiéi této zanedbatelné.
V literatuie se uvadi, ze za klidného pocasi je intenzita elektrického pole nad povrchem Zemé
kolem 120V-m~!, coZ se s nasim vysledkem v ramci mozné chyby naseho méfeni velmi dobie
shoduje.
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Uloha III.Exp ... odrazivost
Zmérte koeficient odrazivosti alobalu ve viditelném svétle. Vhodnou metodu navrhnéte sami.
Nezapomente popsat, jakou stranu mérite, pripadné promérte obé.

Uvedeme dvé riizné metody na urceni odrazivosti alobalu.

Meéreni pomoci poklesu intenzity

Prvni metoda je zalozena na myslence klesani intenzity s druhou mocninou vzdalenosti pri
kolmém dopadu pro intenzitu od bodového zdroje I ~ 2.

Jako pomitcky jsme pouzili: dvé identické lampy o vykonu 25 W, zrcatko, alobal a sklicka na
prichyceni a vyrovnani alobalu a papir s mastnou skvrnou.

Aparatura na méreni intenzity byla sloZzena z lampy, ktera osvétlovala zrcatko po tthlem 45°
a prasatko dopadalo kolmo na papir s mastnou skvrnou. Druhou stranu papiru potom kolmo
osvétlovala druha lampa. Potom jsme nastavili vzdalenost r druhé lampy od papiru tak, aby
nebylo skvrnu vidét. V pripadé, ze nebylo skvrnu vidét, intenzity byly na obou stranach papiru
stejné. Pricemz jsme zméfili tuto vzdalenost pro lesklou stranu alobalu r7, pro matnou stranu rjys
a pro zrcatko rz. JelikoZ jsme ménili jenom typ zrcatka (snazili jsme se mit stejné tvary zrcatek),
tak intenzita dopadajici na papir byla imérna jenom odrazivosti zrcatka. Z toho, Ze intenzita
od druhé lampy byla I ~ r~2, dostavame pro odrazivost O = (r¥/r?)2, resp. O = (rM /r?)?
(uvazujeme tiplnou odrazivost normalniho zrcatka).

Snazili jsme se mérit na velkych vzdalenostech, aby se zdroje jevili jako bodové. Déle jsme se
snazili zmirnit rozptyl upevnénim alobalu mezi dvé sklicka. Méreni jsme provadéli pro 6 riznych
alobalovych zrcatek.

Zpracovanim nameétrenych hodnot uvedenych v tabulce nize ziskame

OL=0,9+0,1
On =0,5+0,2.

rz[cm] |[ 260 | 270 | 270 | 290 | 270 | 280
or 0,75/0,87 0,81 (0,87 /0,93 |0,93
raclem] || 220 | 210 | 230 | 230 | 210 | 220
O 0,54 0,49 0,59 (0,59 | 0,49 | 0,54

Odrazivost alobalu pro rz = 300 cm.

Chybu jsme uréili jako chybu méfidla vzdalenosti (5 cm), kterou jsme prevedli pomoci vztaht
pro soucin chyb na chybu vysledku. Toto métreni nebylo provedeno uplné idealné, protoze se dalo
pouzit i lepsiho méridla délky.

V tabulkach je uvedena hodnota odrazivosti hliniku 0,93. Matna strana ma vSak mensi odra-
zivost, protoze c¢ast svétla se rozptyli a tedy odrazivost zavisi na vzdalenosti, ve které ji métrime.
Pti nasem méreni byla vzdalenost dostatecné velkd na to, abychom namérili odraz bez rozptylu.
(Nap#. pro bily papir by jsme timto zpisobem nenamérili Zadnou odrazivost.)

Meéreni pomoci luxmetru

Druhy postup jsme provedli s luxmetrem, ale jen pro lesklou stranu, protoze rozptyl na matné
strané zpiusoboval obrovskou chybu (méfeni méfilo odrazivost s rozptylem). Métreni jsme provedli
pomoci alobalového a normalniho zrcatka a vysledky jsme porovnali. Intenzitu jsme mérili tésné
za odrazem (byl pod ahlem 45°). Méfeni jsme udélali pro rizné ¢asti alobalu.

11,]65,6]64,6]53,8]64,4]60,4]65,1]67,6]61,1]67,4|67,9]69,0

Odrazivost normalniho zrcatka pri métreni luxmetrem.

141156,0159,7[60,8[60,659,8[59,7 56,0 56,1 62,0 64,2
67,1163,4|55,5|64,4|65,3|64,4|58,063,2|63,8

Odrazivost alobalu pti métreni luxmetrem.
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FYKOS, rocnik XV
Statistickym zpracovanim vysSe uvedenych tabulek ziskame

I;=65+4

IA:62i4} — 0 =14/I7=0,95+0,12.

Vidime, 7e chyby obou zptsobi méfeni jsou velké, coz je dano (nejen pouzitim zna¢né ne-
presného méfidla u prvni metody) hlavné rozptylem na alobalu, jak kvili pokréeni, tak drsnosti
povrchu.

Castou chybou napiiklad bylo neuvazovat klesani intenzity se vzdalenosti, nebo méfeni inten-
zity daleko za zdrojem, ¢imz doslo ke znac¢nému rozptylu svétla. Rozptyl nam prili§ nevadi, kdyz
nemame bodovy zdroj. Takze postup v prvnim pripadé byl aplikovatelny, i kdyz jsme intenzity
mérili daleko za odrazem. Tam jsme brali totiz odraz jako ptiblizné bodovy a tim padem rozptyl
nehral u lesklé strany az tak nezadouci roli. Ale dostali jsme tak trochu nizsi vysledek.

Uloha IV .Exp ... led

Dame-li sklenicku naplnénou castecné vodou do mrazaku, budeme ji mit za chvili plnou ledu.
Jeho povrch vsak nebude rovny, ale vypukly. Zjistéte, pro¢ tomu tak je a vypoctéte alespor
priblizné ihel, ktery bude svirat povrch ledu s vodorovnou rovinou. Porovnejte tento vysledek
s experimentalni hodnotou.

Teorie

Pfi tuhnuti zvétsi voda sviij objem asi o 9%. Nejdfive tuhne po stranich sklenice a na dné,
poté na hladiné. Tekutd voda je pak uzaviena v ledové dutiné a dalsi tuhnuti (pokud je dostateéné
pomalé) zpiisobi vypukly tvar zmrzlé hladiny.

Popsat presné tvar vypuknuti je obtizné. Jednak se hladina nezacne zvedat od kraju, ale az
v urcité vzdalenosti od okraje. Je do zptsobeno tim, ze v okamziku, kdy hladina zamrzne a zacne
se zvedat, je uz na sténach sklenicky namrzla vrstva ledu.

Nejjednodussi predstava je takova, ze hladina bude mit tvar kulového vrchliku o poloméru r =
= R — d, kde R je polomér sklenice a d vzdalenost kraje vrchliku od okraje sklenice. Oznacime-li
sklon hladiny na okraji vrchliku «, plati pro polomér kiivosti vrchliku psin e = r a odtud vyjadiime

objem vrchliku

1 9 .
V= —7Th2 (39 — h) — 71_7“3 . ( + cos O£) Sln2a
; 3 (1 + cos )

Uvédomime-li si, jakd zjednoduseni jsme pti tvorbé tohoto modelu provadéli, mizeme bez obav
pro maly thel a psit sina =~ a a cosa = 1. Dostavame tak pro maximéalni sklon hladiny ve
sklenici vztah

4V

o3

(39)

«

Za V dosazujeme objem vrchliku, ktery odpovida zvétseni objemu vody od okamziku, kdy
zacind vrchlik rist, tedy priblizné
7\2 [ Ovoda
R Oled

kde V}y je pocatecni objem vody.

Realizace experimentu

Pro realizaci méreni jsme vybrali sklenici ve tvaru témér idedlniho valce o vnitinim polo-
méru R = 2,7cm. Pouzili jsme destilovanou vodu, mrazeni jsme provadéli ve vyparniku lednice.
Diilezité pro vznik spravného povrchu bylo odstranéni jakychkoliv ot¥est béhem mrazeni. Uspés-
nost pripravy povrchu vhodného k méreni tihlu byla asi 50%.

Pripraveny povrch jsme lehce vylestili a tthel o mérili pomoci laserového ukazovatka tak,
ze jsme sklenici umistili na vodorovnou podlozku pod upevnéné ukazovatko svitici kolmo doli
a posouvanim sklenice po podlozce a pozorovanim stopy na stropé jsme stanovili maximalni sklon
ledu.
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Vysledky
Vzhledem k ¢asové narocnosti jsme méreni provedli pouze pro 4 riizné objemy Vj. Pro vSechny
objemy jsme odhadli d = 4 mm. Naméfené hodnoty ukazuje nasledujici tabulka.

Vo [ml] 30 40 60 80
Qoxp ] 82 | 124 | 181 | 24,0
Ctteor 0] 118 | 158 | 236 | 3l,5

Vidime, 7e teoretické vysledky se od experimentalnich ponékud lisi, davaji hodnoty asi o ¢tvr-
tinu vétsi. To je s ohledem na jednoduchost nasi teorie slusny uspéch.

Chybu méfeni objemu (pouzili jsme odmérny valec) a méteni tihlu 1ze zanedbat vzhledem ke
statistické chybé, nebot pii opakovani méreni se hodnoty liSily s rozptylem pfiblizné 20%. Hodnoty
v tabulce jsou stanoveny jako primér ze 3 méteni.

Zaveér

I pres velmi zjednodusenou teorii jsme dostali prijatelnou shodu s experimentem. Zejména ze
souhlasu tvaru zavislosti ihlu a na objemu Vj usuzujeme, 7e nase vysvétleni vzniku vypukliny je
spravné.

Uloha V .Exp ... previjeni kazety

Zmérte tloustku magnetofonového pasku. Promérte zavislost tthlové rychlosti kotouce na dobé
prehravani kazety v pripadé, Ze kazetu prehravame od zacatku. Do reSeni nezapomerite pripsat,
s jakou kazetou jste mérili (podstatna je znacka a délka).

Na prvni pohled se zda byt ziejmé, ze pohyb pasky v kazeté zavisi pouze na otaceni nosnych
kotouckii. To by odpovidalo stalosti jejich tihlové rychlosti p¥i piehravani. Utelem zadani péaté
experimentalni tlohy bylo zbourat tento rozsiteny mytus. Konstantni rychlost posuvu pasku lze
uréit experimentalné, jednodussi a presnéjsi je pouzit tdaj vyrobce v = 47,6 mm - s~

Teoretické odvozeni vyplyva z nacrtku kotouce s paskou v obecném case ¢, kterému odpovida
polomér r(t). Polomér plné navinutého kotouce je R, prazdného kotouce g a d tloustka pasku.
Vzhledem k tomu, Ze d je mnohem mensi nez R—rg, mizeme mnozstvi pasku namotané na kotouci
vyjadiit pomoci vzorce pro obsah mezikruz, ziejmé plati dvt = 7r(t)? — wrd.

Vzorec pro vypocet tloustky pasku ziskame jednoduse dosazenim celkové doby prehravani
pasky Teerc @ odpovidajiciho poloméru R

™

d= .
(R2 - T(Q))UTcelk

Podobné jednoduse ziskame i vzorec pro casovou zavislost thlové rychlosti

(1) v v
w = =
r(t 2 td’
Q V7ot T
ktery lze dosazenim za d upravit na tvar
wo
wlt) = t
1 - aTcelk

kde jsme pouzili o = RQ/?“O2 — 1 awp =v/rp. Tento vzorec se podafilo odvodit jen pomérné malé
casti Tesitelt.

Tloustku pasku lze urc¢it mnoha zpisoby. Prvni metoda je zalozena na vysSe odvozeném vzorci.
Dobu prehravani celé strany je nutné premérit, byva o 2-3 minuty delsi, nez by odpovidalo typu
kazety. Nékolik resitelit zapomnélo na oboustrannost kazety a dosadilo celkovou dobu pirehravani.

Druhéd metoda spocivala v pfimém méreni tloustky nékolika vrstev pasku. Byla méné presna,
kviili relativné malému poétu vrstev. Castou chybou bylo opomenuti vydéleni systematické chyby
poctem najednou méfenych vrstev. Tak vy$la neredlnd chyba kolem 50%.
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Zavislost thlové rychlosti na ¢ase prehravani slo diky jeji pomalé zméné mérit jako sled pri-
meérnych thlovych rychlosti. Zajimavé je, ze ti feSitelé, ktefi chybné predpokladali stalost thlové
rychlosti, ji jako konstatni vetSinou i namérili.

Na zavér zbyva jen dodat, ze prumeérna tloustka magnetofonovych pasek prodavanych v nagich
obchodech je 12,3 ym.

Uloha VI.Exp ... sprcha

Urcité jste si uz pri sprchovani vsimli, ze proud opoustéjici sprchu ma vyssi teplotu nez voda
dopadajici na zem. Na vas je, abyste toto namérili kvantitativné.

Naleznéte a popiste vhodné experimentalni usporadani, na kterém bude méritelny pokles tep-
loty vody padajici vzduchem a provedte méreni. Pokuste se vaSe vysledky teoreticky interpretovat.

Teorie

Voda vytékajici ze sprchy se rozstiikuje na jednotlivé kapky a ty odevzdavaji teplo okoli.
Protoze vzduch je velmi Spatny vodic¢ tepla, tak nejvice tepla ztrati kapky odparovanim.

Nyni si musime rozmyslet jaka je zavislost tepla, které kapky ztrati vyparovanim na teploté
kapky. Odparovani je vlastné déj, kdy molekuly kapaliny, které jsou blizko povrchu ziskaji dosta-
tecnou rychlost, aby se odpoutaly od pritazlivych sil ostatnich molekul. Odvodit ptresny vztah této
zavislosti je velmi slozité, ndm bude stacit ptiblizeni, ze toto predané teplo bude imérné rozdilu
teploty kapky a okoli. Toto teplo také bude zaviset na velikosti povrchu kapky. Protoze se vSak
povrch kapky odparovanim témér nezméni, budeme povrch kapky povazovat za stale stejny.

Za velmi maly c¢as dt se tedy zméni tepelna energie kapky U o teplo d@. Pro tuto zménu tedy
bude v prvnim priblizeni platit rovnice

dQ = —k(T — T,) dt

kde T' je teplota kapky, T, teplota okoli a k je konstanta imérnosti. Zméni-li se tepelna energie,
zméni se i teplota a pro zménu teploty d7" plati d@Q = ¢, dT, kde ¢, je tepelnd kapacita vody.
Dostavame tedy rovnici

copdT = —k(T — T,) dt .

Resenim této rovnice je

kt
T="T,+ (To — T,) exp <——> ,

Cy

kde Ty je pocateéni teplota vody. Déle pro jednoduchost k/¢, oznacime K.
Kapky padaji v gravitaénim poli (odpor vzduchu zanedbame) po dobu ¢, za kterou urazi

vzdalenost d, a tedy bude platit
—vo + \/vg ~+ 2gd
t=
g
kde vg je rychlost vytoku kapaliny ze sprchy. Pro zavislost teploty vody na vysSce bude v nasem

modelu platit
—vg + \/vg ~+ 2gd
T=Ty+ (To —T,)exp | - K

9

)

Meéreni

K méreni jsme pourzili teplomér do 100°C, ktery jsme umistili do specialné upravené nadobky.
Tato nadobka fungovala tak, Ze jsme mohli regulovat jaké mnozsti vody z ni potece. Kdyz jsme mé-
rili vyse, tak do nadobky teklo vétsi mnozstvi vody, abychom méli teplomér vzdy stejné ponoreny,
tak jsme podle priitoku vody otevieli otvor na dné nadobky. Dale bylo velmi dilezité, aby voda
v nadobce moc nechladla a tedy rychle se obménovala. Aby ovSem teplomér presné méril je nutné,
aby byl dostate¢né ponofen. Je velmi slozité se s témito protichtidnymi pozadavky vyporadat.

Dalsi problém je, jak presné urcit vysku, ve které teplotu mérime. My jsme za tuto vysku vzali
stted banky teploméru.
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Teplotu vody jsme mérili pro dvé riizné rychlosti vytoku vody ze sprchy. Urcéeni rychlosti vody
je velmi slozité; zmérili jsme za jak dlouho byla naplnéna nddoba o objemu 0,71. Ziskali jsme casy
t1 = 8s5, tg = 5s.

Méreni ovSsem bylo velice nepiesné, protoze urcit presné, kdy byla naplnéna nadoba, do které
prudce vtéka voda, bylo slozité. Chybu tohoto ¢asu jsme odhadli jako 15% . K vypo¢tu skutecné
rychlosti vody je ovSem potifeba znat plochu, ze které voda vytéka. Velikost této plochy jsme
odhadli tak, ze jsme zjistili pocet direk na sprse a vynasobili je plochou jedné dirky. Uréeni plochy
této dirky bylo ovsem velmi nepresné, protoze mnoho direk bylo zna¢né zaneseno vodnim kamenem.
Plochu vsech direk jsme odhadli na

Sq = (20 4 10) mm? .
Nakonec jsme ziskali hodnoty rychlosti
vor = (4 £2)m-s71 yp=(6£3)m-s7".

Nyni uvedeme teploty namétrené v jednotlivych vyskach pro tyto rychlosti:

dfcm] [[25]35[65]105 ] 140
Ti°CT|[50 49481 46 | 45
T[°C]|[51]50 |49 | 48 | 46

Teploty pro rizné vytokové rychlosti.
Tyto hodnoty jsou vynesené v nize uvedeném grafu, body je prolozena kiivka ziskana teore-
ticky. Dostali jsme hodnoty koeficienti

Ki=06s"!, Ky=05s",
To1 = 53,400, To2 = 53,800.
54 I I I I I I
1. mereni <o
fit 1. mereni -------
59 L 2. mereni +
fit 2. mereni -----
~+
50 Pro Feo
= \5‘ - \\\\~\i-\\
48 Thee TTTeel 4
46 \\“z»\\\ i
e
44 I I I I I I
20 40 60 80 100 120 140

Diskuze

Jak je vidét, hodnoty, které jsme ziskali mérenim, odpovidaji teoretické kiivce. Pro vétsi prutok
vody jsou namérené hodnoty trochu vyssi, nez bychom ocekavali z teorie. to miize byt zptisobeno
tim, ze pri vétsim pritoku vody byl vice ponoren teplomér a tim se mohla namérit vyssi teplota.
Protoze chyby namérenych veli¢in jsou velké, prakticky si odpovidaji.
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Serial o teorii relativity

Tématem leto$niho seridlu na pokracovani byla teorie relativity (jisté ,zobecnéni“ klasické
mechaniky, ktera byla tématem loniského serialu). My jsme se zabyvali hlavné specialni teorii rela-
tivity (STR), ktera popisuje fyzikalni jevy v inercidlnich vztaznych soustavach. Hlavnim divodem
je matematicka jednoduchost specialni relativity oproti obecnému ptipadu.

Teorie relativity je jednim ze zakladnich piliti moderni fyziky. Jak jisté mnozi vite, relativis-
tickd fyzika vznikla na pocatku 20. stoleti (spolu s dal$im pilifem moderni fyziky — kvantovou
fyzikou) a jeji zaklady polozil Albert Einstein. Teorie relativity zdsadnim zptisobem zménila nas
pohled na prostor, ¢as a hmotu.

Klasicka fyzika a relativita

Prostor a cas

Klasicka fyzika predpoklada, ze fyzikalni prostor je tiirozmérny euklidovsky prostor. Mezi jeho
zakladni vlastnosti patii spojitost, homogennost a izotropnost. Zakladem prostorovych méfeni je
méreni délky (porovnani méfeného predmétu s délkovym normélem). Klasickd fyzika predpoklada,
ze prostor je absolutni (ve smyslu méfeni délek) — vlastnosti prostoru nezaviseji na hmoté a jejim
pohybu.

Cas je v klasické fyzice jednorozmérny, spojity, rovhomérny, jednosmérny, synchronizovany a
absolutni. K méreni casovych intervalt se uziva periodickych déji.

Udalosti rozumime to, co se odehrava v urc¢itém misté v prostoru a v urc¢itém casovém oka-
mziku. K charakterizaci bodové udalosti tedy potfebujeme umét urcovat polohu a cas. Polohu
bodu v prostoru vzdy urcujeme métrenim vzdalenosti tohoto bodu od pevné zvolenych téles, je-
jichz vzajemné vzdalenosti se neméni. Tato vztazna télesa volime tak, aby urcovani polohy bylo
jednoznac¢né. V trirozmérném eukleidovském prostoru miizeme za tato télesa vzit soustavu tii
bodovych téles nelezicich na jedné primce. Vztazna télesa definuji vztaznou soustavu spojenou
s danym pozorovatelem fyzikdlnich déju.

Kromé urcovani polohy je treba v dané vztazné soustavé stanovit zptisob meéreni c¢asu. Ho-
diny umisténé v néjakém bodé umoznuji bezprostiedné urcit ¢asovy okamzik, ve kterém nastava
vzdalenosti od hodin a my nemame k dispozici signél, ktery by se i¥il nekone¢nou rychlosti. Re-
Senim je v tomto pripadé umisténi hodin do vSech bodi, ve kterych dochazi k udalostem. Tyto
hodiny vSak musime synchronizovat, aby v daném casovém okamziku vSechny ukazovaly stejny
¢as. Synchronizaci hodin mizeme provést naptiklad prenosem: Hodiny synchronizujeme na jed-
nom misté a potom je preneseme tam, kam potiebujeme. Pfenos hodin vsak musime provést tak,
aby nemél vliv na chod hodin. Dalsi moznosti synchronizace hodin je vyuziti elektromagnetického
signalu: Jedny hodiny vybereme za zakladni. Tyto hodiny v case ty vyslou elektromagneticky sig-
nal k ostatnim hodindm. Pti obdrzeni signdlu hodinami je pak potieba nastavit na tyto hodiny
cas t =ty + %, kde [ je vzdalenost téchto hodin od zakladnich hodin a ¢ je rychlost signalu.

Newtonovy pohybové zakony

Zakladem klasické dynamiky jsou Newtonovy pohybové zakony. Prvni Newtontuv zakon je
vlastné existenénim axiomem: Existuje vztazny systém (nazyva se inercialni), vii¢i némuz se kazdy
izolovany hmotny bod (neptisobi na néj ostatni télesa) pohybuje rovnomérné piimocare. Druhy
Newtontiv zakon implicitné definuje setrvac¢nou hmotnost a silu: Pro kazdy hmotny bod existuje
konstanta m a vektorova funkce F takova, ze jeho pohyb vii¢i inercidlnimu systému je urcen rovnici

ma = F,

kde a je zrychleni hmotného bodu (coz je druhd ¢asova derivace polohy; jedna se tedy o diferen-
cialni rovnici pro trajektorii hmotného bodu) v inercidlnim vztazném systému. Sila F popisuje
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ptisobeni ostatnich téles na dany hmotny bod. Na silu F obvykle klademe prirozené pozadavky:
princip superpozice (vyslednd sila odpovidajici piisobeni vice téles je vektorovym souctem sil po-
pisujicich jednotliva ptisobeni) a t¥eti Newtontv zdkon — princip akce a reakce: Pisobi-li jedno
téleso na druhé silou F, potom ve stejném okamziku piisobi druhé téleso na prvni silou F' = —F.
Princip akce a reakce tedy vyzaduje, aby se vSechny interakce Sitily nekonec¢nou rychlosti.

Galileiho transformace a Galileiho princip relativity

Uvazujme dvé vztazné soustavy S a S’, které se viici sobé pohybuji rovnomérnym piimocarym
pohybem. Kartézské souradnice zvolme v obou vztaznych systémech tak, aby osy x splyvaly a aby
se soustava S’ pohybovala vii¢i soustavé S rychlosti v v kladném sméru osy z. Osy y a z zvolme
tak, aby splyvaly v okamziku, kdy splyvaji poc¢atky obou soustav. Za ¢asovy pocatek volme v obou
vztaznych systémech okamzik, kdy splyvaji souradnicové pocatky obou soustav. Pokud v dalsim
textu tohoto seridlu bude uvedeno bez dalsiho upfesnéni, ze se dvé vztazné soustavy S a S’ pohybuji
vici sobé rovhomérnym piimocarym pohybem rychlosti v, potom automaticky predpokladame
predchozi volbu kartézskych soutradnic a ¢asovych pocatki.

Nyni uvazujme urc¢itou bodovou udélost U, jejiz soutfadnice ve vztazné soustavé S jsou
x,y, z a t. Jaké souradnice méa tato udalost v soustavé S’7? Uzitim vlastnosti prostoru a ¢asu, které
predpokladame v klasické fyzice, jednoduse dostaneme nasledujici transformaci

x':x—vt, y':y, z':z, t =t
Tato transformace se nazyva Galileiho transformace.

Galileiho transformace je diisledkem absolutnosti ¢asu a prostoru a plné odpovida nasi bézné
zkusenosti. Z této transformace plyne, ze soucasnost dvou udalosti je v obou vztaznych systémech
absolutni. Soumistnost dvou udélosti je vSak relativni. (Pokud se néjaké dvé nesoucasné udalosti
odehraji v poc¢atku soustavy S’, potom jsou tyto udalosti soumistné v S’ ale nesoumistné v S.)
To tedy znamena, 7e prostor je ,méné“ absolutni nez ¢as — absolutni je pouze délka predmétu
a nikoliv jeho poloha. To souvisi také s tim, 7e do transformace prostorovych souradnic vstupuje
také cas narozdil od transformace c¢asové soutradnice, do které prostorové souradnice nevstupuji.
Existuje tedy jakéasi asymetrie mezi prostorem a ¢asem.

Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m, ktery se pohybuje ve vztazné soustavé S se zrych-
lenim @. Za soustavu S zvolme inercialni systém, ktery musi podle prvniho Newtonova zakona
existovat. Podle druhého Newtonova zakona plati

ma = F.
Z Galileiho transformace vidime, Ze pro zrychleni a’ tohoto hmotného bodu v soustavé S’ plati
a=a.

V klasické fyzice predpokladame, Ze setrvacna hmotnost je absolutni. Vynasobenim predchozi
rovnice hmotnosti hmotného bodu dostavame pohybovou rovnici tohoto bodu v soustavé S’

ma' = F’,

kde F' = F. Vidime tedy, Ze v soustavé S’ rovnéz plati druhy Newtontiv zdkon se stejnou si-
lou F a stejnou setrva¢nou hmotnosti m. Z mechanického hlediska jsou tudiz vztazné systémy S
a S’ zcela ekvivalentni. To znamend, 7e na zakladé mechanickych pokust neni mozno rozhodnout,
ktera ze soustav S a S’ je soustavou inercialni. Tato skutecnost je zakladem Galileiho principu
relativity. Pokud vSechny vztazné soustavy, které se vici inercidlnimu systému z prvniho Newto-
nova zakona pohybuji rovnomérné primocare, nazveme inercialnimi vztaznymi soustavami, potom
Galileiho princip relativity tika, ze vSechny tyto vztazné systémy jsou pro popis mechanickych
jevu rovnocenné. Pokud tedy existuje alespon jeden inercidlni systém, pak jich existuje nekonecné
mnoho. To znamena, Ze neexistuje privilegovany inercialni vztazny systém, a tudiz ani absolutni

pohyb a klid.
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Vztazna soustava, kterd se viici inercidlnim soustavam pohybuje se zrychlenim nebo viici nim
rotuje, nemiize byt pro popis mechanickych jevii rovnocenna se soustavami inercialnimi. Pokud
je totiz hmotny bod ve stavu klidu nebo ve stavu rovnomérného piimocarého pohybu v néjaké
inercidlni vztazné soustavé (vysledna ptsobici sila je nulova), potom se v dané vztazné soustavé
pohybuje se zrychlenim. V tomto vztazném systému tedy nemuze platit druhy Newtontiv po-
hybovy zakon (nenulové zrychleni pii nulové sile). Soustavy, které nejsou inercialni (vicéi néjaké
inercialni soustavé se nepohybuji rovnomérnym piimocarym pohybem), nazyvame neinercialnimi
soustavami. V neinercidlnich vztaznych soustavich pisobi kromé pravych sil (jsou disledkem in-
terakce s ostatnimi télesy) také tzv. zdanlivé sily — jsou disledkem pohybu vztazné soustavy.
Pro zdanlivé sily neplati princip akce a reakce, nebot jejich ptivod nespoc¢iva ve vzajemném pu-
sobeni téles. Vyjadreni zdanlivych sil pomoci pohybovych charakteristik dané vztazné soustavy
lze ziskat z transformac¢niho vztahu pro zrychleni odvozeného z obecné transformace soutradnic
mezi dvéma libovolnymi vztaznymi systémy. Postup je zcela obdobny jako v pripadé odvozeni
druhého Newtonova zakona v soustavé pohybujici se rovhomérnym piimocarym pohybem viici
inercialnimu systému z prvniho Newtonova zakona. Pomoci zdanlivych sil je tedy mozno rozlisit
neinercialni soustavu od soustavy inercialni. (Jste-li ve vytahu, potom snadno rozeznate stav, kdy
se vytah rozjizdi nebo brzdi, od stavu, kdy se pohybuje konstantni rychlosti, aniz byste pritom
museli pozorovat okoli vytahu.)

Elektromagnetismus a svétlo

Klasicka mechanika byla vlastné prvni teorii, ktera byla schopna dat kvantitativni predpovédi.
Ve svych predpovédich byla velmi tispéSnou teorii. Znacnych tspéchu dosahla naptiklad v astrono-
mii (objasnéni Keplerovych zdkont, predpovéd existence planety Neptun na zékladé pozorovanych
poruch drahy planety Uran; planeta Neptun byla objevena pfesné tam, kde to bylo vypo¢teno).

Soucasné s mechanikou se vyvijely i dalsi obory klasické fyziky. Pfed objevem elektromagne-
tické povahy svétla bylo zndmo, ze svétlo vykazuje vinové jevy. V té dobé byla vSechna znamé
vlnéni mechanické podstaty — jednalo se o vinéni néjakého pruzného prostiedi. Byla proto vy-
tvorena hypotéza, ze svételné viny jsou vinéni vsudypritomného pruzného prostiedi zvaného éter.
Eter by tedy mohl hrat roli vyznaéné vztazné soustavy.

V prvni poloviné 19. stoleti bylo u¢inéno mnoho vyznamnych objevii v elektromagnetismu.
Jednalo se o jevy ve statickych, stacionarnich a kvazistacionarnich polich. Pozorované jevy byly
celkem v souladu s klasickou mechanikou. Ve druhé poloviné 19. stoleti zobecnil J. C. Maxwell
tehdejsi experimentalni poznatky do nové teorie, kterd prinesla mnoho novych myslenek. Zakla-
dem této teorie jsou Maxwellovy rovnice, coz jsou diferencidlni rovnice pro elektrickou intenzitu E
a magnetickou indukci B umoznujici nalézt elektromagnetické pole, pokud mame zadané zdroje —
rozloZeni elektrickych naboji a proudi. Ptisobeni na dalku (télesa interaguji ,p¥imo se sebou*;
pole je pouze matematickou pomtickou k popisu tohoto piisobeni) uvazované v klasické fyzice bylo
nahrazeno piisobenim na blizko — ptisobeni na téleso je dano pouze hodnotou pole v misté té-
lesa; nadboje tedy na sebe piisobi prostiednictvim elektromagnetického pole. Z Maxwellovy teorie
vychazelo, ze elektromagnetické pole nese energii, hybnost a moment hybnosti! Je to tedy plnohod-
notny fyzikalni objekt. Zména pole se podle Maxwellovy teorie $ifi kone¢nou rychlosti (ve vakuu
je to rychlost svétla). To tedy znamend, ze elektromagneticka interakce se Sifi kone¢nou rychlosti,
a proto nemuze platit princip akce a reakce — muze platit pouze lokalné. Dalsim velkym obje-
vem této teorie byl objev elektromagnetické povahy svétla — svétlo je vinéni elektromagnetického
pole. VSechny tyto pozoruhodné predpovédi byly postupné experimentalné ovéreny. Maxwellovy
rovnice v8ak nejsou invariantni viéi Galileiho transformaci (pii transformaci zméni tvar). To tedy
znamend, 7e existuje vyzna¢na vztaznd soustava pro popis elektromagnetickych jevi (je totozna
s éterem).

V druhé poloviné 19. stoleti byla snaha prokazat existenci této vztazné soustavy. Mérila se
rychlost svétla v riiznych smérech (Zemé se viici této soustavé jisté pohybuje). Vysledky méfeni
vsak byly vzdy negativni — svétlo se vzdy Sitilo ve vSech smérech konstantni rychlosti plynouci
z Maxwellovych rovnic.
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Uloha S.1I... éter

a) Podle klasické fyziky neexistuje omezeni na rychlost objekti. Uvazujte svételny zdroj pohy-
bujici se rovnomérnym primocarym pohybem rychlosti v viic¢i éteru (svétlo se vii¢i éteru pohybuje
rychlosti ¢). Jak z&visi prostorovy tihel, do kterého zdroj vyzaruje, na jeho rychlosti?

b) Zamyslete se nad ,neprijemnymi* diisledky existence éteru.

a) Pokud je rychlost zdroje v mensi nez rychlost
svétla ¢, potom zdroj vyzaruje svétlo do celého prostoru.
Pro v < ¢ tedy zdroj svétla vyzaruje do prostorového
uhlu 4.

V opac¢ném piipadé nemiize zdroj vyzarovat pred sebe,
nebot se pohybuje prilis rychle. V tomto piipadé zdroj
vyzafuje do kuzele (viz obr. 13). Pro thel a u vrcholu
kuzele plati

. ct c
smo = — = —.
vt v Obr. 13

Tomuto kuzeli odpovida prostorovy thel

2
Q:27r(1—cosa):27r<1— 1—6—2>.

v

Tento jev se u svétla vyskytuje v latkovych prostiedi. V hmotnych prostiedich se svétlo siti
mensi rychlosti nez ve vakuu. Mikrocastice se tedy mohou v tomto ptipadé pohybovat vétsi rych-
losti nez svétlo (tato rychlost vSak musi byt mensi nez rychlost svétla ve vakuu). Vzniklé zafeni
se nazyva Cerenkovovo.

b) Pokud by existoval éter, potom by Maxwellovy rovnice platily pouze v soustavé spojené
s éterem. Elektromagnetické jevy v dané vztazné soustavé by tedy zavisely na rychlosti této sou-
stavy vuci éteru. To by byl pomérné ,nepiijemny“ jev, nebot cely nas okolni svét i my sami
je zalozen na elektromagnetické interakci. Gravitac¢ni interakce se totiz projevuje pouze ve vel-
kém méritku (stovky kilometri) a ostatni interakce piisobi prakticky pouze v atomovych jadrech.
Cestovani rychlosti blizkou rychlosti svétla by tak nejspise bylo zdravi nebezpecné. Predméty po-
hybujici se nadsvételné by v nékterych smérech nedrzely pohromadé, protoze vazebné sily jsou
elektromagnetické povahy. Mohlo by se ndm také stat, ze se srazime s néjakym télesem jesté diive,

vvvvvv

platnosti teorie relativity.
Lorentzova transformace a jeji dusledky |

Principy specidlni teorie relativity

Negativni vysledky experiment tykajicich se potvrzeni existence éteru vedly k ipravam vlast-
nosti éteru. Byla zde naptiklad hypotéza, podle které pohybujici se télesa strhavaji aplné nebo
castecné éter. Tato hypotéza byla vsak experimenty zamitnuta. K objasnéni vysledki provedenych
experimentti byla vymyslena celd fada hypotéz (napfiklad kontrakce délky ve sméru pohybu —
jednalo se v8ak o absolutni efekt, nebot zkraceni délky zaviselo na pohybu viiéi éteru). Vlastnosti
hypotetického éteru se s pribyvajicimi experimenty ménily tak, ze existenci éteru nebylo mozno
prakticky prokazat fyzikadlnimi méfenimi. To znamena, ze éter je fyzikalné zbyte¢nym pojmem:.

7 provedenych experimentti vyplynulo, Ze se svétlo ve vakuu §ifi ve vSech inercidlnich systé-
mech a ve vSech smérech konstantni rychlosti ¢ plynouci z Maxwellovych rovnic. Toto je ziejmé
ve sporu s klasickym skladanim rychlosti, které plyne z Galileiho transformace. Tato transformace
je zalozena na absolutnosti prostoru a casu. K vysvétleni vysledki experimentii bude tudiz nutna
zasadni revize naSich predstav o prostoru a case, k ¢emuz na pirelomu 19. a 20. stoleti nebyla
prilis velka vile, nebot klasickd mechanika byla jinak velice uspésna. K tomuto kroku se v roce
1905 odhodlal tehdy nepftilis znadmy Albert Einstein ve své praci ,,Zur Elektrodynamik bewegten
Korper®. Nicméné v této dobé méla jiz rada fyzika blizko k formulaci specidlni teorie relativity.
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Specialni teorie relativity se zabyva popisem fyzikdlnich jevi v inercidlnich vztaznych sou-
stavach. Inercidlni soustavy tvori v klasické mechanice vyznac¢nou tiidu vztaznych soustav: pro
popis mechanickych jevi jsou zcela rovnocenné a od ostatnich vztaznych soustav se poznaji tim,
ze v nich nepiisobi zdanlivé sily — volny hmotny bod se v nich pohybuje rovnomérné primocare.
Zakladnim principem STR je princip specialni relativity (jednd se o rozsiteni Galileiho principu re-
lativity): VSechny fyzikalni zakony lze vyjadrit rovnicemi, jez maji stejny tvar ve vSech inercialnich
vztaznych systémech. To znamenad, 7e vSechny inercialni soustavy jsou pro popis fyzikalnich jevi
rovnocenné. Druhym principem STR je princip konstantni rychlosti svétla: Ve vakuu se svétlo SiFi
ve vSech smérech a vii¢i vSem inercialnim soustavam stejnou rychlosti ¢. Tento princip je vlastné
dusledkem prvniho principu, nebot rychlost $iteni svétla ve vakuu plyne z Maxwellovych rovnic.

Soustavu spojenou se Zemi je mozné pro popis mnoha fyzikalnich jevii povazovat za inercialni.
Prostor a ¢as maji v této soustavé vlastnosti, které zcela odpovidaji vlastnostem prostoru a casu
v klasické fyzice. Jedinym rozdilem ve vlastnostech prostoru a ¢asu mezi STR a klasickou fyzikou
je tedy to, ze prostor a ¢as nejsou v STR. absolutni.

Lorentzova transformace

Méjme dvé inercialni vztazné soustavy S a S’, které se viici sobé pohybuji rychlosti v. V obou
soustavach uvazujme kartézské souradnice. Nasim tkolem je nalézt transformaci souradnic uda-
losti. Tato transformace se v . STR nazyva Lorentzova transformace. Predpokladejme, Ze Lorent-
zova transformace je linearni (v kartézskych souradnicich). Linearni transformace je nejjednodussi
transformaci a nem4 problémy s inverzi na celém prostoru udélosti (¢asoprostoru — ¢tyfrozmérny
prostor se soufadnicemi ¢, z,y, z). Galileiho transformace, kterd musi byt limitnim pfipadem Lo-
rentzovy transformace pro malé rychlosti soustav ve srovnani s rychlosti svéta ve vakuu, je rovnéz
linearni transformaci.

Uvazujme udalosti, které jsou v soustavé S soucasné a nastavaji v roviné kolmé na smér
pohybu soustav. V soustavé S’ by tyto udalosti mély byt rovnéz soucasné a mély by také nastat
v roviné kolmé na smér pohybu soustav, nebot jedinym vyzna¢nym smérem je smér vzajemného
pohybu soustav. Ze stejného divodu musi mit tii navzajem kolmé sméry v soustavé S, z nichz
jeden je rovnobézny se smérem pohybu soustav, stejné usporadani i v soustavé S’. To znamena, ze
kartézské souradnice a ¢asové pocatky lze v obou soustavach zvolit diive dohodnutym zptisobem
(viz Galileiho transformace v minulé kapitole).

Méjme dvé shodné valcové trubice. Trubice A je v klidu v soustavé S a trubice B v sou-
stavé S’. Osy trubic splyvaji a jsou rovnobézné se vzajemnou rychlosti soustav. Polohy trubic
v soustavach jsou takové, 7e se trubice pohybuji proti sobé. Pokud by se pri¢né rozméry téles
s rychlosti zmensovaly, potom by v soustavé S prosla trubice B trubici A. V soustavé S’ by to
vsak bylo obracené — trubice A by prosla trubici B. Vysledek tohoto pokusu v8ak musi byt jedno-
znacny. Pri¢né rozméry téles se tedy nemohou s rostouci rychlosti zmensovat. Podobné Ize ukazat,
ze se pricné rozméry nemohou s rychlosti zvétSovat. Pri¢né rozméry téles jsou tudiz nezavislé
na rychlosti pohybu télesa a pozorovatele. Dostavame tedy vztahy

Pro soufadnice ' a t' plati
r' = Ax + Bt, t' = Cx + Dt,

kde A, B, C, D jsou pti dané rychlosti soustav konstanty. Ve vztazich pro z’ a ¢’ nemohou vystupo-
vat soufadnice ¥, z, nebot udélosti se souradnicemi x =t = 0 v soustavé S musi mit v soustavé S’
soufadnice ' = ¢’ = 0. Pro pohyb pocatku soustavy S’ (2 = 0) v soustavé S plati: z = vt.
Dostavame tedy

0=(Av+B)t = B=-Av = 21 =A(x—t).

Obdobné dostavame pro pohyb pocatku soustavy S (z = 0) v soustavé S’ rovnici ' = —vt’, z které
plyne vztah
—Avt=—vDt = D=A = {=Cz+ At
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Serial o teorii relativity

Uvazujme, ze v ¢ase t = 0 vySleme svételny signal v kladném sméru osy z. Pro pohyb signilu
potom plati rovnice: z = ct a 2’ = ct’. Z téchto rovnic vyplyva

¥ Alc—w)t 1-2 v
T (A+Cojt I+ Ce = c?

Dostavame tedy transformacni vztahy
VT
7= A(x — vt), t'zA(t—C—2>.
Zbyva ur¢it hodnotu koeficientu A. Podle principu relativity ziskdme inverzni transformaci

zaménou v za —v. Plati tedy

vy 1
= A(—v)(2'+ot') = A(—v) (A(v)x — A(v)vt + A(v)vt — A(v) ) = A(—v)A(v) =

c2

v2’

T2
Pozdéji uvidime, ze koeficientem A je déna zména délky ve sméru pohybu. Hodnota A tudiz
nemiize zaviset na znaménku rychlosti v. Dostavame tedy vztah

nebot koeficient A musi byt kladny, protoze pro v = 0 musi byt Lorentzova transformace identitou
(A =1) a koeficient A musi byt spojitou funkei rychlosti v.
Lorentzova transformace ma tedy tvar

/

VT
' =y(x — vt), y =, 2 =z, t':ﬂy(t——Q).
Inverzni Lorentzovu transformaci ziskdme zadménou v za —v
VT
r=xy(" +ot'), y=y, 2=2, t:v<t’+c—2>-

Z tvaru Lorentzovy transformace vidime, ze Galileiho transformace je jejim limitnim pripadem
pro ¢ — 0. V Lorentzové transformaci jsou ¢as a prostor rovnopravni. Diisledkem je, ze se v STR
objevuje relativita soucasnosti. (V klasické fyzice je relativni jen soumistnost).

Lorentzova transformace byla znama jesté pred formulaci STR. Byla totiz nalezena jako trans-
formace, ktera zachovava tvar Maxwellovych rovnic. Maxwellova teorie elektromagnetického pole
je teorii vyhovujici STR a nikoliv klasické mechanice. Po objevu Maxwellovych rovnic bylo tedy
jen otazkou casu, kdy dojde k objevu STR.

Kontrakce délek

Uvazujme dvé inercidlni soustavy S a S’; které se vici sobé pohybuji rychlosti v. Méjme
ty¢ délky lp rovnobéznou se smérem pohybu soustav, kterd je v soustavé S’ v klidu. Soutadnice
koncovych bodt tyce v soustavé S’ jsou 2] a xh: lp = xf, — 2. Délku tyce méfime v soustavé S
v okamziku ¢. Pro soufadnice koncovych bodi ty¢e v soustavé S pak plati: 2] = ~y(x1 — vt)
a x4 = y(x2 — vt). V soustavé S tedy naméiime délku [, kterd je dana vztahem

/ !/
l:xg—xlzu:l—ozlo l—v—;
v v c

Vidime tedy, 7e podélné rozmeéry téles se s rostouci rychlosti zkracuji. Pri¢né rozmeéry téles se vSak
nemeni.
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Diletace casu

Méjme dvé inercidlni soustavy S a S’ pohybujici se viici sobé rychlosti v. Uvazujme dvé udalosti,
které jsou v soustavé S’ soumistné a jejich ¢asovy rozdil ¢ini Aty. V soustavé S pozorovatel naméri
casovy rozdil At, pro ktery plati

v(xh — o At
At:tz—t1:7<t'2—t'1+7( 2 1)> = YAty = ——2 .
c
Vi
Pohybujici se hodiny jdou tedy pomaleji nez stejné hodiny, které jsou vii¢i pozorovateli v klidu.

Relativita soucasnosti
Necht S a S’ jsou inercidlni soustavy, které se viuci sobé pohybuji rychlosti v. Méjme dvé
udalosti, které jsou soucasné v soustavé S’. Pro jejich ¢asovy rozdil v soustavé S potom plati

At =1 <Atl i UAQ?I) vAz!

2 )T

Vidime tedy, ze tyto udalosti v soustavé S obecné nebudou souc¢asné! To je podstatny rozdil mezi
STR a klasickou fyzikou, ve které je soucasnost udalosti absolutni. Soucasnost dvou udalosti je
absolutni pouze v pripadé, kdy jsou tyto udalosti také soumistné. Z predchazejiciho vztahu rovnéz
plyne, Ze systém synchronizovanych hodin v soustavé S’ neni synchronizovany v soustavé S.

Uloha S.II ... paradoxy

a) Piisobenim rychlych ¢dstic kosmického zareni vznikaji vysoko v atmosfére ¢dstice zvané
mezony . Tyto céstice Ziji po dobu 7 = 2.107%s a pak se rozpadaji na jiné ¢astice. Typicka
rychlost vzniklych mezonii i je v = 0,998c. Mezony p tudiz urazi vzdalenost v = 600 m. Jak je
tedy mozné, Ze jsou detekovany na zemském povrchu, kdyz vznikaji ve vyskach vétsich nez 6 km?
Tento paradox vysvétlete jak z hlediska soustavy spojené se zemskym povrchem tak z hlediska
soustavy spojené s mezonem |[i.

b) Méjme raketu, ktera odstartuje ze Zemé k jedné vzdalené hvézdé. Po dosazeni hvézdy se
opét vrati zpét na Zemi. Na své cesté se raketa pohybuje konstantni rychlosti v blizkou rychlosti
svétla. Uzitim diletace ¢asu dostaneme, ze z hlediska pozorovatele na Zemi piijdou pomaleji hodiny
na raketé. Podle pozorovatele na raketé vsak piijdou pomaleji hodiny na Zemi. Tento paradox se
nazyva paradoxem dvojcat (hodiny na raketé a na Zemi lze nahradit dvojcaty). Uzitim Lorent-
zovy transformace ukazte, ze ve skutecnosti oba pozorovatelé dojdou ke stejnému zavéru. Urcete,
ve kterém pripadé je diletace casu uzita chybné, a vysvétlete proc.

¢) V mnohych knihdch naleznete ndsledujici vysvétleni paradoxu dvojcat: Raketa neni inerci-
alni soustavou, nebot se alespon v nékterych fazich letu musi pohybovat se zrychlenim, a proto
nelze uzit STR. Preformulujte tedy paradox dvojcat tak, aby se vse odehravalo v inercidlnich
systémech. (Napovéda: K prenosu informace Ize uzit napriklad elektromagneticky signél).

a) Pro rychlost 0,998¢ je hodnota faktoru 7 rovna pfiblizné 16. Uvedend hodnota doby Zivota 7
mezonu g odpovida pripadu, kdy je tato ¢astice viici pozorovateli v klidu. Z hlediska pozorovatele
na Zemi bude tedy doba zivota mezonu p vlivem diletace ¢asu Sestnactkrat delsi. Mezon u v této
soustavé tudiz urazi Sestnactkrat vétsi vzdalenost. To znamena, ze muze dorazit az k zemskému
povrchu.

Ke stejnému vysledku dojdeme i v soustavé spojené s mezonem p. Vlivem kontrakce délek jsou
totiz pro mezon p vSechny ,pozemské vzdalenosti“ Sestnactkrat kratsi. Na pocatku je tak zemsky
povrch ve vzdalenosti pouhych 375 m od mezonu p a priblizuje se k nému témér rychlosti svétla.
Zemsky povrch tedy ,dopadne® na mezon p diive, nez se mezon staci rozpadnout.

b) Vzdalenost Zemé a hvézdy v soustavé spojené se Zemi oznalme ly. Celkova doba letu je
v obou vztaznych soustavach rovna dvojnasobku doby letu ze Zemé ke hvézdé. Staci se tedy omezit
na prvni polovinu letu. Po¢atek prostorovych soufadnic zvolme na Zemi. Cas t = 0 necht odpovida
okamziku startu rakety ke hvézdé. Soutadnice v soustavé spojené s raketou volme tak, aby bylo
mozné uzit specialni Lorentzovu transformaci (transformace odvozena v druhé kapitole).
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Nejprve tesme problém z hlediska pozorovatele na Zemi. Start rakety ma v této soustavé
soutadnice x = 0, ¢ = 0. Raketa dorazi ke hvézdé za ¢as t, = lp/v. Prilet rakety ke hvézdé tedy
odpovida souradnicim x = ly, t = t,. Pomoci Lorentzovy transformace ziskdme soutadnice téchto
udélosti v soustavé spojené s raketou. Pro start rakety tak dostdvdme 2’ = 0, ¥ = 0 a pro pfilet
rakety obdrzime souradnice

l [ [ l
x'zy(lg—v—0>:0, t'z*y(—o—v—20>:—0.
v vooc Y

Pro pozorovatele na raketé bude tedy doba letu ¢, rovna

I
Y’

t
ty ===
/’}/

Za nas vztazny systém nyni zvolme raketu. Start rakety mé opét souradnice z = 0, t = 0.
Vzhledem ke kontrakei délek je vzdalenost hvézdy a Zemé v nasi soustavé rovna [ = ly/~. Hvézda
i Zemé se vi¢i nam pohybuji rychlosti —v. Hvézda k nam tedy doleti v ¢ase t = [/v = ly/yv.
Doba letu rakety ¢, v naSem systému je tedy rovna hodnoté lp/yv. Soutadnice priletu hvézdy
v nasi soustavé jsou x = 0, ¢ = t,. Lorentzovou transformaci obdrzime odpovidajici souradnice
v soustavé spojené se Zemi. Startu ze Zemé opét odpovidaji soufadnice ' = 0, ¢’ = 0. Soufadnice
priletu hvézdy jsou dany vztahy

lo _lo

x':fyv—ozlo, t=y— ==,
yu YU ooow

Pro pozorovatele na Zemi tudiz trva let rakety po dobu %,

lo
tz — rytr _ —.
v

Vidime tedy, ze k zddnému paradoxu ve skutec¢nosti nedochézi. Diletace ¢asu je chybné pouzita
pozorovatelem na raketé. Diletaci ¢asu lze totiz uzit pouze v pripadé, kdy jsou udalosti v pohybujici
se soustavé soumistné (presnéji nastavaji v roviné kolmé na rychlost), jak plyne z jejiho odvozeni.

¢) Méjme dvé rakety pohybujici se proti sobé
po spojnici Zemé a hvézdy. Obé rakety se pohy-
buji rovhomérné primocaie rychlosti v vii¢i Zemi.
Na obé rakety a na Zemi umistime identické ho-
diny. Pocateéni podminky pohybu obou raket
zvolme tak, aby se obé potkaly u hvézdy. V oka-
mziku, kdy prvni raketa mine Zemi, nastavime
na hodinach umisténych na prvni raketé a na Zemi
cas nula. Pii potkani obou raket u hvézdy na-
stavime na hodinach druhé rakety cas z hodin
umisténych na prvni raketé. Informaci o ¢asovém
udaji preneseme z prvni rakety na druhou pomoci
elektromagnetického signalu. V okamziku priletu
druhé rakety kolem Zemé pak preneseme elek-
tromagnetickym signdlem informaci o case, ktery
uplynul na obou raketach béhem letu mezi Zemi
a hvézdou, a porovname jej s ¢asem uplynulym
na Zemi. Vysledek tohoto porovnani pak nesmi
zaviset na volbé vztazné soustavy.

Nyni se veskeré ,starnuti dvojc¢at® odehrava pouze v inercidlnich systémech. Paradox tedy
musi byt feSitelny v ramci STR, nebot v opa¢ném pripadé by STR nebyla vnitiné konzistentni
teorii.

by

Obr. 14
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Paradox dvojcat lze rovnéz objasnit zndzornénim celé situace v ¢asoprostoru (viz obr. 14).
V nasem piipadé vystacime s dvourozmérnym c¢asoprostorem, nebot vSe podstatné se odehrava
pouze v jednom prostorovém sméru. Necarkované souradnice odpovidaji pozorovateli spojenému
se Zemi. Inercidlni soustavy spojené s pozorovatelem na raketé maji ¢arkované soutradnice. Cesté
ke hvézdé odpovidaji jednou ¢arkované soutradnice. Dvakrat ¢arkovanymi souradnicemi je popsan
inercialni systém spojeny s raketou pti zpatec¢nim letu.

Soufadnice v nami uvazovanych systémech jsou zvoleny tak, Ze svétoCara (drdha v caso-
prostoru — celd historie daného objektu) hvézdy splyva s osou ct a svéto¢ara pozorovatele na raketé
je sloZena z ¢asti splyvajicich se svéto¢arou Zemé oznacenou Z a s osami ct’ a ct”. Do obrazku jsou
také zakresleny svétoCary oznacené pismenem S odpovidajici svételnym signaliim, které prichazeji
a opoustéji udalost O, coz je prilet rakety ke hvézdé. Souradnice vSech inercidlnich pozorovateli
jsou vuci svétocaram S symetrické. To je dano principem konstantni rychlosti svétla. Start rakety
ze Zemé je oznacen pismenem A. Udalost B odpovida navratu rakety zpét na Zemi.

7 obrazku vidime, 7e v soustavé S je s udalosti O soucasna udalost E, zatimco v soustavé S’
jsou soucasné udélosti‘O a C. Plati tedy AtbA = AtbA. K ziskan{ vztghu mezi Aty a Alca
muzeme pouzit diletaci ¢asu, nebot udalosti C a A jsou v soustavé spojené se Zemi soumistné.
Dostavame tak vztah

At
Atcg = — 04

Doba odpovidajici poloviné letu rakety na Zemi je vSak dana casovym intervalem mezi uda-
lostmi A a E. Diletaci ¢asu tedy chybné uziva pozorovatel na raketé. Chybéjici ¢asovy interval
mezi udalostmi C a E uréime pomoci Lorentzovy transformace. Vzdalenost hvézdy a Zemé je
v soustavé S’ ddna vztahem [ = vAt, . Dostdvame tedy vztah

vl v?
Atge = Atoc =7 (At'oc + §> = 70—2At’oA.

Polovina doby letu rakety na Zemi tudiz trva

Atpg = U—Q lAt’ = U—Q iAt’ = ~vAt)
EA = 702+7 04 =" C2+72 04 = YAlp4-

Tento vztah je identicky se vztahem, ktery obdrzi pozorovatel na Zemi uzitim diletace ¢asu, nebot
udalosti E a O jsou v soustavé spojené se Zemi soucasné a udalosti A a O jsou pro pozorovatele
na raketé soumistné.

Udalosti, které se nachazeji mezi udalostmi C a D na svétocare Z, se v soustavé spojené
s raketou odehraji v jeden okamzik soucasné s udalosti O. Tento ,nesmysl“ je zptisoben nespojitou
zménou rychlosti rakety u hvézdy. Pokud budeme uvazovat rychlou ale spojitou zménu rychlosti
rakety, potom se v okoli udalosti O za¢ne rychle natacet osa = (souc¢asnost) pozorovatele na raketé
z piivodni polohy z’' do nové polohy z”. Udalosti mezi C a D pro pozorovatele na raketé sice opét
probéhnou velmi rychle, ale v tomto pripadé jiz riznym udalostem mezi C a D odpovidaji i riizné,
s nimi soucasné, udalosti na raketé.

Pokud by na palubé rakety byla lidska posadka, potom by predchozi manévr u hvézdy zrejmé
neptezila z divodu prilis velkého pretizeni. Raketa s lidskou posadkou se tak musi pohybovat se
zrychlenim po nezanedbatelnou ¢ast doby letu. Cas odpovidajici letu rakety, ktery namé¥i jeji
posadka, lze v tomto piipadé urcit se¢tenim (integraci) jednotlivych ¢asovych intervalti, které po-
sadka stravi ve svych klidovych inercidlnich soustavach. Ve vsech ptipadech vychazi, ze se posadka
rakety vrati zpét na Zemi mladsi, nez budou jeji vrstevnici, kteri ziistanou na Zemi. K tomuto
problému se jesté vratime v posledni kapitole serialu, ktera bude vénovana obecné teorii relativity.
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Lorentzova transformace a jeji diisledky 11

Skladani rychlosti

Méjme dvé inercidlni vztazné soustavy S a S’, které se vii¢i sobé pohybuji rychlosti v. Necht se
v soustavé S pohybuje téleso rychlosti u, jejiz slozky oznac¢me ug, uy, u.. Za cas At se soufadnice
télesa v soustavé S zméni o hodnoty

Ar = u At, Ay =uyAt, Az =u,At.

Odpovidajici zmény soutradnic v soustavé S’ véetné transformace ¢asového intervalu At dostaneme
uzitim Lorentzovy transformace

Az’ =y (Az —vAt), Ay =Ay, A=Az, At =4« (At - %Am) :
c

Pro slozky rychlosti télesa u’ v soustavé S’ tedy plati

,  Ar Az —vAt Uy — U

FUA T A Tae 1

c c
/_Ayl Ay Uy 1_2_;
T Ar ’y(At—:—QAx)_ 1—%’
,_Az'_ Az _Uz _Z_;
uz_Atl_fy(At—C%Aa:>_ 1—%

V limitnim pripadé v < ¢ prechazeji obdrzené transformacni vztahy v klasické skladani rychlosti
plynouci z Galileiho transformace.

Cvasoprostor

Cas a prostor jsou v teorii relativity spojeny do jednoho objektu nazyvaného ¢asoprostor,
coz je Ctyfrozmérny prostor vSech udalosti. Pojem casoprostoru lze zavést i v klasické fyzice.
Vzhledem k absolutnosti ¢asu se vsak , klasicky* ¢asoprostor pro vSechny pozorovatele jednoznacné
rozpada na cas a prostor. V teorii relativity, jak jiz vime, absolutni ¢as neexistuje, a proto rozdéleni
¢asoprostoru na ¢as a prostor zavisi na pozorovateli.

K popisu ¢asoprostoru uzivaime soutadnic ct,x,y, z. (Z rozmérovych divodi pouzivame ct
misto ¢.) Volba soutadnic v ¢asoprostoru je ekvivalentni volbé vztazné soustavy. (Presnéji volba
¢asové souradnice, nebot dvé souradné soustavy liSici se pouze rotaci prostorovych souradnic od-
povidaji stejné vztazné soustavé.) Vztah mezi dvéma souradnymi systémy je dan Lorentzovou
(obecnou) transformaci, kterd je vzdy linedrni. Lorentzova transformace tedy odpovida ,rotaci®
soutadnic v ¢asoprostoru. Nami odvozend Lorentzova transformace v minulé kapitole se obvykle
nazyva specialni, nebot predpoklada specialni volbu prostorovych soutradnic.

V ¢asoprostoru muzeme definovat, podobné jako v prostoru, vektorova popripadé tenzorova
pole. Transformace slozek vektortu je stejna jako transformace odpovidajicich souradnic. Kazdy
vektor v Casoprostoru (tzv. ¢tyivektor) ma tedy ¢tyfi slozky — jednu ¢asovou a tii prostorové. Po-
kud budeme fyzikalni zdkony formulovat pomoci vektorovych (tenzorovych) rovnic, potom budou
mit tyto rovnice stejny tvar a obsah ve vSech soutadnicich a tedy i ve vSech vztaznych systé-
mech. Princip relativity pak bude splnén automaticky. Teorii relativity lze skute¢né zformulovat
pomoci ,absolutnich objekt jako je ¢asoprostor a tenzorova pole. Méfitelné velic¢iny (napft. ¢as,
vzdalenost, hmotnost, intenzity silovych poli) jsou slozkami téchto poli. Slozky vektori a tenzori
jsou v8ak relativni, nebot zaviseji na volbé souradnic a tedy i na volbé vztazného systému. Tato
skutecnost dala nazev celé teorii. Formulaci fyzikalnich zdkont timto zptisobem se vSak vénovat
nebudeme, nebot pro nase ucely neni nezbytna.
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V casoprostoru lze rovnéz definovat ,vzdalenost“ dvou udalosti. Necht At a Al je ¢asovy a
prostorovy rozdil mezi dvéma udalostmi v dané vztazné soustavé. Casoprostorovou vzdalenost
téchto udalosti definujeme vztahem

As? = —2(A1)? + (AD)2.
Prostorovou vzdalenost Al 1ze vyjadrit pomoci rozdili prostorovych souradnic znAmym zptisobem
(AD? = (Az)” + (Ay)® + (A2)%.

7 definice ¢asoprostorové vzdalenosti plyne, Ze jeji hodnota mize byt i zaporna nebo nulova
pro dvé ruzné udalosti. Vyznam této definice spociva v tom, Ze tento vyraz je invariantni vici
Lorentzové transformaci: Uvazujme dvé vztazné soustavy pohybujici se vici sobé rychlosti v. Pro-
storové souradnice v obou soustavach zvolme tak, abychom mohli pouzit specialni Lorentzovu
transformaci (volba prostorovych soufadnic neovlivni velikosti prostorovych vzdalenosti). K dii-
kazu vztahu

As? = As"?

tedy staci dokdzat rovnost —c?(At)? + (Az")? = —c2(At)? + (Az)2. Uzitim Lorentzovy transfor-
mace dostaneme

Az’ = v (Az — vAt), At = (At - C%Ax) :

Dosazenim téchto vztahi do levé strany predchozi rovnice obdrzime

2 2
—(A)? + (A2)E = o2 <—62(At)2 + 20AtAz — %(Az)Q + (Az)? — 0AtAz + 2—202(&)2) =
= —2(A1)? + (Ax)?

Pii odvozeni specialni Lorentzovy transformace jsme predpokladali jeji linearitu. Je mozné
dokézat, ze linearita transformace mezi riznymi volbami soutadnic na c¢asoprostoru je nutnou
podminkou invariantnosti ¢asoprostorové vzdalenosti. Z principu konstantni rychlosti svétla pak
plyne invariantnost ¢asoprostorové vzdalenosti pro udalosti, které 1ze spojit svételnym signalem.

Uvazujme objekt, ktery se v dané vztazné soustavé pohybuje rychlosti v. Za ¢as At tedy urazi
vzdalenost Al = vAt. Pro ¢asoprostorovou vzdalenost prislusnych udalosti pak plati vztah

As? = — (2 —v?) (At)%

7 invariantnosti c¢asoprostorové vzdalenosti tak plyne absolutnost relaci v < ¢, v = ¢, v > c.
Pohybuje-li se tedy objekt v jedné vztazné soustavé napiiklad podsvételnou rychlosti, potom se
pohybuje podsvételnou rychlosti ve vSech vztaznych soustavach.

STR a nadsvételné rychlosti

7 tvaru Lorentzovy transformace vidime, Ze vzajemna rychlost vztaznych soustav musi byt
podsvételna, aby byl definovan faktor v a transformace méla tak matematicky smysl. Zabyvejme
se nyni otazkou, zda existuje néjaké omezeni na rychlost fyzikalnich objektii.

Uvazujme dvé uddlosti. Prostorové souradnice zvolme v dané vztazné soustavé tak, aby se
obé udalosti odehraly na ose z. Jejich prostorova vzdalenost je tedy rovna |Axz|. Casovy interval
mezi udalostmi ozna¢me At > 0. Necht jsou obé udélosti spojeny signdlem. Pro rychlost signalu u
potom plati Az = uAt (pro zaporné u se signil pohybuje v ziporném sméru osy ). Uvazujme
pozorovatele, ktery se vii¢i nasi vztazné soustavé pohybuje rychlosti v ve sméru osy z. Casovy
interval mezi uvazovanymi udalostmi, ktery naméri pohybujici se pozorovatel, je dan Lorentzovou
transformaci

At =~ (At— C”—QA:U) :7(1 _ %) At.

Tyto udalosti jsou spojeny signalem, a proto spolu mohou pFi¢inné souviset (jedna miize byt
disledkem druhé). Princip kauzality vyzaduje, aby ve v8ech vztaznych soustavich nastala vzdy
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pfi¢ina a potom teprve jeji ndsledek. Musi tedy platit At > 0. Z této podminky tak dosta-
vame |u| < ¢ (Jv] < ¢).

Princip kauzality tedy vyzaduje, aby se vSechny informace sitily podsvételné nebo svételné.
Pokud se signal $iti v jedné vztazné soustavé podsvételné resp. svételné, potom se podle predchozi
podkapitoly $iii podsvételné resp. svételné ve vSech vztaznych systémech. Rychlost svétla je tedy
maximalni rychlosti fyzikalnich objektt. Pozdéji uvidime, ze téleso s nenulovou klidovou hmotou
nelze zadnou silou urychlit na svételnou nebo nadsvételnou rychlost.

Udalosti, které spolu nemohou pfi¢inné souviset (maji kladnou ¢asoprostorovou vzdalenost),
mohou mit pro rizné pozorovatele rizné ¢asové poradi.

Objekty, které nenesou informaci, se vSak mohou pohybovat nadsvételné. Prikladem miize byt

svételna stopa pohybujici se po zdi.

Relativisticky Doppleriv jev pro svétlo

Méjme zdroj svétla, ktery ve vztazné soustavé s nim spojené vyzatruje svétlo o frekvenci fy. Ja-
kou frekvenci f namé&fi pozorovatel, ktery se ke zdroji svétla priblizuje rychlosti v? (Je-li rychlost v
zapornd, potom se pozorovatel od zdroje vzdaluje rychlosti —v.)

Nejprve problém fesme v soustavé spojené se zdrojem. Vinova délka svétla je v této soustave
dana vztahem )y = f—‘;. Pro c¢asovy rozdil Ty mezi zaznamenanim dvou po sobé jdoucich vrcholi
sveételné viny pozorovatelem v soustavé spojené se zdrojem plati

Ao = (C + U)TQ.

Odpovidajici ¢asovy rozdil T' v soustavé spojené s pozorovatelem je dan dilataci ¢asu

2 2
poh_\Vite 1ylta
vy c+v fo 1472
Pozorovatel tedy naméii frekvenci
1 1+7

Nyni stejny problém vyiesme z hlediska soustavy spojené s pozorovatelem. Casovy interval T
mezi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy svételné viny vyzarené zdrojem v soustavé spojené s pozo-
rovatelem urcime uzitim dilatace casu

-7
Jo
Pro vlnovou délku svétla A v soustavé pozorovatele pak plati
A= (c—v)T.
Tomu odpovida frekvence
1}2
N Ve - 1+7

V obou pripadech, jak vidime, dostavame stejné vztahy. Relativisticky Dopplertiv jev pro svétlo
zavisi pouze na vzajemné rychlosti pozorovatele a zdroje. V klasickém pripadé vsak mame dva
rizné vztahy pro Doppleriv jev. Zavisi zde totiz na tom, zda se pohybuje zdroj nebo pozorovatel
vici hmotnému prostiedi, ve kterém se uvazované vinéni siti. Pro svételné viny ale takové prostiedi
(éter) neexistuje.

Pravé odvozené vzorce odpovidaji tzv. longitudindlnimu (podélnému) Dopplerovu jevu. Kromé
tohoto jevu existuje v relativité také tzv. transverzélni (pri¢ny) Dopplertv jev, ktery nemd v kla-
sické fyzice obdoby. Jeho pfic¢inou je dilatace ¢asu.

Uvazujme zdroj svétla, ktery se pohybuje v soustavé spojené s pozorovatelem rychlosti v kolmo
na spojnici s pozorovatelem. V soustavé spojené se zdrojem mé vyzarované svétlo frekvenci fy.
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Casovy rozdil T mezi dvéma po sobé jdoucimi maximy svételné viny v soustavé pozorovatele je
dan dilataci ¢asu
7=21
fo

Pozorovatel tudiz namérii frekvenci

Uloha S.III ... rychlejsi neZ svétlo?

V roce 1994 bylo provedeno méreni na radiovych vinach emitovanych slozenym zdrojem z nasi
Galaxie. Centrum tohoto zdroje je od nds vzdaleno R = 3,86 - 1020 m. V radiovém spektru byly
pozorovany dva objekty vzdalujici se od centra v navzajem opacnych smérech. Namérené iihlové
rychlosti téchto objektd byly w1 = 9,73 - 10" B rad-s™! a wy = 4,42 - 1073 rad-s~!. Tomu odpovi-
daji piicné linedrni rychlosti vi = Rwi = 3,76 -108m-s™ a vy = Rwy = 1,71 -108m-s~!. Prvni
zdroj se tedy musi pohybovat nadsvételnou rychlosti! Jak je to mozné?

Uvazujte zdroj svétla, ktery se pohybuje v soustavé spojené s pozorovatelem rychlosti v. Rych-
lost zdroje svira se spojnici zdroje a pozorovatele iihel ¢. Vzdalenost zdroje a pozorovatele je
rovna R. Vypoctéte, jakou iithlovou rychlost zdroje uvidi pozorovatel. Kdy bude iihlova rychlost
zdroje odpovidat nadsvételné pricné rychlosti?

Uzitim predchoziho vysledku urcete, jakou skutecnou rychlosti se pohybuji oba objekty za
predpokladu, ze rychlosti obou zdrojii jsou stejné.

Bod, ve kterém se nachazi zdroj svétla, oznac¢me pismenem 7. Po- 7
dobné oznac¢me polohu pozorovatele bodem P. Vzdalenost bodu 7Z a P
je rovna R. Zdroj se pohybuje rychlosti o velikosti v. Smér pohybu  vAt
zdroje svira s tiseckou ZP thel ¢. Za maly ¢asovy interval At se zdroj (AND A
svétla posune do bodu Z’. Pro vzdalenost r bodu Z’ a P dostaneme
uzitim kosinové véty vztah

r? = R? + (vAt)®> — 2RvAt cos ¢ =

2
= R? (l—l- (%) —2%0%@5) .

Protoze je At velmi malé, Ize zanedbat ¢len obsahujici jej v druhé mocniné. Uzijeme-li dale pfi-
blizny vztah (1 + z)* ~ 1 + ax platny pro x < 1, pak ziskdme nésledujici rovnost

At
rzR(l— %COS¢> = R — vAt cos ¢.

Za cas At se zméni thlova poloha zdroje vi¢i pozorovateli o ithel Ap. Uzitim aproximaci r ~ R
a sinx &~ x platné pro xr — 0 dostaneme

vAtsin ¢

Ap ~sin Ap = 7

Casovy rozdil Aty, ktery zaznamend pozorovatel mezi svétlem prichazejicim z bodt Z a Z, je dan

vztahem R
At = At +

:At(l—%cosqS).

Pro thlovou rychlost w zdroje, kterou uvidi pozorovatel, tak plati

c

Ap 1 wvsing
W = = —

At, R1-Ycos¢
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Tomu odpovida pricna linearni rychlost

v sin
v) = Rw= 1%
— €08 ¢
Rozborem predchoziho vztahu snadno uré¢ime podminku, kdy bude pozorovana pri¢na rych-
lost v| nadsvételna. Podminka v > ¢ je ekvivalentni nerovnosti

v (sin ¢ + cos @) > c.

Jednoduchou apravou (sectenim sinu a kosinu) tak dostdvdme podminku nadsvételnosti pozoro-
vané rychlosti zdroje
(4-3)>7
cos (¢ — —
4

V2vu

Vidime tedy, ze predchozi podminku lze splnit i pro podsvételné rychlosti zdroje.

Tento jev je, jak plyne z jeho odvozeni, zptisoben kone¢nou rychlosti svétla. Vidime tedy, ze
konecna rychlost Sifeni svétla hraje pti posuzovani vzhledu objekti velmi vyznamnou roli. Z druhé
kapitoly vime, ze pohybujici se ty¢ bude ve sméru svého pohybu vlivem kontrakce délek kratsi. Da
se v8ak ukazat, ze za urc¢itych podminek bude pozorovana (vidéna) délka tyce vétsi nez v piipadé,
kdy je ty¢ vici pozorovateli v klidu!

Nyni jiz mtzeme urcit skutecnou rychlost v, kterou se pohybuji oba pozorované objekty.
Namérené uhlové rychlosti objektt jsou podle predeslého dany vztahy

1 wsing
wl_ﬁl—%cosqﬁ’
1 wvsing
w2_§1—|—%cosq5'

Vzajemnym podélenim ptredchozich rovnic ziskdme vztah

v
w1_1+zcosd> w1 we
— = = —C0S¢p=—.
wy 1—2coso c w1 + w2
Uzitim predchozi rovnosti dostavame
2w9
1——cos¢p =
w1 + wy

Dosazenim tohoto vztahu do rovnice pro w; pak obdrzime

2Rw1w2

vsin g = .
w1 + wy

Pro rychlost pohybu pozorovanych objektt tak plati
2 2
W] — W 2Rwiw
v=1/v2sin® ¢ + v2cos? p = (/2 <71 2) +<71 2) .
w1 + w2 w1 + wa

Dosazenim ¢iselnych hodnot do predchoziho vztahu dostavame, ze skutec¢na velikost rychlosti
(nejen pifénych slozek) pozorovanych objekti je rovna v = 0,87¢ = 2,60+ 108 m - s71. Vidime tedy,
ze se oba objekty skute¢né pohybuji podsvételné.
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Relativisticka dynamika

Zavislost hmotnosti téles na jejich rychlosti

V této podkapitole se budeme zabyvat otazkou, jakou hmotnost naméri pozorovatel u té-
lesa, které se vii¢i nému pohybuje. VIiv pohybu téles na jejich setrva¢nou hmotnost vysetiime
na pripadu srazky dvou identickych c¢astic. Pti feSeni tohoto problému budeme predpokladat, ze
se ve vSech vztaznych soustavach zachovava celkovd hmotnost a celkova hybnost tohoto systému.
O hybnosti ¢astice predpokladame, Ze je stejné jako v klasické fyzice dana soucinem jeji hmotnosti
a jeji rychlosti.

Megjme tedy dveé identické castice, které se pohybuji k sobé. Uvazujme nyni vztaznou sou-
stavu, ve které se obé castice pohybuji stejné rychle. Velikost rychlosti ¢astic v tomto systému
ozna¢me vg. PTi srazce se obé castice zastavi a poté odlétnou stejnou rychlosti vy v opac¢nych
smérech, nez prilétly. Srazku téchto c¢astic nyni popisme z hlediska pozorovatele, ktery se viici
nasemu vztaznému systému pohybuje rychlosti v ve sméru pohybu ¢astic. Rychlost v necht je
kladna, pokud se pozorovatel v nasi soustavé pohybuje stejnym smérem jako prvni ¢astice. Uzitim
vztaht pro skladani rychlosti dostaneme, 7e rychlost v; prvni ¢astice v soustavé pozorovatele je
dana vztahem

Vg — U

T vov/c?’

Rychlost v9 druhé ¢astice vici pozorovateli ziskame ze vztahu pro v; zdménou vy za —vy

vy + U
1+ vov/c?

<
)
|

V soustavé spojené s pozorovatelem nyni na srazku castic aplikujme zakony zachovani hmot-
nosti a hybnosti. Podle zdkona zachovani hmotnosti plati pro hmotnost M objektu vzniklého
v okamziku srazky castic vztah M = mq + msa, kde m; a mo jsou hmotnosti prvni a druhé c¢astice
vzhledem k pozorovateli. Rychlost tohoto objektu v soustavé pozorovatele je rovna —wv, nebot
v nasi soustavé je v klidu. Uzitim zdkona zachovani hybnosti tedy dostavame rovnici

mivy + movy = —Mv = —m1v — myv.

Jednoduchou tpravou ziskdme vztah mj (v1 +v) = —mg (v2 + v). Uzitim vztahG pro rychlosti
¢astic vici pozorovateli dostavame

+vg — v vy — v + v F vgv?/c? 1 —v?/c?
= = 4

1 F vov/c? v 1 F vov/c? 1 F vov/c?’

V12 U=

Dosazenim téchto vztahi do posledni rovnice ziskdme nasledujici rovnost

Vv Vv
1+—): (1——).
1( c? e c2

Urceme nyni hodnoty faktori v, které odpovidaji rychlostem ¢astic v systému pozorovatele

2 2 2 2

VU ov v voU U

12 \/ 2—+ ——(2):|:2—2——2
T2 c c c

Uzitim téchto vztaht tak dostavame nésledujici rovnici

= 1()(w0) (17 %5 )

mi17y2 = mMa71.

Zvolme nyni pozorovatele, vii¢i kterému je druhd c¢astice v klidu. Hmotnost druhé c¢astice
v tomto pripadé oznac¢me mg. Tato hmotnost se nazyva klidova, nebot se jedna o hmotnost ¢astice,
kterou naméri pozorovatel, viic¢i kterému se c¢astice nepohybuje. Vzhledem k identi¢nosti ¢astic
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je klidova hmotnost prvni ¢astice rovnéz rovna hodnoté myg. Uzitim posledni rovnice tak pro
setrvacnou hmotnost m pohybujici se ¢astice dostavame vztah

m = ymy,

kde mg je jeji klidovd hmotnost a hodnota v odpovida rychlosti ¢astice vii¢i pozorovateli. Vi-
dime tedy, 7ze hmotnost téles je zavisla na pohybu vici pozorovateli! Tento, z klasického hlediska,
pozoruhodny jev byl potvrzen mnoha experimenty na mikrocasticich.

Pri odvozeni zavislosti hmotnosti ¢astice na jeji rychlosti jsme vychazeli ze zakona zachovani
hmotnosti. Vzhledem k obdrzenym vysledkiim se ndm nyni nabizi otazka, zda se zachovava také
klidova hmotnost. Na nasem prikladu srazky dvou ¢astic se snadno presvédéime, ze tomu tak neni.
V nasi soustavé se obé c¢astice pohybovaly stejnou rychlosti vy. Mély tedy i stejnou hmotnost m,
ktera je vétsi nez jejich klidova hmotnost mg. Podle zdkona zachovani hmotnosti je v nasi soustavé
hmotnost objektu vzniklého v okamziku srazky rovna hodnoté 2m. Tato hmotnost je klidova, nebot
se tento objekt vi¢i nam nepohybuje. Pokud by platil zakon zachovani klidové hmotnosti, potom
by hmotnost tohoto objektu byla rovna hodnoté 2mg. To je vSsak méné nez skute¢na hodnota 2m.
Klidova hmotnost se tedy nezachovava.

Relativisticka pohybova rovnice

Pohybové rovnice hmotného bodu v inercidlni vztazné soustavé (druhy Newtontv pohybovy
zakon) ma v STR nasledujici tvar
dp
dt’
kde F je sila ptisobici na hmotny bod a p = mv je hybnost hmotného bodu, ktera je rovna, jak jiz
bylo feceno, souc¢inu jeho hmoty a rychlosti. Pokud zapiSseme klasickou pohybovou rovnici pomoci
hybnosti, potom ma stejny tvar jako relativistickd. Rozdil spoc¢iva v tom, ze v klasické fyzice je
hmotnost hmotného bodu konstantni, zatimco v relativité, jak jsme zjistili, zavisi na rychlosti
pohybu bodu viici pozorovateli.

Dosadime-li defini¢ni vztah pro hybnost p do pohybové rovnice hmotného bodu, potom do-
staneme pohybovou rovnici ve tvaru

F =

d
F:d—TZv+ma,

kde @ = dv/ dt je zrychleni hmotného bodu. Tato rovnice se od klasického Newtonova zdkona 1isi
ptitomnosti ¢lenu (dm/ dt)v. Jeho ptivod spociva v zavislosti hmotnosti téles na jejich rychlosti
(a tedy i na ¢ase). Tuto pohybovou rovnici se nyni pokusime p¥epsat na rovnice podobné druhému
Newtonovu pohybovému zakonu.

Rychlost v hmotného bodu mizeme vzdy zapsat ve tvaru v = vy, kde vy je jednotkovy
vektor majici stejny smér jako vektor rychlosti v. Hodnota v je pak rovna velikosti rychlosti v.
Pro zrychleni @ potom plati vztah

dv  dv dwvy

a—= E = EV{) —+ UE.
Prvni ¢len ma smér rychlosti v. Druhy ¢len ve vyraze pro zrychleni je na rychlost kolmy, nebot
zména jednotkového vektoru je na ptislusny jednotkovy vektor kolma. Rozlozme tedy zrychleni a
na dva navzajem kolmé vektory @, a a . Prvni vektor necht ma smér rychlosti v. Vektor a; tudiz
popisuje tecné zrychleni a vektor a; zrychleni normalové. Obdobné rozlozme i piisobici silu F na

odpovidajici slozky F; a F|. Pohybovou rovnici lze tedy pfepsat na nasledujici dvé rovnice

F, =ma,, F, = <Ud—m + m) a,
dv

kde jsme vyuzili vztahu %—T = %—T%. ODbé rovnice jiz maji tvar druhého Newtonova pohybového
zdkona. Druhou rovnici lze jesté dale upravit. Uzitim vztahu pro relativistickou hmotnost snadno
vypocteme derivaci, ktera se zde vyskytuje

dm 9 U

— =my .
dv 7 2
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Po tpraveé tak dostavame nasledujici tvar druhé pohybové rovnice

2 2
2 (VY v 2
I"”:m’y (C—2+1—C—2> a”:m'y a”.

7 pravé odvozenych vztahi vidime, 7ze téleso vzdy klade vétsi odpor vici urychleni ve sméru
pohybu nez ve sméru kolmém na svou rychlost.

Uloha S.IV ... rovnomérné zrychleny pohyb

Meéjme volny hmotny bod, jehoz klidova hmotnost je mq a ktery je v nasi vztazné soustave
v klidu. V c¢ase t = 0 zacne na hmotny bod v nasem systému piisobit konstantni urychlujici sila
o velikosti F'.

a) Vypoctéte c¢asovou zavislost rychlosti hmotného bodu v nasi soustavé. 7 této zavislosti
urcete zrychleni hmotného bodu vii¢i nasemu systému. (Reste pouze pro casy t > 0.)

b) V kazdém okamziku miizeme s uvazovanym hmotnym bodem spojit tzv. klidovou inercialni
soustavu. Jak jiz nazev napovida, jedna se o inercialni systém, ve kterém je hmotny bod v daném
okamziku v klidu. S jakym zrychlenim se hmotny bod pohybuje ve svych klidovych soustavach?
Jak velka sila na néj v téchto systémech piisobi?

a) Pohybovou rovnici hmotného bodu lze v tomto piipadé vy¥esit jednoduse, protoze je pliso-
bici sfla konstantni. Casov4 z4vislost hybnosti p(t) hmotného bodu je tedy ddna vztahem (podle
zadani feSime pouze pro ¢t > 0)

mov(t
pt) =Ft = _movlt) gy,
1— U(t)2

02
Pro rychlost hmotného bodu v nasi vztazné soustavé tedy plati vztah

Ft
mocC

Joe(m)y Vieemr

7 tohoto vztahu vidime, ze ani stale ptisobici sila libovolné velikosti neni schopna urychlit ¢astici
na svételnou popiipadé nadsvételnou rychlost.
Zrychleni a hmotného bodu v nasem systému ziskdme derivaci jeho rychlosti podle ¢asu

v==~¢C

_\FtJ) -
Pl ()

b) Okamzita klidové inercidlni soustava pohybujiciho se hmotného bodu se vii¢i ndm pohybuje
rychlosti v ve stejném sméru jako uvazovany hmotny bod. Za ¢as dt se rychlost hmotného bodu
v nasi soustavé zvétsi o dv. Odpovidajici zménu rychlosti du v klidové soustavé hmotného bodu
dostaneme uzitim vztahu pro skladani rychlosti

2
dv 1v_32mgc ( moc> v (—Otc) v 1
0

=W a2 B \ e

du = w = ~2d.

2
v
1-=

K této zméné rychlosti hmotného bodu v jeho klidové soustavé dojde za ¢as dr. Vztah mezi ¢aso-
vymi intervaly d¢ a d7 je dan dilataci ¢asu dt = ydr, nebot ¢asovy rozdil dr odpovida v klidové
soustavé hmotného bodu soumistnym udélostem (rychlost hmotného bodu je v jeho klidovém
systému nulova). Pro zrychleni hmotného bodu @’ v jeho klidové inercidlni soustavé tedy plati

a/_%_ d_u_ 3dv_ 3a
4 T T T
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Casovou zavislost faktoru v odpovidajiciho pohybu hmotného bodu v nasi soustavé ziskame
dosazenim casové zavislosti rychlosti hmotného bodu do defini¢niho vztahu faktoru

2
1 V1+ ()
2: moc —
1-% Ft

’)/ = _
moc

Pro ¢asovou zavislost zrychleni hmotného bodu v jeho klidovém systému tudiz dostavame

. <Ft>2v cFt F
a=\1+{—) - =-——=—.
moc) t tmogc My

Vidime tedy, ze zrychleni hmotného bodu je v jeho klidovych soustavich konstantni. Proto se
tento pohyb nazyva rovnomérné zrychleny.
V okamzitych klidovych systémech pisobi na hmotny bod sila F’, jejiz velikost obdrzime
uzitim pohybové rovnice
dm ,

FI—EU +ma =mgd = F.

Prvni ¢len pohybové rovnice je v okamzité klidové soustavé nulovy, protoze hmotny bod je v tomto
systému v klidu. V tomto ptripadé ndm nahodou vyslo, 7ze ptsobici sila je v okamzitych klidovych
soustavach stejné velkd jako v nasi soustavé. Obecné se vSak pri Lorentzové transformaci smér
a velikost piisobicich sil méni, coz je napiiklad vidét z transformacnich vztaht pro silu ziska-
nych v rdmci pomalé Lorentzovy transformace. (P¥i Galileiho transformaci se smér a velikost sil
zachovava.)

Energie a zakony zachovani

Ekvivalence energie a hmotnosti
V této podkapitole odvodime nejznaméjsi fyzikalni vzorec. Uvazujme silu F pusobici na
hmotny bod. Pfi posunuti hmotného bodu o dr tato sila vykona praci dW danou vztahem

dv

i dt = m~*vdo,

AW = F-dr=F.vdt = F|-vdt = my*a - vdt = m»*v
kde jsme vyuzili vysledki z minulé kapitoly. Uzitim dalsiho vztahu z predchazejici kapitoly obdr-
zime

dm

= m’y2% = dW = my?vde = Edm.
dv c

Ziskali jsme tedy velmi pozoruhodny vztah
AW = EAm.
Vykonana prace je rovna rozdilu kinetickych energii W = Ty — Ti. Pro kinetickou energii
hmotného bodu tudiz dostavame vztah (kinetickd energie nepohybujiciho se télesa je rovna nule)

T = (m —mg) ¢
Definujeme-li celkovou energii E télesa jako soucet jeho kinetické a klidové energie Ey = moc?,
potom dostaneme velmi prekvapivy vztah, ktery neméa v klasické fyzice obdoby

E = mc>.

Tento vztah vyjadiuje ekvivalenci mezi energii télesa a jeho setrva¢nou hmotnosti. Takto
elegantni vztah jsme vsak ziskali diky zavedeni tzv. klidové energie. Nicméné experimenty ukazuji,
ze tento krok méa své opodstatnéni. Pii nékterych srazkach elementarnich castic totiz dochézi
k pfeménam mezi kinetickou a klidovou energii. Na tikor kinetické energie srazejicich se ¢astic tak
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miuze dojit ke vzniku novych ¢astic. Podobné se v nékterych ptipadech preménuje klidova energie
zaniklych ¢astic na kinetickou energii ostatnich zicastnénych castic.

V prvni kapitole tohoto seridlu bylo zminéno, ze elektromagnetické pole nese energii a hyb-
nost. Podobné je tomu i v pripadé ostatnich interakcénich poli. Nabizi se nyni otazka, zda této
energii odpovida také setrva¢nd hmotnost. Odpovéd na tuto otazku lze ziskat napriklad méfenim
hmotnosti atomovych jader. Atomova jadra se sklddaji z protont a neutroni (nukleoni), které
mezi sebou pisobi tzv. silnou interakci. Tato interakce je na malych (jadernych) vzdalenostech
velmi silnd (odtud pochézi i jeji ndzev). Vazebna energie jader, co7 je energie potiebné na rozbiti
jadra na jednotlivé nukleony (je to rozdil mezi poklesem energie interakénich poli — poklesem
potencialni energie v disledku vytvoreni atomového jadra a kinetické energie nukleontt vazanych
v jadre), je proto velmi velikd — na jeden nukleon piipada vazebna energie, kterd fadové odpovida
jednomu procentu jeho klidové energie. Plati-li ekvivalence mezi energii a hmotnosti i pro inter-
akcni pole, potom musi byt klidovd hmotnost atomovych jader mensi nez soucet klidovych energii
jeho nukleonti (v opa¢ném pripadé by byla hmotnost atomového jadra vétsi, nebot se v ném nukle-
ony pohybuji). Atomové jadro by tak mélo byt leh¢i o hmotnostni ekvivalent jeho vazebné energie.
Namérené hmotnosti atomovych jader tuto skutec¢nost plné potvrzuji. K hmotnostem téles tedy
prispivaji také interakéni pole (z hlediska kvantové teorie to neni nic divného, nebot interakéni
pole jsou ,tvoreny“ ¢asticemi — v piipadé elektromagnetismu jsou to fotony).

Na zavér této podkapitoly si jesté ukazeme, ze pro rychlosti mnohem mensi nez rychlost svétla
dostavame pro kinetickou energii klasicky vztah. Uzitim pfiblizného vztahu (1 + 2)* ~ 1 + ax,
ktery plati pro x < 1, obdrzime zndmy vzorec

1 102 1
T:moc2 —_— =1 %mgc2<1+ Y —1):—m0v2.

Transformace energie a hybnosti

Zabyvejme se nyni otazkou, jak se méni energie a hybnost ¢astic pii prechodu z jedné inercialni
vztazné soustavy do druhé. Je mozné ukazat, ze velic¢iny %, Dz Py, P~ jsou slozkami ctyfvektoru. To
znamena, ze se pri prechodu mezi vztaznymi systémy transformuji stejné jako soutradnice ct, x, y, 2.
Pri specidlni Lorentzové transformaci souradnic tedy dostavame vztahy

vE
pé;:v(pm—?>, Py =Dy, Pr=0s E =v(FE—ups).

7 predchoziho vime, Ze veli¢ina —c?t> 422 +y% 4 2% je invariantni vii¢i Lorentzové transformaci.
To znamen4, Ze veli¢ina —(E/c)? + p? je také invariantni. Hodnotu tohoto invariantu mitizeme
vypocitat v libovolné inercidlni vztazné soustavé. Nejlepsi volbou je vztazna soustava, ve které
se uvazované téleso nepohybuje. V této soustavé je hybnost télesa nulova a jeho energie je rovna
klidové energii. Hodnota uvazovaného invariantu je tedy —mgc, kde myq je klidova hmotnost daného
telesa. Obdrzeli jsme tak velmi uziteény vztah

E? = m(2,04 +p2ct

Vs8echny uvedené vztahy lze samoziejmé odvodit uzitim definic prislusnych veli¢in a specidlni
Lorentzovy transformace pro ¢asoprostorové souradnice.

Zakony zachovani a jejich uZiti

Pti odvozeni zavislosti setrvacné hmotnosti téles na rychlosti jejich pohybu vii¢i pozorovateli
jsme predpokladali platnost zakona zachovani hmotnosti a zakona zachovani hybnosti. Vzhledem
k ekvivalenci energie a setrvacné hmotnosti vyjadiuji zdkony zachovani hmotnosti a energie tutéz
véc. (V klasické fyzice jsou oba zdkony nezavislé.) Zakon zachovani hybnosti a zdkon zachovani
energie patii mezi nejzakladnéjsi fyzikalni zakony. Tyto zakony podstatné omezuji mozné vysledky
srazek castic v mikrosvéte.
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Jako priklad na vyuziti zdkonii zachovani energie a hybnosti nyni vySetiime rozpad jedné
castice na dvé nové. Uvazujme c¢astici o klidové hmotnosti M, ktera se rozpada na dvé nové castice,
jejichz klidové hmotnosti jsou m; a ms. Zakony zachovani aplikujme v klidové inercidlni soustavé
pivodni castice. Uzitim zdkona zachovani hybnosti dostavame, ze se vzniklé ¢astice pohybuji
v navzajem opacnych smérech a velikost jejich hybnosti je rovna stejné hodnoté p. Pro energie E
a Fo novych castic tedy plati

E} = mict +p*c?,  EZ =m3ct +picP.
Ze zékona zachovani energie ziskame vztah

(M2 +m% — m%) 2
2M

Ei+Ey=M? = E=M@-2EB,MP+F} = FEy=
Umocnénim predchoziho vztahu a dosazenim za E% obdrzime

(M2+m%—m%)204 5 (M2—|—m%—m%)2—(2Mm2)2 5

A2 - P = 102 ¢

m%c4 + p262 =
Uzitim vzorcit a2 — b2 = (a + b)(a — b) a (a £ b)* = a2 + 2ab + b? dostavame

4M2p2

5= (M? —2Mmy +m3 —m3) (M? + 2Mmg +m3 — m3) =

= (M = ma)” = m3) (M +ma)* = m3) =
= (M —mg—mq) (M —mao+mq)(M+mg—mq)(M+mg+mq) =
:(Mﬁ—mu+mgﬁ(Mﬂ—mn—mgﬂ.

Velikost hybnosti p vzniklych ¢astic je tedy dana vztahem

VM2 = (ma +m2)2\ /M2 — (1 —mo)?

b= Wi C.

Ze 7namé hodnoty hybnosti p vzniklych ¢astic jiz snadno urc¢ime jejich energie E7 a Fy. Pokud by
nas zajimalo, jak rozpad ¢astice vypada v jiné inercidlni soustaveé, potom staci uzit transformacni
vztahy pro energii a hybnost.

7 obdrzeného vysledku plyne, ze v pripadé rozpadu na dvé ¢astice jsou energie vzniklych ¢astic
jednoznacné urceny ze zakonu zachovani energie a hybnosti. Energetické spektrum vzniklych castic
tedy obsahuje pouze jednu hodnotu. Pokud vSak dochéazi k rozpadu na tii a vice ¢astic, potom
zdkony zachovani energie a hybnosti kladou pouze omezeni na mozné vysledky srazek a rozpadii
castic. Toto omezeni méa vétsinou podobu maximalni mozné energie ¢astic. V tomto pripadé je
energetické spektrum vzniklych c¢astic spojité. Podle tvaru energetického spektra tedy mtzeme
rozhodnout, zda se jedna o rozpad na dvé ¢astice nebo na vice ¢astic. Tento vysledek ma i praktické
pouziti.

Volny neutron je nestabilni ¢astice, ktera se rozpada na proton a elektron. P¥i méreni ener-
getickych spekter vzniklych elektronu se zjistilo, ze tato spektra jsou spojita. To znamena, ze se
volny neutron musi rozpadat alespon na tii ¢astice. Rozpady volnych neutronti tak poprvé ukazaly
na existenci novych elementarnich c¢astic, které se nazyvaji neutrina.

Uloha S.V ... fotony

K vysvétleni fotoelektrického jevu predpokladal Albert Einstein, Ze energie a hybnost svétla je
nesena casticemi, které se nazyvaji fotony. Aby se tyto ¢astice mohly pohybovat rychlosti svétla,
musi byt jejich klidovd hmotnost nulovd (tento vztah je formalni, nebot s fotonem nemiizeme
spojit vztaznou soustavu, a proto pojem klidové hmotnosti jakozto hmotnosti v klidovém sys-
tému nem4 pro foton smysl). Mezi jejich energii a hybnosti tak plati jednoduchy vztah E = pc.
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Energie fotonu zavisi na frekvenci svétla v vztahem E = hv, jak plyne z Planckovy teorie, ktera
objasnila vlastnosti tepelného zareni absolutné ¢erného télesa. Hodnota Planckovy konstanty h je
rovna 6,626 - 10734 J - s.

a) Predpoklddejte, ze energie fotonu je zavisla pouze na frekvenci prislusné svételné viny.
Pomoci Dopplerova jevu a transformace mezi energii a hybnosti ukazte, Ze tato zavislost musi byt
dana vztahem E = hv, kde h je blize neurcena konstanta.

b) Uvazujte srazku fotonu s ¢dstici, jejiz klidovd hmotnost je mg. Tato ¢astice je v nasi soustavé
pred srazkou v klidu. VInova délka fotonu pred srazkou je v nasem systému rovna \. Pri srazce
se foton od piivodniho sméru vychyli o ithel ¢. Jak zavisi zména vinové délky A\ fotonu na tihlu
odchyleni ¢ 7

a) M&me vztaznou soustavu, ve které se ve sméru osy z SiFi své-
telna vlna o frekvenci 1. Energie fotont, které ji odpovidaji, je pak
rovna F(vp). Uvazujme nyni soustavu, kterd se vi¢i nasi soustavé po-
hybuje rychlosti v, ktera je rovnobézna se smérem Sireni svételné viny.
Rychlost v je kladnda, pokud se soustava pohybuje ve stejném smeéru
jako svételna vlna. V pohybujici se soustavé je frekvence v uvazované
svételné viny dana vztahem pro Dopplertuv jev

Energii E fotonu v pohybujici se soustavé ziskdme uzitim transformacnich vztahi pro energii
a hybnost

ol

B = () -2 = B 15

ol

Plati tedy
E(v)

)

E = v = hv,

kde h = %’;‘)). Vsechny inercialni soustavy jsou pro popis fyzikalnich jevii rovhocenné. To znamend,
ze vztah mezi energii fotonu a frekvenci prislusné svételné viny musi byt ve vsech soustavach stejny.
Zavislost energie E fotonu na frekvenci v tedy musi byt E(v) = hv.

b) Vinovou délku fotonu po srazce ozna¢me \'. Smér pohybu ¢astice po srazce s fotonem necht
svira s ptivodnim smérem pohybu fotonu tihel . Castice pii srazce ziskd hybnost o velikosti p (viz
obr. 15). Ze zékonu zachovani hybnosti dostavame vztahy

pcost = Y ycos%

psiny = ysingo.

Umocnénim téchto rovnic a jejich sectenim ziskdme rovnost

1 2cosp 1
2 2
pr=h <F_T+W>‘

Uzitim zdkona zachovani energie obdrzime rovnici

hc  hc
\/mict + p2c? SRSt + moc?.

V této rovnici nejdiive osamostatnime odmocninu a pak obé strany umocnime, ¢imz dostaneme
rovnost )
1 1 1 1
22, .2 2 2 2
moc” +p° =h" | - — + 2hmoc | — — + myc”.
e p ()\ A’) ° <)\ N) 0
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Dosazenim za p? obdrzime

1 2(:osg0+ 1 2 n 1 +2mgc 1 1
A2 AN N2 A2 AN A2 h AN
Odtud dostavame vztah
L—cosgp  moeX — A
AN h AN

Pro zménu vinové délky fotonu tedy plati

AN = L(l—coscp).
mocC
Uvazovany proces srazky fotonu s ¢astici se nazyva Comptontv rozptyl. Z odvozeného vztahu
plyne, 7e se tento proces uplatiiuje zejména pii srazce elektront (mald hmotnost mg) s fotony rent-
genového a vy zafeni (velkd relativni zména vinové délky). Comptontv rozptyl je jednim 7 dikazi
casticového chovani svétla.

Elektromagnetismus

Elektromagnetismus v STR

V predchozich dilech seridlu jiz bylo feceno, Ze rovnice elektromagnetismu neméni sviij tvar
pii Lorentzové transformaci. (P¥i Galileiho transformaci vSak sviij tvar zméni.) To znamena, Ze
ve vSech inercidlnich vztaznych systémech jsou elektromagnetické jevy popsany pomoci Maxwello-
vych rovnic (p¥i zadanych zdrojich umoziuji vypocitat elektrickou intenzitu a magnetickou in-
dukei) a vztahu pro Lorentzovu silu F = @ (E + v x B) (pfi zadaném elektromagnetickém poli
umoznuje urcit silu, kterou toto pole piisobi na c¢astici pohybujici se rychlosti v, ktera nese elek-
tricky néaboj Q).

Zabyvejme se nyni otazkou, jak se transformuji elektromagnetické veli¢iny pii prechodu mezi
vztaznymi (inercidlnimi) systémy. Ve vztahu pro Lorentzovu silu umime transformovat silu F
a rychlost v. (Pfislusné transformadni vztahy lze odvodit z Lorentzovy transformace pro sourad-
nice.) Experimentalné bylo zjisténo, ze elektricky ndboj téles (na rozdil od hmotnosti) nezavisi
na jejich pohybu viic¢i pozorovateli. Z vyjadieni Lorentzovy sily tedy muzeme urcit transformacni
vztahy pro elektrickou intenzitu E a magnetickou indukci B.

Pokud budeme k popisu fyzikalnich jevi v STR uzivat tenzorovych poli na ¢asoprostoru, potom
je elektromagnetické pole popsdno pomoci antisymetrického tenzoru druhého ¥adu (ma celkem Sest
nezavislych slozek). Slozkami tohoto tenzoru v danych soutadnicich (v dané vztazné soustavé) jsou
slozky elektrické intenzity (z rozmérovych divodi délenych rychlosti svétla) a magnetické indukce.
To znamena, ze elektrické a magnetické pole jsou relativni. To, co jeden pozorovatel vidi jako
Cisté elektrické pole, miize jiny pozorovatel vnimat jako kombinaci elektrického a magnetického
pole. Elektrické a magnetické pole jsou tedy pouze ,ruzné tvare“ jediného fyzikalniho objektu —
elektromagnetického pole.

Transformace elektrické intenzity a magnetické indukce

Méjme dvé inercidlni soustavy S a S’. Soustava S’ se viici soustavé S pohybuje rychlosti v,
pro jejiz velikost plati v < ¢. V tomto pripadé miizeme v Lorentzové transformaci zanedbat
vSechny ¢leny vyssiho Fadu nez v/c. Mezi systémy S a S’ 1ze proto uzit tzv. pomalou Lorentzovu
transformaci _

r'=r— vt t':t—r—;.

c
Tato transformace se od Galileiho lisi pouze transformaci ¢asové soutradnice. Pozdéji uvidime, ze
tato skute¢nost ma vyznamné diisledky.

Postupem naznac¢enym v predchozi ¢asti nyni odvodme transformaci mezi elektrickymi in-
tenzitami E, E’ a magnetickymi indukcemi B, B’ v pfipadé pomalé Lorentzovy transformace.
V této ¢asti seridlu budeme uzivat rovnitko i mezi vyrazy, které se rovnaji pouze do prvniho radu

ve ¢lenech v/ec.
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Nejprve odvodme vztah pro transformaci rychlosti. Diferencovinim pomalé Lorentzovy trans-
formace dostaneme
v-Ar
2
Pohybuje-li se téleso v soustavé S rychlosti u, potom plati Ar = uAt. Dosazenim tohoto vztahu
do predchozich obdrzime

Ar = Ar — vAt, At = At —

u-v
AF = (u-v)AL A= (1-27) A
c
Pro rychlost télesa ¢’ v soustavé S’ tedy plati
, A u—v
A T 1o
2

Ze vztahu pro skladani rychlosti nyni odvodime transformaci hmotnosti téles. Z predchazejici
rovnice dostavame

u-v 2 2 2
u'2:(<1—|——2)u—v> :u2+2u—2u-v—2u-V:u2—2u-v<1—u—2>.
c c c

u'? u? u-v u? u? u-v
g =l-atrs (“?2) = <1—c—2> (1+275).

Pro transformaci setrvaéné hmotnosti tak dostavame vztah

r my . omy 1 —m(l u-v>
— \/1 u/2 o \/1 U2 \/1+2u - 02 .
2 —0—2 C2

c2

Plati tedy

m

Ze vzorcu pro transformaci hmotnosti a rychlosti snadno odvodime transformacni vztah pro

hybnost
p /o u-vy u—v
p=mu :m(l——z)izp—mv.
c

Uzitim ekvivalence energie a hmotnosti obdrzime

. E
p'=p——Sv.
C

Nyni jiz mizeme odvodit transformacni vzorec pro silu. Diferencovanim transformacniho

vztahu pro hybnost ziskdme

AFE
Apl = Ap — —2V.
C

Pro transformaci sil tedy plati
AP Ap- 3By FoEay

F' = = =
At (1T-%f) At 14

kde jsme vyuzili toho, Ze zména energie télesa je rovna praci vykonané pusobicimi silami AE =
= F-uAt.

Dosazenim vztahu pro Lorentzovu silu do transformace sil obdrzime (do prvniho Fadu ve ¢le-
nech v/c plati rovnost u'v = uv)

F F-u E+uxB E-u
!
F:1_L2V_CZ V:Q( _u_2v —02 V)
C C
u-v E-u u—v)xB+vxB
:Q(E—i— 2 E — 2 v—|—( )_u )
C2
E
:Q<E+v><B—i—u'><<B—VX2 ))

c
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Elektricka intenzita a magneticka indukce se tedy transformuji podle néasledujicich vztaht

vxE
5

E'=E +vxB, B =B — .

Tyto transformacni vztahy plati pouze pro vztazné soustavy, jejichz vzajemna rychlost v je
mnohem mensi nez rychlost svétla ve vakuu. Obecné transformacni vztahy lze z obecné Lorentzovy
vztahy.

7 odvozenych vzorcii plyne, Zze se elektrické a magnetické pole transformuji mezi ,sebou‘.
Pokud bychom uzili Galileiho transformaci a pozadovali stejny tvar vztahu pro Lorentzovu silu
ve viech inercidlnich vztaznych systémech, potom bychom obdrZeli transforma¢ni vztahy E' =
= E+ v x BaB' = B.V tomto pfipadé je magnetické pole nezavislé. Vzajemna provazanost
elektrického a magnetického pole je tedy zptsobena tim, ze do transformace ¢asové soutadnice
vstupuji také souradnice prostoroveé.

Coulombuv zakon a magnetismus

Uvazujme naboj o velikosti (), ktery se vuc¢i nam pohybuje rovnomérné primocate rychlosti v.
Velikost rychlosti v je mnohem mensi nez rychlost svétla ve vakuu. K transformaci elektrického
a magnetického pole mezi nasi soustavou a klidovou soustavou naboje tedy miuzeme uzit vzorce
plynouci z pomalé Lorentzovy transformace. Ve své klidové soustavé (je to inercidlni systém,
nebot se ndboj v nasem inercidlnim systému pohybuje rovnomérné piimocare) zpisobuje naboj
elektrostatické pole urcéené Coulombovym zakonem

Q r

[
Ameg r3’

kde pocatek polohového vektoru r je zvolen v naboji. Uzitim transformacnich vztaht pro elektric-
kou intenzitu a magnetickou indukci tak pro pole ndboje v nasi soustavé dostavame
Q r _vxE Q wvxr

=< r B =
dmeg 13’ c?

Ameger 3

kde poc¢atek polohového vektoru r je v kazdém ¢asovém okamziku volen v naboji (ndboj se v nasi
soustavé pohybuje). Kromé elektrického pole (jiz neni statické ani stacionarni) se v nasi soustavé
objevuje také magnetické pole, coz neni nijak prekvapivé, nebot pohybujici se ndboj reprezentuje
elektricky proud. Zajimavé je, ze jsme magnetické pole tohoto proudu ziskali z Coulombova zékona.

Protoze je v < ¢, plisobi uvazovany naboj na naboje v nasem sys- 9
tému prakticky pouze elektrickym polem. Presto vsak existuji situace,
kdy se magnetické pole, ,,vzniklé v disledku relativity®, vyrazné projevi. 114 e  [o
Hmotna prostiedi jsou tvorena nabitymi ¢asticemi. Celkovy naboj v libo- €2
volné ,vétsi“ oblasti je vSak nulovy. Proto jsou latkova prostiedi celkové 2

neutralni. V nékterych latkach se vyskytuji volné nabité castice (tyto
latky se potom nazyvaji vodi¢e). Pokud k takovéto latce ptilozime vnéjsi
elektrické pole, potom v ni vznikne makroskopicky elektricky proud. Pro-

toze je latka celkové neutralni, je jeji vysledné elektrické pole nulové. To "
vSsak neplati pro jeji magnetické pole. Zaporné nabité Castice se totiz
v elektrickém poli pohybuji opa¢nym smérem nez kladné nabité ¢astice. Obr. 16

Prispévky kladné i zaporné nabitych ¢astic k magnetickému poli tak maji
stejny smér, a proto se nevyrusi jako prispévky k elektrickému poli. Projevy vysledného magne-
tického pole jsou pak snadno pozorovatelné. Piikladem mize byt situace v dnesni serialové tloze.

Uloha S.VI ... dva drdty

Meéjme dva primé rovnobézné nekonecné dlouhé kovové vodice zanedbatelného kruhového prii-
rezu, které jsou od sebe ve vzdalenosti r. Smér jednotkového vektoru es zvolme tak, aby byl
rovnobézny s vodici. Jednotkovy vektor, ktery lezi v roviné urcené vodici, je kolmy na e3 a ma
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smér z prvniho vodice k druhému, oznacme ey. Jako vektor ey oznacujme vektorovy soucin es X e;.
Vektory e1, ez a e3 pak definuji pravotocivy souradny systém. Vodici protékaji elektrické proudy Iy
a I. Velikost proudi je kladnd, pokud maji smér es (viz obr. 16). Pomoci transformacnich vztahii
pro elektrické a magnetické pole ukazte, ze prvni vodi¢ piisobi na tisek délky | druhého vodice

silou
F - —ﬂhblel.
2t r

K reseni této tilohy uzijte nasledujici poznamky. Kovy jsou tvoreny krystalovou mrizkou kladné
nabitych iontii, mezi nimiz se pohybuji volné elektrony. (Toto je velmi zjednoduSeny model struk-
tury kovii. Nicméné pro nas problém je postacujici.) Pokud ke kovu pfilozime vnéjsi elektrické pole,
potom se volné elektrony zacnou pohybovat proti sméru elektrické intenzity. Tim v kovu vznika
elektricky proud. Rychlost usporadaného pohybu elektronii je pri béznych hodnotach proudu velmi
mala, méné nez metr za sekundu.

Elektrostatické pole homogenné nabité primky s délkovou hustotou naboje A\ je ve vzdale-
nosti v od zdroje popsano elektrickou intenzitou o velikosti E = \/(2megr). Vektor elektrické
intenzity vzdy lezi v roviné kolmé na primkovy zdroj a jeho smér udava primka prochazejici zdro-
jem a bodem, ve kterém nas zajima hodnota elektrického pole. Vektor elektrické intenzity sméruje
od zdroje, je-li zdroj nabit kladné. Tento vysledek lze ziskat se¢tenim (integraci) prispévki od
jednotlivych elementii primkového zdroje. Prispévek elementu zdroje je dan Coulombovym zako-
nem. Dalsi moznosti je v tomto pripadé uziti Gaussovy veéty, nebot smeér elektrické intenzity plyne
ze symetrie.

7 Maxwellovych rovnic plyne pro rychlost svétla ve vakuu vztah ¢ = 1/squp. O platnosti
tohoto vzorce se lze snadno presvédcit dosazenim tabulkovych hodnot prislusnych fyzikalnich
konstant.

Celkovy naboj kladnych iont v prvnim vodi¢i na jednotkové délce oznac¢me ;. Protoze je
vodi¢ neutralni, je celkovy naboj volnych elektront na jednotce délky vodice roven —\1. Délkova
nabojova hustota kladnych iontt ve druhém vodici necht je As. Rychlosti usporadaného pohybu
volnych elektrontt v prvnim a druhém vodic¢i oznac¢me v; a vs. Tyto rychlosti jsou kladné, pokud
maji smér vektoru es. Pro proudy ve vodicich tedy plati vztahy

[1 = —)\1?)1, [2 = —)\2?)2.

Kladné ionty prvniho vodice vytvareji v misté druhého vodice pouze elektrické pole

A
Ei = —161, Bi = 0.
2mweqr

Podobné pole vytvareji ve své klidové soustavé i pohybujici se volné elektrony prvniho vodice
A

EI = — el
2mweqr

e

B! =0.

Pole, které vytvareji pohybujici se elektrony prvniho vodi¢e v misté druhého vodice, je v nasi
soustavé (soustava spojend s vodi¢i — s jejich krystalovou m¥izkou) dano transformaci elektrického
a magnetického pole z klidové soustavy elektronti do nasi soustavy

)\1 vies X Eel - )\11)1

Ee:_ €, Be:

= — €.
2meQr c? 2mwegc2r

Vysledné pole v misté druhého vodice ziskame sectenim prispévkt od kladnych iontt a od volnych
elektront I

1
E=0, B = 2#5002re2'

Prvni vodic¢ tedy pusobi na druhy pouze magnetickym polem. To znamena, ze ptisobi pouze
na volné elektrony v druhém vodici. Pro vyslednou silu ptisobici na tsek délky [ druhého vodice
tak plati

I 15l po I 1l

Fl:—)\QlU263>< 32763X62: er.
2megcir 2T 1
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Zcela obdobnym postupem bychom dostali, ze druhy vodi¢ ptisobi na usek délky [ prvniho
vodice silou
. @[1[2[
2 or

F e.
Vidime tedy, Ze je splnén zakon akce a reakce. To nas ale neprekvapuje, nebot se jedna o stacionarni
situaci.

Pomoci pravé odvozeného vztahu je definovana zakladni elektromagneticka jednotka — jeden
ampér. Ampér je staly elektricky proud, ktery pii prichodu dvéma piimymi rovnobéznymi ne-
konecné dlouhymi vodi¢i zanedbatelného kruhového prirezu umisténymi ve vakuu ve vzajemné
vzdalenosti jeden metr vyvola mezi nimi stalou silu 2-10~7 newtonu na jeden metr délky vodice.

Obecnd teorie relativity

V predchozich dilech seridlu jsme se zabyvali specidlni teorii relativity. Fyzikalni jevy jsme
popisovali vyhradné v inercialnich systémech, ve kterych jsme k popisu prostoru uzivali kartézské
soutradnice. Jako ¢asovou souradnici ¢ jsme volili vlastni ¢as prislusného inercialniho pozorovatele.
V poslednim dile si néco povime o obecné teorii relativity (OTR) — o jejich zdkladnich principech,
matematickém aparatu a vysledcich.
ticky aparat. Z tohoto divodu nelze provést vyklad obecné teorie relativity v rozsahu umoznujicim
provést fyzikalni predpovédi primo z rovnic OTR. Ze stejného divodu jsou nékteré ¢asti nasledu-
jiciho textu zjednoduseny.

Co je nového oproti specialni teorii relativity

Rozdil mezi STR a OTR spo¢iva ve vlastnostech prostoroc¢asu (prostor vSech udalosti — ,,je-
visté fyzikalnich dé&ji“). V. STR je topologie a geometrie prostorocasu predem zaddna (stejné
jako v ostatnich fyzikdlnich teoriich). V. OTR je vSak geometrie prostorocasu souc¢asti dynamiky
(pohybovych rovnic).

Pohyb hmoty je vzdy ovlivnén geometrickymi vlastnostmi prostorocasu. V STR je geometrie
zadana. To znamenad, ze zpétny vliv hmoty na prostorocas neni mozny. Fyzikalni interakce jsou
vSak vzajemné (napiiklad elektromagnetické pole buzené elektrickymi néboji zpétné ovliviiuje
jejich pohyb). Tento ,nedostatek” je tedy v OTR odstranén.

OTR je zaroven teorii gravitace. Gravitacni piisobeni je totiz univerzalni, a proto jej lze ge-
ometrizovat. Gravitacni interakce je tak ,zprostifedkovana“ geometrickymi vlastnostmi prosto-
rocasu — hmota ovliviiuje geometrii prostorocasu a vlastnosti prostorocasu pak zpétné ovliviuji
pohyb hmoty (podobné jako elektrické naboje a elektromagnetické pole).

Protoze geometrie prostoroc¢asu v OTR nemusi byt eukleidovska, miize existovat prostorocas,
ktery je konec¢ny a nema zadnou hranici!

Nové predpovédi OTR ftizce souvisi s geometrickymi vlastnostmi prostorocasu. Mezi nejvy-
znamnéjsi predpovédi patii dynamicky vesmir, gravitacni viny a cerné diry.

OTR je t¥eba pouzit v ptipadé velmi kompaktnich objekt (¢erné diry, neutronové hvézdy, bili
trpaslici) a pii studiu vlastnosti celého vesmiru.

Vlychozi principy obecné teorie relativity

VS8echny fyzikdlni interakce miizeme rozdélit do dvou skupin: na diferencidlni a univerzalni
vlivy. Pod diferencidlnimi vlivy rozumime interakce, které na ritizné objekty ptisobi obecné riizné.
Mezi diferencialni vlivy patii vSechny negravitacni interakce. Piikladem univerzalnich vlivi je gra-
vitace — pusobi na vSechny objekty stejné. Diferencialni vlivy lze narozdil od univerzalnich odstinit.
(Pokud napiiklad obklopime elektricky ndboj uzemnénym vodicem, potom se jeho elektrické pole
vné vodi¢e vyrusi.)

Vzhledem k nevyruSitelnosti univerzalnich vlivii musime ptedefinovat nékteré zakladni fyzi-
kalni pojmy. Pod volnym hmotnym bodem rozumime hmotny bod, ktery neni pod vlivem diferen-
cidlnich interakei. Idedlni hodiny jsou hodiny, na které neptisobi diferencidlni vlivy. Sada idealnich
hodin umisténych vedle sebe se chova stejné — vSechny hodiny jdou stejné rychle. Podobné defi-
nujeme idealni tuhé tyce jako tyce, které nejsou pod vlivem diferencialnich sil.
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Stejné jako v STR nazyvame inercidlnimi vztaznymi systémy soustavy, ve kterych se kazdy
volny hmotny bod pohybuje rovhomérné piimocare nebo je v klidu. Mezi principy OTR patii
oba principy STR: princip specialni relativity (rovnocennost vSech inercidlnich soustav) a princip
konstantni rychlosti svétla.

Zakladnim principem OTR je princip ekvivalence. Tento princip vychazi z experimentalniho
poznatku, Ze setrvaénd hmotnost téles (hmotnost vystupujici v druhém Newtonové pohybovém za-
koné a ve vztazich pro setrvaéné zdanlivé sily v neinercidlnich systémech) je rovna jejich gravitaéni
hmotnosti (hmotnost vystupujici v Newtonové gravitaénim zakonu). Presnéji se jedna o piimou
umérnost — rovnost se ziskd vhodnou volbou hodnoty gravita¢éni konstanty G. Setrvacéna a gra-
vita¢ni hmotnost téles se tedy v disledku vzajemné ekvivalence vykrati v pohybové rovnici. To
znamena, ze gravitacni pole piisobi na vSechny objekty stejné — je to univerzalni vliv.

Jednim z prvnich pokust potvrzujicich ekvivalenci gravitacni a setrvacné hmotnosti byl znamy
Galileiho pokus s volnym padem téles ze Sikmé véze v Pise. Galilei tehdy zjistil, ze vSechna volnéa
télesa padaji v gravitacnim poli Zemé se stejnym zrychlenim. Od té doby bylo provedeno mnoho
dalsi pokusii testujicich princip ekvivalence. V soucasné dobé je ekvivalence mezi setrvacnou a gra-
vita¢ni hmotnosti potvrzena s relativni presnosti 10717 (odchylka jejich poméru od jedné). V pété
kapitole tohoto seridlu jsme zjistili, zZe hmotnosti téles jsou ovliviiovany interakcemi. Experimenty
plné prokazuji, ze princip ekvivalence plati také pro interakéni prispévky ke hmotnostem téles.

fo=s

Uvazujme homogenni gravita¢ni pole s intenzitou g. V tomto poli y
méjme zavésenou zdviz (viz obr. 17). Volné hmotné body se v disledku pi-
sobeni gravita¢niho pole pohybuji viici zdvizi se zrychlenim g. Pokud vsak . .
odstranime zavés zdvize a nechame ji volné padat, potom bude zrychleni 9 J I 1 I .
volnych hmotnych bodt nulové a hmotné body se viici soustavé spojené se ;
zdvizi budou pohybovat rovnomérné primocare nebo budou v klidu. Zdviz l
se v tomto pripadé chova jako inercidlni soustava.

Méjme nyni obdobnou zdviz ve volném prostoru bez gravita¢niho pole 7
(viz obr. 18). Necht se zdviz vii¢i inercidlnim systémiim pohybuje rovno- Obr. 17
mérné primocare nebo je v klidu. Potom je zdviz sama inercidlni soustavou
a neptisobi v ni zddné zdanlivé setrvacné sily. Volné hmotné body se viic¢i ni tedy pohybuji s nulo-
vym zrychlenim. Pokud nyni za¢neme zdviz urychlovat s konstantnim zrychlenim a = —g, potom
se volné hmotné body zac¢nou vici zdvizi pohybovat se zrychlenim g.

Uvazujme nyni pozorovatele umisténého ve zdvizi, ktery miize provadét

pouze lokalni pokusy (nemize se divat ven ze zdvize). Takovyto pozorova-

. . tel pak nemiize rozeznat zavésenou zdviz v gravitacnim poli od urychlované

. I I zdvize a volné padajici zdviz od zdvize umisténé ve volném prostoru po-

] hybujici se s nulovym zrychlenim viic¢i inercidlnim systémim. Vidime tedy,

ze ekvivalence setrvacné a gravitac¢ni hmotnosti zpiisobuje také ekvivalenci

Obr. 18 v VI . . .

setrvacnych a gravitac¢nich sil. Vhodnou volbou vztazného systému lze vliv

setrva¢nych sil vyrusit (nepiisobi v inercidlnich soustavich). Podobné je tomu i s gravitaci. Vidéli

jsme, ze volné padajici soustava se chova jako inercidlni systém. Ve volné padajici soustavé by
tedy méla platit STR!

Doposud se nase uvahy tykaly pouze homogenniho pole.
Co se stane, pokud budeme uvazovat nehomogenni gravitac¢ni ! !
pole? Méjme volné hmotné body padajici v gravitacnim poli . e e <
Zemé (viz obr. 19). S bodem O nyni spojme volné padajici sys- \ /
tém. Vlivem nehomogenity gravitacniho pole Zemé se ve volné !

padajici soustavé objevuji slapové sily, které se snazi natahnout
télesa v radialnim sméru a smrstit je ve sméru kolmém na radi-
alni. Velikost slapovych sil je tim vétsi, ¢im blize jsme k bodu O.
Volné padajici soustava tedy vykazuje inercidlni vlastnosti je-
nom daleko od bodu O. Obr. 19

Princip ekvivalence se obvykle vyjadiuje nasledovné: V kazdém bodé libovolného prostorocasu
1ze zavést lokalné inercidlni systém (LIS), v némz v dostateéné malém okoli uvazovaného bodu maji
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prirodni zdkony stejny tvar jako v STR. Vyhodou této formulace je moznost jejiho praktického
vyuziti, které pozdéji uvidime.

Gravitacni pole lze tedy alespon lokalné ,odtransformovat® prechodem do volné padajiciho
systému. Tento krok je mozny diky univerzalnimu charakteru gravitacniho ptisobeni.

Dalgim principem OTR je princip obecné kovariance (relativity). Jedna se o zobecnéni principu
specialni relativity. Podle principu obecné kovariance 1ze fyzikalni zakony popsat rovnicemi, které
maji ve v8ech souradnych systémech (tedy i ve v8ech vztaznych soustavich, nebot jiz z STR vime,
7e s volbou soufadnic na prostorocase je spjata také volba vztazné soustavy) stejny tvar (rovnice
jsou kovariantni). Princip obecné kovariance je v OTR splnén automaticky, nebot fyzikalni zakony
jsou v OTR formulovany pomoci tenzorovych rovnic.

K prepisu fyzikalnich rovnic z STR do OTR se uziva nasledujici formulace principu obecné
kovariance: Pokud fyzikalni zakon plati v nepfitomnosti gravitace (v STR) a rovnice jsou kovari-
antni (neméni sviyj tvar pii libovolné transformaci soutadnic), potom rovnice plati v libovolnych
soutadnicich a v libovolném gravita¢nim poli. Tato formulace izce souvisi s principem ekvivalence.
Podle principu ekvivalence plati v lokdlnim inercidlnim systému STR. Pokud tedy prevedeme fy-
zikalni zadkony vyjadrené v soutradnicich lokalniho inercidlniho systému do soutradnic obecnych,
potom ziskame obecné platné zakony.

Uvedené principy nelze chapat jako jednoznac¢né axiomy. Jednd se spise o heuristické navody,
jak ziskat rovnice popisujici dané jevy v pritomnosti gravitacniho pole. Konec¢né slovo o platnosti
rovnic ma pak experiment. Napiiklad prepis rovnic z STR do OTR neni jednoznacny. Do rovnic
platnych v STR lze totiz pridat ¢leny obsahujici k¥ivost prostoroc¢asu, nebot tyto ¢leny jsou v STR
(plochy prostoroc¢as) identicky nulové. P¥i piepisu rovnic se proto uziva dal$i princip — princip
minimalni vazby: pokud to neni nezbytné nutné, potom do fyzikadlnich rovnic nevkladame vyrazy
obsahujici kfivost prostorocasu.

Obecnd teorie relativity a gravitacni rudy posuv

V této podkapitole odvodime nékteré vysledky OTR, které lze ziskat piimo z jejich principtu
a zakont klasické fyziky. Odvozené vysledky tedy budou mit charakter relativistickych korekei ke
klasickym predpovédim.

Gravitac¢ni interakce je univerzalni interakci. Méla by tedy ptsobit i na svétlo. Z predchoziho
jiz vime, ze fotonu, ktery odpovida svételné viné o frekvenci v, by méla pii platnosti ekvivalence
energie a setrvacné hmotnosti odpovidat setrvaénd hmotnost hv/c?. Podle principu ekvivalence
by fotonu méla odpovidat také gravitacni hmotnost stejné velikosti jako setrvacna.

Méjme stojiciho pozorovatele (v dané vztazné soustavé), ktery vysle foton o frekvenci vy.
Uvazovany pozorovatel se nachdzi na misté, na kterém je hodnota Newtonovského gravita¢niho
potencidlu rovna 7. Na jiném misté s gravita¢nim potencidlem @ necht se nachéazi jiny stojici
pozorovatel, ktery vyslany foton zachyti jako foton o frekvenci v,. Podle zakona zachovani energie
by mélo platit

hl/l hUg
hvy + 2= hve + 2 P

Abychom mohli uzit klasickou fyziku, musi byt obé frekvence blizké! — 11 ~ vy ~ v. To znamena,
7e rozdil gravita¢nich potencialtt Ay = @y — @1 musi byt mnohem mensi nez 2. V piipadé
gravitacniho pole Slunce je tomu tak mezi libovolnymi dvéma body. Pro slabd gravitac¢ni pole
tedy dostavame
Al/:l/z—vlzy(L;M = HZ_A_;‘O_
c v c
Pokud se foton pohybuje z mista s nizsim gravita¢nim potencidlem do mista s vyssim poten-
cidlem, potom se jeho frekvence snizuje — foton ztraci energii a ,rudne®. Tento efekt se nazyva
gravita¢nim rudym posuvem a byl skuteéné pozorovan ve spektru hvézd (pomérné dobie je pozoro-
vatelny u bilych trpaslikii). V Sedesétych letech minulého stoleti (20. stoleti) byla experimentalné
zmérena zmeéna frekvence fotonu pri jeho ,padu® v gravitacnim poli Zemé. Uvazujme pad fotonu

1 Podle klasické fyziky jsou obé frekvence shodné.
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z vysky [. Pro relativni zménu jeho frekvence potom plati

Av gl

v c?
kde ¢ je tthové zrychleni. Pfi experimentu foton padal z vysky [ =~ 20 m. Tomu odpovida relativni
zména frekvence 2 - 1071%. Tuto hodnotu se skuteéné podafilo naméfit!

Ptedchozi odvozeni vztahu pro zménu frekvence fotonu v gravita¢nim poli bylo
hodné intuitivni. ,,Lepsi“ odvozeni vychazi ze skutecnosti, ze gravitacni pole mizeme 9 T
simulovat setrva¢nymi silami. Uvazujme rovnomérné zrychlenou zdviz se zrychlenim g
(viz obr. 20). V okamziku, kdy se zdviz nepohyhuje, vysle pozorovatel A foton o frek- B
venci vq. Za ¢as At tento foton zachyti pozorovatel B, jehoz vzdalenost od pozorova- E

tele A je rovna [. Pro ¢as At pfiblizné plati, ze At = [/c. Za ¢as At se bude pozo-
rovatel B pohybovat rychlosti v = gAt. Vlivem Dopplerova efektu tak pozorovatel B

naméri frekvenci fotonu o, pro kterou plati [ l
v gl Av gl Ay
Vg =V 1——)21/ 1—- =% = ==
2 1 ( . 1 ( 02> » 2 2 9 1

kde rozdil gravitacnich potencidlit Ap = ¢ — pa = gl. Pfedchozi vztah plati obecné  Opr. 20
pouze pro blizké pozorovatele. Obecny vztah ziskdme sectenim jednotlivych zmén frek-
vence podél celé drahy fotonu. Vzhledem k linearité vztahu pro zménu frekvence na malych vzda-
lenostech obdrzime formalné shodny vztah, jenz je identicky se vztahem, ktery jsme jiz drive
obdrzeli ze zdkona zachovani energie.

S frekvencemi v a vy souviseji periody svételné viny 71 a Ty, pro které plati 71 = ¢/1n
a Ty = ¢/vy. Pro jejich relativni rozdil dostavame vztah

AT T -T1 c(rn—w)v Av  Agp
T T V2 c v 2

Vidime tedy, 7ze rychlost plynuti ¢asu v gravitacnim poli zavisi na poloze pozorovatele — pokud
napiiklad bude néjaky pozorovatel kazdou sekundu vysilat signal do oblasti s vyssim gravitacnim
potencidlem, potom pozorovatelé v této oblasti naméri mezi jednotlivymi signaly casové inter-
valy, které budou del$i nez jedna sekunda. Tito pozorovatelé budou tudiz starnout rychleji nez
pozorovatel vysilajici signaly. V OTR nelze tedy obecné synchronizovat hodiny stojici na riznych
mistech!

O rychlosti plynuti ¢asu rozhoduje hodnota gravitacniho potencidlu. Nejpomaleji
plyne ¢as v misté, kde je minimum gravitacniho potencialu. V tomto misté je nulova gT
intenzita gravita¢niho pole, nebot intenzita je derivaci potencialu. Neni tedy obecné g i
pravda, ze Cas plyne pomaleji v silnych gravitacnich polich.

Pokud provedeme vypocet predchozich situaci pomoci OTR za predpokladu sla- "N
bych gravitacnich poli a stojicich pozorovateli, potom se ukaze, ze predchozi vztahy
skutecné plati.

Svétlo se v inercidlnich systémech pohybuje po ptimkéach. Pokud se v§ak na pohyb Obr. 21
svétla budeme divat z urychlené zdvize (viz obrazek 21), potom bude draha svételného paprsku
zaktivena. Uzitim principu ekvivalence tedy dochazime k zavéru, ze se svétlo v gravitac¢nim poli
ohyba. Tento jev byl skute¢né pozorovan.

Matematicka formulace obecné teorie relativity

OTR uziva pomérné slozity matematicky aparat. Neni tedy mozné, abychom se matematic-
kou formulaci OTR. zabyvali podrobné. V této podkapitole se proto omezime pouze na nékolik
poznamek, kterych pozdéji vyuzijeme k diskusi nékterych vysledki OTR.

Prostorocas je v OTR z matematického hlediska ¢tyfrozmérnou pseudo-Riemannovou varietou.
Variety jsou obecnéjsimi ptipady Eukleidovskych prostort. Mizeme si je predstavovat jako plochy
(obecné zaktivené) vnorené do néjakého Eukleidovského prostoru. Pikladem dvojrozmérné vari-
ety je povrch koule. Okoli libovolného bodu variety lze vzdy popsat pomoci souradného systému.
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V piipadé prostoro¢asu potiebujeme celkem &ty¥i souradnice. Ozna¢me je jako 20, 2!, 22 a 3. Pro-

toze je prostorocas varietou pseudo-Riemannovou, je na ném definovana také metrika. Uvazujme
dvé ,blizké* udalosti (hodnoty jejich soufadnic jsou blizké) se souradnicemi z# a z# + da#*, kde
fecky index g probihd hodnoty od nuly do tii. Prostorocasovy interval (,,vzdilenost*) mezi témito

udalostmi je pak dan vztahem
ds? = g (z*)datda”,

kde je uzita Einsteinova sumacni konvence — pres dvojici stejnych indext, kdy jeden z nich je
dolni a druhy horni, se s¢itad. Nasledujici vztahy, pokud nebude fec¢eno jinak, jiz budou zapsany
pomoci této konvence. V piipadé vztahu pro prostorocasovy interval tedy sc¢itdme pies indexy u
a v od nuly do tii. Funkce g,, (%) jsou kovariantni slozky metrického tenzoru. Hodnota pro-
storo¢asového intervalu ds? miize byt nulova nebo zidporna i pro dvé rizné udalosti (stejné jako
v STR) — vzdalenost dvou riznych bodu variety je vzdy kladnd pouze v pfipadé Riemannovych
variet. Prostoro¢asovy interval ds? je skalarni veli¢inou. To znamend, 7e jeho hodnota je nezavisla
na zvoleném souradném systému.

Geometrie prostoro¢asu je plné popsana znalosti prostorocasovych intervalii ds? (funkei Guv)
pro libovolné dvé blizké udalosti. Zname-li totiz metriku (slozky metrického tenzoru g,,), potom
je jiz jednozna¢nym zpusobem definovano derivovani tenzorovych poli v daném sméru a paralelni
prenos tenzoru podél dané kiivky. V obecném pripadé totiz nelze na varieté definovat, co jsou
to paralelni vektory ve dvou ruznych bodech, nebot paralelni prenos vektori mezi témito body
obecné zavisi na ktivce, po které prenos provadime. Tuto vlastnost vykazuji zakfivené prostory.
Pojem paralelnosti dvou vektort ve dvou rtznych bodech ma smysl pouze v pripadé plochych
prostorti, kdy paralelni prenos vektori mezi dvéma body nezavisi na zvolené krivce, po které
prenos provadime.

Jak je tomu v STR? V STR, jak jiz bylo feceno, je geometrie i topologie prostorocasu predem
zadand. Cely prostorocas lze popsat pomoci jediné globalni sady soufadnic (soufadnice nékterého
inercialniho systému): 20 = ct, 2! = z, 22 = y, 23 = 2. Vyraz pro prostoro¢asovy interval jiz znime

ds? = —c2de? + dz? + dy? + d22.
To muzeme zapsat v jednodussim tvaru
ds? = Nuwdat dz”,

kde 1, = =1 prop =v =0, gy = 1 prop=v =1,2,3 a n, = 0 jinak. V této geometrii
nezavisi paralelni prenos vektortt mezi dvéma body na zvolené kiivce (vektory se prenaseji stejné
jako v Eukleidovském prostoru popsaném pomoci kartézskych souradnic — nemeéni se hodnoty
jejich slozek). Specidlné relativisticky prostorocas je tedy plochy. Specidlné relativistickd geometrie
odpovida nulovému gravitacnimu poli. STR 1ze proto uzit pouze jako aproximaci pro ptipad slabych
gravitac¢nich poli.

Cely prostorocas v STR lze popsat pomoci souradnic odpovidajicich nékterému inercial-
nimu pozorovateli?. Pomoci inercidlnich soustav jsme tedy schopni popsat vSechny fyzikalni
jevy. V ramci STR lze tedy fesit i otdzky tykajici se urychlenych pozorovateld®, coz jsme vidéli
v druhé tloze tohoto serialu, kde jsme paradox dvojcat vysvéetlili pouze uzitim inercialnich soustav
v ramci STR.

Z principtt OTR vime, jak gravitacni pole ptisobi na fyzikilni objekty (v LIS plati STR).
Napriklad z podminky, ze v okamzité lokalni inercialni soustavé se volny hmotny bod pohybuje
s nulovym zrychlenim, vyplyva, ze volné padajici objekty se v prostorocase ,,pohybuji“ po geode-
tikach (jejich svétocary? jsou geodetikami). Geodetiky jsou k¥ivky, jejichz teény vektor se podél
nich prendsi paralelné — v piipadé Eukleidovského prostoru jsou geodetikami piimky (geodetiky

2 Toto vsak neplati v OTR, kde obecné neexistuje globdlni inercidlni systém.

3 Soufadnice jim odpovidajici obecné nepokryvaji cely prostorocas. Inercidlni pozorovatelé jsou tedy v STR vyznadéni.
4 Jsou to historie danych objekti — kfivky v prostorocase, které prochazeji viemi uddlostmi (svétobody), které se odehraji

v misté daného objektu.
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jsou tedy zobecnénim p¥imek do zak¥fivenych prostort). Z principit OTR vSak nelze uréit zpétny
vliv fyzikalnich objektii na gravitacni pole — nelze ziskat gravitacni zakon.

Einsteinovy rovnice (gravitaéni zdkon) se v OTR ,odvozuji“ z podminky, aby v pfipadé slabého
gravitacniho pole prechizely v Newtonuv gravitacni zdkon a aby byly splnény lokalni zdkony
zachovani energie a hybnosti. Vysledné rovnice maji tvar

1 8t
Ry — §R9/W + Mg = 7Tuv-

Leva strana téchto rovnic® je nelinearnim diferenciadlnim vyrazem druhého fadu pro metriku gu,,G,
ktera zcela popisuje gravitacni pole. Vyraz T}, stojici na pravé strané Einsteinovych rovnic je
tenzor energie a hybnosti, ktery popisuje zdroje gravitacniho pole. G je Newtonovskad gravitacni
konstanta (byva rovnéz oznac¢ovana jako k) a ¢ je rychlost svétla. Na levé strané rovnic vystupuje
tzv. kosmologicka konstanta A. Hodnota této konstanty je velmi mald; je tfeba ji uvazovat pouze
v pripadé, ze se zabyvame celym vesmirem.

Je velmi zajimavé, ze z Einsteinovych rovnic plynou i rovnice pro pohyb hmoty! Tato sku-
tecnost se nékdy vyjadiuje slovy: hmota ,iikd“ prostorocasu, jak se mé zakfivovat, a prostorocas
,Iika“ hmoté, jak se ma pohybovat. V pripadé, ze uvazujeme pouze gravitacni interakci, je v Ein-
steinovych rovnicich obsazena celd fyzika. V ostatnich pripadech je tfeba ptidat rovnice popisujici
zbyvajici negravitacni interakce. Naptiklad pro elektromagnetismus jsou to Maxwellovy rovnice
nebo v pripadé tlaku se jedna o stavovou rovnici.

Gravitac¢ni interakce je univerzalni interakci. To se projevuje také v tenzoru energie a hybnosti,
kde se vyskytuji prispévky od vSech negravitac¢nich fyzikalnich objekti. To znamend, ze zdrojem
gravitace je v.OTR napriklad také elektromagnetické pole nebo tlak! S univerzalitou gravitace
rovnéz souvisi slozitost Einsteinovych rovnic — metrika g, totiZz nevystupuje pouze na levé strané,
ktera je jiz dost slozitda, ale rovnéz také v tenzoru energie a hybnosti a v rovnicich pro negravitacni
interakce (napf. Maxwellovy rovnice).

OTR je lokalni teorii. Einsteintiv gravitac¢ni zakon totiz urcuje geometrii prostorocasu pouze
lokalné. Podobné i ostatni rovnice popisujici fyzikalni jevy jsou lokalni — napt. Maxwellovy rovnice.
Lokélnost teorie se také projevuje tim, ze v OTR neni jednoznac¢né zadana topologie prostoroc¢asu
(souvisi se souradnicovymi sadami, s jejichZ pomoci pokryvame prostoroc¢as). Globélni veli¢iny
(napf. celkova energie nelokdlniho systému) nemaji v OTR obecné smysl — lze je zavést pouze
v piipadé, ze prostorocas (jeho geometrie) vykazuje néjakou symetrii. Napiiklad zdkony zachovani
celkové energie a hybnosti (veetné prispévki od interakénich poli) fyzikélnich systémi v STR tizce
souviseji s vysokou symetrii specialné relativistického prostorocasu.

Vlastni ¢as pozorovatelii
Uvazujme dvé blizké uddalosti na svétocare néjakého pozorovatele, které maji souradnice &#
a &M 4+ dEéF. Pro jejich prostorocasovy interval pak plati

ds? = g, derde”.

Podle principu ekvivalence lze zvolit v libovolném bodé prostorocasu LIS, ve kterém plati STR.
V udéalosti popsané souradnicemi £# tedy zvolme pocatek tohoto systému. Souradnice udalosti £#+
d& jsou potom v lokalné inercidlnim systému rovny dz#. Prostorocasovy interval (nezavisi na volhé
soutadnic) lze pak vyjadfit nasledovné

ds? = ppdatdz” = —2di? + da? + dy? +d22 = (V¥ — ) dt?,
kde v je velikost rychlosti pozorovatele v dané lokalni inercidlni soustavé.

Ze specialni teorie relativity jiz vime, ze se zadny pozorovatel nemize vici zadnému iner-
cialnimu systému pohybovat svételné nebo nadsvételné. To znamena, 7e svétocary odpovidajici

5 Jednd se o 10 rovnic — obé strany jsou symetrické v indexech pv a oba indexy nabyvaji hodnot od nuly do t¥i.

6 Vyrazy Ruv a R popisujici kiivost prostorocCasu jsou jednoznac¢né uréeny z metriky.
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fyzikdlnim pozorovatelim (hmotnym objektim) nejsou libovolné — pro libovolné dva blizké svéto-
body na svétoc¢afe uvazovaného pozorovatele musi platit, ze ds? < 0.

Pokud LIS zvolime tak, ze je okamzitym klidovym inercidlnim systémem daného pozorovatele,
potom je rychlost pozorovatele v nulova a vlastni ¢as pozorovatele 7 odpovida ¢asové soutradnici
lok&lné inercidlniho systému. Mezi uvazovanymi udalostmi tak pozorovatel naméii vlastni cas

1 1
dr = =/ —=ds? = —\/—gderdev.
c c

Vlastni ¢as 7 mezi libovolnymi udalostmi na svéto¢atre pozorovatele ziskame integraci (se¢tenim)
jednotlivych prispévka dr.

Méjme pozorovatele, ktery se v daném globalnim inercidlnim systému (uvazujeme plochy pro-
storo¢as — STR) pohybuje rychlosti v(t). Pro jeho vlastni ¢as 7 mezi udalostmi majici v daném
inercialnim systému casové soutradnice t1 a to pak plati

1 to w v 1 to to |/ 2
C t dt dt C t1 t C

7 tohoto vztahu vidime, ze pohybujici se pozorovatel vzdy starne pomaleji nez pozorovatel spojeny
s danou inercialni soustavou, nebot 7 < t3 — t1. Pokud by byl druhy pozorovatel také inercialnim,
potom by se zdalo, 7ze dochazime k paradoxu. Neni to vSak pravda. Pokud by totiz byli oba pozo-
rovatelé inercialnimi, potom by se mohli potkat pouze jednou. Aby pozorovatelé mohli posoudit,
ktery z nich starne rychleji, musi se potkat alespon dvakrat. Ale v takovém pripadé je alespon
jeden z pozorovateli neinercialnim.

Predchozi vztah jsme mohli ziskat i trochu jinym zpisobem. V STR. lze totiz s kazdym po-
zorovatelem spojit okamzity klidovy globadlni inercidlni systém. Vztah mezi ¢asovym intervalem
v okamzitém klidovém systému pozorovatele a odpovidajicim ¢asovym intervalem v inercidlnim
systému, ve kterém mame zadan pohyb pozorovatele, je pak dan dilataci casu.

Svétlo se v kazdém inercidlnim systému §ifi rovnomérné primocate konstantni rychlosti ¢. To
znamena, ze jemu odpovidajici svétocary jsou geodetiky, pro jejichz libovolné dva blizké svétobody
plati ds? = 0.

Schwarzschildovo resSeni Einsteinovych rovnic

Schwarzschildovo feSeni je presné sféricky symetrické feseni Einsteinovych rovnic ve vakuu
(tenzor energie a hybnosti je nulovy). Je to jedno z nejjednodussich feSeni. Popisuje gravitaéni
pole sféricky symetrického centralniho objektu o hmotnosti M, kolem kterého je vakuum (neni
tam ani elektromagnetické pole). Prostoroc¢asovy interval je v pripadé Schwarzschildova feSeni dan

vztahem
2GM
ds? = — (1 — ) Adt? +

CQT‘

+ 12 (d9? + sin® 9 dy?) .

Tyto souradnice odpovidaji soustavé spojené s pozorovateli, ktefi vzhledem k centralnimu objektu
stoji. Svétocary téchto pozorovateli jsou v téchto soufadnicich dany vztahy: r = konst.,v =
= konst., ¢ = konst. a t libovolné. Gravita¢ni pole je v tomto pripadé stacionarni, nebot metrika
nezavisi na c¢asové souradnici t.

Pro r > 2GM/ ¢? je geometrie prostoro¢asu popsana metrikou

ds? = —2d? + dr? + 2 (d192 + sin? ﬂdgpz) .

To je vsak specialné relativisticka geometrie vyjadrena pomoci sférickych souradnic. Provedeme-li
totiz transformaci soutadnic
x = rsind cos ¢,

y = rsindsin p,

2z =rcos,
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potom pro dz,dy a dz plati

dz = sinvcos pdr + r (cos ¥ cos ¢ d¥ — sin I sin p dyp) ,
dy = sin ¥ sin p dr + r (cos ¥ sin ¢ dv) + sin ¥ cos p dyp) ,
dz = cos¥dr — rsind dd,

z ¢ehoz dostavame

dz? +dy® +dz* = dr? +r? (d9? +sin® ¥ d?) .
Ve velké vzdalenosti od centralniho objektu tedy plati STR. To znamend, Ze prostorocas je
asymptoticky plochy. Z predchoziho rovnéz plyne geometricky vyznam souradnice t. Je to vlastni
¢as pozorovatele stojiciho v nekone¢nu”.

Geometrie prostoroc¢asového fezu ¢ = konst. a r = konst. je ddna vztahem
ds? = 12 (d192 + sin? 19dg02) .

To je geometrie povrchu t¥irozmérné koule o poloméru r. Plocha této sféry je dana znamym vzta-
hem 4772, Tim je din geometricky vyznam soufadnice r. Vzhledem k zak¥ivenosti prostoro¢asu
v8ak neplati, Ze r je rovno vzdalenosti od centra sférické symetrie! Se souradnici r lze zachéazet
jako se vzdalenosti od centra pouze v asymptoticky ploché oblasti (r > 2GM/c?).

Ze vztahu pro Schwarzschildovu metriku vidime, Ze pro r = 0 a r = 2GM/c? je tato metrika
singularni (délime v ni nulou). Pokud vSak ma tato metrika popisovat gravitacni pole néjakého
nebodového objektu (napiiklad hvézdy), potom ji lze uzit pouze k popisu gravitaéniho pole vné
tohoto objektu (pro r > rg), nebot Schwarzschildovo feSeni je vakuové (uvniti télesa je tenzor
energie a hybnosti nenulovy). Potom ale k zddnym singularitAm nedochazi, protoze soutadnice rg
povrchu centralniho objektu® je vidy vétsi nez hodnota QGM/CQ. Pozdeéji uvidime, 7e je to zpu-
sobeno tim, ze pod touto hodnotou nelze stat na konstantnim r. Pokud tedy povrch centralniho
objektu nenalezneme do hodnoty r = 2GM/c?, potom jej jiz nenalezneme nikde. Cely prostorocas
je pak vakuovy a odpovida Schwarzschildové cerné dite.

Nyni si odvodime vztah pro gravita¢ni rudy posuv v pripadé Schwarzschildovy metriky. Uva-
zujme dva stojici pozorovatele A a B. Pozorovatel A necht vysila svételné signaly, mezi nimiz jsou
v souradnicovém case t casové rozestupy Ata. Tyto signaly prijimé pozorovatel B. Jaké c¢asové
rozestupy Atg mezi signaly namé¥i pozorovatel B? Pro svéto¢aru svételnych signald plati ds? = 0.
Odtud dostavame, 7ze

1 \/dr2 + (1- 25%) r? (dv? + sin? 9 dp?)
cer

Vidime tedy, ze dt nezavisi na souradnicovém c¢ase ¢, coz je dano stacionaritou Schwarzschildova
reseni. Uvazime-li jeSté, Zze oba pozorovatelé jsou stojici, potom dochazime k zavéru, ze se svétocary
svételnych signali lisi pouze o konstantu v souradnicovém case t. To znamena, ze celkovy sourad-
nicovy Cas (ziska se sec¢tenim piispévki dt) potFebny k prekonani vzdalenosti mezi pozorovateli je
pro vSechny svételné signdly stejny. Plati tedy Atg = Ata.

Pro frekvenci va signéld, kterou naméii pozorovatel A, plati vy = 1/A71a, kde A7p je vlastni
¢as pozorovatele A odpovidajici souradnicovému intervalu Ats. Obdobny vztah lze nalézt i pro
frekvenci vg signali, kterou naméii pozorovatel B. Dostavame tedy

/ 2 _ 2GM QGM \ 3
VB - ATA - _ASA o 1 C2’I"A AtA - 1 - CQTA :

- - a - 2GM
vy  ATp /_ASQB /1_20§—TA§NB -5

7 Toto vSak neplati pro pozorovatele stojici na kone¢né hodnoté soutfadnice r! Je to zptisobeno tim, 7e v gravita¢nim
poli zavisi rychlost chodu hodin na jejich poloze, a proto nelze ¢asovou souradnici zvolit tak, aby byla vlastnim ¢asem vsech
stojicich pozorovateli.

8 Centralni téleso, jak jiz bylo feceno v ivodu této podkapitoly, musi byt sféricky symetrické, abychom méli zaruceno, Ze

i jeho gravita¢ni pole bude sféricky symetrické a vné objektu bude tedy popsatelné Schwarzschildovou metrikou.
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Pokud za jednotlivé signaly budeme povazovat vrcholy svételné viny, potom dostavame vztah pro
gravitaéni rudy posuv®. V piipadé slabého pole, kdy plati r > 2G'M/c?, obdrzime
GM GM
v _,_GM _

— =1 2 2 L+
VA C°TA  C°TB c

YA — ¥B
2 )

coz je vztah, ktery jsme jiz ziskali uzitim Newtonovy teorie gravitace a principi OTR.

Co se stane, pokud se jeden z pozorovatelii zacne pohybovat? Gravitacni pole Zemé lze z hle-
diska relativistickych efekti pomérné presné popsat pomoci Schwarzschildovy geometrie (Zemé
je s velkou presnosti sféricky symetrickd). Méjme pozorovatele (ozna¢me jej pismenem Z), ktery
stoji na zemském povrchu. Polomér Zemé oznaéme R. Ve vzdalenosti r od stfedu Zemé necht
se pohybuje po kruhové draze pozorovatel S. Uvazujme, 7e pozorovatel S volné pada — kromé
gravitace na néj nepiusobi zadné dalsi sily. Pozorovatel S se tedy pohybuje rychlosti /GM/r,
kde M je hmotnost Zemé. Sférické souradnice zvolme tak, aby kruhova draha pozorovatele lezela
v roviné ¢ = 5. Pro pohyb pozorovatele S tedy plati

Ay 2 GM
r—1| = —.
At r
Pokud bude vzdalenost obou pozorovateli maximalni nebo miniméalni, potom bude platit Aty =

= Atg, nebot v tomto pripadé dvé po sobé jdouci maxima potiebuji stejny ¢as k probéhnuti drahy
mezi obéma pozorovateli. Pro frekvence, které pozorovatelé naméri, tedy plati (pole je slabé)

2
vs /1 . QS%CAtz 1— 20627';\%/[ c R 2r

Pro r = %R dostavame, ze vz = vg. To je zptisobeno tim, ze kromé gravitacniho pole ma v tomto
pripadé vliv na zménu frekvence svétla také pohyb jeho zdroji.

Jiz. v roce 1859 dokazal Leverrier, ze staceni perihelia Merkuru nelze zcela vysvétlit poru-
chami od ostatnich téles sluneéni soustavy. Pozorované staceni perihelia bylo o 43" /stoleti vétsi
nez vypoc¢tené!?. Pokud budeme vySetfovat drahy volnych téles ve Schwarzschildové poli, potom
v oblasti, kde je pole slabé, dostavame Keplerovské orbity, které vSak jiz nejsou uzaviené naroz-
dil od Newtonovského pripadu. Dochézi totiz ke staceni jejich pericenter. Pii jednom obéhu se
pericentrum posune o thel

2
2GM _2GM _ 1 ﬂ)
vz \/(1 — 3, )C2At% — r2Ap? B \/1 2r 2 (T Al GM (1 3)

6rGM

2a (1 —e?)’
kde a je hlavni poloosa eliptické drahy a e je jeji excentricita. V ptripadé planety Merkur dostavame
presné hodnotu, ktera je rozdilem mezi pozorovanou hodnotou a hodnotou plynouci z Newtonovské
teorie.

7Z principu ekvivalence plyne, ze by v gravita¢nim poli mélo dochazet k ohybu svétla. V pripadé
Schwarzschildovy geometrie lze za piedpokladu slabého pole (r > 2G'M/c?) odvodit pro thel ¢
ohybu svételného paprsku vztah

Ap =

4GM

¥ = 2R
kde R je minimalni vzdalenost svételného paprsku od centralniho objektu. Je zajimavé, ze po-
kud bychom ohyb svételného paprsku pocitali pomoci nahrazeni gravitacniho pole setrva¢nymi
silami urychlené zdvize, potom bychom dostali pouze polovi¢ni hodnotu pro thel ohybu. Je to
zpisobeno tim, Ze v pripadé urychlené zdvize je prostorocas plochy (existuji v ném globalni iner-
cialni systémy), zatimco v ptipadé gravitaéniho pole centralniho objektu je prostorocas zakfiveny.

9 Skuteény posuv mize byt i modry. Termin gravitacni rudy posuv zde pouzivame pro zménu frekvence svételné viny
vlivem gravita¢niho pole. Tedy i pro pfipad modrého posuvu.

10 P s . . . ; . . . ‘
Staceni perihelia zptisobené poruchami od ostatnich téles je vice nez desetindsobné.
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V roce 1919 provedl Eddington experiment s mérenim ohybu svételnych paprski gravitaénim po-
lem Slunce!l. Vysledky tohoto experimentu prokazaly platnost predchoziho vztahu'?. Po tomto
experimentu zacala byt OTR piijimanals.

Pi vySetfovani pohybii volnych ¢astic v okoli ¢erné diry (popifipadé velmi stlac¢ené hvézdy, aby
vakuum bylo a7 k hodnotdm r blizkym 2G'M/c?) se objevuji zcela ne¢ekané vysledky. Napiiklad
pod 6GM/ ¢? jiz neexistuji stabilni kruhové orbity. Na hodnoté r = 3GM / ¢® je kruhova draha
pro fotony a pod ni jiz neexituje zadna kruhova orbita. Schwarzschildovské pole je dokonce tak
silné, ze existuji energeticky nevazané kruhové drahy. To znamend, Ze Castice na téchto orbitach méa
dostatek energie k tomu, aby se mohla dostat az do nekonecna. Tyto drahy jsou tedy nestabilni. Pri
jejich poruse ¢astice bud odlétne do nekoneéna anebo skonéi v ¢erné dife (popfipadé v centralnim
objektu).

Cerné diry

Nejjednodussi ¢ernou dirou je Schwarzschildova ¢erné dira, které je popsana Schwarzschildovou
metrikou v celém prostorocase. V tomto pripadé zde nemame zadné centralni téleso a cely prosto-
ro¢as je tedy vakuovy. Cernou dirou nazyvame oblast prostorocasu, jejiz radialni soufadnice 7 je
mensi nez 2GM/c?. Oblast s r = 2GM/c? se nazjva horizontem ¢erné diry.

Proc¢ je ¢erna dira ¢erna? Uvazujme pozorovatele, jehoz svétoc¢ara ma konstantni radialni
soufadnici r, kterd je mensi nebo rovna hodnoté 2GM/c?. Na této svétoCaie potom plati

2G M
d? = — (1= 2GM) gy 2 (d9? + sin® ¥ de?) .
c2r

To znamen4, 7e uvniti ¢erné diry je vzdy ds? > 0 a na jejim horizontu je ds? > 0, pfi¢em? rovnost
nastava pouze v pripadé, ze jsou konstantni i ostatni prostorové souradnice. Uvnitt ¢erné diry a na
jejim horizontu nelze tedy stat na konstantni radialni soufadnici'®! Vechny fyzikalni objekty se
tedy uvnitf ¢erné diry musi pohybovat po svétocarach, na kterych klesa radialni souradnice r. To
je zpusobeno tim, ze pod horizontem hraje tilohu ¢asové souradnice radialni souradnice r a nikoliv
soufadnice ¢ (zAporny ¢len v metrice stoji pied dr? a nikoliv pred dt?). Z ¢erné diry tedy nemiize
uniknout do vnéjsi oblasti za horizontem zadny fyzikalni objekt — ani zareni. Proto je ¢erna dira
cerna.

7 predchozi diskuse vidime, pro¢ musi byt hodnota radialni souradnice povrchu centralniho
télesa vetsi nez 2G M/ 2. V opaéném piipadé by se totiz radialni soufadnice povrchu télesa musela
zmensovat a téleso by se tak zhroutilo do r = 0.

Uvazujme nyni pozorovatele, ktery se pohybuje (ne nutné volné — mohou na néj pusobit
i negravitacni sily) smérem do éerné diry (jeho radidlni soufadnice klesa). Z podminky ds? < 0
dostavame nerovnost

. 1\/dr2 + (1 — ZSTJ?\/) r2 (d192 + sin? 19dg02) 1 dr

2GM = 2GM ’
c 1= =5 o

kde piedpoklddame, Ze jsme stale mimo ¢ernou diru (r > 2GM/c?). Zaporné znaménko v posled-
nim vyraze je zpusobeno tim, ze dr je zaporné, protoze radialni souradnice klesa. Necht v ¢ase t = 0

L opy experimentu se méfila vzajemnd poloha hvézd v blizkosti slune¢niho kotouce béhem jeho zatméni Mésicem. Namé-
fené hodnoty se porovnaly s hodnotami naméfenymi v dobé, kdy byl sluneéni kotou¢ dostatecné daleko (napiiklad na druhé
strané oblohy). Uhel ohybu svételnych paprski se potom uréil z naméfenych rozdild relativnich poloh hvézd. Pro svételny
paprsek jdouci tésné pii povrchu Slunce obecn3 teorie relativity pfedpovida hodnotu 1,75".

12 Vysledky méfeni nebyly prili§ pfesné, nicméné vylucovaly moZnost, Ze by skuteény thel ohybu byl poloviéni oproti
predpovédi OTR.

13 Nicméné astronomové ji pfijmuli az v 60. letech, kdy byly objeveny kvasary a rentgenové zdroje, jejichz zarivé vykony
se daly pfirozené vysvétlit pouze pomoci OTR.
14 Fyzikalni pozorovatel se mize ,pohybovat® pouze po svétocare, na niz pro libovolné dvé blizké udalosti plati ds? < 0.

Stat na horizontu mizZe pouze foton, ktery se nepohybuje ani v thlovych soutadnicich.
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je hodnota radidlni soufadnice uvazovaného pozorovatele rovna rg. Integraci (se¢tenim) predchozi
nerovnosti dostavame vztah

ro—r 2GM . ro— 26M

2
t > + n e .
c 3 r_ 2GM

c2

Vidime tedy, ze horizontu ¢erné diry dosdhne pozorovatel az v nekonec¢né hodnoté ¢asu t! Tento
vysledek nas ptilis neprekvapi, pokud si uvédomime, ze se v blizkosti horizontu ,,zastavuje“ ¢as, coz
plyne z toho, ze pokud priblizujeme zdroj svétla k horizontu ¢erné diry, potom jeho gravitacni rudy
posuv roste do nekone¢na (frekvence svétla klesa k nule). Mohlo by se tedy zdat, ze pozorovatel
horizontu a cerné diry nikdy nedosahne. K tomuto zavéru skutecné dochéazi pozorovatel, ktery
se nachazi ve vnéjsi oblasti, nebot pro néj ma souradnice ¢ skuteéné vyznam c¢asové soutradnice.
Pokud bude pozorovatel letici do ¢erné diry béhem svého pohybu vysilat signaly, potom je vnéjsi
pozorovatel bude registrovat po celou dobu existence vesmiru. Nicméné frekvence téchto signali
velmi rychle poklesne k nule.

Zcela k jinému zavéru dochazi pozorovatel letici do cerné diry. Da se ukazat, ze tento pozoro-
vatel dosdhne horizontu v kone¢né hodnoté vlastniho ¢asu. Po priletu horizontem mu pak nezbyva
nic jiného nez se pohybovat po svétocare, na které se zmensuje radidlni souradnice. Za konecny
vlastni ¢as potom pozorovatel skonc¢i svou historii v » = 0, kde je singularita. V pripadé volného
padu do cerné diry je cely proces z hlediska padajiciho pozorovatele velmi rychly.

Jiz jsme se zminili o tom, Zze na horizontu ¢erné diry a pro r = 0 je Schwarzschildova metrika
singularni. Pokud se ndm nékde vyskytne singularita, potom je vidy t¥eba (zejména v OTR)
zkoumat, zda je tato singularita fyzikalni nebo je zptsobena volbou soutadnic. Pokud v tomto
piipadé spocitame nékteré skalarni veli¢iny (nezéviseji na volbé souradnic) charakterizujici kiivost
prostorocasu, potom zjistime, ze diverguji pouze pro r = 0, zatimco na horizontu jsou konecné.
Déa se ukazat, ze fyzikalni singularita je pouze v r = 0, kde je singuldrni geometrie prostorocasu
(tim padem jsou singuldrni i ostatni fyzikalni veli¢iny). O tom, co se déje v singularité, zatim nic
nevime, nebot v singularité nelze uzit Einsteinovy rovnice.

Schwarzschildovy souradnice t, 7,19 a ¢ nejsou vhodné pro popis prostorocasu v cerné dife a
na jejim horizontu. Vidéli jsme, Ze horizontem cerné diry lze v téchto soutadnicich projit pouze
pies nekone¢nou hodnotu ¢. Ukazuje se totiz, Ze oblast r = 2G M /c?, t koneéné, ¥ a ¢ libovolné je
ve skutec¢nosti pouze dvojrozmérnou oblasti. Pro popis Schwarzschildovské ¢erné diry jsou vhod-
néjsi soutadnice nazyvané Kruskalovy, v nichZ ma metrika nasledujici tvar!®

) 3M3 2
ds? = % exp (—22;/[> (—dV2 + dU2) + 72 (d192 + sin? 19d902) )
cdr

Z vyjadreni Schwarzschildovy metriky v Kruskalovych soutadnicich vidime, ze na horizontu ¢erné
diry skutecné zadna singularita neni.

Kruskalovy soufadnice (pokud budeme uvazovat jejich maximdlni mozny rozsah) ve skutec-
nosti popisuji dvakrat ,,vétsi“ prostorocas. K jeho pokryti bychom potiebovali dvé sady Schwarz-
schildovskych souradnic. Toto rozsireni Schwarzschildovské variety je dokonce zadouci, protoze
puvodni prostoro¢as (pouze s jednou sadou Schwarzschildovskych soufadnic) nebyl geodeticky
uplny — nékteré geodetiky koncily mimo singularitu pii konec¢né délce. V rozsifeném prostorocase
potom mame dvé vnéjsi asymptoticky ploché oblasti (dva vesmiry), jednu ¢ernou diru a jednu
tzv. bilou diru. Pri diskusi pohybu pozorovatelii uvniti ¢erné diry jsme dospéli k zavéru, ze se
pozorovatelé mohou pohybovat pouze tak, aby se jejich radialni souradnice zmensovala. Druhou
moznosti by vSak bylo, ze se pozorovatelé pohybuji tak, 7e se jejich radialni souradnice neustale
zvétsuje. Tato moznost se realizuje v bilé dife. To znamend, ze z bilé diry musi vSechny objekty
vyletét. Objekty, které vyleti z bilé diry, se ve vnéjsi oblasti objevi v ¢ase t = —oo. Pro vnéjsiho
pozorovatele tyto objekty tedy existuji ,od pocatku“ vesmiru.

15 Je to ,smiSeny“ tvar, nebot zde také vystupuje Schwarzschildovskd radidlni soufadnice r. Ta je v8ak jednoznacnou

funkci Kruskalovych souradnic V,U, 9 a ¢.
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D4 se ukédzat, ze neni mozné, aby se néjaky fyzikalni objekt dostal z jednoho vesmiru (vnéjsi
asymptotickd oblast) do druhého, nebot k tomu je nutné pohybovat se nadsvételnou rychlosti
(ds? > 0), coz neni mozné. Pokud ¢erné dira vznikne kolapsem né&jakého télesa, potom se dva
vesmiry neobjevi. Je to zpisobeno tim, ze cely prostorocas neni Schwarzschildovsky (¢erna dira
zde neni od zacatku).

Vratme se nyni k padu pozorovatele do ¢erné diry. Predchozi zavéry platily pouze pro bodo-
vého pozorovatele. Pokud je pozorovatel nebodovy, potom je potieba uvazovat také nehomogenity
gravita¢niho pole, které zptsobuji slapové sily. Slapové sily rostou smérem k r = 0, kde jsou neko-
nec¢né. To znamend, ze nebodovy pozorovatel do singularity nikdy nedospéje, nebot jesté predtim
jej roztrhaji slapové sily. Jestlize mame ptili§ velkého pozorovatele a malo hmotnou c¢ernou diru
(mé& maly rozmér horizontu), potom se takovy pozorovatel nemusi dostat ani do ¢erné diry, nebot
slapové sily jej znici jesté drive, nez dosahne jejiho horizontu. Pokud vSak mame velmi hmotnou
¢ernou diru (napiiklad ty, které se nachazeji v centrech galaxii), potom je gravita¢ni pole na jejim
horizontu pomérné homogenni (vzhledem k lidskym rozmérim). V takovém pripadé z lokalnich
experimentii viibec nepozname, Ze jsme se dostali do ¢erné diry (pod jeji horizont). To zjistime az
za chvili, kdyz zac¢ne neodvratné ,prituhovat®.

Zatim jsme se zabyvali pouze Schwarzschildovou ¢ernou dirou, ktera je zcela charakterizovana
jedinym parametrem — svoji hmotnosti M. Je mozné ukazat, ze kazda staciondrni ¢ernd dira je
jednoznac¢né urcena zadanim tii parametri, kterymi jsou hmotnost, elektricky naboj a moment
hybnosti'6. Prostorocas obecné stacionarni ¢erné diry nemusi byt vakuovy, nebot v ném miize byt
elektromagnetické pole (¢ernad dira mize byt nabitd).

Cerné diry mohou vzniknout pii gravitaénim kolapsu hmotného objektu (napiiklad velmi
hmotné hvézdy na konci jejiho zivota). Takovéto ¢erné diry jisté nebudou stacionarni, nebot nee-
xistuji od zacatku vesmiru. Ukazuje se vSak, ze po vzniku cerné diry lze jeji gravitacni pole v jejim
okoli popsat pomoci gravitacniho pole, které odpovida néjaké stacionarni cerné dite. Vysledny
objekt je tedy velmi jednoduchy, nebot jej lze popsat pouze pomoci t¥i parametri (v praxi staci
dva, protoze celkovy nédboj makroskopickych téles je nulovy). P¥i gravitaénim kolapsu se tedy
,zvysuje“ symetrie. Piipadné nesymetrie pivodniho objektu jsou ,,vyzareny“ gravita¢nimi vinami
pri vzniku ¢erné diry.

Rotujici ¢erna dira vykazuje zajimavé efekty. Lze z ni napriklad ziskdvat energii na ukor
jeji rotace. Zajimavym efektem je také tzv. ,vleceni“ inercidlnich systémi. Rotujici ¢ernad dira
totiz ve svém okoli ,strhava“ geometrii prostorocasu a nuti ji ke korotaci. Pokud bychom nechali
z nekonecna volné padat téleso s nulovou pocatecni rychlosti, potom toto téleso nespadne do ¢erné
diry radidlné — kromé radidlniho pohybu vyvola gravitacni pole také pohyb orbitalni ve sméru
rotace ¢erné diry. Tento jev se obecné vyskytuje u vSech rotujicich zdroji!”. V. OTR je tedy rozdil
mezi gravitacnim polem rotujiciho a nerotujicitho objektu. Naproti tomu v klasické Newtonové
teorii je rotace zdroje irelevantni.

Geometrie vesmiru

Na zavér si strucné povime néco o geometrii vesmiru. Ke studiu vesmiru jako celku je potieba
uzit OTR, protoze dominantni silou ve vesmiru je gravitace'.

Ze soucasnych pozorovani vyplyva, ze vesmir je na dostatecné velkych méritkdch homogenni
(ve vSech mistech stejny) a izotropni (ve vSech smérech stejny). To znamend, 7e by mély existovat
trirozmérné prostorocasové rezy, které by mély mit ve vSech bodech stejné geometrické vlastnosti.
Existuji tfi zakladni typy prostort s konstantni kiivosti, k jejichz rozliseni miizeme pouzit tzv.
index ktivosti £ nabyvajici hodnot —1,0 a +1. Geometrie téchto prostorii je v souradnicich x, ¥
a  popsana metrikou

di? = ¢? [dx2 + E,%(X) (d192 + sin%0 dg02)] ,

16 Z matematického hlediska jsou ve skute¢nosti potiebné ¢ty¥i parametry. Ctvrty parametr ale nems dobrou fyzikalni
interpretaci, nebot odpovid4 magnetickému néboji ¢erné diry.

17 V piipadé Zemé je vSak tento efekt velmi maly, a proto se jej doposud nepodafilo zméfit.
18 Slabé a silné interakce maji kratky dosah. Elektromagnetickd interakce je ve vesmirnych méfitkach odstinéna, protoze

na téchto rozmérech je vesmir elektricky neutralni.
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kde a je konstanta charakterizujici rozmér prostoru. Rozsah proménné x a funkce Y (x) zavisi na
typu prostoru
siny, x € (0, 7) pro k=1
Zr(x) = x x €(0,%0) prok=0 .
sinhy, x € (0,00) prok =—1
Pti konstantni souradnici y dostavame geometrii dvojrozmérné sféry, jejiz polomér je roven aXi(x).
Ze vztahu pro funkci ¥ vidime, ze pro k£ = 0 dostavame trirozmérny Eukleidovsky prostor,
jehoz geometrie je vyjadiena ve sférickych soufadnicich (radidlni soufadnice je rovna ax). Prostor
s k = —1 odpovida t¥irozmérné sedlové plose (pii konstantni soutadnici ¢ méa vysledna dvoj-
rozmérnd plocha tvar sedla). Prostory s indexem kiivosti & = —1,0 jsou tedy nekonecné. V pii-
padé k = 1 dostavame prostor, jehoZ geometrie odpovida geometrii ti¥irozmérné sféry (povrchu
¢tyirozmérné koule). To znamend, 7ze pro k = 1 je prostor kone¢ny (neméd ale hranici).
Prostorocasova geometrie je tedy popsana metrikou

ds? = —2dt? + di* = —*dt* + a®(t) [dx® + S5 (x) (d9* + sin®9 dp?)] .

Casovou zavislost parametru a, ktery charakterizuje prostorové rozméry, je tieba uré¢it z Einstei-
novych rovnic. Vyraz pro prostorocasovou geometrii je pomérné jednoduchy. To je zpiisobené tim,
ze pouzité soutadnice vyjadiuji vysokou symetrii prostorocasu. Vzhledem k vysoké symetrii pro-
storocasové geometrie existuje vyznacny cas — je to ten cas ¢, vuci kterému je kazdy trirozmeérny
prostorocasovy fez t = konst. prostorem konstantni krivosti. Diky této vlastnosti ma smysl mluvit
o stafi vesmiru (udava se v této vyznacéné ¢asové soufadnici).

Pokud hmotu ve vesmiru budeme povazovat za jakousi idealni tekutinu s hustotou p a se zane-
dbatelnym tlakem p, potom 7 Einsteinovych rovnic (p#i nulové kosmologické konstanté) dostavame,
7e geometrie vesmiru nemiize byt statickd! (Parametr a se musi vyvijet s ¢asem.) Z dynamickych
rovnic vyplyva, Ze existuje né&jaké t, pro které a(t) = 0. Tento okamzik odpovida singuldrnimu
pocatku vesmiru (vzdalenost libovolnych dvou bodi je pii pocatku vesmiru nulova). Dalsi vy-
voj geometrie vesmiru zavisi na jeho indexu ktivosti k. Pti £ = —1,0 se bude vesmir neomezené
rozpinat (a(t) bude rostouci funkei ¢asu t). V pfipadé k£ = 1 bude vesmir expandovat az po dosa-
zeni néjaké maximalni hodnoty apax. Potom expanzi vystiida kontrakce, ktera povede k dalsimu
singularnimu stavu. Vesmir je tedy pro k = 1 kone¢ny nejen v prostoru ale i v ¢asel?.

7 pozorovani vesmiru vime, 7e se vzdalené galaxie od nas vzdaluji. To znamena, 7ze funkce a(t)
je v soucasnosti rostouci funkei ¢asu t. (Pozorované vzdalovani galaxii je totiz zptisobeno ¢asovym
vyvojem parametru a, nebot hmota vesmiru v soutadnicich x, v a ¢ stoinO.) O tom, jaka je hodnota
indexu k¥ivosti vesmiru (jaky je typ geometrie vesmiru), rozhoduje hustota jeho hmoty. Pfesnost,
s jakou v soucasnosti zname hustotu vesmirné hmoty, nedovoluje stanoveni typu geometrie vesmiru.
Skute¢na hustota hmoty vesmiru je totiz velmi blizkd tzv. kritické hustoté?!, kterd odpovida
vesmiru s plochym prostorem (k = 0). Pokud je hustota hmoty vétsi nez kritickd, potom je vesmir
kone¢ny (k = 1). Ve zbyvajicich pfipadech je index kfivosti & roven minus jedné.

19 Soucasnd pozorovani ukazuji, ze kosmologickd konstanta je nenulova. P¥i nenulové kosmologické konstanté miize byt
i vesmir s kK = 1 nekonecny v ¢ase (bude stale expandovat).

20 Casové soutadnice ¢ tedy odpovids vlastnimu ¢asu pozorovatele spojeného s hmotou vesmiru.
21 Hodnotu kritické hustoty lze ziskat z idajti popisujicich rozpindni vesmiru (lze je naméfit). V p¥ipadé nenulové kosmo-

logické konstanty pot¥ebujeme k urceni kritické hustoty zméfit dvé veli€iny (,rychlost* a ,zrychleni“ rozpindni vesmiru).
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Kategorie Ctvrtych rocniki

Poradi nejlepsich resitelu

PoiadilJméno [Piijmeni| Ti¥ida |[Skola Body
Student |Pilny F.1 MFF UK 200
1 |Sergej Maroz 4.A  |Gymnazium L. Pika Plzen 108
2 |Eva Skopalova| 4.A  |Gymnazium Poprad 101
3 |Pavel Kvasnicka| 4.F |Gymnazium Gymnazium Josefa Ressela Chrudim| 97
4 |Jan Novak oktava |Gymnézium Praha 6 68
5 |Michael [Komm oktava A |Gymnéazium Praha 6 66
6  [Miroslav |Sulc septima B|Gymnazium a SPGS Usti nad Labem 60
7 |Lubos  |Bednarik 4.F  |Gymnézium L. Sttira Trenéin 50
8 |Matej Dubovy 4B  |Gymnazium L. Sttra Trenéin 44
9 |Sebastian|Hoppner 4 Gymnasium Frankfurt 41
10 |Jindiich [Stastka 4.F  |Gymnazium Sokolov 36
Kategorie tretich rocniku
PoiadilJméno |[Piijmeni| T¥ida |[Skola Body
Student |Pilny F.1 MFF UK 200
1 Miroslav |Hejna 3 Gymnéazium F. M. Pelcla Rychnov nad Knéznou | 184
2 |Jan Prachar 3 Gymnézium F. M. Pelcla Rychnov nad Knéznou | 142
3 |Jaroslav |Trnka 3.B Gymnazium Praha 3 127
4 |Tibor Vansa 3 Mati¢ni gymnézium Ostrava 116
5 |Karel Tima septima A|Mati¢ni gymnéazium Ostrava 110
6 |Lukas Chvatal 7A8  |Gymnézium Brno-Bystrc 108
7 |Vaclav  |Cvicek 5.A 89
8 |Michal |Bares septima.A|Gymnazium Plzen 82
9 |Vit Sipal 3.B Gymnéazium Usti nad Labem 79
10 |Jird Lipovsky | septima |Gymnéazium Bystfice nad Pernstejnem 47
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Kategorie druhych rocniku

Pofadi nejlepsich fesitelu

Poiadi|Jméno |P¥ijmeni | T¥ida |Skola Body
Student | Pilny F.1 MFF UK 200
1 Matous |Ringel sexta | Gymnazium Broumov 141
2 Alexadr |Kazda 2 Gymnézium Praha 6 105
3 Boris Gazovic 2.E Gymnazium L. Svobodu Humenné 94
4 Petr Houstéek kvinta | Gymnazium Pelhiimov 68
5t Jana Matéjova 2.D Stiredni primyslova skola strojnickd Chrudim | 65
6 Vojtéch | Krejcirik sexta 55
7 Petr Dostél 2.B Gymnézium Zamberk 40
8 Pavel Hala sexta |Gymnéazium Cesky Krumlov 37
9 Zuzana | Rozlivkova | kvarta B | Gymnazium Bozeny Némcové Hradec Kralové| 33
10 | Martin | Rybar sexta A | GOA Blansko 32
Kategorie prvnich roCniki
Poiadi|Jméno |P¥ijmeni | T¥ida |Skola Body
Student | Pilny F.1 MFF UK 200
1 Anton Repko kvinta |ZS a gymnéazium sv. Mikulaga Presov 62
2 Jana Vrabelova 9.A  |9.ZS Trencin 25
3 Ondrej |Bogar 9.ZS Trenéin 19
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