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Drazi resitelé Fykosu,

Prazdniny jsou piede dvefmi a tak dostavate feseni poslednich dvou sérii a kone¢nou vysledkovou
listinu spolu s vyhodnocenim ,,6. smyslu“. Pfejeme vam hezké prazdniny a s Cerstvymi maturanty se
budeme tésit na shledani v za¥i na MFF. Jan Prokleska € Pavel Augustinsky

Reseni V. série

Uloha V.1 ... zrcadla (4 body, iesilo 42 studentii)
Méjme dvé rovinna zrcadla svirajici tithel . Jak mame nasmérovat paprsek, aby se od nich co
nejvickrat odrazil? Ze starych sbirek vyhrabala Lenka

Nejdrive budeme predpokladat, ze zrcadla jsou dostateéné velka a tedy dojde ke vSem odraztm, ke
kterym muze dojit. Dale budeme predpokladat, Ze se paprsek pohybuje v roviné kolmé na prisecénici
zrcadel. Pokud by se v této roviné nepohyboval, staci si jeho pohyb do této roviny promitnout. Timto
promitnutim se zédkon odrazu nezméni a reSeni se takto zachova.

Nejdrive posleme paprsek tak, ze bude svirat se zrcadlem, na které dopadne jako na prvni, Gthel ¢;
(nepouzivam thel dopadu). Uhel ¢1, pod kterym paprsek dopadne na druhé zrcadlo, ziskdme velmi
lehce geometrickou tivahou 1 = g + .

Dale miuzeme pokracovat matematickou indukci, pomoci které jednoduse zjistime, Ze po n dopadech
bude paprsek svirat se zrcadlem thel ¢, = ¢o + (n — 1)a. Pokud bude thel ¢,, vétsi nez m/2 znamené
to, ze se paprsek jiz vraci. Paprsek se naposledy odrazi bude-li ¢, > 7 — a (pfitom ¢p—1 < ™ — ),
déale se jiz paprsek se zrcadlem neprotne. Pro pocet odrazi tedy dostavame

n:1+[7r—a—901w _ V—mw
o o

Znacka [z] znadi horni celou ¢ast ¢isla z - tedy nejblizsi vyssi celé éislo.
Je tedy vidét, ze pro mensi 1 je pocet odrazi vétsi. Maximélni pocet odrazi tedy bude pro o1 =0

v=[2]

Pficemz ale 1 nemiize byt rovno 0, protoZe by se paprsek ani jednou neodrazil. Musime tedy najit
maximalni ¢1, pro které se paprsek odrazi N krat. Musi platit

N = [7? - 901-‘
o
To bude splnéno pro ¢1 < m — (N — 1)a. Aby doslo k co nejvice odrazim musi byt 1 v intervalu

(0,7 — (N —1)a). Karel Honzl
fykos@mff.cuni.cz

Uloha V.2 ... varhany (} body, 7esilo 48 studenti)
Predstavte si cinovou varhani pistalu, kterd byla naladéna pri teploté trojného bodu vody na ko-
morni a. Poté se kostel vytopi (ne vodou) na 25° C, urcete o kolik se piStala rozladi.
Podle svjch hudebnich zkuSenosti navrhl Slavo Nemsdk

Pro rychlost zvuku c, v zavislosti na zméné tlaku a hustoty prostfedi plati vztah

2_ dp

c; = do’
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Zvukova vlna je rychly déj a nestaci tedy dochéazet k vymeéné tepla, coz odpovida adiabatické
zméné, pro niz plati pV>* = konst, kde V je objem. Méni-li se hustota p nepfimo Gmérné objemu V/,
mé adiabaticky vztah mezi p a o tvar

p = konst - p**,

z ¢ehoZ vyplyva, ze d—Z = ?. Pro rychlost zvuku pak méme vztah
>
=22
Q
Rozi{fime-li tento vztah na ¢2 = 22Y

p v 2 uvédomime-li si, ze pV = NET, oV je hmotnost plynu,

muzeme psat

5 kT »RT

CZ _—  —_
m 0

)

kde m je hmotnost molekuly a p je molekulovd hmotnost. Vidime, Ze rychlost zvuku je tedy pfimo
umeérni odmocniné z termodynamické teploty.

Nyni tro§ku podrobnéji rozeberme varhanni pistalu. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze je to
dutéd trubka konstantniho priarezu, jejiz prumér je ve srovnani s jeji délkou zanedbatelné maly. Oba
dva konce trubky jsou oteviené, proto se na koncich nachézi kmitny zvukového vInéni.

Pro vinovou délku A plati

4

N |~

2

A= .
k

|

Zéaroven vsak také \ = CJ; , 7 Cehoz plyne f = S. Pro pomér frekvenci pak plati

o2

Cz2 21
é X Cz2\1 . Cz2T1 . czolt

fii 2 el ca?l el

Uvézime-li podélnou teplotni roztaznost trubice (pfi¢nou zanedbdme), plati lo =11 (1 + aAT), kde
a =0,027.10"3K ! je soudinitel teplotni délkové roztaznosti cinu a AT je rozdil teplot AT = To —T7.
Po dosazeni za rychlosti zvuku pfi danych teplotach dostavame

xRTZl
f2 _ w ! _ 1 T
f1 %ll(l—l—aAT) (1+ (T2 —T1)) T’
a tedy
é ~ 1,04,
f1
fo = 459 Hz,

Af = fo— f1 =19Hz.
Pistala se tedy rozladi o 19 Hz. Pomér % = 1,04 se piiblizné shoduje s V2 = 1,06, co? odpovida
pulténu, pistala tedy bude hrat o paltén vys.

Reseni tlohy jsme si mohli zjednodusit, pokud jsme velikosti rychlosti zvuku pro dané teploty vy-
hledali v tabulkdch a pokud jsme teplotni roztaznost pistaly zcela zanedbali (snadno se presvéd¢ime, Ze
jeji vliv na zménu frekvence je ve srovnani s vlivem zmény rychlosti zvuku p¥i vyssi teploté minimalni).
Ulohu jsme pak mohli fesit snadno z hlavy. Lukas Schmiedt

fykos@mfF.cuni.cz
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Uloha V.3 ... Zebiik (4 body, vesilo 25 studentii)

Méjme Zebrik opreny o sténu a podlahu (vSe bez tfeni). Spoctéte, v jaké poloze se Zebiik oddéli od
svislé stény (pro obecnou pocateéni polohu Zebriku). Prémii dostanete, spoctete-li, jak daleko od stény
zebrik dopadne. Uloha napadla Rudu Sykoru

Nejprve si zavedeme znadeni. Mame Zebiik o délce 21 a hmotnosti m. Uhel ktery svirad zeb¥ik se
svislici si oznaé¢ime . Na tézisté Zebriku plsobi sila mg. V misté dotyku se sténou proto ptisobi Zebtik
na sténu silou F2 a sténa na Zebtik reakci Ry = —F5. Podobné v misté dotyku s podlahou na ni ptsobi

zebrik silou F; a podlaha na Zebfik reakci Ry = —F;. Sily F2 a R2 ptisobi ve vodorovném sméru a sily
x = lsin g, (1)
y =lcosp. (2)

jaké jsou podminky pro rychlosti a zrychleni

x = lpcosp, (3)
j = —lpsin g,

i =1(pcosp — @2 sing), (4)
i = —1(psinp + @2 cos ). (5)

Podle prvni a druhé véty impulzové plati

ma = mg + R; + Ro, (6)
J$ = I(R1sinp — Ry cos ). (7)
Pro slozky a z rovnice (6) proto plati
mx = Ro,
my = R1 — mg.

Po dosazeni z (4) a (5) dostdvame

R1 = mg — ml(psing + ¢2 cos @),
Ry = ml({pcosp — ¢? sin ). (8)

Tyto rovnice dosadime do (7) a ziskdme
J$ = ml(gsinp — §l),

neboli .
. mgl sin ¢
Y=""7 5 - (9)
gml

kde jsme vyuzili, ze J = 1/3ml?. Integraci této rovnice podle ¢asu dostaneme

1.,  mglcosp+C

4.0]2
sml
Integra¢ni konstantu uréime pomoci nulové tthlové rychlosti na pocatku jako C = —mgl cos pg, a tedy
.9 mgl(cos po — cos p)
pe =2 i3 . (10)
gml
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Zebiik se neoddéli od stény, dokud Ro > 0. Proto podle (8) fe$ime rovnici
pcosp — c,b2 sinp = 0.

Dosadime z (9), (10) a dostaneme

mgl sin 1 mgl(cos pg —cosp1) .
— 5 —Cospi —2 1 sin 1 = 0,
gml2 gml2
sin @1 cos 1 — 2(cos o — cos 1) sin 1 = 0,
2
COS (p1 = - COS Po.

YV

To znamend, Ze se Zeb¥ik oddéli v okam¥iku kdy t&zisté bude ve 2/3 pocateéni vysky. Uhlovou rychlost
pfi oddéleni ziskdme z rovnice (10) jako

. mgl(cos po — cos ¢1) g
1 \/ PR 21 (1)

Po oddéleni zebtiku prestane pusobit sila R2 a pohybové rovnice se zméni na tvar:

=0,
y = R1 — mg,
Jo = Rilcos p.

Tento problém muZzeme fFesit v soustavé pohybujici se ve vodorovném sméru stejnou rychlosti jako
tézisté zebriku. K vypoctu vyuzijeme zdkon zachovani mechanické energie ve znéni E,g + Exo =
= F, + E}. Potencialni energii miizeme napsat jako

Ep = mgy = mgl cos .

Kineticka energie je 1 1
FE z—m'2+—ml2".
k= Y 6 ¥

ProtoZe je iy = (¢l sin? ¢, miizeme kinetickou energii napsat ve tvaru

1
E, = gmlz(i%sin2 v+ 1).

Pocatecni kinetickd energie je v této soustavée

1
Ero = —mi2.
k0 5 1

Po dosazeni z (3) a (11) dostavame .
Eio = §mgl cos? ©o-
Celkové je proto
1 5 T 5. .2
mgl 3 cos” g +Ccospp —cosp | = gml P (3s1n p+ 1) .

Odtud

) 6g(% cos? g + cos o — Ccos p)
e 1(3sin? ¢ + 1) '
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Dobu padu miZeme tedy vypocitat jako

g
! 3sin? 1
f= ) — / . Sin" ¢+ de. (12)
6g 5 €082 g + cos po — cos ¢
P1

Vzdalenost tézisté od stény tedy bude

rg =x1 +txy.

Do této rovnice dosadime z rovnic (1), (3) a (12) dostédvame

Isi 2 +1y/42
rqg = (S1n | arccos — COS — — COS .
d 3 ®0 53 ¥o

Viadimir Fuka
fykos@mff.cuni.cz

Uloha V .4 ... balén (5 bodi, Fesilo 18 studenti)

Spoctéte frekvenci malych radidlnich kmitii gumového balénu. V balénu je n moli plynu s Pois-
sonovou konstantou 3z = g o teploté T'. V pripadé, Ze rozdil tlaki uvnitr a vné balénu, je nulovy je
polomér balénu rg. Plosna hustota gumy je v tomto pripadé po. Potencialni energie gumy je linedrné
umérna rozdilu jejiho povrchu a povrchu klidového s konstantou umérnosti o. Tlak vné balénu je pg.

Hmotnost plynu je vii¢i hmotnosti balonu zanedbatelna. Ulohu si vymyslel Pavel Augustinskiy

Nejprve spoéitejme polomér balénu v rovnovazné poloze (jeho velikost neni shodné se zadanym 7).
V rovnovaze bude vyslednice vSech sil pisobicich na sténu balénu nulova. Témito silami jsou tlak plynu
uvnitf balénu, tlak okolniho vzduchu a elasticka sila v gumé. Tlak okolniho vzduchu m4é stale stejnou
hodnotu. Tlak plynu uvnitf balénu mtZeme spocitat ze stavové rovnice jako

nRT _ 3nRT
vV o 47rr:1)’

p1 = , (13)
kde r1 je rovnovazny polomér. Tlak zptisobeny pnutim v gumé miZzeme spocitat z analogie s kapildrnim
tlakem pod zaktivenou hladinou kapaliny jako
20
p2 = —. (14)
1
Zde je dilezité si uvédomit Ze tento vzorec plati pouze pro ri > rg, protoZze v opacném pripadé balén
nezaujme kulovy tvar, ,,zkrabati se“. Po uvaZeni orientace téchto sil dostdvime podminku rovnovahy
3nRT 20

—po— — =0
47rr:1)’ b r1 ’

coz je kubické rovnice, jejiz feSeni je pomérné slozité, takze jej zde neuvadime. Rovnovazny tlak plynu
pak ze zndmé hodnoty r1 dopocitdme z (13).

Nyni muzeme vypocitat frekvenci malych radidlnich kmitd. Vyjdeme z predpokladu, ze bude dosta-
tec¢né vysoka, takze nebude dochézet k tepelné vyméné mezi balénem a okolim, tj. déj s plynem uvnitf
balénu bude adiabaticky.

Spocitejme silu, kterd bude na balén ptlisobit pfi zméné poloméru o A. Tlak plynu uvnit¥ balénu p
muzeme spocitat z rovnice adiabaty

PV?* = konst,
p1ri™ = p(r1 + A)3*,
__ prf”
(r1 + A)3>
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Vidime, Ze p neni na hodnoté A zavisly linedrné, ale pro malé hodnoty A bude velmi dobte platit vztah

d
p(ri+48) =p(r) + oA

tedy rozvoj do Taylorova polynomu 1. stupné. Po zjednodusSeni tedy dostavame

—33p 13
p(r1 +A) =p1 + 735111 A .
Ty

Pro zjednoduseni z4pisu oznacme
—3xp1 r:f”

3241
Ty

K =

Pro tlak gumy bude stéle platit (14), ktery mizeme zjednodusit stejné jako v pfedchozim p¥ipadé. Pro
malé A tedy bude platit
20 A
p2=—(1-—).
1 r1
Tlak okolniho vzduchu se nezméni. Sila kterd bude ptisobit na sténu balénu pfi vychylce o A z rovno-

vazné polohy tedy bude (pokud uvaZime Ze p1 — po — p2 = 0)

2
F:47TT%(K——O->A.

1

Uhlova frekvence malych radidlnich kmitt tedy bude

9 r% 3aep1 r:l)”‘ 20
wo = 2 ser1 T |-

Pavel Augustinsky
fykos@mfE.cuni.cz

Uloha V. P ... samolet (3 body, 7esilo 28 student1i)
Predstavte si draténou konstrukci ve tvaru hranice
valcové plochy rozriznuté napil rovinou, v niz lezi osa
rota¢ni symetrie vélce (viz obr.1). Na tuto konstrukci
napnéme mydlovou bublinu, ktera zaujme tvar pil- /
valce. Tato bublina se ma tendenci smrsknout, tedy
pusobi na pilkruznice opacnymi silami, které se vy- \/
rusi, a na pricky silami smérem nahoru, tedy kon-

strukce v principu miiZe vzlétnout. Spoctéte, jakou
rychlosti vzlétne (nebo myslite, Ze se tak stat nemiiZe;
v tomto pripadé vysvétlete proc). Ze starych sbirek vyhrabala Lenka Zdeborova

Obr. 1. . Tvar dratu

Velka ¢ast z vas se domnivala, Ze na vysvétleni paradoxu se samoletem staci zdkon akce a reakce,
neboli jemu ekvivalentni zakon zachovani hybnosti. Ale uvédomme si, Ze pomoci téchto principt vysvét-
lime jen, pro¢ nezvedneme desku, na které stojime (spolu s tahovou silou na desku p¥ibude vétsi tlak
nohou), ale nevysvétlime nespravnost silové bilance na drat. Jaka dalsi sila kromé tihy a oné v zadani
popisované na néj bude ptisobit?

Nasi situaci je 1épe prirovnat ke stlacené pruziné, kterou prestaneme nahle stlacovat. Vzapéti bude
jasné pro¢. Mydlova blana se snazi zaujmout takovy tvar, aby méla co nejmensi povrch. Pro nasi
konstrukci ovSem timto tvarem neni pualvalec. Matematicky se to da ukdzat pomoci varia¢niho poctu,
okovidné si muze kazdy ovérit tak, Ze si danou konstrukeci vyrobi. Zkratka ve stabilni poloze bude

6
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blana napnuta tak, Ze se prohne smérem k ose valce, ¢imz vertikalni slozka sily ptisobici na pulkruznice
nebude nulové, nybrz presné vyrusi silu pusobici na rovné ¢asti konstrukce.

Pokud tedy na zacatku napneme blanu do tvaru pulvalce, mize celd konstrukce pti navratu do
stabilni polohy maximéalné poskocit, stejné jako ona stlacend pruzina. Pokud jiZz je blana od zacatku
ve stabilni poloze, je chyba Gvahy v zadani v tom, Ze bldna nezaujima tvar pulvéalce.

Lenka Zdeborovd
fykos@mff.cuni.cz

Uloha V.Exp ... previjeni kazety (8 bodi, tesilo 38 studenti)

Zmérte tloustku magnetofonového pasku. Promérte zavislost tthlové rychlosti kotouce na dobé pre-
hravani kazety v pripadé, ze kazetu prehravame od zacatku. Do reSeni nezapomente pripsat, s jakou
kazetou jste mérili (podstatnd je znacka a délka). Napadlo Mida Pistéka

Na prvni pohled se zdd byt ziejmé, Ze pohyb péasky v kazeté zavisi pouze na otaCeni nosnych
kotouc¢kt. To by odpovidalo stalosti jejich tthlové rychlosti p¥i piehravani. Ulelem zadani paté ex-
perimentalni tlohy bylo zbourat tento rozsifeny mytus. Konstantni rychlost posuvu péasku lze urdit
experimentalné, jednodussi a presnéjsi je pouzit tidaj vyrobce v = 47,6 mms !

Teoretické odvozeni vyplyva z nacrtku kotouce s paskou v obecném cCase t, kterému odpovida polo-
mér r(t), polomér plné navinutého kotouce je R, pradzdného kotoule ro a d tloustka pasku. Vzhledem
k tomu, Ze d je mnohem mensi nez R-rg, miZzeme mnozstvi pasku namotané na kotoudi vyjadrit pomoci
vzorce pro obsah mezikruZi, zfejmé plati dvt = mr(t)? — mr3.

Vzorec pro vypocet tloustky péasku ziskdme jednoduSe dosazenim celkové doby piehravani pasky
Teelx a odpovidajictho poloméru R .

VT el (R? — r%) '

Podobné jednoduse ziskdme i vzorec pro ¢asovou zavislost thlové rychlosti

v v

T‘(t) /T_g + 'u.Ttr.d

w(t)

ktery lze dosazenim za d upravit na tvar

w(t) = o

1+ o=t
+ Tcelk

kde jsme pouzili o = R?/r¢p%2 —1 a wp = v/rg. Tento vzorec se podafilo odvodit jen pomérné malé ¢asti
Fesitelu.

Tloustku pésku lze urdit mnoha zpusoby. Prvni metoda je zaloZena na vySe odvozeném vzorci.
Dobu prehravani celé strany je nutné premérit, byvd o 2-3 minuty delsi, nez by odpovidalo typu
kazety. Nékolik fesitelti zapomnélo na oboustrannost kazety a dosadilo celkovou dobu prehravani.

Druhd metoda spodivala v pfimém meéreni tloustky nékolika vrstev pasku. Byla méné presnd, kvili
relativné malému poétu vrstev. Castou chybou bylo opomenuti vydéleni systematické chyby poétem
najednou mérenych vrstev. Tak vySla neredlna chyba kolem 50%.

Zavislost thlové rychlosti na Case prehravani Slo diky jeji pomalé zméné mérit jako sled priamérnych
thlovych rychlosti. Zajimavé je, Ze ti teSitelé, kteri chybné predpokladali stalost uhlové rychlosti, ji
vetSinou i namérili.

Na zavér zbyva jen dodat, Zze prumérné tloustka magnetofonovych pasek prodivanych v naSich
obchodech je 12,3 pm. Miroslav Pistek

fykos@mfF.cuni.cz
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Uloha S.V ... fotony (6 bodi, esilo 16 studentii)

K vysvétleni fotoelektrického jevu predpokladal Albert Einstein, Ze energie a hybnost svétla je
nesena c¢asticemi, které se nazyvaji fotony. Aby se tyto ¢astice mohly pohybovat rychlosti svétla, musi
byt jejich klidovd hmotnost nulova (tento vztah je formalni, nebot s fotonem nemiiZeme spojit vztaznou
soustavu, a proto pojem klidové hmotnosti jakozto hmotnosti v klidovém systému nemda pro foton
smysl). Mezi jejich energii a hybnosti tak plati jednoduchy vztah E = pc. Energie fotonu zavisi na
frekvenci svétla v vztahem E = hv, jak plyne z Planckovy teorie, ktera objasnila vlastnosti tepelného
zareni absolutné ¢erného télesa. Hodnota Planckovy konstanty h je rovna 6,626 - 10734 J - s.

a) Predpokléddejte, Ze energie fotonu je zavisld pouze na frekvenci prislusné svételné viny. Pomoci
Dopplerova jevu a transformace mezi energii a hybnosti ukazte, Ze tato zavislost musi byt ddana vzta-
hem E = hv, kde h je blize neurcena konstanta.

b) Uvazujte srazku fotonu s ¢éstici, jejiz klidovd hmotnost je mg. Tato ¢astice je v naSi soustavé
pred srazkou v klidu. VInova délka fotonu pred srazkou je v naSem systému rovna \. Pri srazce se foton
od piivodniho sméru vychyli o thel . Jak zavisi zména vinové délky A fotonu na thlu odchyleni ¢ ?

a) Mé&jme vztaZznou soustavu, ve které se ve sméru osy z+ $i¥i svételnd vina o frekvenci vg. Energie
fotoni, které ji odpovidaji, je pak rovna E(vp). Uvazujme nyni soustavu, kterd se vi¢i nasi soustavé
pohybuje rychlosti v, kterad je rovnobézna se smérem Sifeni svételné viny. Rychlost v je kladné, pokud
se soustava pohybuje ve stejném sméru jako svételnd vlna. V pohybujici se soustavé je frekvence v
uvazované svételné viny dana vztahem pro Doppleruv jev

1_
1+

ol

V=1

ol

Energii F fotonu v pohybujici se soustavé ziskdme uzitim transformacnich vztaht pro energii a hybnost

1—
1+

E(vo)

C

ole

B = (Bo) 22 ) = Bu)

ol

Plati tedy
E
E = ﬂl/ = hv,

Yo

kde h = % Vsechny inercidlni soustavy jsou pro popis fyzikalnich jevii rovnocenné. To znamen3,
%e vztah mezi energii fotonu a frekvenci prislusné svételné viny musi byt ve vSech soustavach stejny.
Z&vislost energie E fotonu na frekvenci v tedy musi byt E(v) = hv.

b) Vinovou délku fotonu po srdzce oznaéme \'. Smér pohybu ¢éstice po srézce s fotonem necht svira
s pivodnim smérem pohybu fotonu thel 9. Céstice p¥i srazce ziska hybnost o velikosti p. Ze zakonu
zachovani hybnosti dostavame vztahy

pcosd = X Ycoscp,
psing = ;sinap.

Umocnénim téchto rovnic a jejich sec¢tenim ziskdme rovnost

1 2cos 1
2 _ 32
p—h<ﬁ— M/+yﬁ-

Uzitim zdkona zachovani energie obdrzime rovnici

h h
\/maet +p2e + )\—f = Tc + moc?.
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V této rovnici nejdrive osamostatnime odmocninu a pak obé strany umocnime, ¢imz dostaneme rovnost
2 2 2 2 (1 2 1 2 2
moe” +p° =h° | — — — | 4+ 2hmoc RN + mgc”.
Dosazenim za p? obdrzime

X ow T o Tt

1 2cos p 1 1 2 1 2moc (1 1 )

Odtud dostaviame vztah

l—cosp mocA — A
AN h AN
Pro zménu vinové délky fotonu tedy plati

h

moc

AN =

(1 —cosyp).

UvaZovany proces srazky fotonu s ¢astici se nazyvia Comptonav rozptyl. Z odvozeného vztahu plyne,

Ze se tento proces uplathuje zejména prFi srdZce elektront (mald hmotnost mg) s fotony rentgenového

a 7 zafeni (velkd relativni zména vlnové délky). Comptontv rozptyl je jednim z dikazi ¢asticového
chovani svétla. Karel Kolar

fykos@mff.cuni.cz
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Reseni VI. série

Uloha VI.1 ... lamborghini (3 body, vesilo 19 studentii)

Odhadnéte, jak velkou vertikalni silou je Lamborghini Diablo!)
nadlehéovano, jede-li rychlosti 320 km-h~!. Pozor, toto neni expe-
rimentalni dloha!

Lamborghini Diablo

Podivejme se nejprve na puvod vztlakové sily, kterd Lamborginy
nadleh¢uje (a diky niz p¥i vhodné konstrukei 1étaji letadla). P¥i jizdé vzduch proudi nad i pod autem.
Diky profilu auta je dridha s, kterou musi obtékajici vzduch urazit nad autem, delsi nez draha pod
autem sz, tedy tam musi proudit rychleji. Vime, Ze rychlost v tekutiny souvisi s jejim tlakem p. Pro
nevifivé proudéni tuto souvislost popisuje Bernoulliho rovnice. Nebot popis pro turbulentni proudéni je

vvvvv

Bernoulliho rovnici pak napiSeme ve tvaru:
Lo Lo
p1 + §QU1 =p2 + 59”27

kde indexy 1 znaci velikosti veli¢in nad autem a 2 po autem. ¢ je hustota vzduchu. Z nerovnosti v1 > va
plyne p1 < p2, auto je tedy nadlehcovéno.

Nyni se pokusme odhadnout velikost vztlakové sily. Tlakova sila nad autem neptsobi diky Sikmosti
kapoty kolmo doli, ale na druhou stranu piisobi na vétsi plochu. Rozmyslete si, Ze ona plocha je praveé
tolikrat vétsi nez plocha podvozku, kolikrat je vétsi tlakova sila kolmé ke kapoté nez jeji svisla slozka.
Tudiz miZzeme pro vztlakovou silu psat:

1
F = EQS(U% - U%)a

kde S je plocha podvozku. Zbyva odhadnout rozdil velikosti v1 a ve. Plati vi/va = s1/s2 = a. Vy
jste Casto profil auta nahradili trojahelnikem ¢i obloukem kruZnice a z toho spocetli pomér «. Takové
odhady byly ale pfilis nadsazené a déavaly vztlakovou silu mnohdy vétsi, nez je tiha auta. My jsme se
pomér « pokusili zméFit pFfimo z profilového obrazku auta. Vyslo ndm 1/24 < a—1 < 1/14. Zkusme tedy
spoéitat silu pro o = 21/20. Podvozek auta ma plochu S = 4,47 - 2,04m?. Rychlost vo = 320km-h~1!
a tedy

1
F = 595(02 —1)v2 ~ 5kN.

Relativni chybu tohoto vysledku odhadujeme na 100%. Nebot se velmi tézko urcuje koeficient «, a také
nesmime zapomenout, Ze jsme zanedbali turbulentnost proudéni kolem auta. Tiha auta je asi 17 kN,
odhad vztlakové sily vySel asi tfikrat mensi, vidime, Ze vyrobci si musi davat velky pozor na to, aby se
z Lamborginy Diablo nestalo letadlo. K Formulim 1 se naptiklad ze stejného diivodu montuji ptritlacna
kridla. Lenka Zdeborovad

fykos@mff.cuni.cz

1) Hezé&i obrézek lze nalézt na http://fykos.mfF.cuni.cz/lamborghini.jpg.
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Uloha VI.2 ... RC obvod (4 body, iesilo 20 studenti)

Méjme sériovy RC-obvod, ktery pripojime na zdroj periodického napéti s tzv. obdélnikovym prii-
béhem, tzn. po ¢as T/2 je napéti U a po ¢as T/2 napéti —U. Jak bude vypadat priibéh napéti na
kondenzatoru? Vymysleli Pavel a Honza

Oznacme U vstupni napéti, Ur napéti na rezistoru, R jeho odpor, Us napéti na kondenzatoru a C
jeho kapacitu. Z druhého Kirchhoffova zikona plyne

U=Ur+Uc =RI+Ug,
dQ

U=R— +Ug,
dt-l—c

dUc
U=RC—— +Uc.
7 + Uc

Odtud separaci proménnych ziskdvame

dU,
/ dt = RC / =<
U—-U¢c
t+ K, = —RCIH(U — Uc) + Ko,
kde K1 a Ks jsou integracni konstanty. Po jejich sloudeni a tpraveé
Uc=U + Ke™ 7.

7, pocate¢nich podminek ziskdime K = —U a muZeme tak pro prvni pilperiodu psat

Uo =U (1 - e—ﬁ) + Uo(0),

respektive pro druhou ptlperiodu

T

Uc =—-U (1 — e_R02> +Uo(T/2) =U (e—tég - 1> + Uo(T/2).

U (t) je zustatkové napéti na kondenzétoru; béhem kazdé ptilperiody se kondenzator nabije na ur¢itou
hodnotu napéti, se kterou vstupuje do dalsi pulperiody. Up(t) je tedy rovno napéti na kondenzatoru
na konci predchozi pilperiody (na zac¢atku je Uy = 0).

Je zfejmé, Zze Up(t) zavisi na vstupnich podminkéch, kterymi jsou perioda T, kapacita C' a odpor
R. Pro jednoduchost predpoladejme, Ze 7' = 2RC. Amplituda napéti na kondenzdtoru Ug(4) ma pak
konstantni velikost

1
UC(A) :U(l— —) %0,6U.

e

vvvvvv

a prevadime na hyperbolicky tangens. Vysledek méa tvar

Uoc=U [1 - (1+tgh <$)) e—ﬁ] t € (0;T/2),

respektive

T\ 3
Uo=—U|1—(1+tgh —— ) e~ |,t € (T/2;7T).
o= - (1eugh o ) e | e aynT)

V zavislosti na vstupnich podminkéch lze odvodit, Ze pro T' > 2RC bude Ug konvergovat k U,
ale s pomalej$im nastupem zmény. Naopak, pro T" < 2RC bude Ug kovergovat k 0, zavislost bude
primkova. Lukds Schmiedt

fykos@mfF.cuni.cz
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Uloha VI.3 ... stdri Zemé (3 body, 7esilo 28 studenti)

Predpokladejme, Ze pri vzniku Zemé na ni byly izotopy uranu ***U a ?** U, ale ne produkty jejich roz-
padu. Izotop ***U resp. > U se rozpada s polo¢asem T; = 4,50 - 10° roki resp. To = 0,710 - 109 rok.
Ve srovnani s témito ¢asy jsou polocasy rozpadu produktii zanedbatelné, rozpadové rady konci stabil-
nimi izotopy *°° Pb a *°" Pb.

Je-li v uranové rudé pomér poctu atomii uranu ***U : »**U = 137 : 1 a pomér poctu atomii olova
206 Ph : 2°"Ph = 28 : 17, odhadnéte stari Zemé.

Podle rozpadového zakona plati pro pocet jader v Case t vztah
Ni = Nge M = Ng2— /T,
kde T je polocas rozpadu daného jadra. Pocet jader produktu rozpadu bude
Np = No — Ni = No (1-2747).
Pokud podélime tuto rovnici pro ***U rovnici pro ***U dostavame

Nazg  Naog 1 —27t/T
Nazs  Naor 1 —2-t/To’

V této rovnici jiz vSechny veli¢iny kromé ¢ zndme. Bohuzel vSsak neumime jednoduse vyjadrit t a proto
musime vyuZzit néjakou numerickou metodu. Musime najit pro jaké ¢ v miliardach let je funkce

_17.137 1 — e~ 0154
Y= 798 1 _e—0,976t

rovna jedné. To zjistime nejjednoduseji pokud si graf této funkce zobrazime na pocitaci. Vysledkem je
stari Zemsé
t =4,56-10%r.

Vladimir Fuka
fykos@mff.cuni.cz

Uloha VI.4 ... toroid (5 bodi, 7esilo 17 studentii)

Méjme civku ve tvaru ,hranatého toroidu“. Rez osou rotac¢ni a
symetrie je zakreslen na obr. 2. Vinuti toroidu ma celkem N za- \
vitli a v nazna¢eném sméru jim protéka proud o velikosti I/N.

Spodtéte magnetické pole uvnitf toroidu a zdiivodnéte spravnost D
vaseho vypoctu.

Neni-li vam cizi slovo integral, miiZete jako bonus spoditat
i indukcnost toroidu. Obr. 2

Ulohu mtiZeme snadno vyfesit pouze v p¥ipadé, %e pocet zavitd N je dostatetnd velky. Za téchto
okolnosti jsou silo¢ary magnetického pole kruhové. K feseni tedy mizeme pouzit Ampértav zdkon. Jeho

znéni je
‘}I{HdS:I,
S

tj. integrél skaldrniho souéinu H - dS po uzaviené kfivce S (H je vektor intenzity magnetického pole
uwH = B) je roven celkovému proudu protékajicimu p¥es plochu ,napnutou“ na tuto k¥ivku (je zajimavé,
ze tato hodnota nezévisi na konkrétni volbé tvaru plochy.) Pokud tedy za kfivku S zvolime kruznici

12



Fyzikdlni korespondenéni seminair UK MFF roénik XV série VII

se stfedem na ose toroidu, budeme integrovat konstantni funkci a to |H|. V pfipadé, Ze naSe kruznice
bude lezet uvnitf toroidu, bude proud tekouci jejim vnitfkem I. Dostavame tedy

2moH =1,
I
B—=uH=""
2mo

kde ¢ je polomér kruznice. Pokud bude kruznice leZet mimo toroid, bude proud tekouci jejim vnitfkem
nulovy a tedy bude nulové i magnetické pole na této kruznici. Magnetické pole toroidu tedy vypada
tak, Ze v jeho vnitfku je stejné jako magnetické pole nekone¢né dlouhého dratu leziciho na ose toroidu
jimZ protékd proud I. Vné toroidu pak bude pole nulové. VSimnéte si, Ze pro vypocet jsme viibec
nepotiebovali znat tvar prifrezu toroidu. Na tvaru prirezu tedy tento vysledek nezavisi. Induk¢énost L
mizeme spocitat pomoci vztahu pro energii civky

1
E=_-LI%.
2

Staci tedy spocitat zavislost energie magnetického pole toroidu na proudu a porovnat ji s timto vztahem.
Hustota energie magnetického pole je

1 1
m=—-HB = —B?.
2 2u

Celkovou energii pak uré¢ime jako objemovy integral jeji hustoty. Vyuzijeme-li poznatku, ze m zavisi

pouze na vzdalenosti od osy p, mizeme snadno prevést objemovy (tj. trojny) integril na obycejny. Cely
toroid si nejprve rozdélime na dvé asti, a to na ¢ast pro kterou je o < D/2 a na &ast pro kterou je

o > D/2. Energie magnetického pole v prvni ¢asti pak bude (pro zjednodusSeni oznaé¢me A = GT\/E)
A
1 D
S P P
o 2u 2D — A+ x

wul? /A xD
= dx =
27 0 2D—A+m

A (= (15 ()

Energii magnetického pole v druhé ¢asti toroidu pak muzeme spocitat analogicky. Dostavame

2
o2 (A22) (2524) -
27 2 D

Uvéazime-li Zze celkova energie mag. pole je souc¢tem obou energii, dostdvame pro indukénost toroidu

N?2 D4+ 2A D D? — 4A2
L= H <A1n<7+ )+_1n(7))
T D —2A 2 D2

Pavel Augustinsky
fykos@mff.cuni.cz
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Uloha VI.P ... chromaticka vada (5 bodi, iesilo 15 studenti)

Méjme dvé identické sklenéné ¢ocky s ohniskovou vzdalenosti f (pro urcitou stredni vinovou délku).
Do jaké vzdalenosti je treba dat tyto cocky, aby vysledna opticka soustava méla co nejlépe kompen-
zovanou chromatickou vadu (tzn. Ze rizné barevné svétlo se zobrazuje do riznych mist). Jak velkou
ohniskovou vzdalenost bude vysledna soustava mit? Ulohu z paméti vylovil Honza Housték.

Pro ohniskovou vzdéalenost soustavy dvou tenkych ¢ocek plati

1 1 1 d

— = — - —

fo f1 fo fife
kde f1, fo jsou ohniskové vzdalenosti cocek a d jejich vzdalenost. V nasem pripadé plati f1 = fo = f.

Ptitom f je funkci vinové délky, proto nejlepsi kompenzaci chromatické vady dosdhneme v pFipadé, Ze
fo bude co nejméné zaviset na f. Dosadme tedy fi = fo = f do vztahu (15) a upravme

f2
T2/ —d

(15)

fo

(16)

a hledejme, pro jaké d je derivace fo podle f v bodé f nulova

dfo  2f(f—4d)
df — (2f —d)?

Druhou ¢o¢ku tedy musime umistit do ohniska prvni. Po dosazeni do (16) dostdvdme pro vyslednou
ohniskovou vzdéalenost fo = f.

Mirek Hejna si v8iml a jako jediny také spravné zdivodnil, pro¢ rizné barevné obrazy bodového
zdroje presto nejsou v jednom bodé. Prestoze splnénim nasi podminky zarucime, Ze vysledna ohniskova
vzdalenost je (alesponn pfiblizng) neménné, méni se s vinovou délkou poloha hlavnich rovin vysledné
soustavy. Pottrebovali bychom tedy znat, k ¢emu se bude soustava vyuzivat, abychom pripadné mohli
feSeni jesté vylepsit. Honza Houstéek

honza®fykos.mff.cuni.cz

= d=Ff.

Uloha VI.Exp ... sprcha (8 bodi, vesilo 17 studentii)

Urcité jste si uz pri sprchovani vsimli, Ze proud opousStéjici sprchu ma vyssi teplotu nez voda
dopadajici na zem. Na vas je, abyste toto namérili kvantitativné.

Naleznéte a popiste vhodné experimentalni usporadani, na kterém bude méritelny pokles teploty
vody padajici vzduchem a provedte méreni. Pokuste se vaSe vysledky teoreticky interpretovat.

Teorie

Voda vytékajici ze sprchy se rozsttikuje na jednotlivé kapky a ty odevzdavaji teplo okoli. Protoze
vzduch je velmi Spatny vodi¢ tepla, tak nejvice tepla ztrati kapky odparovanim.

Nyni si musime rozmyslet jaka je zavislost tepla, které kapky ztrati vypafovanim na teploté kapky.
Odparovani je vlastné déj, kdy molekuly kapaliny, které jsou blizko povrchu ziskaji dostatec¢nou rychlost,
aby se odpoutaly od pfitazlivych sil ostatnich molekul. Odvodit presny vztah této zavislosti je velmi
slozité, nam bude stadit pribliZzeni, Ze toto predané teplo bude tmérné rozdilu teploty kapky a okoli.
Toto teplo také bude zaviset na velikosti povrchu kapky, protoze se vSak povrch kapky odparovanim
nezméni, budeme povrch kapky povazovat za stale stejny.

Za velmi maly ¢as dt tedy zméni teplo kapky @ o dQ@Q, pro toto teplo tedy bude platit rovnice:

dQ = —k(T — T,) dt ,

kde T je teplota kapky, T, teplota okoli a k je konstanta imérnosti. Zméni-li se teplo, zméni se i teplota
a pro zmeénu teploty dT plati dQ = ¢, dT', kde ¢, je tepelnd kapacita vody. Dostavame tedy rovnici

Cy dT - _k(T - To) dt .

14
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ReSenim této rovnice je
kt

Cy

kde Tp je pocateéni teplota vody. Déle pro jednoduchost k/c, ozna¢ime K.
Kapky padaji v gravitaénim poli (odpor vzduchu zanedbame) po dobu, za kterou kapka urazi

vzdalenost d a tedy bude platit:
—vg + \/U% + 29d
t =

g
kde vg je rychlost vytoku kapaliny ze sprchy. Tedy zavyslost teploty vody na vySce bude:

—vg + \/Ug + 29d

g

)

Meéreni

K méfeni jsme pouzili teplomér do 100°C, ktery jsme umistili do speciédlné upravené nadobky. Tato
nadobka fungovala tak, Ze jsme mohli regulovat jaké mnozZsti vody z ni potece. KdyZ jsme méfili vySe,
tak do nadobky teklo vétsi mnozstvi vody, abychom méli teplomér vzdy stejné ponofeny, tak jsme
podle pritoku vody otevieli otvor na dné naddobky. Dile bylo velmi dulezité, aby voda v nddobce moc
nechladla a tedy rychle se obméhnovala. Aby ovSem teplomér presné méril je nutné, aby byl dostateéné
ponoten. Je velmi slozité se s témito protichidnymi pozadavky vyporadat.

Dalsi problém je, jak presné urcit vysku, ve které teplotu méfime. My jsme za tuto vysku vzali stfed
banky teploméru.

Teplotu vody jsme mefili pro dvé rdzné rychlosti vytoku vody ze sprchy. Urceni rychlosti vody je
velmi slozité, zmérili jsme za jak dlouho byla naplnéna naboda o objemu 0,71, ziskali jsme Casy:

t1 = 8s to =5s

Meéreni ovsem bylo velice nepfesné, protoze urcit presné, kdy byla naplnéna nadoba, do které prudce
vtéka voda bylo slozité. Chybu tohoto ¢asu jsme uréili jako 15% . K vypodtu skuteéné rychlosti vody
je ovSem potreba znat plochu, ze které voda vytéka. Velikost této plochy jsme odhadli tak, Zze jsme
zjistili pocet direk na sprSe a vyndasobili je plochou jedné dirky. Urceni plochy této dirky bylo ovSem
velmi nepresné, protoze mnoho direk bylo zna¢né zaneseno vodnim kamenem. Plochu v8ech direk jsme
odhadli na:

Sy =20+ 10mm? .

Nakonec jsme ziskali hodnoty rychlosti:
vogr = 4 + 2ms™ ! 1)02:6ﬂ:3ms_1 .

Nyni uvedeme teploty namérené v jednotlivych vyskach pro tyto rychlosti:

dlcm] |[25[3565]105 | 140
T.[°CT|[50 [49 [48| 46 | 45
T»[°C] || 51 |50 |49 | 48 | 46

Teploty pro rizné vytokové rychlosti.

Tyto hodnoty jsou vynesené v nize uvedeném grafu, body je prolozena kfivka ziskana teoreticky.
Dostali jsme hodnoty koeficientii:

Ki=0,6s"1! Ky =0,5s8" 1
To, = 53,45~} To, = 53,8s ¢

1
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Diskuze

1. mereni o
fit 1. mereni -------
59 2. mereni +  _
fit 2. mereni -----

50 _\\0\ -F\\\ ]

H Sl el
48 + \\‘\\\o \\‘\\\ + —
46 + o + 73
555555555 o
A4 | | | | | |
20 40 60 80 100 120 140

Jak je vidét, hodnoty, které jsme ziskali méfenim, odpovidaji teoretické ktivce. Pro vétsi prutok
vody jsou namétreni hodnoty trochu vyssi, nez bychom ocekéavali z teorie, to mize byt zplusobeno tim,
ze pri vétsim pritoku vody byl vice ponofen teplomér a tim se mohla namérit vyssi teplota. Protoze
chyby namétenych veli¢in jsou velké, prakticky si odpovidaji. Karel Honzl

fykos@mfF.cuni.cz

Uloha S.VI ... dva draty (6 bodi, vesilo 5 studenti)

Méjme dva primé rovnobézné nekonecné dlouhé kovové vodice zanedbatelného kruhového priirezu,
které jsou od sebe ve vzdéalenosti r. Smér jednotkového vektoru es zvolme tak, aby byl rovnobézny
s vodici. Jednotkovy vektor, ktery lezi v roviné urcené vodiCi, je kolmy na es a ma smér z prvniho
vodice k druhému, oznac¢me e;. Jako vektor e2 oznacujme vektorovy soucin es X ej. Vektory e;, ez
a e3 pak definuji pravotocivy souradny systém. Vodic¢i protékaji elektrické proudy I; a I2. Velikost
proudi je kladna, pokud maji smér es. Pomoci transformacnich vztahi pro elektrické a magnetické
pole ukazte, Ze prvni vodi¢ piisobi na usek délky | druhého vodice silou

11151
Fl:—& 1261.
2T r

K reseni této ilohy uzijte nasledujici poznamky. Kovy jsou tvoreny krystalovou mrizkou kladné
nabitych iontii, mezi nimiz se pohybuji volné elektrony. (Toto je velmi zjednoduSeny model struktury
kovii. Nicméné pro nas problém je postacujici.) Pokud ke kovu priloZzime vnéjsi elektrické pole, potom
se volné elektrony zacnou pohybovat proti sméru elektrické intenzity. Tim v kovu vznika elektricky
proud. Rychlost usporadaného pohybu elektronii je pri béznych hodnotach proudu velmi mala, méné
nez metr za sekundu.

Elektrostatické pole homogenné nabité primky s délkovou hustotou naboje A je ve vzdalenosti r od
zdroje popsano elektrickou intenzitou o velikosti E = A/ (2megr). Vektor elektrické intenzity vzdy lezi
v roviné kolmé na primkovy zdroj a jeho smér udava primka prochdzejici zdrojem a bodem, ve kterém
nas zajima hodnota elektrického pole. Vektor elektrické intenzity sméruje od zdroje, je-li zdroj nabit

16
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kladné. Tento vysledek Ize ziskat se¢tenim (integraci) prispévkii od jednotlivych elementii primkového
zdroje. Prispévek elementu zdroje je dan Coulombovym zakonem. DalSi mozZnosti je v tomto pripadé
uziti Gaussovy véty, nebot smér elektrické intenzity plyne ze symetrie.

7 Maxwellovych rovnic plyne pro rychlost svétla ve vakuu vztah ¢? = 1/eopo. O platnosti tohoto
vzorce se Ize snadno presvédcCit dosazenim tabulkovych hodnot prislusnych fyzikalnich konstant.

Celkovy naboj kladnych ionti v prvnim vodi¢i na jednotkové délce oznadme Ai. Protoze je vodic
neutralni, je celkovy naboj volnych elektront na jednotce délky vodice roven —A;. Délkova nidbojova
hustota kladnych iontd ve druhém vodici necht je A2. Rychlosti uspofddaného pohybu volnych elektroni
v prvnim a druhém vodic¢i oznac¢me v1 a vs. Tyto rychlosti jsou kladné, pokud maji smér vektoru es.
Pro proudy ve vodicich tedy plati vztahy

I = —)\ivy, Io = —Xsvs.

Kladné ionty prvniho vodice vytvareji v misté druhého vodice pouze elektrické pole:

A
E; =

= e, Bi =0.
2mwegr

Podobné pole vytvareji ve své klidové soustavé i pohybujici se volné elektrony prvniho vodice:

A1

/
E, =—
2mwegr

e, Bé = 0.

Pole, které vytvareji pohybujici se elektrony prvniho vodice v misté druhého vodice, je v nasi soustavé
(soustava spojend s vodi¢i — s jejich krystalovou m¥izkou) déno transformaci elektrického a magnetic-
kého pole z klidové soustavy elektronti do nasi soustavy:

/
A1 vies X E] A1V1
Ee = — el, Be e 5 e
2mweqr c

— €.
2megc?r

Vysledné pole v misté druhého vodice ziskdme seCtenim prispévkia od kladnych iontd a od volnych
elektroni: ;
E =0, B=—"' ¢.
2mwegc2r
Prvni vodic¢ tedy piisobi na druhy pouze magnetickym polem. To znamené, Ze ptisobi pouze na volné
elektrony v druhém vodic¢i. Pro vyslednou silu ptsobici na tsek délky [ druhého vodice tak plati

11151 I 151
Fl:_A2lU2€3XB:LE3X62:—& 172 e
2megc3r or 1

Zcela obdobnym postupem bychom dostali, Zze druhy vodi¢ ptisobi na tGsek délky [ prvniho vodice
silou
_ Mo 11151

F;
2w r

e;.

Vidime tedy, Ze je splnén zdkon akce a reakce. To nés ale neprekvapuje, nebot se jedna o stacionarni
situaci.

Pomoci pravé odvozeného vztahu je definovana zakladni elektromagnetickd jednotka — jeden ampér.
Ampér je stily elektricky proud, ktery prFi prichodu dvéma pr¥imymi rovnobéZznymi nekoneé¢né dlouhymi
vodic¢i zanedbatelného kruhového prirfezu umisténymi ve vakuu ve vzajemné vzdalenosti jeden metr
vyvolad mezi nimi stélou silu 2:10~7 newtonu na jeden metr délky vodice. Karel Kolar

fykos@mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 7: Obecna teorie relativity

V predchozich dilech seridlu jsme se zabyvali specidlni teorii relativity. Fyzikalni jevy jsme popisovali
vyhradné v inercidlnich systémech, ve kterych jsme k popisu prostoru uzivali kartézské souradnice. Jako
C¢asovou soutadnici ¢ jsme volili vlastni ¢as prislusného inercidlniho pozorovatele. V poslednim dile si
néco povime o obecné teorii relativity (OTR) — o jejich zédkladnich principech, matematickém aparitu
a vysledcich.

Obecné teorie relativity vyzaduje oproti specidlni teorii relativity mnohem slozitéjsi matematicky
aparat. Z tohoto divodu nelze provést vyklad obecné teorie relativity v rozsahu umoznujicim provést
fyzikalni predpovédi pifimo z rovnic OTR. Ze stejného divodu jsou nékteré ¢asti nasledujiciho textu
zjednoduseny.

Co je nového oproti specidlni teorii relativity

Rozdil mezi STR a OTR spoc¢iva ve vlastnostech prostoro¢asu (prostor vSech udalosti — | jevisté
fyzikalnich déji“). V STR je topologie a geometrie prostorocasu predem zadana (stejné jako v ostatnich
fyzikdlnich teoriich). V. OTR je vSak geometrie prostoro¢asu souc¢asti dynamiky (pohybovych rovnic).

Pohyb hmoty je vzdy ovlivnén geometrickymi vlastnostmi prostorocasu. V STR je geometrie zadana.
To znamend, ze zpétny vliv hmoty na prostorocas neni mozny. Fyzikilni interakce jsou vS8ak vzajemné
(napfiklad elektromagnetické pole buzené elektrickymi ndboji zpétné ovliviiuje jejich pohyb). Tento
,hedostatek® je tedy v OTR odstranén.

OTR je zaroven teorii gravitace. Gravita¢ni ptisobeni je totiZz univerzalni, a proto jej lze geometri-
zovat. Gravitacni interakce je tak ,zprostiredkovidna“ geometrickymi vlastnostmi prostorocasu — hmota
ovliviiuje geometrii prostorocasu a vlastnosti prostorocasu pak zpétné ovliviiuji pohyb hmoty (podobné
jako elektrické naboje a elektromagnetické pole).

Protoze geometrie prostoroc¢asu v OTR nemusi byt eukleidovské, mizZe existovat prostorocas, ktery
je koneény a nemé Zadnou hranici!

Nové predpovédi OTR tizce souvisi s geometrickymi vlastnostmi prostorocasu. Mezi nejvyznamnéjsi
predpovédi patii dynamicky vesmir, gravita¢ni viny a cerné diry.

OTR je tfeba pouZit v pfipadé velmi kompaktnich objektt (Cerné diry, neutronové hvézdy, bili
trpaslici) a p¥i studiu vlastnosti celého vesmiru.

Vlychozi principy obecné teorie relativity

Vgechny fyzikalni interakce mtizeme rozdélit do dvou skupin: na diferencidlni a univerzalni vlivy. Pod
diferencidlnimi vlivy rozumime interakce, které na rtizné objekty ptsobi obecné rizné. Mezi diferencialni
vlivy patifi vSechny negravitac¢ni interakce. P¥ikladem univerzalnich vlivi je gravitace — piusobi na
vSechny objekty stejn&. Diferencidlni vlivy lze narozdil od univerzalnich odstinit. (Pokud napiiklad
obklopime elektricky ndboj uzemnénym vodi¢em, potom se jeho elektrické pole vné vodice vyrusi.)

Vzhledem k nevyruSitelnosti univerzalnich vlivii musime predefinovat nékteré zakladni fyzikalni
pojmy. Pod volnym hmotnym bodem rozumime hmotny bod, ktery neni pod vlivem diferencidlnich
interakci. Ideadlni hodiny jsou hodiny, na které nepiisobi diferencidlni vlivy. Sada idedlnich hodin umis-
ténych vedle sebe se chova stejné — vSechny hodiny jdou stejné rychle. Podobné definujeme idedlni tuhé
tyce jako tyce, které nejsou pod vlivem diferencidlnich sil.

Stejné jako v STR nazyvame inercidlnimi vztaznymi systémy soustavy, ve kterych se kazdy volny
hmotny bod pohybuje rovhomérné primocare nebo je v klidu. Mezi principy OTR pat¥i oba principy
STR: princip speciélni relativity (rovnocennost v8ech inercidlnich soustav) a princip konstantni rychlosti
svétla.
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Zékladnim principem OTR je princip ekvivalence. Tento princip vychazi z experimentédlniho po-
znatku, Ze setrva¢nd hmotnost téles (hmotnost vystupujici v druhém Newtonové pohybovém zikoné
a ve vztazich pro setrvaéné zdanlivé sily v neinercidlnich systémech) je rovna jejich gravitaéni hmot-
nosti (hmotnost vystupujici v Newtonové gravitaénim zakonu). Pfesnéji se jednd o pfimou tmérnost —
rovnost se ziskd vhodnou volbou hodnoty gravitacni konstanty . Setrvacnad a gravitacni hmotnost
téles se tedy v duasledku vzajemné ekvivalence vykrati v pohybové rovnici. To znamend, ze gravitac¢ni
pole pusobi na vSechny objekty stejné — je to univerzalni vliv.

Jednim z prvnich pokust potvrzujicich ekvivalenci gravitaéni a setrvaéné hmotnosti byl znadmy
Galileitiv pokus s volnym padem téles ze §ikmé véze v Pize. Galilei tehdy zjistil, Ze vSechna volna télesa
padaji v gravitaénim poli Zemé se stejnym zrychlenim. Od té doby bylo provedeno mnoho dalsi pokust
testujicich princip ekvivalence. V soucasné dobé je ekvivalence mezi setrvac¢nou a gravita¢ni hmotnosti
potvrzena s relativni presnosti 10717 (odchylka jejich poméru od jedné). V pété kapitole tohoto seridlu
jsme zjistili, Ze hmotnosti téles jsou ovliviiovany interakcemi. Experimenty plné prokazuji, Ze princip
ekvivalence plati také pro interakcéni prispévky ke hmotnostem téles.

Uvazujme homogenni gravita¢ni pole s intenzitou g. V tomto poli méjme zavésenou zdviz . Volné
hmotné body se v diisledku plisobeni gravita¢niho pole pohybuji vici zdvizi se zrychlenim g. Pokud
vSak odstranime zavés zdvize a nechame ji volné padat, potom bude zrychleni volnych hmotnych bodu
nulové a hmotné body se vici soustaveé spojené se zdvizi budou pohybovat rovnomérné pfimocare nebo
budou v klidu. Zdviz se v tomto ptripadé chova jako inercidlni soustava.

Méjme nyni obdobnou zdviz ve volném prostoru bez gravitaéniho pole . Necht se zdviz vaéi iner-
cidlnim systémum pohybuje rovnomérné primocare nebo je v klidu. Potom je zdviz sama inercidlni
soustavou a neptsobi v ni Z4dné zdéanlivé setrvacné sily. Volné hmotné body se vici ni tedy pohybuji
s nulovym zrychlenim. Pokud nyni za¢neme zdviz urychlovat s konstantnim zrychlenim a = —g, potom
se volné hmotné body zac¢nou viiéi zdvizi pohybovat se zrychlenim g.

UvaZujme nyni pozorovatele umisténého ve zdvizi, ktery miiZze provadét pouze lokalni pokusy (ne-
muze se divat ven ze zdvize). Takovyto pozorovatel pak nemiiZe rozeznat zavéSenou zdviz v gravitaénim
poli od urychlované zdvizZe a volné padajici zdviz od zdvize umisténé ve volném prostoru pohybujici se
s nulovym zrychlenim vci inercidlnim systémidm. Vidime tedy, ze ekvivalence setrvacéné a gravitacéni
hmotnosti zptisobuje také ekvivalenci setrva¢nych a gravitacnich sil. Vhodnou volbou vztazného sys-
tému lze vliv setrva¢nych sil vyrus$it (neptisobi v inercidlnich soustavéich). Podobné je tomu i s gravitaci.
Vidéli jsme, ze volné padajici soustava se chova jako inercidlni systém. Ve volné padajici soustavé by
tedy méla platit STR!

Doposud se nase avahy tykaly pouze homogenniho pole. Co se stane, pokud budeme uvaZovat
nehomogenni gravita¢ni pole? Méjme volné hmotné body padajici v gravitaénim poli Zemé . S bodem O
nyni spojme volné padajici systém. Vlivem nehomogenity gravitacniho pole Zemé se ve volné padajici
soustavé objevuji slapové sily, které se snazi natdhnout télesa v radidlnim sméru a smrstit je ve sméru
kolmém na radidlni. Velikost slapovych sil je tim vétsi, ¢im dale jsme od bodu O. Volné padajici
soustava tedy vykazuje inercidlni vlastnosti pouze v okoli bodu O.

Princip ekvivalence se obvykle vyjadiuje nasledovné: V kazdém bodé libovolného prostorocasu lze
zavést lokalné inercidlni systém (LIS), v némz v dostateéné malém okoli uvazovaného bodu maji p¥i-
rodni zdkony stejny tvar jako v STR. Vyhodou této formulace je moznost jejiho praktického vyuziti,
které pozdéji uvidime.

Gravitaéni pole lze tedy alespon lokalné ,,odtransformovat“ prechodem do volné padajiciho systému.
Tento krok je mozny diky univerzalnimu charakteru gravitacniho ptsobeni.

Dalsim principem OTR je princip obecné kovariance (relativity). Jednd se o zobecnéni principu
specialni relativity. Podle principu obecné kovariance lze fyzikalni zdkony popsat rovnicemi, které maji
ve v8ech soufadnych systémech (tedy i ve vSech vztaZznych soustavéich, nebot jiz z STR vime, Ze s volbou
soufadnic na prostorocase je spjata také volba vztaZzné soustavy) stejny tvar (rovnice jsou kovariantni).
Princip obecné kovariance je v OTR splnén automaticky, nebot fyzikalni zékony jsou v OTR formulo-
vany pomoci tenzorovych rovnic.
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K prepisu fyzikdlnich rovnic z STR do OTR se uziva nésledujici formulace principu obecné ko-
variance: Pokud fyzikalni zdkon plati v nep¥itomnosti gravitace (v STR) a rovnice jsou kovariantni
(neméni svij tvar pfi libovolné transformaci soufadnic), potom rovnice plati v libovolnych soutad-
nicich a v libovolném gravitac¢nim poli. Tato formulace tizce souvisi s principem ekvivalence. Podle
principu ekvivalence plati v lokdlnim inercidlnim systému STR. Pokud tedy prevedeme fyzikalni za-
kony vyjadrené v souradnicich lokdlniho inercidlniho systému do soufadnic obecnych, potom ziskdme
obecné platné zakony.

Uvedené principy nelze chapat jako jednoznac¢né axiomy. Jedna se spiSe o heuristické navody, jak
ziskat rovnice popisujici dané jevy v ptitomnosti gravitacniho pole. Konecné slovo o platnosti rovnic mé
pak experiment. Naptiklad prepis rovnic z STR do OTR neni jednozna¢ny. Do rovnic platnych v STR
lze totiz ptidat ¢leny obsahujici k¥ivost prostorocasu, nebot tyto ¢leny jsou v STR (plochy prostorocas)
identicky nulové. P¥i prepisu rovnic se proto uziva dalsi princip — princip minimalni vazby: pokud to
neni nezbytné nutné, potom do fyzikalnich rovnic nevkldadame vyrazy obsahujici k¥ivost prostorocasu.

Obecnd teorie relativity a gravitacni rudy posuv

V této podkapitole odvodime nékteré vysledky OTR, které lze ziskat pfimo z jejich principi a zdkonu
klasické fyziky. Odvozené vysledky tedy budou mit charakter relativistickych korekci ke klasickym
predpovédim.

Gravitacni interakce je univerzilni interakci. Méla by tedy pusobit i na svétlo. Z predchoziho jiz
vime, ze fotonu, ktery odpovidé svételné viné o frekvenci v, by méla pf#i platnosti ekvivalence energie a
setrva¢né hmotnosti odpovidat setrvaénd hmotnost hr/c?. Podle principu ekvivalence by fotonu méla
odpovidat také gravitacni hmotnost stejné velikosti jako setrvacna.

Méjme stojiciho pozorovatele (v dané vztazné soustavé), ktery vysle foton o frekvenci v;. UvaZo-
vany pozorovatel se nachdzi na misté, na kterém je hodnota Newtonovského gravitac¢niho potencidlu
rovna 1. Na jiném misté s gravitaénim potencidlem @2 necht se nachazi jiny stojici pozorovatel, ktery
vyslany foton zachyti jako foton o frekvenci v2. Podle zdkona zachovani energie by mélo platit

huv hvo

hvi + —=p1 = hva + — 2.

c c

Abychom mohli uzit klasickou fyziku, musi byt obé& frekvence blizké2) — v & vy = v. To znamen4, e
rozdil gravita¢nich potencialéi Ay = 2 — @1 musi byt mnohem mensi neZ c¢?. V piipadé gravitaéniho
pole Slunce je tomu tak mezi libovolnymi dvéma body. Pro slaba gravitacni pole tedy dostavame

AI/:VQ—Vlzy(L;m = gZ_A_;p.
c v c
Pokud se foton pohybuje z mista s niz§im gravita¢nim potencidlem do mista s vys$§im potencidlem,
potom se jeho frekvence sniZuje — foton ztraci energii a ,rudne®. Tento efekt se nazyva gravitaénim
rudym posuvem a byl skuteéné pozorovan ve spektru hvézd (pomérné dobte je pozorovatelny u bilych
trpaslikil). V Sedesatych letech minulého stoleti (20. stoleti) byla experimentilné zméfena zména frek-
vence fotonu pti jeho ,pddu® v gravitaénim poli Zemé. Uvazujme pad fotonu z vysky [. Pro relativni
zménu jeho frekvence potom plati
Av gl
e
kde g je tihové zrychleni. P¥i experimentu foton padal z vysky [ =~ 20m. Tomu odpovida relativni
zména frekvence 2 - 10~ 5. Tuto hodnotu se skuteéné podafilo namé¥it!
Pfedchozi odvozeni vztahu pro zménu frekvence fotonu v gravita¢nim poli bylo hodné intuitivni.
, Lepsi“ odvozeni vychazi ze skutec¢nosti, Ze gravitacni pole muzeme simulovat setrvaénymi silami.
Uvazujme rovnomérné zrychlenou zdviz se zrychlenim g . V okamziku, kdy se zdviZz nepohyhuje, vysle
pozorovatel A foton o frekvenci vi. Za ¢as At tento foton zachyti pozorovatel B, jehoZ vzdalenost od

2) Podle klasické fyziky jsou ob& frekvence shodné.

20



Fyzikdlni korespondenéni seminair UK MFF roénik XV série VII

pozorovatele A je rovna [. Pro ¢as At ptiblizné plati, ze At = [/c. Za ¢as At se bude pozorovatel B
pohybovat rychlosti v = gAt. Vlivem Dopplerova efektu tak pozorovatel B naméri frekvenci fotonu vg,

l A l A
U2:V1(1—E>:V1(1—g—> = —V:—g = — ®

G 5 b
c v c2 c2

pro kterou plati

kde rozdil gravitacnich potencidli Ay = ¢ — pa = gl. Pfedchozi vztah plati obecné pouze pro blizké
pozorovatele. Obecny vztah ziskdme seétenim jednotlivych zmén frekvence podél celé drahy fotonu.
Vzhledem k linearité vztahu pro zménu frekvence na malych vzdalenostech obdrZzime formalné shodny
vztah, jenZ je identicky se vztahem, ktery jsme jiZz dfive obdrzeli ze zédkona zachovani energie.
S frekvencemi vy a vg souviseji periody svételné viny Ty a Ta, pro které plati Th = ¢/v1 a Te = ¢/va.
Pro jejich relativni rozdil dostavame vztah
AT To—-Ti  c(ri—wv2)v  Av _ Ap

T T V2 c v 2
Vidime tedy, Ze rychlost plynuti ¢asu v gravita¢nim poli zavisi na poloze pozorovatele — pokud naptiklad
bude néjaky pozorovatel kazdou sekundu vysilat signdl do oblasti s vy$$im gravita¢nim potencidlem,
potom pozorovatelé v této oblasti naméri mezi jednotlivymi signdly c¢asové intervaly, které budou delsi
nez jedna sekunda. Tito pozorovatelé budou tudiz starnout rychleji neZ pozorovatel vysilajici signaly.
V OTR nelze tedy obecné synchronizovat hodiny stojici na rtznych mistech!

O rychlosti plynuti ¢asu rozhoduje hodnota gravitaéniho potencidlu. Nejpomaleji plyne ¢as v misté,
kde je minimum gravitaéniho potencidlu. V tomto misté je nulovéd intenzita gravita¢niho pole, nebot
intenzita je derivaci potencidlu. Neni tedy obecné pravda, Ze Cas plyne pomaleji v silnych gravitac¢nich
polich.

Pokud provedeme vypocet predchozich situaci pomoci OTR za predpokladu slabych gravita¢nich
poli a stojicich pozorovateld, potom se ukaze, ze predchozi vztahy skute¢né plati.

Svétlo se v inercidlnich systémech pohybuje po pfimkach. Pokud se vSak na pohyb svétla budeme
divat z urychlené zdvize (viz obrazek 5), potom bude draha svételného paprsku zakfivend. Uzitim
principu ekvivalence tedy dochizime k zavéru, ze se svétlo v gravitaénim poli ohyba. Tento jev byl
skute¢né pozorovan.

Matematickd formulace obecné teorie relativity

OTR uzivd pomérné slozity matematicky aparat. Neni tedy mozZné, abychom se matematickou
formulaci OTR zabyvali podrobné. V této podkapitole se proto omezime pouze na nékolik poznamek,
kterych pozdéji vyuzijeme k diskusi nékterych vysledkd OTR.

Prostorocas je v OTR z matematického hlediska ¢tyfrozmérnou pseudo-Riemannovou varietou. Va-
riety jsou obecnéj$imi p¥ipady Eukleidovskych prostort. Muzeme si je pfedstavovat jako plochy (obecné
zakfivené) vnotrené do néjakého Eukleidovského prostoru. P¥ikladem dvojrozmérné variety je povrch
koule. Okoli libovolného bodu variety lze vzdy popsat pomoci soufadného systému. V pFipadé prosto-
ro¢asu potiebujeme celkem ¢tyfi souradnice. Oznaéme je jako z0, 2!, 22 a 3. ProtoZe je prostorodas
varietou pseudo-Riemannovou, je na ném definoviana také metrika. Uvazujme dvé ,blizké“ udalosti
(hodnoty jejich soufadnic jsou blizké) se soufadnicemi z# a z* 4 dz*, kde fecky index p probihd hod-
noty od nuly do t¥i. Prostorocasovy interval (,,vzdalenost®) mezi témito udilostmi je pak dan vztahem

ds? = gy (2®)dztdz”,

kde je uzita Einsteinova sumacni konvence — pres dvojici stejnych indexu, kdy jeden z nich je dolni a
druhy horni, se scita. Nasledujici vztahy, pokud nebude Feceno jinak, jiz budou zapsdny pomoci této
konvence. V pripadé vztahu pro prostorocasovy interval tedy s¢itdme pres indexy p a v od nuly do t¥i.
Funkce g, (z®) jsou kovariantni slozky metrického tenzoru. Hodnota prostoroc¢asového intervalu ds?
muZe byt nulovi nebo zapornd i pro dvé rizné udélosti (stejné jako v STR) — vzdélenost dvou rtznych
bodt variety je vzdy kladna pouze v piipadé Riemannovych variet. Prostoro¢asovy interval ds? je
skalarni veli¢inou. To znamenad, Ze jeho hodnota je nezavisla na zvoleném sourfadném systému.
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Geometrie prostoro¢asu je plné popséna znalosti prostoroasovych intervalii ds? (funkci Jguv) pro
libovolné dvé blizké udéalosti. Zndme-li totiz metriku (slozky metrického tenzoru g, ), potom je jiz jed-
noznac¢nym zpusobem definovano derivovani tenzorovych poli v daném sméru a paralelni pfenos tenzori
podél dané ktivky. V obecném pripadé totiZz nelze na varieté definovat, co jsou to paralelni vektory
ve dvou rtznych bodech, nebot paralelni pfenos vektorti mezi témito body obecné zivisi na kfivce,
po které prenos provadime. Tuto vlastnost vykazuji zakiivené prostory. Pojem paralelnosti dvou vek-
toru ve dvou raznych bodech méa smysl pouze v pripadé plochych prostori, kdy paralelni pfenos vektoru
mezi dvéma body nezavisi na zvolené kfivce, po které prenos provadime.

Jak je tomu v STR? V STR, jak jiZz bylo feceno, je geometrie i topologie prostorocasu predem zadani.
Cely prostorocas lze popsat pomoci jediné globélni sady soufadnic (soufadnice nékterého inercidlniho
systému): 20 = ct,z! = x,2? = y, 23 = 2. Vyraz pro prostorocasovy interval jiz zname:

ds? = —c2dt? + daz? + dy? + d22.
To muizZeme zapsat v jednodussim tvaru
ds? = ny,dzidz”,

kde nyy = =1 prop =v =0,y = 1l propu =v =1,2,3 a nu = 0 jinak. V této geometrii
nezdvisi paralelni pfenos vektori mezi dvéma body na zvolené k¥ivce (vektory se prendasSeji stejné
jako v Fukleidovském prostoru popsaném pomoci kartézskych souradnic — neméni se hodnoty jejich
slozek). Specialné relativisticky prostorocas je tedy plochy. Specidlné relativistickd geometrie odpovidéa
nulovému gravitaé¢nimu poli. STR lze proto uzit pouze jako aproximaci pro ptipad slabych gravitacnich
poli.

Cely prostorocas v STR. lze popsat pomoci soufadnic odpovidajicich nékterému inercidlnimu pozo-
rovateli®). Pomoci inercislnich soustav jsme tedy schopni popsat viechny fyzikalni jevy. V rdmci STR
lze tedy Fedit i otdzky tykajici se urychlenych pozorovatelti®), co? jsme vidéli v druhé tloze tohoto
seridlu, kde jsme paradox dvojéat vysvétlili pouze uzitim inercidlnich soustav v rdmci STR.

Z principit OTR vime, jak gravita¢ni pole piisobi na fyzikalni objekty (v LIS plati STR). Napfi-
klad z podminky, Ze v okamzité lokalni inercidlni soustavé se volny hmotny bod pohybuje s nulovym
zrychlenim, vyplyvé, Ze volné padajici objekty se v prostoroc¢ase ,pohybuji“ po geodetikidch (jejich
svétoééry5) jsou geodetikami). Geodetiky jsou k¥ivky, jejichZ teény vektor se podél nich prendsi para-
lelné — v pfipadé Eukleidovského prostoru jsou geodetikami pfimky (geodetiky jsou tedy zobecnénim
pfimek do zak¥ivenych prostoril). Z principi OTR v8ak nelze uréit zpétny vliv fyzikdlnich objektd na
gravitacni pole — nelze ziskat gravitacni zakon.

Einsteinovy rovnice (gravitaéni zédkon) se v OTR ,odvozuji“ z podminky, aby v pfipadé slabého
gravitaéniho pole prechézely v Newtontuv gravitacni zdkon a aby byly splnény lokalni zdkony zachovani
energie a hybnosti. Vysledné rovnice maji tvar
Ruv — %Rg,,w + Aguv = 8:—4GTM,,.

Levé strana t&chto rovnic® je nelinedrnim diferencidlnim vyrazem druhého ¥ddu pro metriku gu,,7),
kterd zcela popisuje gravitaéni pole. Vyraz T}, stojici na pravé strané Einsteinovych rovnic je tenzor

3) Toto viak neplati v OTR, kde obecn& neexistuje globalni inercidlni systém.

4) Souradnice jim odpovidajici obecné nepokryvaji cely prostorocas. Inercidlni pozorovatelé jsou tedy
v STR vyznac¢ni.

5) Jsou to historie danych objektt — kfivky v prostorocase, které prochézeji vemi udélostmi (svéto-
body), které se odehraji v misté daného objektu.

6) Jedna se o 10 rovnic — ob& strany jsou symetrické v indexech pv a oba indexy nabyvaji hodnot od
nuly do t¥i.

7) Vyrazy R,v a R popisujici kfivost prostorocasu jsou jednozna¢né urceny z metriky.
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energie a hybnosti, ktery popisuje zdroje gravitacniho pole. G je Newtonovska gravitaéni konstanta
(byva rovnéz oznafovana jako ) a ¢ je rychlost svétla. Na levé strané rovnic vystupuje tzv. kosmologicka
konstanta A. Hodnota této konstanty je velmi mald; je tfeba ji uvazovat pouze v ptipadé, Ze se zabyvame
celym vesmirem.

Je velmi zajimavé, Ze z Einsteinovych rovnic plynou i rovnice pro pohyb hmoty! Tato skute¢nost se
nékdy vyjadruje slovy: hmota ,fika“ prostorocasu, jak se ma zakfivovat, a prostorocas ,Fika“ hmoté,
jak se ma pohybovat. V pripadé, Ze uvazujeme pouze gravitacni interakci, je v Einsteinovych rovnicich
obsazena celd fyzika. V ostatnich pripadech je tf¥eba ptidat rovnice popisujici zbyvajici negravitac¢ni
interakce. Napriklad pro elektromagnetismus jsou to Maxwellovy rovnice nebo v pripadé tlaku se jedna
o stavovou rovnici.

Gravitacéni interakce je univerzalni interakci. To se projevuje také v tenzoru energie a hybnosti, kde
se vyskytuji prispévky od vSech negravitacnich fyzikalnich objekt. To znamend, Ze zdrojem gravitace
je v OTR naptiklad také elektromagnetické pole nebo tlak! S univerzalitou gravitace rovnéz souvisi
slozitost Einsteinovych rovnic — metrika g,, totiZ nevystupuje pouze na levé strané, kterd je jiz dost
slozitd, ale rovnéz také v tenzoru energie a hybnosti a v rovnicich pro negravitaéni interakce (napf.
Maxwellovy rovnice).

OTR je lokalni teorii. Einsteintiv gravitaéni zdkon totiz urcuje geometrii prostoroc¢asu pouze lokalné.
Podobné i ostatni rovnice popisujici fyzikalni jevy jsou lokdlni — napt. Maxwellovy rovnice. Lokalnost
teorie se také projevuje tim, Ze v . OTR neni jednozna¢né zadéna topologie prostorocasu (souvisi se
soufadnicovymi sadami, s jejichz pomoci pokryvdme prostoroc¢as). Globélni veli¢iny (nap¥. celkové
energie nelokdlniho systému) nemaji v OTR obecné smysl — Ize je zavést pouze v pfipadé, Ze prostorocas
(jeho geometrie) vykazuje n&jakou symetrii. Napiiklad zédkony zachovéani celkové energie a hybnosti
(véetné prispévkl od interakénich poli) fyzikalnich systémi v STR tzce souviseji s vysokou symetrii
specialné relativistického prostorocasu.

Vlastni ¢as pozorovateli
Uvazujme dvé blizké udalosti na svétocare néjakého pozorovatele, které maji souradnice £* a E* +
dé*. Pro jejich prostorocasovy interval pak plati

ds? = g, derde”.

Podle principu ekvivalence lze zvolit v libovolném bodé prostoroc¢asu LIS, ve kterém plati STR. V udéa-
losti popsané souradnicemi £* tedy zvolme pocéatek tohoto systému. Souradnice udélosti £# + d&H jsou
potom v lokélné inercidlnim systému rovny dx*. Prostorocasovy interval (nezavisi na volbé soufadnic)
l1ze pak vyjadrit nasledovné:

ds? = nuuderde” = —c?dt? + dz? + dy® +d2? = (1)2 — 02) de?,

kde v je velikost rychlosti pozorovatele v dané lokalni inercidlni soustavé.

Ze specialni teorie relativity jiz vime, Ze se zadny pozorovatel nemize vici zaddnému inercidlnimu
systému pohybovat svételné nebo nadsvételné. To znamend, Ze svétocary odpovidajici fyzikdlnim po-
zorovatelim (hmotnym objekttim) nejsou libovolné — pro libovolné dva blizké svétobody na svétocare
uvazovaného pozorovatele musi platit, ze ds? < 0.

Pokud LIS zvolime tak, Ze je okamzitym klidovym inercidlnim systémem daného pozorovatele,
potom je rychlost pozorovatele v nulova a vlastni ¢as pozorovatele 7 odpovidé ¢asové souradnici lokalné
inercidlniho systému. Mezi uvazovanymi udalostmi tak pozorovatel naméri vlastni Cas

1 1
dr = =\/—ds? = —\/—g,.,dErdEV.
C C

Vlastni ¢as 7 mezi libovolnymi udélostmi na svétodife pozorovatele ziskdme integraci (se¢tenim) jed-
notlivych prispévka dr.
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Mé&jme pozorovatele, ktery se v daném globalnim inercidlnim systému (uvazujeme plochy prostoro-
¢as — STR) pohybuje rychlosti v(t). Pro jeho vlastni ¢as 7 mezi udalostmi majici v daném inercidlnim
systému Casové soutradnice t1 a t2 pak plati

t2 dzH da:” t2 t2
/ \/ M= qr e / ROk /
7 tohoto vztahu vidime, Ze pohybujici se pozorovatel vzdy starne pomaleji neZz pozorovatel spojeny
s danou inercidlni soustavou, nebot 7 < t5 — t1. Pokud by byl druhy pozorovatel také inercidlnim,
potom by se zdalo, ze dochazime k paradoxu. Neni to v8ak pravda. Pokud by totiZ byli oba pozorovatelé
inercidlnimi, potom by se mohli potkat pouze jednou. Aby pozorovatelé mohli posoudit, ktery z nich

starne rychleji, musi se potkat alespon dvakrait. Ale v takovém pripadé je alespon jeden z pozorovateli
neinercidlnim.

Predchozi vztah jsme mohli ziskat i trochu jinym zptsobem. V STR Ize totiz s kazdym pozorova-
telem spojit okamzity klidovy globdlni inercidlni systém. Vztah mezi ¢asovym intervalem v okamzitém
klidovém systému pozorovatele a odpovidajicim ¢asovym intervalem v inercidlnim systému, ve kterém
méame zadidn pohyb pozorovatele, je pak dan diletaci casu.

Svétlo se v kazdém inercidlnim systému 8ifi rovnomérné primocdatre konstantni rychlosti c. To
znamena, ze jemu odpovidajici svétoCary jsou geodetiky, pro jejichZ libovolné dva blizké svétobody
plati ds? = 0.

Schwarzschildovo reseni Einsteinovych rovnic

Schwarzschildovo feSeni je presné sféricky symetrické ¥eseni Einsteinovych rovnic ve vakuu (tenzor
energie a hybnosti je nulovy). Je to jedno z nejjednodussSich feSeni. Popisuje gravitaéni pole sféricky
symetrického centralniho objektu o hmotnosti M, kolem kterého je vakuum (neni tam ani elektromag-
netické pole). Prostoro¢asovy interval je v pripadé Schwarzschildova feSeni dan vztahem

2GM dr?
ds? = — (1 - T) c2de? + 1% + 172 (do? + sin2 9 dg?) .
cer —
c?r

Tyto souradnice odpovidaji soustavé spojené s pozorovateli, ktefi vzhledem k centralnimu objektu stoji.
Svétocary téchto pozorovatel jsou v téchto souradnicich dény vztahy: » = konst.,® = konst.,¢ =
= konst. a t libovolné. Gravitaéni pole je v tomto pfipadé stacionarni, nebot metrika nezavisi na ¢asové
soutadnici .

Pro r > 2GM/c? je geometrie prostoro¢asu popsina metrikou

ds? = —c?dt® + dr? + 72 (dv? +sin® 9 dp?) .

To je v8ak speciilné relativistickd geometrie vyjaddiend pomoci sférickych souradnic. Provedeme-li totiz

transformaci souradnic
x = rsindcos ¢,

y = rsindsin o,
z = rcosd,

potom pro dx,dy a dz plati

dx = sinY cos pdr + r (cos ¥ cos ¢ d¥ — sin I sin p dyp) ,
dy = sin¥sin pdr + r (cos ¥ sin ¢ d¥ + sin ¥ cos pdyp) ,
dz = cos¥dr — rsind dd,

z ¢ehoz dostavame
dz? + dy2 + dz? = dr? + r2 (d292 + sin? 19d<p2) .
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Ve velké vzdalenosti od centrilniho objektu tedy plati STR. To znamena, Ze prostorocas je asymptoticky
plochy. Z predchoziho rovnéz plyne geometricky vyznam soutradnice t. Je to vlastni Cas pozorovatele

stojiciho v nekone&nu®).

Geometrie prostorocasového fezu t = konst. a r = konst. je ddna vztahem
ds? = r2 (d192 + sin? 19d<p2) :

To je geometrie povrchu t¥irozmérné koule o poloméru r. Plocha této sféry je ddna zndmym vzta-
hem 4772, Tim je ddn geometricky vyznam soufadnice r. Vzhledem k zak¥ivenosti prostoroasu vsak
neplati, Ze r je rovno vzdalenosti od centra sférické symetrie! Se soutradnici r lze zachazet jako se
vzdélenosti od centra pouze v asymptoticky ploché oblasti (r > 2GM/c?).

Ze vztahu pro Schwarzschildovu metriku vidime, %e pro r = 0 a r = 2GM/c? je tato metrika singu-
larni (délime v ni nulou). Pokud vSak m& tato metrika popisovat gravita¢ni pole néjakého nebodového
objektu (naptiklad hvézdy), potom ji 1ze uZit pouze k popisu gravitaéniho pole vné tohoto objektu
(pro r > rp), nebot Schwarzschildovo FeSeni je vakuové (uvniti télesa je tenzor energie a hybnosti
nenulovy). Potom ale k Zddnym singularitdim nedochézi, protoZe soufadnice rg povrchu centralniho
objektug) je vidy vétsi nez hodnota 2G M /c?. Pozdé&ji uvidime, Ze je to zpiisobeno tim, Ze pod touto
hodnotou nelze stat na konstantnim r. Pokud tedy povrch centrilniho objektu nenalezneme do hod-
noty r = 2GM/c?, potom jej jiz nenalezneme nikde. Cely prostorodas je pak vakuovy a odpovidé
Schwarzschildové ¢erné dire.

Nyni si odvodime vztah pro gravitaéni rudy posuv v pripadé Schwarzschildovy metriky. Uvazujme
dva stojici pozorovatele A a B. Pozorovatel A necht vysila svételné signily, mezi nimiZ jsou v soufad-
nicovém case t ¢asové rozestupy Ata. Tyto signaly prijimé pozorovatel B. Jaké ¢asové rozestupy Atpg
mezi signily namé¥ pozorovatel B? Pro svéto¢aru svételnych signald plati ds? = 0. Odtud dostévame,
ze

1 \/dr2 + (1 - 2GM> r2 (d92 + sin? ¥ dp?)

c2r
dt = - 1 _ 2GM

c2r

Vidime tedy, ze dt nezavisi na souradnicovém case t, coZ je dano stacionaritou Schwarzschildova FeSeni.
Uvéazime-li jesté, Ze oba pozorovatelé jsou stojici, potom dochazime k zavéru, Ze se svétocary svételnych
signala 1isi pouze o konstantu v soufadnicovém c&ase t. To znamend, Ze celkovy soufadnicovy ¢as (ziskd
se setenim prispévkl dt) potfebny k prekonani vzdélenosti mezi pozorovateli je pro vSechny svételné
signaly stejny. Plati tedy Aty = Atx.

Pro frekvenci va signald, kterou namé¥i pozorovatel A, plati vo = 1/Ara, kde A71p je vlastni ¢as
pozorovatele A odpovidajici souradnicovému intervalu At . Obdobny vztah lze nalézt i pro frekvenci vg
signall, kterou naméri pozorovatel B. Dostavame tedy

/ 2 2GM 2GM \ >
vB ATp _ASA 1 - c2ry Ata o <]- T g )2

v AT 2 / 2GM At
A B _ASB 1 - c2rg B

Toto v8ak neplati pro pozorovatele stojici na kone¢né hodnoté soutadnice r! Je to zptisobeno tim,
ze v gravitacénim poli zavisi rychlost chodu hodin na jejich poloze, a proto nelze ¢asovou souradnici
zvolit tak, aby byla vlastnim ¢asem vSech stojicich pozorovateld.

8)

9) Centralni téleso, jak jiz bylo Fec¢eno v ivodu této podkapitoly, musi byt sféricky symetrické, abychom
maéli zaruceno, ze i jeho gravita¢ni pole bude sféricky symetrické a vné objektu bude tedy popsatelné
Schwarzschildovou metrikou.
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Pokud za jednotlivé signily budeme povazovat vrcholy svételné vilny, potom dostdviame vztah pro
gravita¢ni rudy posuvlo). V piipadé slabého pole, kdy plati r > 2GM/c?, obdrzime
v GM GM —
B _ n _ 14 PA— @B
N c’ry  c?rp c?

Y

coz je vztah, ktery jsme jiz ziskali uzitim Newtonovy teorie gravitace a principtit OTR.

Co se stane, pokud se jeden z pozorovateli zacne pohybovat? Gravitacni pole Zemé lze z hlediska
relativistickych efekti pomérné pfesné popsat pomoci Schwarzschildovy geometrie (Zemé je s velkou
presnosti sféricky symetrickd). Mé&jme pozorovatele (ozna¢me jej pismenem Z), ktery stoji na zemském
povrchu. Polomér Zemé oznac¢me R. Ve vzdalenosti r od stfedu Zemé necht se pohybuje po kruhové
draze pozorovatel S. Uvazujme, Ze pozorovatel S volné padd — kromé gravitace na néj neptsobi zaddné
dalsi sily. Pozorovatel S se tedy pohybuje rychlosti \/GM/r, kde M je hmotnost Zem&. Sférické sou-
Ffadnice zvolme tak, aby kruhova drdha pozorovatele lezela v roviné ¢ = g Pro pohyb pozorovatele S

tedy plati
Ao  GM
<r At) o
Pokud bude vzdalenost obou pozorovateli maximalni nebo minimélni, potom bude platit Aty = Atg,
nebot v tomto pripadé dvé po sobé jdouci maxima potFebuji stejny ¢as k probéhnuti dréhy mezi obéma
pozorovateli. Pro frekvence, které pozorovatelé naméri, tedy plati (pole je slabé)

2
_2GM Y\ 2A2 _ 22,2 _2GM _ 1 ( Ap
vy \/(1 2 )C Ats T ASO \/1 2r o2 (T' At) . GM (1 3 )
M M 2
Vs 1— 2CC2:R cAty 1— 2CC2:R c R 2r
Pro r = %R dostavame, Ze vz = vg. To je zpusobeno tim, Ze kromé gravita¢nitho pole mé v tomto

pripadé vliv na zménu frekvence svétla také pohyb jeho zdroju.

Jiz v roce 1859 dokazal Leverrier, Ze staCeni perihelia Merkuru nelze zcela vysvétlit poruchami od
ostatnich t&les sluneéni soustavy. Pozorované staceni perihelia bylo o 43" /stoleti v&tsi nez vypoétenéll).
Pokud budeme vysetfovat drahy volnych téles ve Schwarzschildové poli, potom v oblasti, kde je pole
slabé, dostavame Keplerovské orbity, které v8ak jiz nejsou uzaviené narozdil od Newtonovského pri-
padu. Dochazi totiz ke staceni jejich pericenter. Pti jednom obéhu se pericentrum posune o thel

Ap = 6mrGM ’
c2a (1 —e?)
kde a je hlavni poloosa eliptické drahy a e je jeji excentricita. V pripadé planety Merkur dostavame
presné hodnotu, ktera je rozdilem mezi pozorovanou hodnotou a hodnotou plynouci z Newtonovské
teorie.

Z principu ekvivalence plyne, Ze by v gravitaénim poli mélo dochazet k ohybu svétla. V pripadé
Schwarzschildovy geometrie Ize za predpokladu slabého pole (r > 2G'M/c?) odvodit pro thel ¢ ohybu

svételného paprsku vztah
AGM

2R’

kde R je minimalni vzdalenost svételného paprsku od centralniho objektu. Je zajimavé, Ze pokud
bychom ohyb svételného paprsku pocitali pomoci nahrazeni gravita¢niho pole setrvaénymi silami urych-
lené zdvize, potom bychom dostali pouze poloviéni hodnotu pro thel ohybu. Je to zptisobeno tim, ze

(P:

10) Skuteény posuv miize byt i modry. Termin gravitaéni rudy posuv zde pouzivame pro zménu frekvence
svételné viny vlivem gravita¢niho pole. Tedy i pro prfipad modrého posuvu.
11) Stacen{ perihelia zptisobené poruchami od ostatnich t&les je vice nez desetinisobné.

26



Fyzikdlni korespondenéni seminair UK MFF roénik XV série VII

v pfipadé urychlené zdvize je prostorocas plochy (existuji v ném globalni inercidlni systémy), zatimco
v pripadé gravita¢niho pole centrilniho objektu je prostorocas zaktiveny. V roce 1919 provedl Edding-
ton experiment s mérenim ohybu svételnych paprski gravitaénim polem Sluncel!?). Vysledky tohoto
experimentu prokazaly platnost pfedchoziho vztahu!3). Po tomto experimentu zacala byt OTR pkiji-
mana'®.

P¥i vySetfovani pohybi volnych &Eastic v okoli ¢erné diry (poptipadé velmi stladené hvézdy, aby
vakuum bylo a% k hodnotdm r blizkym 2GM/c?) se objevuji zcela nedekané vysledky. Napiiklad
pod 6GM/c? jiz neexistuji stabilni kruhové orbity. Na hodnoté r = 3GM/c? je kruhova draha pro
fotony a pod ni jiZz neexituje Zddna kruhova orbita. Schwarzschildovské pole je dokonce tak silné, Ze
existuji energeticky nevazané kruhové drahy. To znamend, Ze Castice na téchto orbitdch mé dostatek
energie k tomu, aby se mohla dostat aZ do nekone¢na. Tyto drdhy jsou tedy nestabilni. P¥i jejich poruse
¢astice bud odlétne do nekoneéna anebo skonéi v &erné dife (pop¥ipadé v centralnim objektu).

Cerné diry

Nejjednodussi ¢ernou dirou je Schwarzschildova c¢ernd dira, kterd je popsana Schwarzschildovou
metrikou v celém prostorocase. V tomto pripadé zde neméme zaddné centrilni téleso a cely prostorocas
je tedy vakuovy. Cernou dirou nazyvame oblast prostoroéasu, jejiz radidlni soufadnice r je mensi
nez 2GM /c?. Oblast s = 2G M /c? se nazyva horizontem &erné diry.

Pro¢ je ¢erna dira cerna? UvaZzujme pozorovatele, jehoZ svétocara mé konstantni radidlni sourad-
nici r, ktera je mensi nebo rovna hodnoté 2GM/c?. Na této svétocaie potom plati

cer

2G M
ds? = — (1 - — ) c2de? +r? (d192 + sin? 19d<p2) .

To znamena, %e uvnit¥ ¢erné diry je vidy ds? > 0 a na jejim horizontu je ds? > 0, p¥i¢emZ rovnost
nastava pouze v pripadé, Ze jsou konstantni i ostatni prostorové souradnice. Uvnit¥ ¢erné diry a na jejim
horizontu nelze tedy st4t na konstantni radialn{ soufadnici'®! Viechny fyzikalni objekty se tedy uvniti
¢erné diry musi pohybovat po svétocarach, na kterych klesa radialni souradnice r. To je zptisobeno tim,
7e pod horizontem hraje tilohu ¢asové soufadnice radidlni soufadnice r a nikoliv soufadnice ¢ (zdporny
¢len v metrice stoji pfed dr? a nikoliv pfed dt?). Z &erné diry tedy nemtize uniknout do vnéjsi oblasti
za horizontem Zadny fyzikalni objekt — ani zareni. Proto je Cernd dira c¢erna.

7 predchozi diskuse vidime, pro¢ musi byt hodnota radiilni soufadnice povrchu centralniho télesa
vét$i nez 2GM /c?. V opaéném piipadé by se totiz radialni soufadnice povrchu télesa musela zmenSovat
a téleso by se tak zhroutilo do » = 0.

UvaZujme nyni pozorovatele, ktery se pohybuje (ne nutné volné — mohou na né&j ptisobit i negra-
vitaéni sily) smérem do &erné diry (jeho radialni soutadnice klesd). Z podminky ds? < 0 dostavame
nerovnost

\/drz + (1 — 2CGT¥) r2 (d192 + sin? 29d(,02)

dt>1 S 1 dr
c - > e

12) pyi experimentu se mérila vzajemnda poloha hvézd v blizkosti slune¢niho kotouc¢e béhem jeho zatméni
Meésicem. Namérené hodnoty se porovnaly s hodnotami namérenymi v dobé, kdy byl slunec¢ni kotouc
dostateéné daleko (napiiklad na druhé strané oblohy). Uhel ohybu svételnych paprskii se potom uréil
z namérenych rozdili relativnich poloh hvézd. Pro svételny paprsek jdouci tésné pti povrchu Slunce
obecné teorie relativity pfedpovid4d hodnotu 1,75".

13) Vysledky mé&Feni nebyly p¥ili§ pfesné, nicméné vylucovaly moznost, %e by skuteény thel ohybu byl
polovi¢ni oproti predpovédi OTR.

14) Nicméné astronomové ji prijmuli aZ v 60. letech, kdy byly objeveny kvasary a rentgenové zdroje,
jejichz zarivé vykony se daly prirozené vysvétlit pouze pomoci OTR.

15) Fyzikalni pozorovatel se muze ,,pohybovat® pouze po svétoéare, na niz pro libovolné dvé blizké
udalosti plati ds? < 0. Stat na horizontu miZe pouze foton, ktery se nepohybuje ani v thlovych
souradnicich.
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kde predpoklddame, Ze jsme stale mimo éernou diru (r > 2G'M/c?). Zaporné znaménko v poslednim
vyraze je zpusobeno tim, Ze dr je zaporné, protoZe radidlni soufadnice klesa. Necht v ¢ase t = 0 je hod-
nota radidlni soufadnice uvazovaného pozorovatele rovna rg. Integraci (se¢tenim) pfedchozi nerovnosti
dostavame vztah

yo To=r  2GM | o - 260
n .
c 3 " 2cc:2M

Vidime tedy, Ze horizontu ¢erné diry dosdéhne pozorovatel aZz v nekone¢né hodnoté ¢asu t! Tento vysledek
nas prilis neprekvapi, pokud si uvédomime, Ze se v blizkosti horizontu ,,zastavuje“ ¢as, coz plyne z toho,
ze pokud pribliZujeme zdroj svétla k horizontu Cerné diry, potom jeho gravita¢ni rudy posuv roste do
nekoneéna (frekvence svétla klesd k nule). Mohlo by se tedy zdét, %e pozorovatel horizontu a ¢erné diry
nikdy nedosdhne. K tomuto zavéru skuteé¢né dochézi pozorovatel, ktery se nachazi ve vnéjsi oblasti,
nebot pro ndj mé sourfadnice ¢ skuteéné vyznam ¢asové souradnice. Pokud bude pozorovatel letici do
¢erné diry béhem svého pohybu vysilat signaly, potom je vnéjsi pozorovatel bude registrovat po celou
dobu existence vesmiru. Nicméné frekvence téchto signalt velmi rychle poklesne k nule.

Zcela k jinému zavéru dochazi pozorovatel letici do ¢erné diry. D4 se ukazat, Ze tento pozorovatel
dosdhne horizontu v kone¢né hodnoté vlastniho ¢asu. Po priletu horizontem mu pak nezbyva nic jiného
nez se pohybovat po svétocare, na které se zmensuje radidlni souradnice. Za koneény vlastni ¢as potom
pozorovatel skonéi svou historii v r = 0, kde je singularita. V pripadé volného paddu do cerné diry je
cely proces z hlediska padajiciho pozorovatele velmi rychly.

Jiz jsme se zminili o tom, Ze na horizontu ¢erné diry a pro r = 0 je Schwarzschildova metrika
singuldrni. Pokud se ndm nékde vyskytne singularita, potom je vzdy tfeba (zejména v OTR) zkoumat,
zda je tato singularita fyzikalni nebo je zptisobena volbou soufadnic. Pokud v tomto pripadé spocditadme
nékteré skaldrni veli¢iny (nezaviseji na volbé soufadnic) charakterizujici kfivost prostorocasu, potom
zjistime, Ze diverguji pouze pro r = 0, zatimco na horizontu jsou konecné. D4 se ukézat, Ze fyzikalni
singularita je pouze v r = 0, kde je singuldrni geometrie prostorocasu (tim padem jsou singuldrni
i ostatni fyzikalni veli¢iny). O tom, co se déje v singularité, zatim nic nevime, nebot v singularité nelze
uzit Einsteinovy rovnice.

Schwarzschildovy soufadnice ¢, r, ¥ a ¢ nejsou vhodné pro popis prostoroc¢asu v ¢erné dife a na jejim
horizontu. Vidéli jsme, Ze horizontem cerné diry lze v téchto soufadnicich projit pouze pres nekoneénou
hodnotu t. Ukazuje se totiZ, e oblast » = 2GM/c?, t kone¢né, 9 a ¢ libovolné je ve skutecnosti pouze
dvojrozmérnou oblasti. Pro popis Schwarzschildovské ¢erné diry jsou vhodnéjsi souradnice nazyvané
Kruskalovy, v nichz ma metrika nasledujici tvar!6)
2 32G3 M3

Br

2
ds exp ( cr ) (—dV? 4+ dU?) + 72 (d0? + sin® 9 dp?) .

2GM
7 vyjadreni Schwarzschildovy metriky v Kruskalovych soufadnicich vidime, Ze na horizontu ¢erné diry
skutec¢né zadné singularita neni.

Kruskalovy soufadnice (pokud budeme uvaZzovat jejich maximélni mozny rozsah) ve skute¢nosti po-
pisuji dvakrat ,vétsi“ prostorocas. K jeho pokryti bychom potfebovali dvé sady Schwarzschildovskych
soufadnic. Toto rozsiteni Schwarzschildovské variety je dokonce zadouci, protoZe ptvodni prostoro-
¢as (pouze s jednou sadou Schwarzschildovskych soufadnic) nebyl geodeticky Gplny — nékteré geode-
tiky kondcily mimo singularitu pti koneéné délce. V rozsiteném prostorocase potom mame dvé vnéjsi
asymptoticky ploché oblasti (dva vesmiry), jednu ¢ernou diru a jednu tzv. bilou diru. P¥i diskusi po-
hybt pozorovateli uvnitt ¢erné diry jsme dospéli k zavéru, Ze se pozorovatelé mohou pohybovat pouze
tak, aby se jejich radidlni soufadnice zmengovala. Druhou moZnosti by vSak bylo, Ze se pozorovatelé
pohybuji tak, ze se jejich radidlni souradnice neustale zvétsuje. Tato moznost se realizuje v bilé dife.
To znamena, Ze z bilé diry musi vSechny objekty vyletét. Objekty, které vyleti z bilé diry, se ve vnéjsi

16) Je to ,smiSeny“ tvar, nebot zde také vystupuje Schwarzschildovské radidlni soufadnice r. Ta je v8ak
jednoznacénou funkci Kruskalovych souradnic V, U, d a .
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oblasti objevi v ¢ase t = —oo. Pro vnéj$iho pozorovatele tyto objekty tedy existuji ,od pocatku“
vesmiru.

D4 se ukdzat, Ze neni mozné, aby se néjaky fyzikalni objekt dostal z jednoho vesmiru (vné&jsi asympto-
ticka oblast) do druhého, nebot k tomu je nutné pohybovat se nadsvételnou rychlosti (ds? > 0), coZ
neni mozné. Pokud ¢erna dira vznikne kolapsem néjakého télesa, potom se dva vesmiry neobjevi. Je to
zpusobeno tim, Ze cely prostoro¢as neni Schwarzschildovsky (Cernd dira zde neni od zacatku).

Vratme se nyni k pddu pozorovatele do ¢erné diry. Pfedchozi zavéry platily pouze pro bodového
pozorovatele. Pokud je pozorovatel nebodovy, potom je potieba uvazovat také nehomogenity gravitac-
niho pole, které zptisobuji slapové sily. Slapové sily rostou smérem k r = 0, kde jsou nekonec¢né. To
znamena, ze nebodovy pozorovatel do singularity nikdy nedospéje, nebot jesté predtim jej roztrhaji
slapové sily. Jestlize médme p¥ilis velkého pozorovatele a malo hmotnou ¢ernou diru (ma maly rozmér
horizontu), potom se takovy pozorovatel nemusi dostat ani do ¢erné diry, nebot slapové sily jej zniéi
jeSté dfive, nez dosdhne jejiho horizontu. Pokud v8ak méme velmi hmotnou ¢éernou diru (naptiklad
ty, které se nachézeji v centrech galaxii), potom je gravita¢ni pole na jejim horizontu pomérné homo-
genni (vzhledem k lidskym rozmértim). V takovém piipadé z lokélnich experimentt viibec nepoznéme,
ze jsme se dostali do ¢erné diry (pod jeji horizont). To zjistime aZ za chvili, kdyZ za¢ne neodvratné
,prituhovat®.

Zatim jsme se zabyvali pouze Schwarzschildovou ¢ernou dirou, kterd je zcela charakterizovana jedi-
nym parametrem — svoji hmotnosti M. Je mozné ukazat, ze kazda staciondrni ¢ernd dira je jednoznacéné
uréena zadanim ti¥{ parametrt, kterymi jsou hmotnost, elektricky ndboj a moment hybnostil?). Pro-
storocas obecné stacionarni ¢erné diry nemusi byt vakuovy, nebot v ném miize byt elektromagnetické
pole (¢ernéd dira muze byt nabitd).

Cerné diry mohou vzniknout p¥i gravitaénim kolapsu hmotného objektu (naptiklad velmi hmotné
hvézdy na konci jejiho Zivota). Takovéto ¢erné diry jisté nebudou staciondrni, nebot neexistuji od za-
¢atku vesmiru. Ukazuje se v8ak, ze po vzniku Cerné diry lze jeji gravitacni pole v jejim okoli popsat
pomoci gravitacniho pole, které odpovida néjaké staciondrni cerné dire. Vysledny objekt je tedy velmi
jednoduchy, nebot jej lze popsat pouze pomoci t¥{ parametri (v praxi sta¢i dva, protoze celkovy né-
boj makroskopickych téles je nulovy). Pfi gravitaé¢nim kolapsu se tedy ,zvySuje“ symetrie. P¥ipadné
nesymetrie ptvodniho objektu jsou ,vyzareny“ gravitaénimi vinami pfi vzniku Cerné diry.

Rotujici ¢erna dira vykazuje zajimavé efekty. Lze z ni napriklad ziskdvat energii na tikor jeji rotace.
Zajimavym efektem je také tzv. ,vledeni“ inercidlnich systémt. Rotujici ¢erné dira totiz ve svém okoli
,strhava“ geometrii prostorocasu a nuti ji ke korotaci. Pokud bychom nechali z nekone¢na volné pa-
dat téleso s nulovou pocatecni rychlosti, potom toto téleso nespadne do ¢erné diry radidlné — kromé
radidlniho pohybu vyvol4 gravitacéni pole také pohyb orbitalni ve sméru rotace ¢erné diry. Tento jev se
obecné vyskytuje u vSech rotujicich zdrojflls). V OTR je tedy rozdil mezi gravitaénim polem rotujiciho
a nerotujiciho objektu. Naproti tomu v klasické Newtonoveé teorii je rotace zdroje irelevantni.

Geometrie vesmiru

Na zavér si stru¢né povime néco o geometrii vesmiru. Ke studiu vesmiru jako celku je potfeba uzit
OTR, protoze dominantn{ silou ve vesmiru je gravitacel?).

Ze soucasnych pozorovani vyplyva, Ze vesmir je na dostate¢né velkych méritkdich homogenni (ve
vSech mistech stejny) a izotropni (ve vSech smérech stejny). To znamend, Ze by mély existovat t¥iroz-
mérné prostorocasové tezy, které by mély mit ve vSech bodech stejné geometrické vlastnosti. Existuji
t¥i zadkladni typy prostort s konstantni kfivosti, k jejichZ rozliSeni mtzeme pouzit tzv. index kfivosti k

17) 7 matematického hlediska jsou ve skute¢nosti potfebné ¢ty¥i parametry. Ctvrty parametr ale nema
dobrou fyzikalni interpretaci, nebot odpovidd magnetickému néboji ¢erné diry.

18) V p¥ipads Zems je viak tento efekt velmi maly, a proto se jej doposud nepodakilo zmé¥it.

19) Slabé a silné interakce maji kratky dosah. Elektromagneticks interakce je ve vesmirnych mékitkach
odstinéna, protoZe na téchto rozmérech je vesmir elektricky neutralni.
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nabyvajici hodnot —1,0 a 4+1. Geometrie téchto prostort je v soufadnicich x, ¥ a ¢ popsdna metrikou
di? = a®[dx? + =% (x) (d9? + sin?9 dp?)],

kde a je konstanta charakterizujici rozmér prostoru. Rozsah proménné x a funkce ¥ (x) zavisi na typu
prostoru:
siny, x € (0,m) prok=1
Yr(x) =4 X, x € (0,00) pro k=0
sinhx, x € (0,00) prok=—1

P#i konstantni soutfadnici x dostdvdme geometrii dvojrozmérné sféry, jejiz polomér je roven aXg(x)-

Ze vztahu pro funkci ¥ vidime, Zze pro k = 0 dostavame t¥irozmérny Eukleidovsky prostor, jehoz
geometrie je vyjadiena ve sférickych soufadnicich (radidlni soufadnice je rovna ay). Prostor s k = —1
odpovidé t¥irozmérné sedlové ploe (pfi konstantni soufadnici ¢ mé vyslednd dvojrozmérné plocha tvar
sedla). Prostory s indexem k¥ivosti £k = —1,0 jsou tedy nekone¢né. V pfipadé k = 1 dostdvame prostor,
jehoZ geometrie odpovidd geometrii t¥irozmérné sféry (povrchu étyfrozmérné koule). To znamend, Ze
pro k =1 je prostor koneény (nemé ale hranici).

Prostorocasova geometrie je tedy popsana metrikou

ds? = —c?dt® + di* = —c2dt? + a®(¢) [dx® + B2 (x) (d9? +sin®9dp?)] .

Casovou zavislost parametru a, ktery charakterizuje prostorové rozmeéry, je tieba uréit z Einsteinovych
rovnic. Vyraz pro prostorocasovou geometrii je pomérné jednoduchy. To je zptsobené tim, Ze pou-
7ité soutadnice vyjadiuji vysokou symetrii prostorocasu. Vzhledem k vysoké symetrii prostorocasové
geometrie existuje vyznacény cas — je to ten cas t, viéi kterému je kazdy tfirozmérny prostorocasovy
fez t = konst. prostorem konstantni kfivosti. Diky této vlastnosti ma smysl mluvit o stari vesmiru
(udévé se v této vyznacné Casové souradnici).

Pokud hmotu ve vesmiru budeme povaZovat za jakousi idedlni tekutinu s hustotou o a se zane-
dbatelnym tlakem p, potom z Einsteinovych rovnic (pfi nulové kosmologické konstanté) dostdvame, Ze
geometrie vesmiru nemtiiZze byt statickd! (Parametr a se musi vyvijet s ¢asem.) Z dynamickych rov-
nic vyplyvd, ze existuje néjaké ¢, pro které a(t) = 0. Tento okamzik odpovida singuldrnimu pocatku
vesmiru (vzdélenost libovolnych dvou bodid je pfi pocéétku vesmiru nulovd). Dalsi vyvoj geometrie
vesmiru zavisi na jeho indexu k¥ivosti k. P¥i k = —1,0 se bude vesmir neomezené rozpinat (a(t) bude
rostouci funkci ¢asu t). V pfipadé k = 1 bude vesmir expandovat aZ po dosaZeni n&jaké maximélni
hodnoty amax. Potom expanzi vystFida kontrakce, kterd povede k dal§imu singuldrnimu stavu. Vesmir
je tedy pro k£ = 1 kone¢ny nejen v prostoru ale i v case20) .

7 pozorovéani vesmiru vime, Ze se vzdalené galaxie od nés vzdaluji. To znamend, Ze funkce a(t)
je v soudasnosti rostouci funkci ¢asu t. (Pozorované vzdalovani galaxii je totiZ zpusobeno ¢asovym
vyvojem parametru a, nebot hmota vesmiru v soutadnicich x, ¢ a ¢ stoji21).) O tom, jaka je hodnota
indexu kfivosti vesmiru (jaky je typ geometrie vesmiru), rozhoduje hustota jeho hmoty. Pfesnost,
s jakou v soucasnosti zndme hustotu vesmirné hmoty, nedovoluje stanoveni typu geometrie vesmiru.
Skutena hustota hmoty vesmiru je totiz velmi blizka tzv. kritické hustot&22), ktera odpovidé vesmiru
s plochym prostorem (k = 0). Pokud je hustota hmoty vétsi nez kritickd, potom je vesmir koneény
(k = 1). Ve zbyvajicich pfipadech je index k¥ivosti k roven minus jedné.

20) Soucasné pozorovani ukazuji, Ze kosmologicka konstanta je nenulova. P¥i nenulové kosmologické
konstanté mize byt i vesmir s k = 1 nekoneény v ¢ase (bude stale expandovat).

21) (Casové soutadnice ¢ tedy odpovidé vlastnimu asu pozorovatele spojeného s hmotou vesmiru.

22) Hodnotu kritické hustoty lze ziskat z idaji popisujicich rozpinani vesmiru (lze je namé¥it). V p¥ipadé
nenulové kosmologické konstanty potfebujeme k uréeni kritické hustoty zmé¥it dvé veli¢iny (,,rychlost®
a ,zrychleni“ rozpinini vesmiru).

30



Fyzikdlni korespondenéni seminair UK MFF roénik XV série VII
\"4 / VvV V= o
Poradi resitell
s o
po VI. sérii
Kategorie Ctvrtych roCnikii
Jméno P#ijmeni Skola 1234PES5 V1234PES6VI % X
Student Pilny MFF UK 444538 6 3434355 8 6 34 100200
1.  Sergej Maroz G Plzen 4 -4-38 6 2656435 3 4 24 83 108
2. Eva Skopalovd G Poprad 34--0-6 13 - - - — — — 0 &0 101
3.  Pavel Kvasni¢ka G Chrudim 24-236 — 17-- - - - — - 0 70 97
4. Jan Novak G Praha 311315 115413115 6 21 49 68
5. Michael Komm G Praha 44-213 - 14— ——— — — 0 69 66
6. Miroslav Sulc G Ustin. L.  ———— — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 63 60
7. Lubo$ Bednérik G Trencin -4 - -7 - 11 — - - - — — - 0 51 50
8. Matej Dubovy G Trencin 0o4---6 - 10— - - — — — 0 46 44
9.  Sebastian Hoppner G Frankfurt - - - - — - - 0 —-=-—--=- - - 0 79 41
10. Jind¥ich Stéstka G Sokolov -1 -- - 3 44-1--- - 5 49 36
11. Jakub Kratochvil G Céslav 32--33 - 11— - — — — — 0 50 32
12. Miroslav Frost G Brno 14—--2 1 8 - -—-——- - - - 0 60 28
13. Anastazie Jermoldjeva 00— — — — — — - 0 ——--—- - - - 0 76 25
14. Toméas Dzetkuli¢ = G Michalovce @ — — - — — — - 0 - - - 0 67 24
15.-16. Jakub Galgonek GFM - - - - — - -0 - - - 0 91 20
15.-16. Pavel Kwiecien G Dviir Kraglové - — - — — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 50 20
17.-18. Anna Fucikova G Trebic ~  ———-—— — — - 0 ———— - - 0 35 19
17.—-18. Miroslav Kacena G Tren¢in ~  — — — — — — -0 ———-—-—- - 0 61 19
19. Pavel Han¢ar - === - - - 0-1---- -1 /8 18
20. David Subrt G Dé&¢in 00— - - - — = - 0 — = - - - - - 0 44 16
21.-22. Milan Jalovy GOA Blansko @ — — - — — — - 0 —-—-—-——-—- - 0o 71 15
21.-22. Ondfej  Srba G Pribor 1---- - e - 0 381 15
23.-2/4. Zdenék  Cejka G Praha - — - - — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 &7 13
28.-2). Vratislav Chudoba G Ostrava — — — — — — - 0 - - - 0o 54 13
25. Michal Hajn G Jihlava 0 0— - - - — — - 0 - - - 0o 75 12
26.-28. Jiti Elidgek G Trutnov ~ - — ——- - — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 & 11
26.-28. Jiri Hitschfeld @ COP Hronov @ — — — — — — -0 ———-—-—- - 0 22 11
26.—-28. Tomas Jezo G Humenné — — — — — — -0 ———-—-—- - 0 100 11
29.-81. Ludovit Kontsek G Bratislava - - - — — — - 0 ——--- - - - 0 3 9
29.-31. Jifi Kosina GOA Blansko @ - — - - — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 90 9
29.-31. Ondrej  Valehrach ~  — —— — — — - 0 - - - 0 45 9
32.-34. Lenka Beranova G Klatovy — — - — — — - 0 —-=-—--- - - 0 46 6
32.-84. Iva Koufilovd GOA Blansko @ — - — — — — - 0 —-=-—--- - - 0 43 6
32.-8. Miroslav Krus G Klatovy — —— — — — - 0 - - - 0 29 6
85. Ondrej  Vencéalek GFM7 @ - - - - 0 - - - 0 45 5
36.-37. Tomas Buchta G Praha - - - - — — - 0 —-=-—-=- - - - 0 100 4
36.-87. Michal Kabat G Pachov @~  — — - — — — -0 ———-—-—- - 0 50 4

)
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38.-39. Jan Benes G Brno 0 — - - — - - -0 - - - - 0 48 3
38.-39. Jiti Palek G Nové Straseci — — - — — — - 0 ——--—- - - - 0 75 3
40.—41. Tomas  Koval G Michalovce @ — — — — — — - 0 —-=--- - - - 0 18 2
40.—41. Lenka Némcova SGS Bratislava — — — — — — - 0 - - - - 0 22 2
Kategorie tretich rocniki
Jméno P#ijmeni Skola 1234PES5 V1234PES6VI % X
Student Pilny MFF UK 444538 6 3434355 8 6 34 100 200
1.  Miroslav Hejna G Rychnovn. K.4 457 3 8 6 37T 1436 6 6 6 32 92 184
2. Jan Prachart G Rychnovn. K.5 415 2 8 6 313535 6 8 6 36 86 142
8. Jaroslav Trnka G Praha 44-108 6 2244355 7 6 34 66 127
4.  Tibor Vansa G Ostrava 230312 —-— 11433456 6 31 58 113
5.  Karel Tama G Ostrava 340217 - 17013226 - 14 60 110
6. Lukas Chvatal G Brno 344 - -3 4 1824315 7 3 25 69 108
7.  Véaclav  Cvicek G FM 14-4328 6 26-—--—-— — 0 62 93
8. Zdenék Moravec G Blansko 24 --33 - 12 — - - - - - - 0 65 89
9. Michal Bare$ G Plzen - — — — — — - 0 --345 - - 12 88 82
10. Vit Sipal G Usti n. L. -40128 - 1543315 7 — 23 60 79
11. Jivi Lipovsky G Bystricen.P. 3 4 — 2 1 8 2 20 — - — — — — - 0 54 47
12. Michaela Jirku G Praha 1 ----2 - 3 -031-4 - 8 85 44
13. Andrej Pidik GNoveM.n.V.2003 17 — 183303006 — 12 33 43
14.-15. Barbora Galaczova G Trinec 04 - -3 - 71----—4 - 5 42 31
14.-15. Miloslav Havelka G Zastavka 12 --=-- -3 —-=--=- - - - 0 89 31
16. Lukas Vozdecky G Brno 320- -4 3 12 3 3 - - 6 46 28
17. Matéj Tyc G Zastavka --001 - -1 2----6 - 8 8 25
18. Lukéas Snésel COP Hronov 34 - - - - 7 -103 - - 4 8% 20
19. Jaroslav Kudlicka G Hodonin @ - — — — — — - 0 - — - - - - - 0 45 15
20. Josef Matéjicka G Zilina - — — — — — - 0 - - - - - - - 0 24 13
21.-22. Lubos Matasek G Plzen - — — — — — e - 0 46 12
21.-22. Radoslav Safran G Kosice — — — — — — - 0 - — - - - - - 0 50 12
28.-24. Tomas Kadléek G Uhersky Brod — — — — — — - 0 - — - - - - - 0 100 11
28.-24. Radim  Kusék G Frydek-Mistek— 4 — -= -= — — 4 — — — — — — - 0 78 11
25.  Pavel Klouda G Kyjov - — - — — - - 0 - - =-—- - - - 0 22 10
26.-27. Jan Kfivka COP Hronov -4---—- -4 --0-- - - 0 8 8
26.-27. Vit Urbének G Jihlava — — — — — — - 0 - - =-—- - - - 0 100 8
28. David  Vrba ZSaGKonice 210-1 - - 4 ——-3 - - - - 3 3 7
29.-32. David Bezucha G Liberec @ — — — — — — - 0 - — - - - - - 0 33 6
29.-32. Katefina Jelénkova SZS Staré Mésto — — — — — — - 0 - —-—-- - - - 0 55 6
29.-32. Nina Sainerovd G Praha - — — — — -— - 0 - —-—-- - - - 0 30 6
29.-32. Jaroslav Stencl COP Hronov - — — — — — - 0 - — - - - - - 0 33 6
38.-84. Marek  Vys8inka G Brno @ - — — — — — - 0 - — - - - - - 0 42 5
38.-8/. Miroslav Zgazar SPSCH Ostrava — — — — — — - 0 - - =-—- - - - 0 50 5
85. Milan Mares - = = - - — - 0 -——-—- - - - 0 15 4
36. Stépan Manéik G Uhersky Brod — — — — — — - 0 - — - - - - - 0 100 3
87. Jan Chmelaf G Hranice @ - — — — — - - 0 - - - - - - - 0 67 2
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ro¢nik XV

série VII

Kategorie druhych rocnikii

Jméno P#ijmeni  Skola 1234PES5 V1234PES6VI % X
Student Pilny MFF UK 444538 6 3434355 8 6 34 100200
1.  Matous Ringel G Broumov 445638 53524355 - 6 25 80 141
2.  Alexadr Kazda G Praha 344536 429-5345 - 6 23 81 105
3.  Boris Gazovic G Humenné -415 -7 6 233325 -7 — 20 80 94
4.  Petr Housték G Pelhrimov 02---8 - 10-3335 - — 14 57 68
5. Jana Matéjova SPS Chrudim -44327 -20---—-—-—- - 0 55 65
6. Vojtéch Krejcitik G Kromériz -41- -8 13443 —--4 - 15 77 55
7.  Petr Dostél G Zamberk 100-25 - 80----3 - 3 36 40
8. Pavel Hala G Cesky Krumlov 31-02- - 6 203--4 - 9 41 37
9. Zuzana Rozlivkovd G Hradec Kral. -—-—-—--5-5--3--- -3 41 33
10. Martin  Rybar GOA Blansko - —— - -0 -—————-—- -0 59 32
11. Ivan Patacik G Partizanské 310--- -4--0--2 - 2 84 30
12. Zdenék Vana COP Hronov 340--5 - 12—--—-—-—- - - 0 28 23
13.-15. Libor Kukacka GOA Vrchlabi -2--17 -10—-———-—-—- - - 0 54 21
13.-15. Eva Loviskova G Nové M. na M. -——— =2 - 2 -21--6 - 9 41 21
18.-15. Lucie Strmiskova G Kyjov 14--— - 5 ————=-2 - 2 48 21
16. Pavol Lakato$ G Velké Kapusany —-20- - - - 2 ————— - — 0 23 18
17.—-18. Michal Havel COP Hronov 140--- -5 -——-———-—- - 0 81 15
17.-18. Martina Smolova G Pisek 0o2-- -1 - 3--0-01- 1 17 15
19.-20. Jakub Kubecek COP Hronov -40--- - 4 -———-—-—- - - 0 23 14
19.-20. Vladimir Sommer G Zd4r n. S. -2 - 2 ———=——- - 0 52 14
21. Stanislav Planicka G Klatovy -3-—-=- -3 -—=—=——-—- -0 48 13
22.-2. Jakub  Kopecky G Trencin - -0 -—-——-- -0 38 12
22.-2j. Filip Kozel COP Hronov o30--- -3 -——-———-——-—-—- -0 25 12
22.-24. Jan Kfetinsky G Brno 32-——-——- -5 --3—--—- - 3 109 12
25.-26. Radek  Benes COP Hronov - - -0 --———-- -0 22 1
25.-26. Peter Buhayj G Snina - - -0 --—-—-- -0 20 11
27.-28. Jana Babovakova G Most --—-—-—-—--0--—-—-—-- -0 38 9
27.-28. Jan K#ivonozka G Bilovec ---—--3 -3 -—-———-- -0 23 9
29.-30. Jakub  Tichy G Praha - Arabska 21 ——-1 - 4 —————— — 0 44 8
29.-30. Lukas Volesky COP Hronov -40--- - 4 -—-———-—-——- -0 15 8
81. Miroslav Frantes GG Benesov -—-— - - 0--———-- -0 58 7
32.-834. Hana Suchomelovd G Trencin - — - 0 —-—————-—- -0 44 4
32.-84. Maria  Sediva G Trenéin - - 0 - = — 0 44 4
32.-8/. Ivo Zabojnik G Téabor - - -0---=-- -0 &8 4
35.—40. Lukas Bartik G Trencin - -0 --—-—=-- -0 358 3
35.—40. Lucie Grafova G Ostrava - -0 --—-—=-- -0 18 3
35.-40. Petr Mindzak GOA SedIcany - - 0--=-=-- -0 75 3
35.-40. Markéta Novotna G Hranice - - =-0--==-- -0 58 3
35.—40. Martin Padevét G Kostelec - -0 --—-—=-- -0 358 3
35.-40. Radoslav Sopoliga G Svidnik - - =-0--==-- -0 14 3
41.-44. Lukas Burian G Kladno - ———0--0--==--= =0 20 2
41.—44. Martina Marencokova G Frydek-Mistek - -0 -———-——-- -0 50 2
41.—44. Lubos  Racansky GG Benesov - -0 -—-—=—-- -0 29 2
41.—44. Tomés Rucka G Kladno - = =-0-=-==-==- =0 29 2
45. Jaroslav Busek G Rumburk - - -0 --———-- -0 5 1
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Kategorie prvnich roCnikii

Jméno P¥ijmeni Skola 1234PES5 V1234PES6VI % X
Student Pilny MFF UK 444538 6 3434355 8 6 34 100 200

1. Anton Repko 7ZS a G Presov 3---32 6 14 - - - - - - - 0 61 62
2. Jana Vréabelova ZS Trendin 1 ----6 -7 -----—6 - 6 52 25
3. Ondrej Bogar ZS Trenéin Oo----2 - 2 -----3 - 3 32 19
4.—5. Jan Cuvala ZS Tren¢in - — — — — — - 0 ---- - - - 0 382 8
4.—5. Tomas Uhrin G Michalovce - — — — — — - 0 - - - - - - - 0 89 8
6. Karel Hofman COP Hronov - - — — — — — — - 0 -——-—- - - - 0 100 7
7. Zdenék Lochman COP Hronov = — — — — — — - 0 - - =-—- - - - 0 27 4
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Sesty smysl

Soutéz Sesty smysl dopadla nésledovné: 7Z 29 tcastnikid se do 11 nejcastéjsich odpovédi trefili Eva
Skopalova a Karel Tama, do deseti pak Tibor Vansa, Vasek Cvicek se trefil devétkrat a nasledujici osm-
krat: Lenka Beranova, Miloslav Havelka, Jifi Lipovsky a Matou$ Ringel. A zde je prehled nejcastéjsich
odpovédi.

) Cesky fyzik: KFizik
) zahraniéni fyzik: Einstein

12) kniha o fyzice: Feynmanovy prednésky
) hvézda: Slunce

) zndmka ve Skole: 1

) telefonni ¢islo: 158

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovi¢kach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro FeSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni korespondenéni seminér je organizovan studenty UK MFF. Je zasttesen Oddélenim pro
vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky UK MFF,
jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematikt a fyzikda.
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