
Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIDrazí øe¹itelé Fykosu,Prázdniny jsou pøede dveømi a tak dostáváte øe¹ení poslední
h dvou sérií a koneènou výsledkovoulistinu spolu s vyhodno
ením þ6. smysluÿ. Pøejeme vám hezké prázdniny a s èerstvými maturanty sebudeme tì¹it na shledání v záøí na MFF. Jan Prokle¹ka & Pavel Augustinský
Øe¹ení V. sérieÚloha V . 1 . . . zr
adla (4 body, øe¹ilo 42 studentù)Mìjme dvì rovinná zr
adla svírají
í úhel �. Jak máme nasmìrovat paprsek, aby se od ni
h 
onejví
krát odrazil? Ze starý
h sbírek vyhrabala LenkaNejdøíve budeme pøedpokládat, ¾e zr
adla jsou dostateènì velká a tedy dojde ke v¹em odrazùm, kekterým mù¾e dojít. Dále budeme pøedpokládat, ¾e se paprsek pohybuje v rovinì kolmé na prùseèni
izr
adel. Pokud by se v této rovinì nepohyboval, staèí si jeho pohyb do této roviny promítnout. Tímtopromítnutím se zákon odrazu nezmìní a øe¹ení se takto za
hová.Nejdøíve po¹leme paprsek tak, ¾e bude svírat se zr
adlem, na které dopadne jako na první, úhel '1(nepou¾ívám úhel dopadu). Úhel '1, pod kterým paprsek dopadne na druhé zr
adlo, získáme velmileh
e geometri
kou úvahou '1 = '0 + �.Dále mù¾eme pokraèovat matemati
kou induk
í, pomo
í které jednodu¹e zjistíme, ¾e po n dopade
hbude paprsek svírat se zr
adlem úhel 'n = '0 +(n� 1)�. Pokud bude úhel 'n vìt¹í ne¾ �=2 znamenáto, ¾e se paprsek ji¾ vra
í. Paprsek se naposledy odrazí bude-li 'n > � � � (pøitom 'n�1 < � � �),dále se ji¾ paprsek se zr
adlem neprotne. Pro poèet odrazù tedy dostávámen = 1 + �� � �� '1� � = �� � '1� � :Znaèka dxe znaèí horní 
elou èást èísla x - tedy nejbli¾¹í vy¹¹í 
elé èíslo.Je tedy vidìt, ¾e pro men¹í '1 je poèet odrazù vìt¹í. Maximální poèet odrazù tedy bude pro '1 = 0N = l��m :Pøièem¾ ale '1 nemù¾e být rovno 0, proto¾e by se paprsek ani jednou neodrazil. Musíme tedy najítmaximální '1, pro které se paprsek odrazí N krát. Musí platitN = �� � '1� � :To bude splnìno pro '1 < � � (N � 1)�. Aby do¹lo k 
o nejví
e odrazùm musí být '1 v intervalu(0; � � (N � 1)�). Karel Honzlfykos�m�.
uni.
zÚloha V . 2 . . . varhany (4 body, øe¹ilo 48 studentù)Pøedstavte si 
ínovou varhaní pí¹»alu, která byla naladìna pøi teplotì trojného bodu vody na ko�morní a. Poté se kostel vytopí (ne vodou) na 25Æ C, urèete o kolik se pí¹»ala rozladí.Podle svý
h hudební
h zku¹eností navrhl Slavo Nem¹ákPro ry
hlost zvuku 
z v závislosti na zmìnì tlaku a hustoty prostøedí platí vztah
2z = dpd% : 1



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIZvuková vlna je ry
hlý dìj a nestaèí tedy do
házet k výmìnì tepla, 
o¾ odpovídá adiabati
kézmìnì, pro ni¾ platí pV { = konst, kde V je objem. Mìní-li se hustota % nepøímo úmìrnì objemu V ,má adiabati
ký vztah mezi p a % tvar p = konst � %{ ;z èeho¾ vyplývá, ¾e dpd% = {p% . Pro ry
hlost zvuku pak máme vztah
2z = {p% :Roz¹íøíme-li tento vztah na 
2z = {pV%V a uvìdomíme-li si, ¾e pV = NkT , %V je hmotnost plynu,mù¾eme psát 
2z = {kTm = {RT� ;kde m je hmotnost molekuly a � je molekulová hmotnost. Vidíme, ¾e ry
hlost zvuku je tedy pøímoúmìrná odmo
ninì z termodynami
ké teploty.Nyní tro¹ku podrobnìji rozeberme varhanní pí¹»alu. Pro jednodu
host pøedpokládejme, ¾e je todutá trubka konstantního prùøezu, její¾ prùmìr je ve srovnání s její délkou zanedbatelnì malý. Obadva kon
e trubky jsou otevøené, proto se na kon
í
h na
hází kmitny zvukového vlnìní.Pro vlnovou délku � platí � = 4 l2k = 2lk :Zároveò v¹ak také � = 
zf ; z èeho¾ plyne f = 
z� . Pro pomìr frekven
í pak platíf2f1 = 
z2�2
z1�1 = 
z2�1
z1�2 = 
z2 2l1k
z1 2l2k = 
z2l1
z1l2 :Uvá¾íme-li podélnou teplotní rozta¾nost trubi
e (pøíènou zanedbáme), platí l2 = l1(1 + ��T ), kde� = 0; 027:10�3K�1 je souèinitel teplotní délkové rozta¾nosti 
ínu a �T je rozdíl teplot �T = T2�T1.Po dosazení za ry
hlosti zvuku pøi daný
h teplotá
h dostávámef2f1 = q{RT2� l1q{RT1� l1(1 + ��T ) = 1(1 + �(T2 � T1))sT2T1 ;a tedy f2f1 � 1;04;f2 := 459Hz;�f = f2 � f1 := 19Hz:Pí¹»ala se tedy rozladí o 19Hz. Pomìr f2f1 = 1;04 se pøibli¾nì shoduje s 12p2 = 1;06, 
o¾ odpovídápùltónu, pí¹»ala tedy bude hrát o pùltón vý¹.Øe¹ení úlohy jsme si mohli zjednodu¹it, pokud jsme velikosti ry
hlostí zvuku pro dané teploty vy�hledali v tabulká
h a pokud jsme teplotní rozta¾nost pí¹»aly z
ela zanedbali (snadno se pøesvìdèíme, ¾ejejí vliv na zmìnu frekven
e je ve srovnání s vlivem zmìny ry
hlosti zvuku pøi vy¹¹í teplotì minimální).Úlohu jsme pak mohli øe¹it snadno z hlavy. Luká¹ S
hmiedtfykos�m�.
uni.
z2



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIÚloha V . 3 . . . ¾ebøík (4 body, øe¹ilo 25 studentù)Mìjme ¾ebøík opøený o stìnu a podlahu (v¹e bez tøení). Spoètìte, v jaké poloze se ¾ebøík oddìlí odsvislé stìny (pro obe
nou poèáteèní polohu ¾ebøíku). Prémii dostanete, spoètete-li, jak daleko od stìny¾ebøík dopadne. Úloha napadla Rudu SýkoruNejprve si zavedeme znaèení. Máme ¾ebøík o dél
e 2l a hmotnosti m. Úhel který svírá ¾ebøík sesvisli
í si oznaèíme '. Na tì¾i¹tì ¾ebøíku pùsobí síla mg . V místì dotyku se stìnou proto pùsobí ¾ebøíkna stìnu silou F2 a stìna na ¾ebøík reak
í R2 = �F2. Podobnì v místì dotyku s podlahou na ni pùsobí¾ebøík silou F1 a podlaha na ¾ebøík reak
í R1 = �F1. Síly F2 a R2 pùsobí ve vodorovném smìru a sílyF1 a R1 ve svislém smìru. Pro souøadni
e tì¾i¹tì platíx = l sin'; (1)y = l 
os': (2)To znamená, ¾e se tì¾i¹tì pohybuje po kru¾ni
i s polomìrem r. Deriva
í rovni
 (1) a (2) zjistíme,jaké jsou podmínky pro ry
hlosti a zry
hlení_x = l _' 
os'; (3)_y = �l _' sin';�x = l(�' 
os'� _'2 sin'); (4)�y = �l(�' sin'+ _'2 
os'): (5)Podle první a druhé vìty impulzové platíma = mg + R1 + R2; (6)J �' = l(R1 sin'�R2 
os'): (7)Pro slo¾ky a z rovni
e (6) proto platí m�x = R2;m�y = R1 �mg:Po dosazení z (4) a (5) dostávámeR1 = mg �ml(�' sin'+ _'2 
os');R2 = ml(�' 
os'� _'2 sin'): (8)Tyto rovni
e dosadíme do (7) a získámeJ �' = ml(g sin'� �'l);neboli �' = mgl sin'43ml2 : (9)kde jsme vyu¾ili, ¾e J = 1=3ml2. Integra
í této rovni
e podle èasu dostaneme12 _'2 = �mgl 
os'+ C43ml2 :Integraèní konstantu urèíme pomo
í nulové úhlové ry
hlosti na poèátku jako C = �mgl 
os'0; a tedy_'2 = 2mgl(
os'0 � 
os')43ml2 : (10)3



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VII®ebøík se neoddìlí od stìny, dokud R2 > 0. Proto podle (8) øe¹íme rovni
i�' 
os'� _'2 sin' = 0:Dosadíme z (9), (10) a dostanememgl sin'143ml2 
os'1 � 2mgl(
os'0 � 
os'1)43ml2 sin'1 = 0;sin'1 
os'1 � 2(
os'0 � 
os'1) sin'1 = 0;
os'1 = 23 
os'0:To znamená, ¾e se ¾ebøík oddìlí v okam¾iku kdy tì¾i¹tì bude ve 2=3 poèáteèní vý¹ky. Úhlovou ry
hlostpøi oddìlení získáme z rovni
e (10) jako_'1 =s2mgl(
os'0 � 
os'1)43ml2 =r g2l : (11)Po oddìlení ¾ebøíku pøestane pùsobit síla R2 a pohybové rovni
e se zmìní na tvar:�x = 0;�y = R1 �mg;J �' = R1l 
os':Proto¾e se tì¾i¹tì ve vodorovném smìru pohybuje rovnomìrnì, staèí spoèítat èas pádu ¾ebøíku.Tento problém mù¾eme øe¹it v soustavì pohybují
í se ve vodorovném smìru stejnou ry
hlostí jakotì¾i¹tì ¾ebøíku. K výpoètu vyu¾ijeme zákon za
hování me
hani
ké energie ve znìní Ep0 + Ek0 == Ep + Ek. Poten
iální energii mù¾eme napsat jakoEp = mgy = mgl 
os':Kineti
ká energie je Ek = 12m _y2 + 16ml2�':Proto¾e je _y = _'l sin2 '; mù¾eme kineti
kou energii napsat ve tvaruEk = 16ml2(3 sin2 '+ 1):Poèáteèní kineti
ká energie je v této soustavìEk0 = 12m _x21:Po dosazení z (3) a (11) dostáváme Ek0 = 19mgl 
os2 '0:Celkovì je proto mgl�19 
os2 '0 + 
os'0 � 
os'� = 16ml2 _' �3 sin2 '+ 1� :Odtud _' =s6g( 19 
os2 '0 + 
os'0 � 
os')l(3 sin2 '+ 1) :4



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIDobu pádu mù¾eme tedy vypoèítat jakot =s l6g �2Z'1 s 3 sin2 '+ 119 
os2 '0 + 
os'0 � 
os' d': (12)Vzdálenost tì¾i¹tì od stìny tedy bude xd = x1 + t _x1:Do této rovni
e dosadíme z rovni
 (1), (3) a (12) dostávámexd = l sin�ar

os�23 
os'0��+ tr lg2 23 
os'0: Vladimír Fukafykos�m�.
uni.
zÚloha V . 4 . . . balón (5 bodù, øe¹ilo 18 studentù)Spoètìte frekven
i malý
h radiální
h kmitù gumového balónu. V balónu je n molù plynu s Pois�sonovou konstantou { = 52 o teplotì T . V pøípadì, ¾e rozdíl tlakù uvnitø a vnì balónu, je nulový jepolomìr balónu r0 . Plo¹ná hustota gumy je v tomto pøípadì %0 . Poten
iální energie gumy je lineárnìúmìrná rozdílu jejího povr
hu a povr
hu klidového s konstantou úmìrnosti �. Tlak vnì balónu je p0 .Hmotnost plynu je vùèi hmotnosti balónu zanedbatelná. Úlohu si vymyslel Pavel AugustinskýNejprve spoèítejme polomìr balónu v rovnová¾né poloze (jeho velikost není shodná se zadaným r0).V rovnováze bude výsledni
e v¹e
h sil pùsobí
í
h na stìnu balónu nulová. Tìmito silami jsou tlak plynuuvnitø balónu, tlak okolního vzdu
hu a elasti
ká síla v gumì. Tlak okolního vzdu
hu má stále stejnouhodnotu. Tlak plynu uvnitø balónu mù¾eme spoèítat ze stavové rovni
e jakop1 = nRTV = 3nRT4�r31 ; (13)kde r1 je rovnová¾ný polomìr. Tlak zpùsobený pnutím v gumì mù¾eme spoèítat z analogie s kapilárnímtlakem pod zakøivenou hladinou kapaliny jakop2 = 2�r1 : (14)Zde je dùle¾ité si uvìdomit ¾e tento vzore
 platí pouze pro r1 > r0, proto¾e v opaèném pøípadì balónnezaujme kulový tvar, þzkrabatí seÿ. Po uvá¾ení orienta
e tì
hto sil dostáváme podmínku rovnováhy3nRT4�r31 � p0 � 2�r1 = 0;
o¾ je kubi
ká rovni
e, její¾ øe¹ení je pomìrnì slo¾ité, tak¾e jej zde neuvádíme. Rovnová¾ný tlak plynupak ze známé hodnoty r1 dopoèítáme z (13).Nyní mù¾eme vypoèítat frekven
i malý
h radiální
h kmitù. Vyjdeme z pøedpokladu, ¾e bude dosta�teènì vysoká, tak¾e nebude do
házet k tepelné výmìnì mezi balónem a okolím, tj. dìj s plynem uvnitøbalónu bude adiabati
ký.Spoèítejme sílu, která bude na balón pùsobit pøi zmìnì polomìru o �. Tlak plynu uvnitø balónu pmù¾eme spoèítat z rovni
e adiabaty PV { = konst;p1r3{1 = p(r1 +�)3{ ;p = p1r3{1(r1 +�)3{ : 5



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIVidíme, ¾e p není na hodnotì � závislý lineárnì, ale pro malé hodnoty � bude velmi dobøe platit vztahp(r1 +�) = p(r1) + dpd��tedy rozvoj do Taylorova polynomu 1. stupnì. Po zjednodu¹ení tedy dostávámep(r1 +�) = p1 + �3{p1r3{1r3{+11 � :Pro zjednodu¹ení zápisu oznaème K = �3{p1r3{1r3{+11 :Pro tlak gumy bude stále platit (14), který mù¾eme zjednodu¹it stejnì jako v pøed
hozím pøípadì. Promalé � tedy bude platit p2 = 2�r1 (1� �r1 ):Tlak okolního vzdu
hu se nezmìní. Síla která bude pùsobit na stìnu balónu pøi vý
hyl
e o � z rovno�vá¾né polohy tedy bude (pokud uvá¾íme ¾e p1 � p0 � p2 = 0)F = 4�r21 �K � 2�r1 �� :Úhlová frekven
e malý
h radiální
h kmitù tedy bude!2 = r21%0r20  3{p1r3{1r3{+11 + 2�r1 ! : Pavel Augustinskýfykos�m�.
uni.
zÚloha V .P . . . samolet (3 body, øe¹ilo 28 studentù)
Obr. 1. . Tvar drátu

Pøedstavte si drátìnou konstruk
i ve tvaru hrani
evál
ové plo
hy rozøíznuté napùl rovinou, v ní¾ le¾í osarotaèní symetrie vál
e (viz obr.1). Na tuto konstruk
inapnìme mýdlovou bublinu, která zaujme tvar pùl�vál
e. Tato bublina se má tenden
i smrsknout, tedypùsobí na pùlkru¾ni
e opaènými silami, které se vy�ru¹í, a na pøíèky silami smìrem nahoru, tedy kon�struk
e v prin
ipu mù¾e vzlétnout. Spoètìte, jakoury
hlostí vzlétne (nebo myslíte, ¾e se tak stát nemù¾e;v tomto pøípadì vysvìtlete proè). Ze starý
h sbírek vyhrabala Lenka ZdeborováVelká èást z vás se domnívala, ¾e na vysvìtlení paradoxu se samoletem staèí zákon ak
e a reak
e,neboli jemu ekvivalentní zákon za
hování hybnosti. Ale uvìdomme si, ¾e pomo
í tì
hto prin
ipù vysvìt�líme jen, proè nezvedneme desku, na které stojíme (spolu s tahovou silou na desku pøibude vìt¹í tlaknohou), ale nevysvìtlíme nesprávnost silové bilan
e na drát. Jaká dal¹í síla kromì tíhy a oné v zadánípopisované na nìj bude pùsobit?Na¹i situa
i je lépe pøirovnat ke stlaèené pru¾inì, kterou pøestaneme náhle stlaèovat. Vzápìtí budejasné proè. Mýdlová blána se sna¾í zaujmout takový tvar, aby mìla 
o nejmen¹í povr
h. Pro na¹ikonstruk
i ov¹em tímto tvarem není pùlvále
. Matemati
ky se to dá ukázat pomo
í variaèního poètu,okovidnì si mù¾e ka¾dý ovìøit tak, ¾e si danou konstruk
i vyrobí. Zkrátka ve stabilní poloze bude6



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIblána napnuta tak, ¾e se prohne smìrem k ose vál
e, èím¾ vertikální slo¾ka síly pùsobí
í na pùlkru¾ni
enebude nulová, nýbr¾ pøesnì vyru¹í sílu pùsobí
í na rovné èásti konstruk
e.Pokud tedy na zaèátku napneme blánu do tvaru pùlvál
e, mù¾e 
elá konstruk
e pøi návratu dostabilní polohy maximálnì poskoèit, stejnì jako ona stlaèená pru¾ina. Pokud ji¾ je blána od zaèátkuve stabilní poloze, je 
hyba úvahy v zadání v tom, ¾e blána nezaujímá tvar pùlvál
e.Lenka Zdeborováfykos�m�.
uni.
zÚloha V .Exp . . . pøevíjení kazety (8 bodù, øe¹ilo 38 studentù)Zmìøte tlou¹»ku magnetofonového pásku. Promìøte závislost úhlové ry
hlosti kotouèe na dobì pøe�hrávání kazety v pøípadì, ¾e kazetu pøehráváme od zaèátku. Do øe¹ení nezapomeòte pøipsat, s jakoukazetou jste mìøili (podstatná je znaèka a délka). Napadlo Mida Pi¹tìkaNa první pohled se zdá být zøejmé, ¾e pohyb pásky v kazetì závisí pouze na otáèení nosný
hkotouèkù. To by odpovídalo stálosti jeji
h úhlové ry
hlosti pøi pøehrávání. Úèelem zadání páté ex�perimentální úlohy bylo zbourat tento roz¹íøený mýtus. Konstantní ry
hlost posuvu pásku lze urèitexperimentálnì, jednodu¹¹í a pøesnìj¹í je pou¾ít údaj výrob
e v = 47;6mms�1Teoreti
ké odvození vyplývá z náèrtku kotouèe s páskou v obe
ném èase t, kterému odpovídá polo�mìr r(t), polomìr plnì navinutého kotouèe je R, prázdného kotouèe r0 a d tlou¹»ka pásku. Vzhledemk tomu, ¾e d je mnohem men¹í ne¾ R-r0, mù¾eme mno¾ství pásku namotané na kotouèi vyjádøit pomo
ívzor
e pro obsah mezikru¾í, zøejmì platí dvt = �r(t)2 � �r20 .Vzore
 pro výpoèet tlou¹»ky pásku získáme jednodu¹e dosazením 
elkové doby pøehrávání páskyT
elk a odpovídají
ího polomìru R d = �vT
elk(R2 � r20) :Podobnì jednodu¹e získáme i vzore
 pro èasovou závislost úhlové ry
hlosti!(t) = vr(t) = vqr20 + v:t:d� ;který lze dosazením za d upravit na tvar!(t) = !0q1 + �: tT
elk ;kde jsme pou¾ili � = R2=r02�1 a !0 = v=r0. Tento vzore
 se podaøilo odvodit jen pomìrnì malé èástiøe¹itelù.Tlou¹»ku pásku lze urèit mnoha zpùsoby. První metoda je zalo¾ena na vý¹e odvozeném vzor
i.Dobu pøehrávání 
elé strany je nutné pøemìøit, bývá o 2{3 minuty del¹í, ne¾ by odpovídalo typukazety. Nìkolik øe¹itelù zapomnìlo na oboustrannost kazety a dosadilo 
elkovou dobu pøehrávání.Druhá metoda spoèívala v pøímém mìøení tlou¹»ky nìkolika vrstev pásku. Byla ménì pøesná, kvùlirelativnì malému poètu vrstev. Èastou 
hybou bylo opomenutí vydìlení systemati
ké 
hyby poètemnajednou mìøený
h vrstev. Tak vy¹la nereálná 
hyba kolem 50%.Závislost úhlové ry
hlosti na èase pøehrávání ¹lo díky její pomalé zmìnì mìøit jako sled prùmìrný
húhlový
h ry
hlostí. Zajímavé je, ¾e ti øe¹itelé, kteøí 
hybnì pøedpokládali stálost úhlové ry
hlosti, jivet¹inou i namìøili.Na závìr zbývá jen dodat, ¾e prùmìrná tlou¹»ka magnetofonový
h pásek prodávaný
h v na¹i
hob
hode
h je 12;3�m. Miroslav Pi¹tìkfykos�m�.
uni.
z7



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIÚloha S .V . . . fotony (6 bodù, øe¹ilo 16 studentù)K vysvìtlení fotoelektri
kého jevu pøedpokládal Albert Einstein, ¾e energie a hybnost svìtla jenesena èásti
emi, které se nazývají fotony. Aby se tyto èásti
e mohly pohybovat ry
hlostí svìtla, musíbýt jeji
h klidová hmotnost nulová (tento vztah je formální, nebo» s fotonem nemù¾eme spojit vzta¾nousoustavu, a proto pojem klidové hmotnosti jako¾to hmotnosti v klidovém systému nemá pro fotonsmysl). Mezi jeji
h energií a hybností tak platí jednodu
hý vztah E = p
. Energie fotonu závisí nafrekven
i svìtla � vztahem E = h�, jak plyne z Plan
kovy teorie, která objasnila vlastnosti tepelnéhozáøení absolutnì èerného tìlesa. Hodnota Plan
kovy konstanty h je rovna 6;626 � 10�34 J � s.a) Pøedpokládejte, ¾e energie fotonu je závislá pouze na frekven
i pøíslu¹né svìtelné vlny. Pomo
íDopplerova jevu a transforma
e mezi energií a hybností uka¾te, ¾e tato závislost musí být dána vzta�hem E = h�, kde h je blí¾e neurèená konstanta.b) Uva¾ujte srá¾ku fotonu s èásti
í, její¾ klidová hmotnost je m0 . Tato èásti
e je v na¹í soustavìpøed srá¾kou v klidu. Vlnová délka fotonu pøed srá¾kou je v na¹em systému rovna �. Pøi srá¾
e se fotonod pùvodního smìru vy
hýlí o úhel '. Jak závisí zmìna vlnové délky �� fotonu na úhlu od
hýlení ' ?a) Mìjme vzta¾nou soustavu, ve které se ve smìru osy x+ ¹íøí svìtelná vlna o frekven
i �0. Energiefotonù, které jí odpovídají, je pak rovna E(�0). Uva¾ujme nyní soustavu, která se vùèi na¹í soustavìpohybuje ry
hlostí v, která je rovnobì¾ná se smìrem ¹íøení svìtelné vlny. Ry
hlost v je kladná, pokudse soustava pohybuje ve stejném smìru jako svìtelná vlna. V pohybují
í se soustavì je frekven
e �uva¾ované svìtelné vlny dána vztahem pro Dopplerùv jev� = �0s1� v
1 + v
 :Energii E fotonu v pohybují
í se soustavì získáme u¾itím transformaèní
h vztahù pro energii a hybnostE = 
 �E(�0)� vE(�0)
 � = E(�0)s1� v
1 + v
 :Platí tedy E = E(�0)�0 � = h�;kde h = E(�0)�0 . V¹e
hny iner
iální soustavy jsou pro popis fyzikální
h jevù rovno
enné. To znamená,¾e vztah mezi energií fotonu a frekven
í pøíslu¹né svìtelné vlny musí být ve v¹e
h soustavá
h stejný.Závislost energie E fotonu na frekven
i � tedy musí být E(�) = h�.b) Vlnovou délku fotonu po srá¾
e oznaème �0. Smìr pohybu èásti
e po srá¾
e s fotonem ne
h» svírás pùvodním smìrem pohybu fotonu úhel #. Èásti
e pøi srá¾
e získá hybnost o velikosti p. Ze zákonuza
hování hybnosti dostáváme vztahy p 
os# = h� � h�0 
os';p sin# = h�0 sin':Umo
nìním tì
hto rovni
 a jeji
h seètením získáme rovnostp2 = h2 � 1�2 � 2 
os'��0 + 1�02� :U¾itím zákona za
hování energie obdr¾íme rovni
iqm20
4 + p2
2 + h
�0 = h
� +m0
2:8



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIV této rovni
i nejdøíve osamostatníme odmo
ninu a pak obì strany umo
níme, èím¾ dostaneme rovnostm20
2 + p2 = h2 � 1� � 1�0�2 + 2hm0
� 1� � 1�0�+m20
2:Dosazením za p2 obdr¾íme1�2 � 2 
os'��0 + 1�02 = 1�2 � 2��0 + 1�02 + 2m0
h � 1� � 1�0� :Odtud dostáváme vztah 1� 
os'��0 = m0
h �0 � ���0 :Pro zmìnu vlnové délky fotonu tedy platí�� = hm0
 (1� 
os') :Uva¾ovaný pro
es srá¾ky fotonu s èásti
í se nazývá Comptonùv rozptyl. Z odvozeného vztahu plyne,¾e se tento pro
es uplatòuje zejména pøi srá¾
e elektronù (malá hmotnost m0) s fotony rentgenovéhoa 
 záøení (velká relativní zmìna vlnové délky). Comptonùv rozptyl je jedním z dùkazù èásti
ového
hování svìtla. Karel Koláøfykos�m�.
uni.
z
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Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VII
Øe¹ení VI. sérieÚloha VI . 1 . . . lamborghini (3 body, øe¹ilo 19 studentù) Lamborghini DiabloOdhadnìte, jak velkou vertikální silou je Lamborghini Diablo1)nadlehèováno, jede-li ry
hlostí 320 km�h�1 . Pozor, toto není expe�rimentální úloha!Podívejme se nejprve na pùvod vztlakové síly, která Lamborginynadlehèuje (a díky ní¾ pøi vhodné konstruk
i létají letadla). Pøi jízdì vzdu
h proudí nad i pod autem.Díky pro�lu auta je dráha s1, kterou musí obtékají
í vzdu
h urazit nad autem, del¹í ne¾ dráha podautem s2, tedy tam musí proudit ry
hleji. Víme, ¾e ry
hlost v tekutiny souvisí s jejím tlakem p. Pronevíøivé proudìní tuto souvislost popisuje Bernoulliho rovni
e. Nebo» popis pro turbulentní proudìní jeo mnoho slo¾itìj¹í, musíme udìlat podstatné zanedbání a pova¾ovat proudìni kolem auta za nevíøivé.Bernoulliho rovni
i pak napí¹eme ve tvaru:p1 + 12%v21 = p2 + 12%v22 ;kde indexy 1 znaèí velikosti velièin nad autem a 2 po autem. % je hustota vzdu
hu. Z nerovnosti v1 > v2plyne p1 < p2, auto je tedy nadlehèováno.Nyní se pokusme odhadnout velikost vztlakové síly. Tlaková síla nad autem nepùsobí díky ¹ikmostikapoty kolmo dolù, ale na druhou stranu pùsobí na vìt¹í plo
hu. Rozmyslete si, ¾e ona plo
ha je právìtolikrát vìt¹í ne¾ plo
ha podvozku, kolikrát je vìt¹í tlaková síla kolmá ke kapotì ne¾ její svislá slo¾ka.Tudí¾ mù¾eme pro vztlakovou sílu psát: F = 12%S(v21 � v22);kde S je plo
ha podvozku. Zbývá odhadnout rozdíl velikosti v1 a v2. Platí v1=v2 = s1=s2 = �. Vyjste èasto pro�l auta nahradili trojúhelníkem èi obloukem kru¾ni
e a z toho spoèetli pomìr �. Takovéodhady byly ale pøíli¹ nadsazené a dávaly vztlakovou sílu mnohdy vìt¹í, ne¾ je tíha auta. My jsme sepomìr � pokusili zmìøit pøímo z pro�lového obrázku auta. Vy¹lo nám 1=24 < ��1 < 1=14. Zkusme tedyspoèítat sílu pro � = 21=20. Podvozek auta má plo
hu S = 4;47 � 2;04m2. Ry
hlost v2 = 320 km�h�1a tedy F = 12%S(�2 � 1)v22 � 5 kN:Relativní 
hybu tohoto výsledku odhadujeme na 100%. Nebo» se velmi tì¾ko urèuje koe�
ient �, a takénesmíme zapomenout, ¾e jsme zanedbali turbulentnost proudìní kolem auta. Tíha auta je asi 17 kN,odhad vztlakové síly vy¹el asi tøikrát men¹í, vidíme, ¾e výrob
i si musí dávat velký pozor na to, aby sez Lamborginy Diablo nestalo letadlo. K Formulím 1 se napøíklad ze stejného dùvodu montují pøítlaènákøídla. Lenka Zdeborováfykos�m�.
uni.
z

1) Hezèí obrázek lze nalézt na http://fykos.m�.
uni.
z/lamborghini.jpg.10



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIÚloha VI . 2 . . . RC obvod (4 body, øe¹ilo 20 studentù)Mìjme sériový RC-obvod, který pøipojíme na zdroj periodi
kého napìtí s tzv. obdélníkovým prù�bìhem, tzn. po èas T=2 je napìtí U a po èas T=2 napìtí �U . Jak bude vypadat prùbìh napìtí nakondenzátoru? Vymysleli Pavel a HonzaOznaème U vstupní napìtí, UR napìtí na rezistoru, R jeho odpor, UC napìtí na kondenzátoru a Cjeho kapa
itu. Z druhého Kir
hho�ova zákona plyneU = UR + UC = RI + UC ;U = RdQdt + UC ;U = RC dUCdt + UC :Odtud separa
í promìnný
h získávámeZ dt = RC Z dUCU � UC :t+K1 = �RC ln(U � UC ) +K2;kde K1 a K2 jsou integraèní konstanty. Po jeji
h slouèení a úpravìUC = U +Ke� tRC :Z poèáteèní
h podmínek získáme K = �U a mù¾eme tak pro první pùlperiodu psátUC = U �1� e� tRC �+ U0(0);respektive pro druhou pùlperioduUC = �U �1� e� t� T2RC �+ U0(T=2) = U �e� t� T2RC � 1�+ U0(T=2):U0(t) je zùstatkové napìtí na kondenzátoru; bìhem ka¾dé pùlperiody se kondenzátor nabije na urèitouhodnotu napìtí, se kterou vstupuje do dal¹í pùlperiody. U0(t) je tedy rovno napìtí na kondenzátoruna kon
i pøed
hozí pùlperiody (na zaèátku je U0 = 0).Je zøejmé, ¾e U0(t) závisí na vstupní
h podmínká
h, kterými jsou perioda T , kapa
ita C a odporR. Pro jednodu
host pøedpoládejme, ¾e T = 2RC. Amplituda napìtí na kondenzátoru UC(A) má pakkonstantní velikost UC(A) = U �1� 1e� � 0; 6U:Nalezení obe
ného øe¹ení je ponìkud obtí¾nìj¹í, sèítáme geometri
kou øadu s kvo
ientem e� tRCa pøevádíme na hyperboli
ký tangens. Výsledek má tvarUC = U �1� �1 + tgh� T4RC�� e� tRC � ; t 2 h0;T=2);respektive UC = �U �1��1 + tgh T4RC� e� t� T2RC � ; t 2 hT=2;T ):V závislosti na vstupní
h podmínká
h lze odvodit, ¾e pro T � 2RC bude UC konvergovat k U ,ale s pomalej¹ím nástupem zmìny. Naopak, pro T � 2RC bude UC kovergovat k 0, závislost budepøímková. Luká¹ S
hmiedtfykos�m�.
uni.
z11



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIÚloha VI . 3 . . . stáøí Zemì (3 body, øe¹ilo 28 studentù)Pøedpokládejme, ¾e pøi vzniku Zemì na ní byly izotopy uranu 238U a 235U, ale ne produkty jeji
h roz�padu. Izotop 238U resp. 235U se rozpadá s poloèasem T1 = 4;50 � 109 rokù resp. T2 = 0;710 � 109 rokù.Ve srovnání s tìmito èasy jsou poloèasy rozpadu produktù zanedbatelné, rozpadové øady konèí stabil�ními izotopy 206Pb a 207Pb.Je-li v uranové rudì pomìr poètu atomù uranu 238U : 235U = 137 : 1 a pomìr poètu atomù olova206Pb : 207Pb = 28 : 17, odhadnìte stáøí Zemì.Podle rozpadového zákona platí pro poèet jader v èase t vztahN1 = N0e��t = N02�t=T ;kde T je poloèas rozpadu daného jádra. Poèet jader produktu rozpadu budeN2 = N0 �N1 = N0 �1� 2�t=T� :Pokud podìlíme tuto rovni
i pro 238U rovni
í pro 235U dostávámeN238N235 = N206N207 1� 2�t=T11� 2�t=T2 :V této rovni
i ji¾ v¹e
hny velièiny kromì t známe. Bohu¾el v¹ak neumíme jednodu¹e vyjádøit t a protomusíme vyu¾ít nìjakou numeri
kou metodu. Musíme najít pro jaké t v miliardá
h let je funk
ey = 17:13728 1� e�0;154t1� e�0;976trovna jedné. To zjistíme nejjednodu¹eji pokud si graf této funk
e zobrazíme na poèítaèi. Výsledkem jestáøí Zemì t := 4;56 � 109 r: Vladimír Fukafykos�m�.
uni.
zÚloha VI . 4 . . . toroid (5 bodù, øe¹ilo 17 studentù) Da
Obr. 2

Mìjme 
ívku ve tvaru þhranatého toroiduÿ. Øez osou rotaènísymetrie je zakreslen na obr. 2. Vinutí toroidu má 
elkem N zá�vitù a v naznaèeném smìru jím protéká proud o velikosti I=N .Spoètìte magneti
ké pole uvnitø toroidu a zdùvodnìte správnostva¹eho výpoètu.Není-li vám 
izí slovo integrál, mù¾ete jako bonus spoèítati indukènost toroidu.Úlohu mù¾eme snadno vyøe¹it pouze v pøípadì, ¾e poèet závitù N je dostateènì velký. Za tì
htookolností jsou siloèáry magneti
kého pole kruhové. K øe¹ení tedy mù¾eme pou¾ít Ampérùv zákon. Jehoznìní je IS H dS = I;tj. integrál skalárního souèinu H � dS po uzavøené køiv
e S (H je vektor intenzity magneti
kého pole�H = B) je roven 
elkovému proudu protékají
ímu pøes plo
hu þnapnutouÿ na tuto køivku (je zajímavé,¾e tato hodnota nezávisí na konkrétní volbì tvaru plo
hy.) Pokud tedy za køivku S zvolíme kru¾ni
i12



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIse støedem na ose toroidu, budeme integrovat konstantní funk
i a to jH j. V pøípadì, ¾e na¹e kru¾ni
ebude le¾et uvnitø toroidu, bude proud tekou
í jejím vnitøkem I. Dostáváme tedy2�%H = I;B = �H = �I2�% ;kde % je polomìr kru¾ni
e. Pokud bude kru¾ni
e le¾et mimo toroid, bude proud tekou
í jejím vnitøkemnulový a tedy bude nulové i magneti
ké pole na této kru¾ni
i. Magneti
ké pole toroidu tedy vypadátak, ¾e v jeho vnitøku je stejné jako magneti
ké pole nekoneènì dlouhého drátu le¾í
ího na ose toroidujím¾ protéká proud I. Vnì toroidu pak bude pole nulové. V¹imnìte si, ¾e pro výpoèet jsme vùbe
nepotøebovali znát tvar prùøezu toroidu. Na tvaru prùøezu tedy tento výsledek nezávisí. Indukènost Lmù¾eme spoèítat pomo
í vztahu pro energii 
ívkyE = 12LI2 :Staèí tedy spoèítat závislost energie magneti
kého pole toroidu na proudu a porovnat ji s tímto vztahem.Hustota energie magneti
kého pole je m = 12HB = 12�B2 :Celkovou energii pak urèíme jako objemový integrál její hustoty. Vyu¾ijeme-li poznatku, ¾e m závisípouze na vzdálenosti od osy %, mù¾eme snadno pøevést objemový (tj. trojný) integrál na obyèejný. Celýtoroid si nejprve rozdìlíme na dvì èásti, a to na èást pro kterou je % < D=2 a na èást pro kterou je% > D=2. Energie magneti
kého pole v první èásti pak bude (pro zjednodu¹ení oznaème A = ap22 )E1 = Z A0 12�B22�� D2D �A+ x� 2x dx == �I22� Z A0 xD2D �A+ x dx == �I22� �A� �A�D2 � ln� DD � 2A�� :Energii magneti
kého pole v druhé èásti toroidu pak mù¾eme spoèítat analogi
ky. DostávámeE2 = �I22� ��A+D2 � ln�D + 2AD ��A�Uvá¾íme-li ¾e 
elková energie mag. pole je souètem obou energií, dostáváme pro indukènost toroiduL = �N2� �A ln�D + 2AD � 2A�+ D2 ln�D2 � 4A2D2 �� Pavel Augustinskýfykos�m�.
uni.
z
13



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIÚloha VI . P . . . 
hromati
ká vada (5 bodù, øe¹ilo 15 studentù)Mìjme dvì identi
ké sklenìné èoèky s ohniskovou vzdáleností f (pro urèitou støední vlnovou délku).Do jaké vzdálenosti je tøeba dát tyto èoèky, aby výsledná opti
ká soustava mìla 
o nejlépe kompen�zovanou 
hromati
kou vadu (tzn. ¾e rùznì barevné svìtlo se zobrazuje do rùzný
h míst). Jak velkouohniskovou vzdálenost bude výsledná soustava mít? Úlohu z pamìti vylovil Honza Hou¹tìk.Pro ohniskovou vzdálenost soustavy dvou tenký
h èoèek platí1f0 = 1f1 + 1f2 � df1f2 ; (15)kde f1; f2 jsou ohniskové vzdálenosti èoèek a d jeji
h vzdálenost. V na¹em pøípadì platí f1 = f2 = f .Pøitom f je funk
í vlnové délky, proto nejlep¹í kompenza
i 
hromati
ké vady dosáhneme v pøípadì, ¾ef0 bude 
o nejménì záviset na f . Dosaïme tedy f1 = f2 = f do vztahu (15) a upravmef0 = f22f � d (16)a hledejme, pro jaké d je deriva
e f0 podle f v bodì f nulovádf0df = 2f(f � d)(2f � d)2 ) d = f:Druhou èoèku tedy musíme umístit do ohniska první. Po dosazení do (16) dostáváme pro výslednouohniskovou vzdálenost f0 = f .Mirek Hejna si v¹iml a jako jediný také správnì zdùvodnil, proè rùznì barevné obrazy bodovéhozdroje pøesto nejsou v jednom bodì. Pøesto¾e splnìním na¹í podmínky zaruèíme, ¾e výsledná ohniskovávzdálenost je (alespoò pøibli¾nì) nemìnná, mìní se s vlnovou délkou poloha hlavní
h rovin výslednésoustavy. Potøebovali by
hom tedy znát, k èemu se bude soustava vyu¾ívat, aby
hom pøípadnì mohliøe¹ení je¹tì vylep¹it. Honza Hou¹tìkhonza�fykos.m�.
uni.
zÚloha VI . Exp . . . spr
ha (8 bodù, øe¹ilo 17 studentù)Urèitì jste si u¾ pøi spr
hování v¹imli, ¾e proud opou¹tìjí
í spr
hu má vy¹¹í teplotu ne¾ vodadopadají
í na zem. Na vás je, abyste toto namìøili kvantitativnì.Naleznìte a popi¹te vhodné experimentální uspoøádání, na kterém bude mìøitelný pokles teplotyvody padají
í vzdu
hem a proveïte mìøení. Pokuste se va¹e výsledky teoreti
ky interpretovat.TeorieVoda vytékají
í ze spr
hy se rozstøikuje na jednotlivé kapky a ty odevzdávají teplo okolí. Proto¾evzdu
h je velmi ¹patný vodiè tepla, tak nejví
e tepla ztratí kapky odpaøováním.Nyní si musíme rozmyslet jaká je závislost tepla, které kapky ztratí vypaøováním na teplotì kapky.Odpaøování je vlastnì dìj, kdy molekuly kapaliny, které jsou blízko povr
hu získají dostateènou ry
hlost,aby se odpoutaly od pøita¾livý
h sil ostatní
h molekul. Odvodit pøesný vztah této závislosti je velmislo¾ité, nám bude staèit pøiblí¾ení, ¾e toto pøedané teplo bude úmìrné rozdílu teploty kapky a okolí.Toto teplo také bude záviset na velikosti povr
hu kapky, proto¾e se v¹ak povr
h kapky odpaøovánímnezmìní, budeme povr
h kapky pova¾ovat za stále stejný.Za velmi malý èas dt tedy zmìní teplo kapky Q o dQ, pro toto teplo tedy bude platit rovni
e:dQ = �k(T � To) dt ;kde T je teplota kapky, To teplota okolí a k je konstanta úmìrnosti. Zmìní-li se teplo, zmìní se i teplotaa pro zmìnu teploty dT platí dQ = 
v dT , kde 
v je tepelná kapa
ita vody. Dostáváme tedy rovni
i
v dT = �k(T � To) dt :14
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e je T = To + (T0 � To) exp�� kt
v � ;kde T0 je poèáteèní teplota vody. Dále pro jednodu
host k=
v oznaèíme K.Kapky padají v gravitaèním poli (odpor vzdu
hu zanedbáme) po dobu, za kterou kapka urazívzdálenost d a tedy bude platit: t = �v0 +qv20 + 2gdg ;kde v0 je ry
hlost výtoku kapaliny ze spr
hy. Tedy závyslost teploty vody na vý¹
e bude:T = To + (T0 � To) exp0��K�v0 +qv20 + 2gdg 1A :MìøeníK mìøení jsme pou¾ili teplomìr do 100ÆC, který jsme umístili do spe
iálnì upravené nádobky. Tatonádobka fungovala tak, ¾e jsme mohli regulovat jaké mno¾stí vody z ní poteèe. Kdy¾ jsme mìøili vý¹e,tak do nádobky teklo vìt¹í mno¾ství vody, aby
hom mìli teplomìr v¾dy stejnì ponoøený, tak jsmepodle prùtoku vody otevøeli otvor na dnì nádobky. Dále bylo velmi dùle¾ité, aby voda v nádob
e mo
ne
hladla a tedy ry
hle se obmìòovala. Aby ov¹em teplomìr pøesnì mìøil je nutné, aby byl dostateènìponoøen. Je velmi slo¾ité se s tìmito proti
hùdnými po¾adavky vypoøádat.Dal¹í problém je, jak pøesnì urèit vý¹ku, ve které teplotu mìøíme. My jsme za tuto vý¹ku vzali støedbanky teplomìru.Teplotu vody jsme meøili pro dvì rùzné ry
hlosti výtoku vody ze spr
hy. Urèení ry
hlosti vody jevelmi slo¾ité, zmìøili jsme za jak dlouho byla naplnìna náboda o objemu 0,7l, získali jsme èasy:t1 = 8 s t2 = 5 sMìøení ov¹em bylo veli
e nepøesné, proto¾e urèit pøesnì, kdy byla naplnìna nádoba, do které prud
evtéká voda bylo slo¾ité. Chybu tohoto èasu jsme urèili jako 15% . K výpoètu skuteèné ry
hlosti vodyje ov¹em potøeba znát plo
hu, ze které voda vytéká. Velikost této plo
hy jsme odhadli tak, ¾e jsmezjistili poèet dírek na spr¹e a vynásobili je plo
hou jedné dírky. Urèení plo
hy této dírky bylo ov¹emvelmi nepøesné, proto¾e mnoho dírek bylo znaènì zaneseno vodním kamenem. Plo
hu v¹e
h dírek jsmeodhadli na: Sd = 20� 10mm2 :Nakone
 jsme získali hodnoty ry
hlosti:v01 = 4 � 2ms�1 v02 = 6� 3ms�1 :Nyní uvedeme teploty namìøené v jednotlivý
h vý¹ká
h pro tyto ry
hlosti:d[
m℄ 25 35 65 105 140T1[ÆC℄ 50 49 48 46 45T2[ÆC℄ 51 50 49 48 46Teploty pro rùzné výtokové ry
hlosti.Tyto hodnoty jsou vynesené v ní¾e uvedeném grafu, body je prolo¾ena køivka získaná teoreti
ky.Dostali jsme hodnoty koe�
ientù: K1 = 0; 6 s�1 K2 = 0; 5 s�1T01 = 53; 4 s�1 T01 = 53; 8 s�1 15
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Jak je vidìt, hodnoty, které jsme získali mìøením, odpovídají teoreti
ké køiv
e. Pro vìt¹í prùtokvody jsou namìøení hodnoty tro
hu vy¹¹í, ne¾ by
hom oèekávali z teorie, to mù¾e být zpùsobeno tím,¾e pøi vìt¹ím prùtoku vody byl ví
e ponoøen teplomìr a tím se mohla namìøit vy¹¹í teplota. Proto¾e
hyby namìøený
h velièin jsou velké, prakti
ky si odpovídají. Karel Honzlfykos�m�.
uni.
zÚloha S .VI . . . dva dráty (6 bodù, øe¹ilo 5 studentù)Mìjme dva pøímé rovnobì¾né nekoneènì dlouhé kovové vodièe zanedbatelného kruhového prùøezu,které jsou od sebe ve vzdálenosti r. Smìr jednotkového vektoru e3 zvolme tak, aby byl rovnobì¾nýs vodièi. Jednotkový vektor, který le¾í v rovinì urèené vodièi, je kolmý na e3 a má smìr z prvníhovodièe k druhému, oznaème e1 . Jako vektor e2 oznaèujme vektorový souèin e3 � e1 . Vektory e1 , e2a e3 pak de�nují pravotoèivý souøadný systém. Vodièi protékají elektri
ké proudy I1 a I2 . Velikostproudù je kladná, pokud mají smìr e3 . Pomo
í transformaèní
h vztahù pro elektri
ké a magneti
képole uka¾te, ¾e první vodiè pùsobí na úsek délky l druhého vodièe silouFl = ��02� I1I2 lr e1 :K øe¹ení této úlohy u¾ijte následují
í poznámky. Kovy jsou tvoøeny krystalovou møí¾kou kladnìnabitý
h iontù, mezi nimi¾ se pohybují volné elektrony. (Toto je velmi zjednodu¹ený model strukturykovù. Ni
ménì pro ná¹ problém je postaèují
í.) Pokud ke kovu pøilo¾íme vnìj¹í elektri
ké pole, potomse volné elektrony zaènou pohybovat proti smìru elektri
ké intenzity. Tím v kovu vzniká elektri
kýproud. Ry
hlost uspoøádaného pohybu elektronù je pøi bì¾ný
h hodnotá
h proudu velmi malá, ménìne¾ metr za sekundu.Elektrostati
ké pole homogennì nabité pøímky s délkovou hustotou náboje � je ve vzdálenosti r odzdroje popsáno elektri
kou intenzitou o velikosti E = �=(2�"0r). Vektor elektri
ké intenzity v¾dy le¾ív rovinì kolmé na pøímkový zdroj a jeho smìr udává pøímka pro
házejí
í zdrojem a bodem, ve kterémnás zajímá hodnota elektri
kého pole. Vektor elektri
ké intenzity smìøuje od zdroje, je-li zdroj nabit16
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í) pøíspìvkù od jednotlivý
h elementù pøímkovéhozdroje. Pøíspìvek elementu zdroje je dán Coulombovým zákonem. Dal¹í mo¾ností je v tomto pøípadìu¾ití Gaussovy vìty, nebo» smìr elektri
ké intenzity plyne ze symetrie.Z Maxwellový
h rovni
 plyne pro ry
hlost svìtla ve vakuu vztah 
2 = 1="0�0 . O platnosti tohotovzor
e se lze snadno pøesvìdèit dosazením tabulkový
h hodnot pøíslu¹ný
h fyzikální
h konstant.Celkový náboj kladný
h iontù v prvním vodièi na jednotkové dél
e oznaème �1. Proto¾e je vodièneutrální, je 
elkový náboj volný
h elektronù na jednot
e délky vodièe roven ��1. Délková nábojováhustota kladný
h iontù ve druhém vodièi ne
h» je �2. Ry
hlosti uspoøádaného pohybu volný
h elektronùv prvním a druhém vodièi oznaème v1 a v2. Tyto ry
hlosti jsou kladné, pokud mají smìr vektoru e3.Pro proudy ve vodièí
h tedy platí vztahyI1 = ��1v1; I2 = ��2v2:Kladné ionty prvního vodièe vytváøejí v místì druhého vodièe pouze elektri
ké pole:Ei = �12�"0r e1; Bi = 0:Podobné pole vytváøejí ve své klidové soustavì i pohybují
í se volné elektrony prvního vodièe:E 0e = � �12�"0r e1; B 0e = 0:Pole, které vytváøejí pohybují
í se elektrony prvního vodièe v místì druhého vodièe, je v na¹í soustavì(soustava spojená s vodièi | s jeji
h krystalovou møí¾kou) dáno transforma
í elektri
kého a magneti
�kého pole z klidové soustavy elektronù do na¹í soustavy:Ee = � �12�"0r e1; Be = v1e3 � E 0e
2 = � �1v12�"0
2r e2:Výsledné pole v místì druhého vodièe získáme seètením pøíspìvkù od kladný
h iontù a od volný
helektronù: E = 0; B = I12�"0
2r e2:První vodiè tedy pùsobí na druhý pouze magneti
kým polem. To znamená, ¾e pùsobí pouze na volnéelektrony v druhém vodièi. Pro výslednou sílu pùsobí
í na úsek délky l druhého vodièe tak platíFl = ��2lv2e3 � B = I1I2l2�"0
2r e3 � e2 = ��02� I1I2lr e1:Z
ela obdobným postupem by
hom dostali, ¾e druhý vodiè pùsobí na úsek délky l prvního vodièesilou Fl = �02� I1I2lr e1:Vidíme tedy, ¾e je splnìn zákon ak
e a reak
e. To nás ale nepøekvapuje, nebo» se jedná o sta
ionárnísitua
i.Pomo
í právì odvozeného vztahu je de�nována základní elektromagneti
ká jednotka | jeden ampér.Ampér je stálý elektri
ký proud, který pøi prù
hodu dvìma pøímými rovnobì¾nými nekoneènì dlouhýmivodièi zanedbatelného kruhového prùøezu umístìnými ve vakuu ve vzájemné vzdálenosti jeden metrvyvolá mezi nimi stálou sílu 2�10�7 newtonu na jeden metr délky vodièe. Karel Koláøfykos�m�.
uni.
z17



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIISeriál na pokraèování
Kapitola 7: Obe
ná teorie relativityV pøed
hozí
h díle
h seriálu jsme se zabývali spe
iální teorií relativity. Fyzikální jevy jsme popisovalivýhradnì v iner
iální
h systéme
h, ve který
h jsme k popisu prostoru u¾ívali kartézské souøadni
e. Jakoèasovou souøadni
i t jsme volili vlastní èas pøíslu¹ného iner
iálního pozorovatele. V posledním díle sinì
o povíme o obe
né teorii relativity (OTR) { o její
h základní
h prin
ipe
h, matemati
kém aparátua výsled
í
h.Obe
ná teorie relativity vy¾aduje oproti spe
iální teorii relativity mnohem slo¾itìj¹í matemati
kýaparát. Z tohoto dùvodu nelze provést výklad obe
né teorie relativity v rozsahu umo¾òují
ím provéstfyzikální pøedpovìdi pøímo z rovni
 OTR. Ze stejného dùvodu jsou nìkteré èásti následují
ího textuzjednodu¹eny.Co je nového oproti spe
iální teorii relativityRozdíl mezi STR a OTR spoèívá ve vlastnoste
h prostoroèasu (prostor v¹e
h událostí { þjevi¹tìfyzikální
h dìjùÿ). V STR je topologie a geometrie prostoroèasu pøedem zadána (stejnì jako v ostatní
hfyzikální
h teorií
h). V OTR je v¹ak geometrie prostoroèasu souèástí dynamiky (pohybový
h rovni
).Pohyb hmoty je v¾dy ovlivnìn geometri
kými vlastnostmi prostoroèasu. V STR je geometrie zadaná.To znamená, ¾e zpìtný vliv hmoty na prostoroèas není mo¾ný. Fyzikální interak
e jsou v¹ak vzájemné(napøíklad elektromagneti
ké pole buzené elektri
kými náboji zpìtnì ovlivòuje jeji
h pohyb). Tentoþnedostatekÿ je tedy v OTR odstranìn.OTR je zároveò teorií gravita
e. Gravitaèní pùsobení je toti¾ univerzální, a proto jej lze geometri�zovat. Gravitaèní interak
e je tak þzprostøedkovánaÿ geometri
kými vlastnostmi prostoroèasu { hmotaovlivòuje geometrii prostoroèasu a vlastnosti prostoroèasu pak zpìtnì ovlivòují pohyb hmoty (podobnìjako elektri
ké náboje a elektromagneti
ké pole).Proto¾e geometrie prostoroèasu v OTR nemusí být eukleidovská, mù¾e existovat prostoroèas, kterýje koneèný a nemá ¾ádnou hrani
i!Nové pøedpovìdi OTR úz
e souvisí s geometri
kými vlastnostmi prostoroèasu. Mezi nejvýznamnìj¹ípøedpovìdi patøí dynami
ký vesmír, gravitaèní vlny a èerné díry.OTR je tøeba pou¾ít v pøípadì velmi kompaktní
h objektù (èerné díry, neutronové hvìzdy, bílítrpaslí
i) a pøi studiu vlastností 
elého vesmíru.Vý
hozí prin
ipy obe
né teorie relativityV¹e
hny fyzikální interak
e mù¾eme rozdìlit do dvou skupin: na diferen
iální a univerzální vlivy. Poddiferen
iálními vlivy rozumíme interak
e, které na rùzné objekty pùsobí obe
nì rùznì. Mezi diferen
iálnívlivy patøí v¹e
hny negravitaèní interak
e. Pøíkladem univerzální
h vlivù je gravita
e { pùsobí nav¹e
hny objekty stejnì. Diferen
iální vlivy lze narozdíl od univerzální
h odstínit. (Pokud napøíkladobklopíme elektri
ký náboj uzemnìným vodièem, potom se jeho elektri
ké pole vnì vodièe vyru¹í.)Vzhledem k nevyru¹itelnosti univerzální
h vlivù musíme pøede�novat nìkteré základní fyzikálnípojmy. Pod volným hmotným bodem rozumíme hmotný bod, který není pod vlivem diferen
iální
hinterak
í. Ideální hodiny jsou hodiny, na které nepùsobí diferen
iální vlivy. Sada ideální
h hodin umís�tìný
h vedle sebe se 
hová stejnì { v¹e
hny hodiny jdou stejnì ry
hle. Podobnì de�nujeme ideální tuhétyèe jako tyèe, které nejsou pod vlivem diferen
iální
h sil.Stejnì jako v STR nazýváme iner
iálními vzta¾nými systémy soustavy, ve který
h se ka¾dý volnýhmotný bod pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe nebo je v klidu. Mezi prin
ipy OTR patøí oba prin
ipySTR: prin
ip spe
iální relativity (rovno
ennost v¹e
h iner
iální
h soustav) a prin
ip konstantní ry
hlostisvìtla.18
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ipem OTR je prin
ip ekvivalen
e. Tento prin
ip vy
hází z experimentálního po�znatku, ¾e setrvaèná hmotnost tìles (hmotnost vystupují
í v druhém Newtonovì pohybovém zákonìa ve vztazí
h pro setrvaèné zdánlivé síly v neiner
iální
h systéme
h) je rovna jeji
h gravitaèní hmot�nosti (hmotnost vystupují
í v Newtonovì gravitaèním zákonu). Pøesnìji se jedná o pøímou úmìrnost {rovnost se získá vhodnou volbou hodnoty gravitaèní konstanty G. Setrvaèná a gravitaèní hmotnosttìles se tedy v dùsledku vzájemné ekvivalen
e vykrátí v pohybové rovni
i. To znamená, ¾e gravitaènípole pùsobí na v¹e
hny objekty stejnì { je to univerzální vliv.Jedním z první
h pokusù potvrzují
í
h ekvivalen
i gravitaèní a setrvaèné hmotnosti byl známýGalileiùv pokus s volným pádem tìles ze ¹ikmé vì¾e v Pize. Galilei tehdy zjistil, ¾e v¹e
hna volná tìlesapadají v gravitaèním poli Zemì se stejným zry
hlením. Od té doby bylo provedeno mnoho dal¹í pokusùtestují
í
h prin
ip ekvivalen
e. V souèasné dobì je ekvivalen
e mezi setrvaènou a gravitaèní hmotnostípotvrzena s relativní pøesností 10�17 (od
hylka jeji
h pomìru od jedné). V páté kapitole tohoto seriálujsme zjistili, ¾e hmotnosti tìles jsou ovlivòovány interak
emi. Experimenty plnì prokazují, ¾e prin
ipekvivalen
e platí také pro interakèní pøíspìvky ke hmotnostem tìles.Uva¾ujme homogenní gravitaèní pole s intenzitou g . V tomto poli mìjme zavì¹enou zdvi¾ . Volnéhmotné body se v dùsledku pùsobení gravitaèního pole pohybují vùèi zdvi¾i se zry
hlením g . Pokudv¹ak odstraníme závìs zdvi¾e a ne
háme ji volnì padat, potom bude zry
hlení volný
h hmotný
h bodùnulové a hmotné body se vùèi soustavì spojené se zdvi¾í budou pohybovat rovnomìrnì pøímoèaøe nebobudou v klidu. Zdvi¾ se v tomto pøípadì 
hová jako iner
iální soustava.Mìjme nyní obdobnou zdvi¾ ve volném prostoru bez gravitaèního pole . Ne
h» se zdvi¾ vùèi iner�
iálním systémùm pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe nebo je v klidu. Potom je zdvi¾ sama iner
iálnísoustavou a nepùsobí v ní ¾ádné zdánlivé setrvaèné síly. Volné hmotné body se vùèi ní tedy pohybujís nulovým zry
hlením. Pokud nyní zaèneme zdvi¾ ury
hlovat s konstantním zry
hlením a = �g , potomse volné hmotné body zaènou vùèi zdvi¾i pohybovat se zry
hlením g .Uva¾ujme nyní pozorovatele umístìného ve zdvi¾i, který mù¾e provádìt pouze lokální pokusy (ne�mù¾e se dívat ven ze zdvi¾e). Takovýto pozorovatel pak nemù¾e rozeznat zavì¹enou zdvi¾ v gravitaènímpoli od ury
hlované zdvi¾e a volnì padají
í zdvi¾ od zdvi¾e umístìné ve volném prostoru pohybují
í ses nulovým zry
hlením vùèi iner
iálním systémùm. Vidíme tedy, ¾e ekvivalen
e setrvaèné a gravitaèníhmotnosti zpùsobuje také ekvivalen
i setrvaèný
h a gravitaèní
h sil. Vhodnou volbou vzta¾ného sys�tému lze vliv setrvaèný
h sil vyru¹it (nepùsobí v iner
iální
h soustavá
h). Podobnì je tomu i s gravita
í.Vidìli jsme, ¾e volnì padají
í soustava se 
hová jako iner
iální systém. Ve volnì padají
í soustavì bytedy mìla platit STR!Doposud se na¹e úvahy týkaly pouze homogenního pole. Co se stane, pokud budeme uva¾ovatnehomogenní gravitaèní pole? Mìjme volné hmotné body padají
í v gravitaèním poli Zemì . S bodem Onyní spojme volnì padají
í systém. Vlivem nehomogenity gravitaèního pole Zemì se ve volnì padají
ísoustavì objevují slapové síly, které se sna¾í natáhnout tìlesa v radiálním smìru a smr¹tit je ve smìrukolmém na radiální. Velikost slapový
h sil je tím vìt¹í, èím dále jsme od bodu O. Volnì padají
ísoustava tedy vykazuje iner
iální vlastnosti pouze v okolí bodu O.Prin
ip ekvivalen
e se obvykle vyjadøuje následovnì: V ka¾dém bodì libovolného prostoroèasu lzezavést lokálnì iner
iální systém (LIS), v nìm¾ v dostateènì malém okolí uva¾ovaného bodu mají pøí�rodní zákony stejný tvar jako v STR. Výhodou této formula
e je mo¾nost jejího prakti
kého vyu¾ití,které pozdìji uvidíme.Gravitaèní pole lze tedy alespoò lokálnì þodtransformovatÿ pøe
hodem do volnì padají
ího systému.Tento krok je mo¾ný díky univerzálnímu 
harakteru gravitaèního pùsobení.Dal¹ím prin
ipem OTR je prin
ip obe
né kovarian
e (relativity). Jedná se o zobe
nìní prin
ipuspe
iální relativity. Podle prin
ipu obe
né kovarian
e lze fyzikální zákony popsat rovni
emi, které majíve v¹e
h souøadný
h systéme
h (tedy i ve v¹e
h vzta¾ný
h soustavá
h, nebo» ji¾ z STR víme, ¾e s volbousouøadni
 na prostoroèase je spjata také volba vzta¾né soustavy) stejný tvar (rovni
e jsou kovariantní).Prin
ip obe
né kovarian
e je v OTR splnìn automati
ky, nebo» fyzikální zákony jsou v OTR formulo�vány pomo
í tenzorový
h rovni
. 19
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h rovni
 z STR do OTR se u¾ívá následují
í formula
e prin
ipu obe
né ko�varian
e: Pokud fyzikální zákon platí v nepøítomnosti gravita
e (v STR) a rovni
e jsou kovariantní(nemìní svùj tvar pøi libovolné transforma
i souøadni
), potom rovni
e platí v libovolný
h souøad�ni
í
h a v libovolném gravitaèním poli. Tato formula
e úz
e souvisí s prin
ipem ekvivalen
e. Podleprin
ipu ekvivalen
e platí v lokálním iner
iálním systému STR. Pokud tedy pøevedeme fyzikální zá�kony vyjádøené v souøadni
í
h lokálního iner
iálního systému do souøadni
 obe
ný
h, potom získámeobe
nì platné zákony.Uvedené prin
ipy nelze 
hápat jako jednoznaèné axiomy. Jedná se spí¹e o heuristi
ké návody, jakzískat rovni
e popisují
í dané jevy v pøítomnosti gravitaèního pole. Koneèné slovo o platnosti rovni
 mápak experiment. Napøíklad pøepis rovni
 z STR do OTR není jednoznaèný. Do rovni
 platný
h v STRlze toti¾ pøidat èleny obsahují
í køivost prostoroèasu, nebo» tyto èleny jsou v STR (plo
hý prostoroèas)identi
ky nulové. Pøi pøepisu rovni
 se proto u¾ívá dal¹í prin
ip { prin
ip minimální vazby: pokud tonení nezbytnì nutné, potom do fyzikální
h rovni
 nevkládáme výrazy obsahují
í køivost prostoroèasu.Obe
ná teorie relativity a gravitaèní rudý posuvV této podkapitole odvodíme nìkteré výsledky OTR, které lze získat pøímo z její
h prin
ipù a zákonùklasi
ké fyziky. Odvozené výsledky tedy budou mít 
harakter relativisti
ký
h korek
í ke klasi
kýmpøedpovìdím.Gravitaèní interak
e je univerzální interak
í. Mìla by tedy pùsobit i na svìtlo. Z pøed
hozího ji¾víme, ¾e fotonu, který odpovídá svìtelné vlnì o frekven
i �, by mìla pøi platnosti ekvivalen
e energie asetrvaèné hmotnosti odpovídat setrvaèná hmotnost h�=
2. Podle prin
ipu ekvivalen
e by fotonu mìlaodpovídat také gravitaèní hmotnost stejné velikosti jako setrvaèná.Mìjme stojí
ího pozorovatele (v dané vzta¾né soustavì), který vy¹le foton o frekven
i �1. Uva¾o�vaný pozorovatel se na
hází na místì, na kterém je hodnota Newtonovského gravitaèního poten
iálurovna '1. Na jiném místì s gravitaèním poten
iálem '2 ne
h» se na
hází jiný stojí
í pozorovatel, kterývyslaný foton za
hytí jako foton o frekven
i �2. Podle zákona za
hování energie by mìlo platith�1 + h�1
2 '1 = h�2 + h�2
2 '2:Aby
hom mohli u¾ít klasi
kou fyziku, musí být obì frekven
e blízké2) { �1 � �2 � �. To znamená, ¾erozdíl gravitaèní
h poten
iálù �' = '2 � '1 musí být mnohem men¹í ne¾ 
2. V pøípadì gravitaèníhopole Slun
e je tomu tak mezi libovolnými dvìma body. Pro slabá gravitaèní pole tedy dostáváme�� = �2 � �1 = � ('1 � '2)
2 ) ��� = ��'
2 :Pokud se foton pohybuje z místa s ni¾¹ím gravitaèním poten
iálem do místa s vy¹¹ím poten
iálem,potom se jeho frekven
e sni¾uje { foton ztrá
í energii a þrudneÿ. Tento efekt se nazývá gravitaènímrudým posuvem a byl skuteènì pozorován ve spektru hvìzd (pomìrnì dobøe je pozorovatelný u bílý
htrpaslíkù). V ¹edesátý
h lete
h minulého století (20. století) byla experimentálnì zmìøena zmìna frek�ven
e fotonu pøi jeho þpáduÿ v gravitaèním poli Zemì. Uva¾ujme pád fotonu z vý¹ky l. Pro relativnízmìnu jeho frekven
e potom platí ��� = gl
2 ;kde g je tíhové zry
hlení. Pøi experimentu foton padal z vý¹ky l � 20m. Tomu odpovídá relativnízmìna frekven
e 2 � 10�15. Tuto hodnotu se skuteènì podaøilo namìøit!Pøed
hozí odvození vztahu pro zmìnu frekven
e fotonu v gravitaèním poli bylo hodnì intuitivní.þLep¹íÿ odvození vy
hází ze skuteènosti, ¾e gravitaèní pole mù¾eme simulovat setrvaènými silami.Uva¾ujme rovnomìrnì zry
hlenou zdvi¾ se zry
hlením g . V okam¾iku, kdy se zdvi¾ nepohyhuje, vy¹lepozorovatel A foton o frekven
i �1. Za èas �t tento foton za
hytí pozorovatel B, jeho¾ vzdálenost od2) Podle klasi
ké fyziky jsou obì frekven
e shodné.20



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIpozorovatele A je rovna l. Pro èas �t pøibli¾nì platí, ¾e �t = l=
. Za èas �t se bude pozorovatel Bpohybovat ry
hlostí v = g�t. Vlivem Dopplerova efektu tak pozorovatel B namìøí frekven
i fotonu �2,pro kterou platí �2 = �1 �1� v
 � = �1 �1� gl
2� ) ��� = � gl
2 = ��'
2 ;kde rozdíl gravitaèní
h poten
iálù �' = 'B �'A = gl. Pøed
hozí vztah platí obe
nì pouze pro blízképozorovatele. Obe
ný vztah získáme seètením jednotlivý
h zmìn frekven
e podél 
elé dráhy fotonu.Vzhledem k linearitì vztahu pro zmìnu frekven
e na malý
h vzdálenoste
h obdr¾íme formálnì shodnývztah, jen¾ je identi
ký se vztahem, který jsme ji¾ døíve obdr¾eli ze zákona za
hování energie.S frekven
emi �1 a �2 souvisejí periody svìtelné vlny T1 a T2, pro které platí T1 = 
=�1 a T2 = 
=�2.Pro jeji
h relativní rozdíl dostáváme vztah�TT = T2 � T1T = 
 (�1 � �2)�2 �
 = ���� = �'
2 :Vidíme tedy, ¾e ry
hlost plynutí èasu v gravitaèním poli závisí na poloze pozorovatele { pokud napøíkladbude nìjaký pozorovatel ka¾dou sekundu vysílat signál do oblasti s vy¹¹ím gravitaèním poten
iálem,potom pozorovatelé v této oblasti namìøí mezi jednotlivými signály èasové intervaly, které budou del¹íne¾ jedna sekunda. Tito pozorovatelé budou tudí¾ stárnout ry
hleji ne¾ pozorovatel vysílají
í signály.V OTR nelze tedy obe
nì syn
hronizovat hodiny stojí
í na rùzný
h míste
h!O ry
hlosti plynutí èasu rozhoduje hodnota gravitaèního poten
iálu. Nejpomaleji plyne èas v místì,kde je minimum gravitaèního poten
iálu. V tomto místì je nulová intenzita gravitaèního pole, nebo»intenzita je deriva
í poten
iálu. Není tedy obe
nì pravda, ¾e èas plyne pomaleji v silný
h gravitaèní
hpolí
h.Pokud provedeme výpoèet pøed
hozí
h situa
í pomo
í OTR za pøedpokladu slabý
h gravitaèní
hpolí a stojí
í
h pozorovatelù, potom se uká¾e, ¾e pøed
hozí vztahy skuteènì platí.Svìtlo se v iner
iální
h systéme
h pohybuje po pøímká
h. Pokud se v¹ak na pohyb svìtla budemedívat z ury
hlené zdvi¾e (viz obrázek 5), potom bude dráha svìtelného paprsku zakøivená. U¾itímprin
ipu ekvivalen
e tedy do
házíme k závìru, ¾e se svìtlo v gravitaèním poli ohýbá. Tento jev bylskuteènì pozorován.Matemati
ká formula
e obe
né teorie relativityOTR u¾ívá pomìrnì slo¾itý matemati
ký aparát. Není tedy mo¾né, aby
hom se matemati
kouformula
í OTR zabývali podrobnì. V této podkapitole se proto omezíme pouze na nìkolik poznámek,který
h pozdìji vyu¾ijeme k diskusi nìkterý
h výsledkù OTR.Prostoroèas je v OTR z matemati
kého hlediska ètyørozmìrnou pseudo-Riemannovou varietou. Va�riety jsou obe
nìj¹ími pøípady Eukleidovský
h prostorù. Mù¾eme si je pøedstavovat jako plo
hy (obe
nìzakøivené) vnoøené do nìjakého Eukleidovského prostoru. Pøíkladem dvojrozmìrné variety je povr
hkoule. Okolí libovolného bodu variety lze v¾dy popsat pomo
í souøadného systému. V pøípadì prosto�roèasu potøebujeme 
elkem ètyøi souøadni
e. Oznaème je jako x0; x1; x2 a x3. Proto¾e je prostoroèasvarietou pseudo-Riemannovou, je na nìm de�nována také metrika. Uva¾ujme dvì þblízkéÿ události(hodnoty jeji
h souøadni
 jsou blízké) se souøadni
emi x� a x� +dx�, kde øe
ký index � probíhá hod�noty od nuly do tøí. Prostoroèasový interval (þvzdálenostÿ) mezi tìmito událostmi je pak dán vztahemds2 = g��(x�)dx�dx� ;kde je u¾ita Einsteinova sumaèní konven
e { pøes dvoji
i stejný
h indexù, kdy jeden z ni
h je dolní adruhý horní, se sèítá. Následují
í vztahy, pokud nebude øeèeno jinak, ji¾ budou zapsány pomo
í tétokonven
e. V pøípadì vztahu pro prostoroèasový interval tedy sèítáme pøes indexy � a � od nuly do tøí.Funk
e g��(x�) jsou kovariantní slo¾ky metri
kého tenzoru. Hodnota prostoroèasového intervalu ds2mù¾e být nulová nebo záporná i pro dvì rùzné události (stejnì jako v STR) { vzdálenost dvou rùzný
hbodù variety je v¾dy kladná pouze v pøípadì Riemannový
h variet. Prostoroèasový interval ds2 jeskalární velièinou. To znamená, ¾e jeho hodnota je nezávislá na zvoleném souøadném systému. 21
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h intervalù ds2 (funk
í g��) prolibovolné dvì blízké události. Známe-li toti¾ metriku (slo¾ky metri
kého tenzoru g��), potom je ji¾ jed�noznaèným zpùsobem de�nováno derivování tenzorový
h polí v daném smìru a paralelní pøenos tenzorùpodél dané køivky. V obe
ném pøípadì toti¾ nelze na varietì de�novat, 
o jsou to paralelní vektoryve dvou rùzný
h bode
h, nebo» paralelní pøenos vektorù mezi tìmito body obe
nì závisí na køiv
e,po které pøenos provádíme. Tuto vlastnost vykazují zakøivené prostory. Pojem paralelnosti dvou vek�torù ve dvou rùzný
h bode
h má smysl pouze v pøípadì plo
hý
h prostorù, kdy paralelní pøenos vektorùmezi dvìma body nezávisí na zvolené køiv
e, po které pøenos provádíme.Jak je tomu v STR? V STR, jak ji¾ bylo øeèeno, je geometrie i topologie prostoroèasu pøedem zadaná.Celý prostoroèas lze popsat pomo
í jediné globální sady souøadni
 (souøadni
e nìkterého iner
iálníhosystému): x0 = 
t; x1 = x; x2 = y; x3 = z. Výraz pro prostoroèasový interval ji¾ známe:ds2 = �
2dt2 + dx2 + dy2 + dz2:To mù¾eme zapsat v jednodu¹¹ím tvaru ds2 = ���dx�dx� ;kde ��� = �1 pro � = � = 0, ��� = 1 pro � = � = 1; 2; 3 a ��� = 0 jinak. V této geometriinezávisí paralelní pøenos vektorù mezi dvìma body na zvolené køiv
e (vektory se pøená¹ejí stejnìjako v Eukleidovském prostoru popsaném pomo
í kartézský
h souøadni
 { nemìní se hodnoty jeji
hslo¾ek). Spe
iálnì relativisti
ký prostoroèas je tedy plo
hý. Spe
iálnì relativisti
ká geometrie odpovídánulovému gravitaènímu poli. STR lze proto u¾ít pouze jako aproxima
i pro pøípad slabý
h gravitaèní
hpolí.Celý prostoroèas v STR lze popsat pomo
í souøadni
 odpovídají
í
h nìkterému iner
iálnímu pozo�rovateli3). Pomo
í iner
iální
h soustav jsme tedy s
hopni popsat v¹e
hny fyzikální jevy. V rám
i STRlze tedy øe¹it i otázky týkají
í se ury
hlený
h pozorovatelù4), 
o¾ jsme vidìli v druhé úloze tohotoseriálu, kde jsme paradox dvojèat vysvìtlili pouze u¾itím iner
iální
h soustav v rám
i STR.Z prin
ipù OTR víme, jak gravitaèní pole pùsobí na fyzikální objekty (v LIS platí STR). Napøí�klad z podmínky, ¾e v okam¾ité lokální iner
iální soustavì se volný hmotný bod pohybuje s nulovýmzry
hlením, vyplývá, ¾e volnì padají
í objekty se v prostoroèase þpohybujíÿ po geodetiká
h (jeji
hsvìtoèáry5) jsou geodetikami). Geodetiky jsou køivky, jeji
h¾ teèný vektor se podél ni
h pøená¹í para�lelnì { v pøípadì Eukleidovského prostoru jsou geodetikami pøímky (geodetiky jsou tedy zobe
nìnímpøímek do zakøivený
h prostorù). Z prin
ipù OTR v¹ak nelze urèit zpìtný vliv fyzikální
h objektù nagravitaèní pole { nelze získat gravitaèní zákon.Einsteinovy rovni
e (gravitaèní zákon) se v OTR þodvozujíÿ z podmínky, aby v pøípadì slabéhogravitaèního pole pøe
házely v Newtonùv gravitaèní zákon a aby byly splnìny lokální zákony za
hováníenergie a hybnosti. Výsledné rovni
e mají tvarR�� � 12Rg�� +�g�� = 8�G
4 T�� :Levá strana tì
hto rovni
6) je nelineárním diferen
iálním výrazem druhého øádu pro metriku g��7),která z
ela popisuje gravitaèní pole. Výraz T�� stojí
í na pravé stranì Einsteinový
h rovni
 je tenzor3) Toto v¹ak neplatí v OTR, kde obe
nì neexistuje globální iner
iální systém.4) Souøadni
e jim odpovídají
í obe
nì nepokrývají 
elý prostoroèas. Iner
iální pozorovatelé jsou tedyv STR význaèní.5) Jsou to historie daný
h objektù { køivky v prostoroèase, které pro
házejí v¹emi událostmi (svìto�body), které se odehrají v místì daného objektu.6) Jedná se o 10 rovni
 { obì strany jsou symetri
ké v indexe
h �� a oba indexy nabývají hodnot odnuly do tøí.7) Výrazy R�� a R popisují
í køivost prostoroèasu jsou jednoznaènì urèeny z metriky.22



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIenergie a hybnosti, který popisuje zdroje gravitaèního pole. G je Newtonovská gravitaèní konstanta(bývá rovnì¾ oznaèována jako {) a 
 je ry
hlost svìtla. Na levé stranì rovni
 vystupuje tzv. kosmologi
kákonstanta �. Hodnota této konstanty je velmi malá; je tøeba ji uva¾ovat pouze v pøípadì, ¾e se zabýváme
elým vesmírem.Je velmi zajímavé, ¾e z Einsteinový
h rovni
 plynou i rovni
e pro pohyb hmoty! Tato skuteènost senìkdy vyjadøuje slovy: hmota þøíkáÿ prostoroèasu, jak se má zakøivovat, a prostoroèas þøíkáÿ hmotì,jak se má pohybovat. V pøípadì, ¾e uva¾ujeme pouze gravitaèní interak
i, je v Einsteinový
h rovni
í
hobsa¾ena 
elá fyzika. V ostatní
h pøípade
h je tøeba pøidat rovni
e popisují
í zbývají
í negravitaèníinterak
e. Napøíklad pro elektromagnetismus jsou to Maxwellovy rovni
e nebo v pøípadì tlaku se jednáo stavovou rovni
i.Gravitaèní interak
e je univerzální interak
í. To se projevuje také v tenzoru energie a hybnosti, kdese vyskytují pøíspìvky od v¹e
h negravitaèní
h fyzikální
h objektù. To znamená, ¾e zdrojem gravita
eje v OTR napøíklad také elektromagneti
ké pole nebo tlak! S univerzalitou gravita
e rovnì¾ souvisíslo¾itost Einsteinový
h rovni
 { metrika g�� toti¾ nevystupuje pouze na levé stranì, která je ji¾ dostslo¾itá, ale rovnì¾ také v tenzoru energie a hybnosti a v rovni
í
h pro negravitaèní interak
e (napø.Maxwellovy rovni
e).OTR je lokální teorií. Einsteinùv gravitaèní zákon toti¾ urèuje geometrii prostoroèasu pouze lokálnì.Podobnì i ostatní rovni
e popisují
í fyzikální jevy jsou lokální { napø. Maxwellovy rovni
e. Lokálnostteorie se také projevuje tím, ¾e v OTR není jednoznaènì zadána topologie prostoroèasu (souvisí sesouøadni
ovými sadami, s jeji
h¾ pomo
í pokrýváme prostoroèas). Globální velièiny (napø. 
elkováenergie nelokálního systému) nemají v OTR obe
nì smysl { lze je zavést pouze v pøípadì, ¾e prostoroèas(jeho geometrie) vykazuje nìjakou symetrii. Napøíklad zákony za
hování 
elkové energie a hybnosti(vèetnì pøíspìvkù od interakèní
h polí) fyzikální
h systémù v STR úz
e souvisejí s vysokou symetriíspe
iálnì relativisti
kého prostoroèasu.Vlastní èas pozorovatelùUva¾ujme dvì blízké události na svìtoèáøe nìjakého pozorovatele, které mají souøadni
e �� a �� +d��. Pro jeji
h prostoroèasový interval pak platíds2 = g��d��d�� :Podle prin
ipu ekvivalen
e lze zvolit v libovolném bodì prostoroèasu LIS, ve kterém platí STR. V udá�losti popsané souøadni
emi �� tedy zvolme poèátek tohoto systému. Souøadni
e události ��+d�� jsoupotom v lokálnì iner
iálním systému rovny dx�. Prostoroèasový interval (nezávisí na volbì souøadni
)lze pak vyjádøit následovnì:ds2 = ���dx�dx� = �
2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = �v2 � 
2� dt2;kde v je velikost ry
hlosti pozorovatele v dané lokální iner
iální soustavì.Ze spe
iální teorie relativity ji¾ víme, ¾e se ¾ádný pozorovatel nemù¾e vùèi ¾ádnému iner
iálnímusystému pohybovat svìtelnì nebo nadsvìtelnì. To znamená, ¾e svìtoèáry odpovídají
í fyzikálním po�zorovatelùm (hmotným objektùm) nejsou libovolné { pro libovolné dva blízké svìtobody na svìtoèáøeuva¾ovaného pozorovatele musí platit, ¾e ds2 < 0.Pokud LIS zvolíme tak, ¾e je okam¾itým klidovým iner
iálním systémem daného pozorovatele,potom je ry
hlost pozorovatele v nulová a vlastní èas pozorovatele � odpovídá èasové souøadni
i lokálnìiner
iálního systému. Mezi uva¾ovanými událostmi tak pozorovatel namìøí vlastní èasd� = 1
p�ds2 = 1
p�g��d��d�� :Vlastní èas � mezi libovolnými událostmi na svìtoèáøe pozorovatele získáme integra
í (seètením) jed�notlivý
h pøíspìvkù d� . 23



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIMìjme pozorovatele, který se v daném globálním iner
iálním systému (uva¾ujeme plo
hý prostoro�èas { STR) pohybuje ry
hlostí v(t). Pro jeho vlastní èas � mezi událostmi mají
í v daném iner
iálnímsystému èasové souøadni
e t1 a t2 pak platí� = 1
 Z t2t1 r���� dx�dt dx�dt dt = 1
 Z t2t1 q
2 � v2(t) dt = Z t2t1 s1� v2(t)
2 dt:Z tohoto vztahu vidíme, ¾e pohybují
í se pozorovatel v¾dy stárne pomaleji ne¾ pozorovatel spojenýs danou iner
iální soustavou, nebo» � � t2 � t1. Pokud by byl druhý pozorovatel také iner
iálním,potom by se zdálo, ¾e do
házíme k paradoxu. Není to v¹ak pravda. Pokud by toti¾ byli oba pozorovateléiner
iálními, potom by se mohli potkat pouze jednou. Aby pozorovatelé mohli posoudit, který z ni
hstárne ry
hleji, musí se potkat alespoò dvakrát. Ale v takovém pøípadì je alespoò jeden z pozorovatelùneiner
iálním.Pøed
hozí vztah jsme mohli získat i tro
hu jiným zpùsobem. V STR lze toti¾ s ka¾dým pozorova�telem spojit okam¾itý klidový globální iner
iální systém. Vztah mezi èasovým intervalem v okam¾itémklidovém systému pozorovatele a odpovídají
ím èasovým intervalem v iner
iálním systému, ve kterémmáme zadán pohyb pozorovatele, je pak dán dileta
í èasu.Svìtlo se v ka¾dém iner
iálním systému ¹íøí rovnomìrnì pøímoèaøe konstantní ry
hlostí 
. Toznamená, ¾e jemu odpovídají
í svìtoèáry jsou geodetiky, pro jeji
h¾ libovolné dva blízké svìtobodyplatí ds2 = 0.S
hwarzs
hildovo øe¹ení Einsteinový
h rovni
S
hwarzs
hildovo øe¹ení je pøesné sféri
ky symetri
ké øe¹ení Einsteinový
h rovni
 ve vakuu (tenzorenergie a hybnosti je nulový). Je to jedno z nejjednodu¹¹í
h øe¹ení. Popisuje gravitaèní pole sféri
kysymetri
kého 
entrálního objektu o hmotnosti M , kolem kterého je vakuum (není tam ani elektromag�neti
ké pole). Prostoroèasový interval je v pøípadì S
hwarzs
hildova øe¹ení dán vztahemds2 = ��1� 2GM
2r � 
2dt2 + dr21� 2GM
2r + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :Tyto souøadni
e odpovídají soustavì spojené s pozorovateli, kteøí vzhledem k 
entrálnímu objektu stojí.Svìtoèáry tì
hto pozorovatelù jsou v tì
hto souøadni
í
h dány vztahy: r = konst:; # = konst:; ' == konst: a t libovolné. Gravitaèní pole je v tomto pøípadì sta
ionární, nebo» metrika nezávisí na èasovésouøadni
i t.Pro r � 2GM=
2 je geometrie prostoroèasu popsána metrikouds2 = �
2dt2 + dr2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To je v¹ak spe
iálnì relativisti
ká geometrie vyjádøená pomo
í sféri
ký
h souøadni
. Provedeme-li toti¾transforma
i souøadni
 x = r sin# 
os';y = r sin# sin';z = r 
os#;potom pro dx; dy a dz platídx = sin# 
os' dr + r (
os # 
os'd#� sin# sin' d') ;dy = sin# sin' dr + r (
os# sin'd#+ sin# 
os' d') ;dz = 
os# dr � r sin# d#;z èeho¾ dostáváme dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :24
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entrálního objektu tedy platí STR. To znamená, ¾e prostoroèas je asymptoti
kyplo
hý. Z pøed
hozího rovnì¾ plyne geometri
ký význam souøadni
e t. Je to vlastní èas pozorovatelestojí
ího v nekoneènu8).Geometrie prostoroèasového øezu t = konst: a r = konst: je dána vztahemds2 = r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To je geometrie povr
hu tøírozmìrné koule o polomìru r. Plo
ha této sféry je dána známým vzta�hem 4�r2. Tím je dán geometri
ký význam souøadni
e r. Vzhledem k zakøivenosti prostoroèasu v¹akneplatí, ¾e r je rovno vzdálenosti od 
entra sféri
ké symetrie! Se souøadni
í r lze za
házet jako sevzdáleností od 
entra pouze v asymptoti
ky plo
hé oblasti (r� 2GM=
2).Ze vztahu pro S
hwarzs
hildovu metriku vidíme, ¾e pro r = 0 a r = 2GM=
2 je tato metrika singu�lární (dìlíme v ní nulou). Pokud v¹ak má tato metrika popisovat gravitaèní pole nìjakého nebodovéhoobjektu (napøíklad hvìzdy), potom ji lze u¾ít pouze k popisu gravitaèního pole vnì tohoto objektu(pro r > r0), nebo» S
hwarzs
hildovo øe¹ení je vakuové (uvnitø tìlesa je tenzor energie a hybnostinenulový). Potom ale k ¾ádným singularitám nedo
hází, proto¾e souøadni
e r0 povr
hu 
entrálníhoobjektu9) je v¾dy vìt¹í ne¾ hodnota 2GM=
2. Pozdìji uvidíme, ¾e je to zpùsobeno tím, ¾e pod toutohodnotou nelze stát na konstantním r. Pokud tedy povr
h 
entrálního objektu nenalezneme do hod�noty r = 2GM=
2, potom jej ji¾ nenalezneme nikde. Celý prostoroèas je pak vakuový a odpovídáS
hwarzs
hildovì èerné díøe.Nyní si odvodíme vztah pro gravitaèní rudý posuv v pøípadì S
hwarzs
hildovy metriky. Uva¾ujmedva stojí
í pozorovatele A a B. Pozorovatel A ne
h» vysílá svìtelné signály, mezi nimi¾ jsou v souøad�ni
ovém èase t èasové rozestupy �tA. Tyto signály pøijímá pozorovatel B. Jaké èasové rozestupy �tBmezi signály namìøí pozorovatel B? Pro svìtoèáru svìtelný
h signálù platí ds2 = 0. Odtud dostáváme,¾e dt = 1
 rdr2 + �1� 2GM
2r � r2 �d#2 + sin2 # d'2�1� 2GM
2r :Vidíme tedy, ¾e dt nezávisí na souøadni
ovém èase t, 
o¾ je dáno sta
ionaritou S
hwarzs
hildova øe¹ení.Uvá¾íme-li je¹tì, ¾e oba pozorovatelé jsou stojí
í, potom do
házíme k závìru, ¾e se svìtoèáry svìtelný
hsignálù li¹í pouze o konstantu v souøadni
ovém èase t. To znamená, ¾e 
elkový souøadni
ový èas (získáse seètením pøíspìvkù dt) potøebný k pøekonání vzdálenosti mezi pozorovateli je pro v¹e
hny svìtelnésignály stejný. Platí tedy �tB = �tA.Pro frekven
i �A signálù, kterou namìøí pozorovatel A, platí �A = 1=��A, kde ��A je vlastní èaspozorovatele A odpovídají
í souøadni
ovému intervalu �tA. Obdobný vztah lze nalézt i pro frekven
i �Bsignálù, kterou namìøí pozorovatel B. Dostáváme tedy�B�A = ��A��B = q��s2Aq��s2B = q1� 2GM
2rAq1� 2GM
2rB �tA�tB =  1� 2GM
2rA1� 2GM
2rB !12 :8) Toto v¹ak neplatí pro pozorovatele stojí
í na koneèné hodnotì souøadni
e r! Je to zpùsobeno tím,¾e v gravitaèním poli závisí ry
hlost 
hodu hodin na jeji
h poloze, a proto nelze èasovou souøadni
izvolit tak, aby byla vlastním èasem v¹e
h stojí
í
h pozorovatelù.9) Centrální tìleso, jak ji¾ bylo øeèeno v úvodu této podkapitoly, musí být sféri
ky symetri
ké, aby
hommìli zaruèeno, ¾e i jeho gravitaèní pole bude sféri
ky symetri
ké a vnì objektu bude tedy popsatelnéS
hwarzs
hildovou metrikou. 25



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIPokud za jednotlivé signály budeme pova¾ovat vr
holy svìtelné vlny, potom dostáváme vztah progravitaèní rudý posuv10). V pøípadì slabého pole, kdy platí r � 2GM=
2, obdr¾íme�B�A = 1� GM
2rA + GM
2rB = 1 + 'A � 'B
2 ;
o¾ je vztah, který jsme ji¾ získali u¾itím Newtonovy teorie gravita
e a prin
ipù OTR.Co se stane, pokud se jeden z pozorovatelù zaène pohybovat? Gravitaèní pole Zemì lze z hlediskarelativisti
ký
h efektù pomìrnì pøesnì popsat pomo
í S
hwarzs
hildovy geometrie (Zemì je s velkoupøesností sféri
ky symetri
ká). Mìjme pozorovatele (oznaème jej písmenem Z), který stojí na zemskémpovr
hu. Polomìr Zemì oznaème R. Ve vzdálenosti r od støedu Zemì ne
h» se pohybuje po kruhovédráze pozorovatel S. Uva¾ujme, ¾e pozorovatel S volnì padá { kromì gravita
e na nìj nepùsobí ¾ádnédal¹í síly. Pozorovatel S se tedy pohybuje ry
hlostí pGM=r, kde M je hmotnost Zemì. Sféri
ké sou�øadni
e zvolme tak, aby kruhová dráha pozorovatele le¾ela v rovinì # = �2 . Pro pohyb pozorovatele Stedy platí �r�'�t �2 = GMr :Pokud bude vzdálenost obou pozorovatelù maximální nebo minimální, potom bude platit �tZ = �tS,nebo» v tomto pøípadì dvì po sobì jdou
í maxima potøebují stejný èas k probìhnutí dráhy mezi obìmapozorovateli. Pro frekven
e, které pozorovatelé namìøí, tedy platí (pole je slabé)�Z�S = r�1� 2GM
2r � 
2�t2S � r2�'2q1� 2GM
2R 
�tZ = r1� 2GM
2r � 1
2 �r�'�t �2q1� 2GM
2R = 1 + GM
2 � 1R � 32r� :Pro r = 32R dostáváme, ¾e �Z = �S. To je zpùsobeno tím, ¾e kromì gravitaèního pole má v tomtopøípadì vliv na zmìnu frekven
e svìtla také pohyb jeho zdrojù.Ji¾ v ro
e 1859 dokázal Leverrier, ¾e stáèení perihelia Merkuru nelze z
ela vysvìtlit poru
hami odostatní
h tìles sluneèní soustavy. Pozorované stáèení perihelia bylo o 4300/století vìt¹í ne¾ vypoètené11).Pokud budeme vy¹etøovat dráhy volný
h tìles ve S
hwarzs
hildovì poli, potom v oblasti, kde je poleslabé, dostáváme Keplerovské orbity, které v¹ak ji¾ nejsou uzavøené narozdíl od Newtonovského pøí�padu. Do
hází toti¾ ke stáèení jeji
h peri
enter. Pøi jednom obìhu se peri
entrum posune o úhel�' = 6�GM
2a (1� e2) ;kde a je hlavní poloosa elipti
ké dráhy a e je její ex
entri
ita. V pøípadì planety Merkur dostávámepøesnì hodnotu, která je rozdílem mezi pozorovanou hodnotou a hodnotou plynou
í z Newtonovskéteorie.Z prin
ipu ekvivalen
e plyne, ¾e by v gravitaèním poli mìlo do
házet k ohybu svìtla. V pøípadìS
hwarzs
hildovy geometrie lze za pøedpokladu slabého pole (r� 2GM=
2) odvodit pro úhel ' ohybusvìtelného paprsku vztah ' = 4GM
2R ;kde R je minimální vzdálenost svìtelného paprsku od 
entrálního objektu. Je zajímavé, ¾e pokudby
hom ohyb svìtelného paprsku poèítali pomo
í nahrazení gravitaèního pole setrvaènými silami ury
h�lené zdvi¾e, potom by
hom dostali pouze polovièní hodnotu pro úhel ohybu. Je to zpùsobeno tím, ¾e10) Skuteèný posuv mù¾e být i modrý. Termín gravitaèní rudý posuv zde pou¾íváme pro zmìnu frekven
esvìtelné vlny vlivem gravitaèního pole. Tedy i pro pøípad modrého posuvu.11) Stáèení perihelia zpùsobené poru
hami od ostatní
h tìles je ví
e ne¾ desetinásobné.26



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIv pøípadì ury
hlené zdvi¾e je prostoroèas plo
hý (existují v nìm globální iner
iální systémy), zatím
ov pøípadì gravitaèního pole 
entrálního objektu je prostoroèas zakøivený. V ro
e 1919 provedl Edding�ton experiment s mìøením ohybu svìtelný
h paprskù gravitaèním polem Slun
e12). Výsledky tohotoexperimentu prokázaly platnost pøed
hozího vztahu13). Po tomto experimentu zaèala být OTR pøijí�maná14).Pøi vy¹etøování pohybù volný
h èásti
 v okolí èerné díry (popøípadì velmi stlaèené hvìzdy, abyvakuum bylo a¾ k hodnotám r blízkým 2GM=
2) se objevují z
ela neèekané výsledky. Napøíkladpod 6GM=
2 ji¾ neexistují stabilní kruhové orbity. Na hodnotì r = 3GM=
2 je kruhová dráha profotony a pod ní ji¾ neexituje ¾ádná kruhová orbita. S
hwarzs
hildovské pole je dokon
e tak silné, ¾eexistují energeti
ky nevázané kruhové dráhy. To znamená, ¾e èásti
e na tì
hto orbitá
h má dostatekenergie k tomu, aby se mohla dostat a¾ do nekoneèna. Tyto dráhy jsou tedy nestabilní. Pøi jeji
h poru¹eèásti
e buï odlétne do nekoneèna anebo skonèí v èerné díøe (popøípadì v 
entrálním objektu).Èerné díryNejjednodu¹¹í èernou dírou je S
hwarzs
hildova èerná díra, která je popsána S
hwarzs
hildovoumetrikou v 
elém prostoroèase. V tomto pøípadì zde nemáme ¾ádné 
entrální tìleso a 
elý prostoroèasje tedy vakuový. Èernou dírou nazýváme oblast prostoroèasu, její¾ radiální souøadni
e r je men¹íne¾ 2GM=
2. Oblast s r = 2GM=
2 se nazývá horizontem èerné díry.Proè je èerná díra èerná? Uva¾ujme pozorovatele, jeho¾ svìtoèára má konstantní radiální souøad�ni
i r, která je men¹í nebo rovna hodnotì 2GM=
2. Na této svìtoèáøe potom platíds2 = ��1� 2GM
2r � 
2dt2 + r2 �d#2 + sin2 # d'2� :To znamená, ¾e uvnitø èerné díry je v¾dy ds2 > 0 a na jejím horizontu je ds2 � 0, pøièem¾ rovnostnastává pouze v pøípadì, ¾e jsou konstantní i ostatní prostorové souøadni
e. Uvnitø èerné díry a na jejímhorizontu nelze tedy stát na konstantní radiální souøadni
i15)! V¹e
hny fyzikální objekty se tedy uvnitøèerné díry musí pohybovat po svìtoèárá
h, na který
h klesá radiální souøadni
e r. To je zpùsobeno tím,¾e pod horizontem hraje úlohu èasové souøadni
e radiální souøadni
e r a nikoliv souøadni
e t (zápornýèlen v metri
e stojí pøed dr2 a nikoliv pøed dt2). Z èerné díry tedy nemù¾e uniknout do vnìj¹í oblastiza horizontem ¾ádný fyzikální objekt { ani záøení. Proto je èerná díra èerná.Z pøed
hozí diskuse vidíme, proè musí být hodnota radiální souøadni
e povr
hu 
entrálního tìlesavìt¹í ne¾ 2GM=
2. V opaèném pøípadì by se toti¾ radiální souøadni
e povr
hu tìlesa musela zmen¹ovata tìleso by se tak zhroutilo do r = 0.Uva¾ujme nyní pozorovatele, který se pohybuje (ne nutnì volnì { mohou na nìj pùsobit i negra�vitaèní síly) smìrem do èerné díry (jeho radiální souøadni
e klesá). Z podmínky ds2 < 0 dostávámenerovnost dt > 1
 rdr2 + �1� 2GM
2r � r2 �d#2 + sin2 # d'2�1� 2GM
2r � �1
 dr1� 2GM
2r ;12) Pøi experimentu se mìøila vzájemná poloha hvìzd v blízkosti sluneèního kotouèe bìhem jeho zatmìníMìsí
em. Namìøené hodnoty se porovnaly s hodnotami namìøenými v dobì, kdy byl sluneèní kotouèdostateènì daleko (napøíklad na druhé stranì oblohy). Úhel ohybu svìtelný
h paprskù se potom urèilz namìøený
h rozdílù relativní
h poloh hvìzd. Pro svìtelný paprsek jdou
í tìsnì pøi povr
hu Slun
eobe
ná teorie relativity pøedpovídá hodnotu 1;7500.13) Výsledky mìøení nebyly pøíli¹ pøesné, ni
ménì vyluèovaly mo¾nost, ¾e by skuteèný úhel ohybu bylpolovièní oproti pøedpovìdi OTR.14) Ni
ménì astronomové ji pøijmuli a¾ v 60. lete
h, kdy byly objeveny kvasary a rentgenové zdroje,jeji
h¾ záøivé výkony se daly pøirozenì vysvìtlit pouze pomo
í OTR.15) Fyzikální pozorovatel se mù¾e þpohybovatÿ pouze po svìtoèáøe, na ní¾ pro libovolné dvì blízkéudálosti platí ds2 < 0. Stát na horizontu mù¾e pouze foton, který se nepohybuje ani v úhlový
hsouøadni
í
h. 27



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIkde pøedpokládáme, ¾e jsme stále mimo èernou díru (r > 2GM=
2). Záporné znaménko v poslednímvýraze je zpùsobeno tím, ¾e dr je záporné, proto¾e radiální souøadni
e klesá. Ne
h» v èase t = 0 je hod�nota radiální souøadni
e uva¾ovaného pozorovatele rovna r0. Integra
í (seètením) pøed
hozí nerovnostidostáváme vztah t > r0 � r
 + 2GM
3 ln r0 � 2GM
2r � 2GM
2 :Vidíme tedy, ¾e horizontu èerné díry dosáhne pozorovatel a¾ v nekoneèné hodnotì èasu t! Tento výsledeknás pøíli¹ nepøekvapí, pokud si uvìdomíme, ¾e se v blízkosti horizontu þzastavujeÿ èas, 
o¾ plyne z toho,¾e pokud pøibli¾ujeme zdroj svìtla k horizontu èerné díry, potom jeho gravitaèní rudý posuv roste donekoneèna (frekven
e svìtla klesá k nule). Mohlo by se tedy zdát, ¾e pozorovatel horizontu a èerné dírynikdy nedosáhne. K tomuto závìru skuteènì do
hází pozorovatel, který se na
hází ve vnìj¹í oblasti,nebo» pro nìj má souøadni
e t skuteènì význam èasové souøadni
e. Pokud bude pozorovatel letí
í doèerné díry bìhem svého pohybu vysílat signály, potom je vnìj¹í pozorovatel bude registrovat po 
eloudobu existen
e vesmíru. Ni
ménì frekven
e tì
hto signálù velmi ry
hle poklesne k nule.Z
ela k jinému závìru do
hází pozorovatel letí
í do èerné díry. Dá se ukázat, ¾e tento pozorovateldosáhne horizontu v koneèné hodnotì vlastního èasu. Po prùletu horizontem mu pak nezbývá ni
 jinéhone¾ se pohybovat po svìtoèáøe, na které se zmen¹uje radiální souøadni
e. Za koneèný vlastní èas potompozorovatel skonèí svou historii v r = 0, kde je singularita. V pøípadì volného pádu do èerné díry je
elý pro
es z hlediska padají
ího pozorovatele velmi ry
hlý.Ji¾ jsme se zmínili o tom, ¾e na horizontu èerné díry a pro r = 0 je S
hwarzs
hildova metrikasingulární. Pokud se nám nìkde vyskytne singularita, potom je v¾dy tøeba (zejména v OTR) zkoumat,zda je tato singularita fyzikální nebo je zpùsobena volbou souøadni
. Pokud v tomto pøípadì spoèítámenìkteré skalární velièiny (nezávisejí na volbì souøadni
) 
harakterizují
í køivost prostoroèasu, potomzjistíme, ¾e divergují pouze pro r = 0, zatím
o na horizontu jsou koneèné. Dá se ukázat, ¾e fyzikálnísingularita je pouze v r = 0, kde je singulární geometrie prostoroèasu (tím pádem jsou singulárníi ostatní fyzikální velièiny). O tom, 
o se dìje v singularitì, zatím ni
 nevíme, nebo» v singularitì nelzeu¾ít Einsteinovy rovni
e.S
hwarzs
hildovy souøadni
e t; r; # a ' nejsou vhodné pro popis prostoroèasu v èerné díøe a na jejímhorizontu. Vidìli jsme, ¾e horizontem èerné díry lze v tì
hto souøadni
í
h projít pouze pøes nekoneènouhodnotu t. Ukazuje se toti¾, ¾e oblast r = 2GM=
2, t koneèné, # a ' libovolné je ve skuteènosti pouzedvojrozmìrnou oblastí. Pro popis S
hwarzs
hildovské èerné díry jsou vhodnìj¹í souøadni
e nazývanéKruskalovy, v ni
h¾ má metrika následují
í tvar16)ds2 = 32G3M3
6r exp�� 
2r2GM ���dV 2 + dU2�+ r2 �d#2 + sin2 # d'2� :Z vyjádøení S
hwarzs
hildovy metriky v Kruskalový
h souøadni
í
h vidíme, ¾e na horizontu èerné díryskuteènì ¾ádná singularita není.Kruskalovy souøadni
e (pokud budeme uva¾ovat jeji
h maximální mo¾ný rozsah) ve skuteènosti po�pisují dvakrát þvìt¹íÿ prostoroèas. K jeho pokrytí by
hom potøebovali dvì sady S
hwarzs
hildovský
hsouøadni
. Toto roz¹íøení S
hwarzs
hildovské variety je dokon
e ¾ádou
í, proto¾e pùvodní prostoro�èas (pouze s jednou sadou S
hwarzs
hildovský
h souøadni
) nebyl geodeti
ky úplný { nìkteré geode�tiky konèily mimo singularitu pøi koneèné dél
e. V roz¹íøeném prostoroèase potom máme dvì vnìj¹íasymptoti
ky plo
hé oblasti (dva vesmíry), jednu èernou díru a jednu tzv. bílou díru. Pøi diskusi po�hybù pozorovatelù uvnitø èerné díry jsme dospìli k závìru, ¾e se pozorovatelé mohou pohybovat pouzetak, aby se jeji
h radiální souøadni
e zmen¹ovala. Druhou mo¾ností by v¹ak bylo, ¾e se pozorovatelépohybují tak, ¾e se jeji
h radiální souøadni
e neustále zvìt¹uje. Tato mo¾nost se realizuje v bílé díøe.To znamená, ¾e z bílé díry musí v¹e
hny objekty vyletìt. Objekty, které vyletí z bílé díry, se ve vnìj¹í16) Je to þsmí¹enýÿ tvar, nebo» zde také vystupuje S
hwarzs
hildovská radiální souøadni
e r. Ta je v¹akjednoznaènou funk
í Kruskalový
h souøadni
 V;U; # a '.28



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIoblasti objeví v èase t = �1. Pro vnìj¹ího pozorovatele tyto objekty tedy existují þod poèátkuÿvesmíru.Dá se ukázat, ¾e není mo¾né, aby se nìjaký fyzikální objekt dostal z jednoho vesmíru (vnìj¹í asympto�ti
ká oblast) do druhého, nebo» k tomu je nutné pohybovat se nadsvìtelnou ry
hlostí (ds2 > 0), 
o¾není mo¾né. Pokud èerná díra vznikne kolapsem nìjakého tìlesa, potom se dva vesmíry neobjeví. Je tozpùsobeno tím, ¾e 
elý prostoroèas není S
hwarzs
hildovský (èerná díra zde není od zaèátku).Vra»me se nyní k pádu pozorovatele do èerné díry. Pøed
hozí závìry platily pouze pro bodovéhopozorovatele. Pokud je pozorovatel nebodový, potom je potøeba uva¾ovat také nehomogenity gravitaè�ního pole, které zpùsobují slapové síly. Slapové síly rostou smìrem k r = 0, kde jsou nekoneèné. Toznamená, ¾e nebodový pozorovatel do singularity nikdy nedospìje, nebo» je¹tì pøedtím jej roztrhajíslapové síly. Jestli¾e máme pøíli¹ velkého pozorovatele a málo hmotnou èernou díru (má malý rozmìrhorizontu), potom se takový pozorovatel nemusí dostat ani do èerné díry, nebo» slapové síly jej znièíje¹tì døíve, ne¾ dosáhne jejího horizontu. Pokud v¹ak máme velmi hmotnou èernou díru (napøíkladty, které se na
házejí v 
entre
h galaxií), potom je gravitaèní pole na jejím horizontu pomìrnì homo�genní (vzhledem k lidským rozmìrùm). V takovém pøípadì z lokální
h experimentù vùbe
 nepoznáme,¾e jsme se dostali do èerné díry (pod její horizont). To zjistíme a¾ za 
hvíli, kdy¾ zaène neodvra»nìþpøituhovatÿ.Zatím jsme se zabývali pouze S
hwarzs
hildovou èernou dírou, která je z
ela 
harakterizována jedi�ným parametrem { svojí hmotnostíM . Je mo¾né ukázat, ¾e ka¾dá sta
ionární èerná díra je jednoznaènìurèena zadáním tøí parametrù, kterými jsou hmotnost, elektri
ký náboj a moment hybnosti17). Pro�storoèas obe
né sta
ionární èerné díry nemusí být vakuový, nebo» v nìm mù¾e být elektromagneti
képole (èerná díra mù¾e být nabitá).Èerné díry mohou vzniknout pøi gravitaèním kolapsu hmotného objektu (napøíklad velmi hmotnéhvìzdy na kon
i jejího ¾ivota). Takovéto èerné díry jistì nebudou sta
ionární, nebo» neexistují od za�èátku vesmíru. Ukazuje se v¹ak, ¾e po vzniku èerné díry lze její gravitaèní pole v jejím okolí popsatpomo
í gravitaèního pole, které odpovídá nìjaké sta
ionární èerné díøe. Výsledný objekt je tedy velmijednodu
hý, nebo» jej lze popsat pouze pomo
í tøí parametrù (v praxi staèí dva, proto¾e 
elkový ná�boj makroskopi
ký
h tìles je nulový). Pøi gravitaèním kolapsu se tedy þzvy¹ujeÿ symetrie. Pøípadnénesymetrie pùvodního objektu jsou þvyzáøenyÿ gravitaèními vlnami pøi vzniku èerné díry.Rotují
í èerná díra vykazuje zajímavé efekty. Lze z ní napøíklad získávat energii na úkor její rota
e.Zajímavým efektem je také tzv. þvleèeníÿ iner
iální
h systémù. Rotují
í èerná díra toti¾ ve svém okolíþstrháváÿ geometrii prostoroèasu a nutí ji ke korota
i. Pokud by
hom ne
hali z nekoneèna volnì pa�dat tìleso s nulovou poèáteèní ry
hlostí, potom toto tìleso nespadne do èerné díry radiálnì { kromìradiálního pohybu vyvolá gravitaèní pole také pohyb orbitální ve smìru rota
e èerné díry. Tento jev seobe
nì vyskytuje u v¹e
h rotují
í
h zdrojù18). V OTR je tedy rozdíl mezi gravitaèním polem rotují
íhoa nerotují
ího objektu. Naproti tomu v klasi
ké Newtonovì teorii je rota
e zdroje irelevantní.Geometrie vesmíruNa závìr si struènì povíme nì
o o geometrii vesmíru. Ke studiu vesmíru jako 
elku je potøeba u¾ítOTR, proto¾e dominantní silou ve vesmíru je gravita
e19).Ze souèasný
h pozorování vyplývá, ¾e vesmír je na dostateènì velký
h mìøítká
h homogenní (vev¹e
h míste
h stejný) a izotropní (ve v¹e
h smìre
h stejný). To znamená, ¾e by mìly existovat tøíroz�mìrné prostoroèasové øezy, které by mìly mít ve v¹e
h bode
h stejné geometri
ké vlastnosti. Existujítøi základní typy prostorù s konstantní køivostí, k jeji
h¾ rozli¹ení mù¾eme pou¾ít tzv. index køivosti k17) Z matemati
kého hlediska jsou ve skuteènosti potøebné ètyøi parametry. Ètvrtý parametr ale nemádobrou fyzikální interpreta
i, nebo» odpovídá magneti
kému náboji èerné díry.18) V pøípadì Zemì je v¹ak tento efekt velmi malý, a proto se jej doposud nepodaøilo zmìøit.19) Slabé a silné interak
e mají krátký dosah. Elektromagneti
ká interak
e je ve vesmírný
h mìøítká
hodstínìna, proto¾e na tì
hto rozmìre
h je vesmír elektri
ky neutrální. 29



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIInabývají
í hodnot �1; 0 a +1. Geometrie tì
hto prostorù je v souøadni
í
h �; # a ' popsána metrikoudl2 = a2�d�2 +�2k(�) �d#2 + sin2# d'2�� ;kde a je konstanta 
harakterizují
í rozmìr prostoru. Rozsah promìnné � a funk
e �k(�) zavisí na typuprostoru: �k(�) = 8><>: sin�; � 2 h0; �i pro k = 1�; � 2 h0;1) pro k = 0sinh�; � 2 h0;1) pro k = �1 :Pøi konstantní souøadni
i � dostáváme geometrii dvojrozmìrné sféry, její¾ polomìr je roven a�k(�).Ze vztahu pro funk
i � vidíme, ¾e pro k = 0 dostáváme tøírozmìrný Eukleidovský prostor, jeho¾geometrie je vyjádøena ve sféri
ký
h souøadni
í
h (radiální souøadni
e je rovna a�). Prostor s k = �1odpovídá tøírozmìrné sedlové plo¹e (pøi konstantní souøadni
i ' má výsledná dvojrozmìrná plo
ha tvarsedla). Prostory s indexem køivosti k = �1; 0 jsou tedy nekoneèné. V pøípadì k = 1 dostáváme prostor,jeho¾ geometrie odpovídá geometrii tøírozmìrné sféry (povr
hu ètyørozmìrné koule). To znamená, ¾epro k = 1 je prostor koneèný (nemá ale hrani
i).Prostoroèasová geometrie je tedy popsána metrikouds2 = �
2dt2 + dl2 = �
2dt2 + a2(t)�d�2 +�2k(�) �d#2 + sin2# d'2�� :Èasovou závislost parametru a, který 
harakterizuje prostorové rozmìry, je tøeba urèit z Einsteinový
hrovni
. Výraz pro prostoroèasovou geometrii je pomìrnì jednodu
hý. To je zpùsobené tím, ¾e pou�¾ité souøadni
e vyjadøují vysokou symetrii prostoroèasu. Vzhledem k vysoké symetrii prostoroèasovégeometrie existuje význaèný èas { je to ten èas t, vùèi kterému je ka¾dý tøírozmìrný prostoroèasovýøez t = konst: prostorem konstantní køivosti. Díky této vlastnosti má smysl mluvit o stáøí vesmíru(udává se v této význaèné èasové souøadni
i).Pokud hmotu ve vesmíru budeme pova¾ovat za jakousi ideální tekutinu s hustotou % a se zane�dbatelným tlakem p, potom z Einsteinový
h rovni
 (pøi nulové kosmologi
ké konstantì) dostáváme, ¾egeometrie vesmíru nemù¾e být stati
ká! (Parametr a se musí vyvíjet s èasem.) Z dynami
ký
h rov�ni
 vyplývá, ¾e existuje nìjaké t, pro které a(t) = 0. Tento okam¾ik odpovídá singulárnímu poèátkuvesmíru (vzdálenost libovolný
h dvou bodù je pøi poèátku vesmíru nulová). Dal¹í vývoj geometrievesmíru závisí na jeho indexu køivosti k. Pøi k = �1; 0 se bude vesmír neomezenì rozpínat (a(t) buderostou
í funk
í èasu t). V pøípadì k = 1 bude vesmír expandovat a¾ po dosa¾ení nìjaké maximálníhodnoty amax. Potom expanzi vystøídá kontrak
e, která povede k dal¹ímu singulárnímu stavu. Vesmírje tedy pro k = 1 koneèný nejen v prostoru ale i v èase20).Z pozorování vesmíru víme, ¾e se vzdálené galaxie od nás vzdalují. To znamená, ¾e funk
e a(t)je v souèasnosti rostou
í funk
í èasu t. (Pozorované vzdalování galaxií je toti¾ zpùsobeno èasovýmvývojem parametru a, nebo» hmota vesmíru v souøadni
í
h �; # a ' stojí21).) O tom, jaká je hodnotaindexu køivosti vesmíru (jaký je typ geometrie vesmíru), rozhoduje hustota jeho hmoty. Pøesnost,s jakou v souèasnosti známe hustotu vesmírné hmoty, nedovoluje stanovení typu geometrie vesmíru.Skuteèná hustota hmoty vesmíru je toti¾ velmi blízká tzv. kriti
ké hustotì22), která odpovídá vesmírus plo
hým prostorem (k = 0). Pokud je hustota hmoty vìt¹í ne¾ kriti
ká, potom je vesmír koneèný(k = 1). Ve zbývají
í
h pøípade
h je index køivosti k roven mínus jedné.20) Souèasná pozorování ukazují, ¾e kosmologi
ká konstanta je nenulová. Pøi nenulové kosmologi
kékonstantì mù¾e být i vesmír s k = 1 nekoneèný v èase (bude stále expandovat).21) Èasová souøadni
e t tedy odpovídá vlastnímu èasu pozorovatele spojeného s hmotou vesmíru.22) Hodnotu kriti
ké hustoty lze získat z údajù popisují
í
h rozpínání vesmíru (lze je namìøit). V pøípadìnenulové kosmologi
ké konstanty potøebujeme k urèení kriti
ké hustoty zmìøit dvì velièiny (þry
hlostÿa þzry
hleníÿ rozpínání vesmíru).30
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Poøadí øe¹itelùpo VI. sérii

Kategorie ètvrtý
h roèníkùJméno Pøíjmení ©kola 1 2 3 4 P E S5 V 1 2 3 4 P E S6 VI % �Student Pilný MFF UK 4 4 4 5 3 8 6 34 3 4 3 5 5 8 6 34 100 2001. Sergej Maroz G Plzeò 4 { 4 { 3 8 6 25 5 4 3 5 3 4 { 24 83 1082. Eva Skopalová G Poprad 3 4 { { 0 { 6 13 { { { { { { { 0 80 1013. Pavel Kvasnièka G Chrudim 2 4 { 2 3 6 { 17 { { { { { { { 0 70 974. Jan Novák G Praha 3 1 1 3 1 5 1 15 4 1 3 1 1 5 6 21 49 685. Mi
hael Komm G Praha 4 4 { 2 1 3 { 14 { { { { { { { 0 69 666. Miroslav ©ul
 G Ústí n. L. { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 63 607. ¥ubo¹ Bednárik G Trenèín { 4 { { { 7 { 11 { { { { { { { 0 51 508. Matej Dubový G Trenèín 0 4 { { { 6 { 10 { { { { { { { 0 46 449. Sebastian Höppner G Frankfurt { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 79 4110. Jindøi
h ©»ástka G Sokolov { 1 { { { { 3 4 4 { 1 { { { { 5 49 3611. Jakub Krato
hvíl G Èáslav 3 2 { { 3 3 { 11 { { { { { { { 0 50 3212. Miroslav Frost G Brno 1 4 { { 2 { 1 8 { { { { { { { 0 60 2813. Anastázie Jermolájeva { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 76 2514. Tomá¹ Dzetkuliè G Mi
halov
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 67 2415.{16. Jakub Galgonek G FM { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 91 2015.{16. Pavel Kwie
ien G Dvùr Králové { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 50 2017.{18. Anna Fuèíková G Tøebíè { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 35 1917.{18. Miroslav Kaèena G Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 61 1919. Pavel Hanèar { { { { { { { 0 { 1 { { { { { 1 43 1820. David ©ubrt G Dìèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 44 1621.{22. Milan Jalový GOA Blansko { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 71 1521.{22. Ondøej Srba G Pøíbor 1 { { { { { { 1 { { { { { { { 0 31 1523.{24. Zdenìk Èejka G Praha { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 87 1323.{24. Vratislav Chudoba G Ostrava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 54 1325. Mi
hal Hajn G Jihlava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 75 1226.{28. Jiøí Eliá¹ek G Trutnov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 85 1126.{28. Jiøí Hits
hfeld COP Hronov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 22 1126.{28. Tomá¹ Je¾o G Humenné { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 1129.{31. ¥udovít Kont¹ek G Bratislava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 36 929.{31. Jiøí Kosina GOA Blansko { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 90 929.{31. Ondøej Valehra
h { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 45 932.{34. Lenka Beranová G Klatovy { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 46 632.{34. Iva Kouøilová GOA Blansko { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 43 632.{34. Miroslav Krùs G Klatovy { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 29 635. Ondøej Ven
álek G FM { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 45 536.{37. Tomá¹ Bu
hta G Praha { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 436.{37. Mi
hal Kabát G Pú
hov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 50 431



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VII38.{39. Jan Bene¹ G Brno { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 43 338.{39. Jiøí Palek G Nové Stra¹e
í { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 75 340.{41. Tomá¹ Kovaµ G Mi
halov
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 18 240.{41. Lenka Nìm
ová SG© Bratislava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 22 2Kategorie tøetí
h roèníkùJméno Pøíjmení ©kola 1 2 3 4 P E S5 V 1 2 3 4 P E S6 VI % �Student Pilný MFF UK 4 4 4 5 3 8 6 34 3 4 3 5 5 8 6 34 100 2001. Miroslav Hejna G Ry
hnov n. K. 4 4 5 7 3 8 6 37 1 4 3 6 6 6 6 32 92 1842. Jan Pra
haø G Ry
hnov n. K. 5 4 1 5 2 8 6 31 3 5 3 5 6 8 6 36 86 1423. Jaroslav Trnka G Praha 4 4 { 1 0 8 6 23 4 4 3 5 5 7 6 34 66 1274. Tibor Vansa G Ostrava 2 3 0 3 1 2 { 11 4 3 3 4 5 6 6 31 58 1135. Karel Tùma G Ostrava 3 4 0 2 1 7 { 17 0 1 3 2 2 6 { 14 60 1106. Luká¹ Chvátal G Brno 3 4 4 { { 3 4 18 2 4 3 1 5 7 3 25 69 1087. Vá
lav Cvièek G FM 1 4 { 4 3 8 6 26 { { { { { { { 0 62 938. Zdenìk Morave
 G Blansko 2 4 { { 3 3 { 12 { { { { { { { 0 65 899. Mi
hal Bare¹ G Plzeò { { { { { { { 0 { { 3 4 5 { { 12 88 8210. Vít ©ípal G Ústí n. L. { 4 0 1 2 8 { 15 4 3 3 1 5 7 { 23 60 7911. Jiøí Lipovský G Bystøi
e n. P. 3 4 { 2 1 8 2 20 { { { { { { { 0 54 4712. Mi
haela Jirkù G Praha 1 { { { { 2 { 3 { 0 3 1 { 4 { 8 35 4413. Andrej Pidik G Nove M. n. V. 2 0 0 3 1 7 { 13 3 0 3 0 0 6 { 12 33 4314.{15. Barbora Gala
zová G Tøine
 0 4 { { { 3 { 7 1 { { { { 4 { 5 42 3114.{15. Miloslav Havelka G Zastávka 1 2 { { { { { 3 { { { { { { { 0 39 3116. Luká¹ Vozde
ký G Brno 3 2 0 { { 4 3 12 3 { 3 { { { { 6 46 2817. Matìj Týè G Zastávka { { 0 0 1 { { 1 2 { { { { 6 { 8 34 2518. Luká¹ Sná¹el COP Hronov 3 4 { { { { { 7 { 1 0 3 { { { 4 33 2019. Jaroslav Kudlièka G Hodonín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 45 1520. Josef Matìjièka G ®ilina { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 24 1321.{22. Lubo¹ Matásek G Plzeò { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 46 1221.{22. Radoslav ©afran G Ko¹i
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 50 1223.{24. Tomá¹ Kadlèek G Uherský Brod { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 1123.{24. Radim Kusák G Frýdek-Místek { 4 { { { { { 4 { { { { { { { 0 73 1125. Pavel Klouda G Kyjov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 22 1026.{27. Jan Køivka COP Hronov { 4 { { { { { 4 { { 0 { { { { 0 30 826.{27. Vít Urbánek G Jihlava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 828. David Vrba Z© a G Koni
e 2 1 0 { 1 { { 4 { { 3 { { { { 3 39 729.{32. David Bezu
ha G Libere
 { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 33 629.{32. Kateøina Jelénková SZ© Staré Mìsto { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 55 629.{32. Nina Sainerová G Praha { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 30 629.{32. Jaroslav ©ten
l COP Hronov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 33 633.{34. Marek Vy¹inka G Brno { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 42 533.{34. Miroslav Zga¾ar SP©CH Ostrava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 50 535. Milan Mare¹ { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 15 436. ©tìpán Manèík G Uherský Brod { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 337. Jan Chmelaø G Hrani
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 67 2
32



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIKategorie druhý
h roèníkùJméno Pøíjmení ©kola 1 2 3 4 P E S5 V 1 2 3 4 P E S6 VI % �Student Pilný MFF UK 4 4 4 5 3 8 6 34 3 4 3 5 5 8 6 34 100 2001. Matou¹ Ringel G Broumov 4 4 5 6 3 8 5 35 2 4 3 5 5 { 6 25 80 1412. Alexadr Kazda G Praha 3 4 4 5 3 6 4 29 { 5 3 4 5 { 6 23 81 1053. Boris Ga¾oviè G Humenné { 4 1 5 { 7 6 23 3 3 2 5 { 7 { 20 80 944. Petr Hou¹tìk G Pelhøimov 0 2 { { { 8 { 10 { 3 3 3 5 { { 14 57 685. Jana Matìjová SP© Chrudim { 4 4 3 2 7 { 20 { { { { { { { 0 55 656. Vojtì
h Krejèiøík G Kromìøí¾ { 4 1 { { 8 { 13 4 4 3 { { 4 { 15 77 557. Petr Dostál G ®amberk 1 0 0 { 2 5 { 8 0 { { { { 3 { 3 36 408. Pavel Hála G Èeský Krumlov 3 1 { 0 2 { { 6 2 0 3 { { 4 { 9 41 379. Zuzana Rozlívková G Hrade
 Král. { { { { { 5 { 5 { { 3 { { { { 3 41 3310. Martin Rybáø GOA Blansko { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 59 3211. Ivan Patáèik G Partizánské 3 1 0 { { { { 4 { { 0 { { 2 { 2 34 3012. Zdenìk Váòa COP Hronov 3 4 0 { { 5 { 12 { { { { { { { 0 28 2313.{15. Libor Kukaèka GOA Vr
hlabí { 2 { { 1 7 { 10 { { { { { { { 0 54 2113.{15. Eva Loví¹ková G Nové M. na M. { { { { { 2 { 2 { 2 1 { { 6 { 9 41 2113.{15. Lu
ie Strmisková G Kyjov 1 4 { { { { { 5 { { { { { 2 { 2 48 2116. Pavol Lakato¹ G Veµké Kapu¹any { 2 0 { { { { 2 { { { { { { { 0 23 1817.{18. Mi
hal Havel COP Hronov 1 4 0 { { { { 5 { { { { { { { 0 31 1517.{18. Martina Smolová G Písek 0 2 { { { 1 { 3 { { 0 { 0 1 { 1 17 1519.{20. Jakub Kubeèek COP Hronov { 4 0 { { { { 4 { { { { { { { 0 23 1419.{20. Vladimír Sommer G ®ïár n. S. { { { { { 2 { 2 { { { { { { { 0 52 1421. Stanislav Plánièka G Klatovy { 3 { { { { { 3 { { { { { { { 0 48 1322.{24. Jakub Kope
ký G Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 38 1222.{24. Filip Kozel COP Hronov 0 3 0 { { { { 3 { { { { { { { 0 25 1222.{24. Jan Køetínský G Brno 3 2 { { { { { 5 { { 3 { { { { 3 109 1225.{26. Radek Bene¹ COP Hronov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 22 1125.{26. Peter Buhaj G Snina { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 20 1127.{28. Jana Babováková G Most { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 38 927.{28. Jan Køivono¾ka G Bílove
 { { { { { 3 { 3 { { { { { { { 0 23 929.{30. Jakub Ti
hý G Praha - Arabská 2 1 { { 1 { { 4 { { { { { { { 0 44 829.{30. Luká¹ Voleský COP Hronov { 4 0 { { { { 4 { { { { { { { 0 15 831. Miroslav Frantes G Bene¹ov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 58 732.{34. Hana Su
homelová G Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 44 432.{34. Mária ©edivá G Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 44 432.{34. Ivo Zábojník G Tábor { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 80 435.{40. Luká¹ Bartík G Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 38 335.{40. Lu
ie Gráfová G Ostrava { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 18 335.{40. Petr Mind¾ak GOA Sedlèany { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 75 335.{40. Markéta Novotná G Hrani
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 38 335.{40. Martin Padevìt G Kostele
 { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 38 335.{40. Radoslav Sopoliga G Svidník { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 14 341.{44. Luká¹ Burian G Kladno { { { { 0 { { 0 { { { { { { { 0 20 241.{44. Martina Marenèoková G Frýdek-Místek { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 50 241.{44. Lubo¹ Raèanský G Bene¹ov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 29 241.{44. Tomá¹ Ruèka G Kladno { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 29 245. Jaroslav Bu¹ek G Rumburk { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 33 133



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VIIKategorie první
h roèníkùJméno Pøíjmení ©kola 1 2 3 4 P E S5 V 1 2 3 4 P E S6 VI % �Student Pilný MFF UK 4 4 4 5 3 8 6 34 3 4 3 5 5 8 6 34 100 2001. Anton Repko Z© a G Pre¹ov 3 { { { 3 2 6 14 { { { { { { { 0 61 622. Jana Vrábelová Z© Trenèín 1 { { { { 6 { 7 { { { { { 6 { 6 52 253. Ondrej Bogár Z© Trenèín 0 { { { { 2 { 2 { { { { { 3 { 3 32 194.{5. Ján Èuvala Z© Trenèín { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 32 84.{5. Tomá¹ Uhrin G Mi
halov
e { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 89 86. Karel Hofman COP Hronov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 100 77. Zdenìk Lo
hman COP Hronov { { { { { { { 0 { { { { { { { 0 27 4
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Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XV série VII©estý smyslSoutì¾ ¹estý smysl dopadla následovnì: Z 29 úèastníkù se do 11 nejèastìj¹í
h odpovìdí tre�li EvaSkopalová a Karel Tùma, do deseti pak Tibor Vansa, Va¹ek Cvièek se tre�l devìtkrát a následují
í osm�krát: Lenka Beranová, Miloslav Havelka, Jiøí Lipovský a Matou¹ Ringel. A zde je pøehled nejèastìj¹í
hodpovìdí.1) korespondenèní semináø: FKS (neèekanì)2) organizátor FYKOSu: Lenka Zdeborová3) øe¹itel FYKOSu: Mirek Hejna4) leto¹ní úloha ve FYKOSu: I.1 | ©pulka5) fyzikální vzore
 èi zákon: E = m
26) fyzikální konstanta: gravitaèní konstanta {7) fyzikální jednotka: metr8) fyzikální pøístroj: ampérmetr9) elementární èásti
e: elektron10) èeský fyzik: Køi¾ík11) zahranièní fyzik: Einstein12) kniha o fyzi
e: Feynmanovy pøedná¹ky13) hvìzda: Slun
e14) známka ve ¹kole: 115) telefonní èíslo: 158 FYKOSUK v Praze, Matemati
ko-fyzikální fakultaÚstav teoreti
ké fyzikyV Hole¹ovièká
h 2180 00 Praha 8www: http://fykos.m�.
uni.
ze-mail pro øe¹ení: fykos-solutions�m�.
uni.
ze-mail: fykos�m�.
uni.
z

Fyzikální korespondenèní semináø je organizován studenty UK MFF. Je zastøe¹en Oddìlením provnìj¹í vztahy a propaga
i UK MFF a podporován Ústavem teoreti
ké fyziky UK MFF,jeho zamìstnan
i a Jednotou èeský
h matematikù a fyzikù. 35


