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predmluva

Mily ¢tenafi,
v rukou drzi§ rocenku obsahujici zadani a feSeni tloh XVI. ro¢éniku FYKOSu (FYzikilniho
KOrespondenéniho Seminaie MFF UK), ktery probéhl ve skolnim roce 2002/03.

FYKOS je nejstarsi a nejvétsi fyzikalni korespondenéni soutéz u nas. V priabéhu roku
fesitelé pravidelné obdrzi zadani sedmi tloh, z nichz je pét teoretickych, jedna experimentalni a
posledni se tématicky vaze k Seridlu na pokracovdnt, ktery zadani doprovazi (letos byl vénovan
a sva FesSeni posilaji béznou postou ¢i elektronicky organizatorim seminafe. Ti tlohy opravi,
oboduji a zaslou zpét ucastnikim, ktefi se takto seznami se vzorovymi feSenimi a dozvi se
o chybach svych vlastnich postupi. Na zakladé bodovani je sestavovana priubézna vysledkova
listina a na konci kazdého roc¢niku jsou nejlepsi Fesitelé nalezité odmeénéni.

Kromé zasilani zadani a feSeni porada seminai fadu dalSich akci. Zejména to jsou dvé
tydenni soustiedént, bez kterych si FYKOS snad nelze ani pfedstavit. Probihaji vzdy na jare
a na podzim a pro cca 30 nejlepsich Fesitelia. Dalsi aktivitou je Den s experimentdlni fyzikou,
na kterém umoznujeme ve spolupraci s jednotlivymi katedrami MFF nasim fesitelim navstévu
né&kolika pracovist, kde se déla opravdovéa fyzika.

Na nasich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz mohou nejen fesitelé seminaie sledovat
aktudalni déni. Kromeé zadani a fesSeni tloh ze soucasného i minulych ro¢nikt zde naleznete prii-
bézné aktualizovanou vysledkovou listinu, fotky a reportaze ze soustfedéni, podrobné informace
a pravidla pro pfipojeni se k seminafi a jesté mnohem vice, ostatné posudte sami.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani a feSeni teoretickych i experimentalnich twloh.
Zadani jsou zamérné oddélena od fesSeni, chceme tim apelovat na kazdého ¢tenare, aby pred
nalistovanim stranky s feSenim stravil alespon chvili nad zadanim a rozmyslel si, zda a jak
by danou tlohu ftesil on. Dalsi ¢asti je Seridl na pokracovdni, ktery je dopliiovan tlohami
souvisejicimi s danym tématem. Na konci se nachazi soupiska nejlepsich resiteli tohoto ro¢niku.

Trocha statistiky: XVI. ro¢nik seminafe fesilo 110 studentti, organizatori dohromady opra-
vili 1163 jednotlivych feseni.

Pokud té€ FYKOS zaujme natolik, Ze by ses chtél stat acastnikem, nebo se pouze na néco
zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, nevdhej a napis nam. Jsme nepfretrzité
k dispozici na e-mailu fykos@mfF.cuni.cz, pfipadné také na postovni adrese a telefonu nize.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 504 (RNDr. Pavel Krtous)
www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz




FYKOS, XVI. roénik

Zadani teoretickych dloh

Uloha I.1 ... odpory
Pro sit na obr. 1 (vSechny odpory jsou stejné, jejich velikost
ozna¢me R) uréete odpor mezi dvéma vrcholy Sestitthelniku (uvazte

vSechna mozné zapojeni). L,
resent str. 13

Uloha I.2 ... Archimédes
Pokuste se bez pouziti rovnic a vzorcti vyresit nasledujici dvé
ulohy. Pozor, vase feseni musi byt i tak naprosto exaktni.
a) V nadobé s vodou plave kus ledu. Co se stane s hladinou, az led
roztaje? Obr. 1
b) Na misky rovnoramennych vah jsou polozena stejné tézka télesa.
Co se stane, kdyz jednu misku ponofime do vody?

resent str. 14

Uloha I.3 ... hracka
Organizator Fykosu dostal k narozeninam hracku, kterd je schématicky
vyobrazena na obr. 2. Hracka, ktera slouzi také jako zalozka, se sklada z ma-
lého cinového kalisku spojeného provazkem délky [ s cinovou kulickou.
Poradte organizatorovi, jakou rychlost (ve vodorovném sméru) ma udélit
kulicce, aby spadla do kalisku. Uvazujte, ze kalisek je v klidu, je velmi maly
pfi porovnani s délkou provazku a ztraty mechanické energie lze zanedbat.

resent str. 14

@)
Obr. 2

Uloha I.4 ... visici drat
Odhadnéte rozdil elektrickych potencialti mezi konci dratu délky [ visiciho
v gravitacnim poli, ktery vznikad ptisobenim gravitace na volné elektrony. Jak

o N S o o
pfresny voltmetr bychom potfebovali k jeho zméfeni? Feseni str. 15

Uloha I.P ... gravitace

Odhadnéte rozdil mezi intenzitou gravita¢niho pole na povrchu Zemé a na vrcholu hory a
pokuste se spocitat, jaké parametry musi mit hora, aby byl tento rozdil nulovy. (Pokuste se
alespori o kvalitativni odhad, tj. rozhodnéte, zda je pole na hote silnéjsi nebo slabsi.)

resSeni str. 16



zaddni teoretickych tuloh

Uloha II.1 ... ztraceni v temnoté&

Jenicek a Marenka, zabrani do zdvazné diskuze nad zajimavym fyzikdlnim problémem,
zbloudili v temném hvozdé. A tak, ve snaze nalézt vychodisko ze zoufalé situace, rozhodl se
Jenicek vylézt na statny smrk, v nadé€ji ze svym ostiizim zrakem zahlédne spasny zablesk svétla.
Jak nejdéle od této dfeviny by se muselo nachazet nechvalné proslulé obydli jesté nechvalnéji
proslulé okultistky a gurmanky Jagy Babové, aby Jenicek ziskal falesnou nadéji na zachranu
v dusledku osviceni 100 W zérovkou svitici v obyvacim pokoji vyse zminéného domu?

resent str. 17

Uloha II.2 ... maly velky problém

Hvézdny korab se sklada ze dvou kabin o hmotnosti M, mezi nimiz se nalézd spojnice
délky 21 (koréb tedy vypada trochu jako ¢inka). Jedna z kabin byla zasaZena malym (hmot-
nost m < M), ale pekelné rychlym (rychlost u) meteoroidem. Po této fatalni kolizi se lod
zacala pohybovat a také rotovat (ihlovou rychlost rotace oznaéme w). Jak daleko od nezasa-
zené kabiny onen meteoroid proletél? Miuzete predpokladat, ze rychlost zbytk po meteoroidu

vzhledem ke kabiné je zanedbatelnd v porovnani s rychlosti u. .,
reSent str. 19

Uloha I1.3 ... zase jde vo prachy
Méjme dvé praskova dielektrika o permitivitach €1 a 2. Smisime je tak, Ze pomeér jejich
hmotnosti bude m; : mz2, pomér jejich objemu bude Vi : V2 a pomér jejich latkovych mnozstvi

bude n; : ne. Jaka bude vysledna permitivita této smési? L,
reSent str. 20

Uloha II.4 ... mokra hrozba
Predstavte si koryto feky Siroké 100 m. Jeho spad ozna¢me «. Otézkou je, jak zavisi vyska
hladiny na pritoku vody touto fekou. VAas teoreticky vysledek muizete zkusit porovnat s tdaji

ze srpnovych povodni. C e,
p yehp reSent str. 21

Uloha II.P ... basic instinct

Sekadek na led — zndmy vrazedny nastroj z tohoto filmu (vy, kdo jste tento vyplod kine-
matografie jesté neshlédli, vézte, Ze toto nacini vypada zruba jako Sroubovék s ostrou $pickou)
postavila chladnokrevnd vrazedkyné z dlouhé chvile na hrot. Pomoci relaci neurcitosti odhad-

&t imalni dob kt delikti setrva v tét loze. ,
néte maximalni dobu, po kterou corpus delikti setrva v této poloze Feseni str. 22

Uloha III.1 ... vitr na délnici

V autoskole kazdého upozornuji na nebezpeci bo¢niho vétru pfi vjezdu ze zavétii na ote-
viené prostranstvi. Zejména nebezpecné je to pry na dalnici pfi velké rychlosti.

Uvazujte konstatni rychlost bo¢niho vétru a spoctéte, jak se méni sila pusobici z boku
v zavislosti na rychlosti auta. Tvar auta predpokladejte takovy, abyste tlohu dokazali vyftesit.

Diskutujte vliv vé€tru na nasledny pohyb vozidla. Feseni str. 24



FYKOS, XVI. roénik

Uloha III.2 ... Zelezni¢ni most

Chrabry rudoarméjec vjel tankem na Zzelezni¢ni
most, jehoz konstrukce, nad nim se tycici, je schéma-
ticky znézornéna na obr. 3. Vasim ukolem je popsat,
jak moc budou pfi prejezdu naméhany jednotlivé casti
mostu. Pokud jsou meze pevnosti vsech ty¢i v tahu
stejné jako meze v tlaku, uréete maximalni hmotnost tanku, ktery po mosté muze prejet.
Miuzete uvazovat, ze tank je oproti mostu maly.

Obr. 3

reseni str. 25

Uloha III.3 ... praktikum

Ve fyzikdlnim praktiku dostal organizator FYKOSu za tikol pomoci tii méfeni zjistit napéti
tfech riznych zdroju.

K dispozici ma jeden voltmetr néasledujicich vlastnosti: Jeho systematicka chyba je nulova.
Nahodné chyba je charakterizovana st¥edni kvadratickou odchylkou & (tj. rozptyl je o2), ktera
je nezavisla na velikosti méfeného napéti.

Poradte organizdtorovi, zda a popt. jak lze napéti zmé¥it presnéji nez zméfenim kazdého
zdroje zvlast. Za miru celkové presnosti povazujte soucet rozptylu vyslednych hodnot.

reseni str. 26

Uloha III.4 ... rychld smrt

V modulu Apollo leti astronauti na Mésic, skrz okno jim proleti meteoroid a udélad v ném
dirku o poloméru 7 = 1 mm. Jak se bude ménit teplota a tlak v kabin& o objemu V = 60m?,
pokud ptvodni podminky jsou ¢ = 20 °C a normélni tlak. Jako bonus se pokuste odhadnout,

za jak dlouho za¢nou mit astronauti vazné problémy. o,
resSeni str. 29

Uloha III. P ... velikost elementarnich ¢astic

a) Elektrostatickd energie rovnomérné nabité koule je E = Pokud to dokazete, ovérte
tento vztah vypoétem, jinak feSte rovnou tkol b).

b) Pomoci tohoto vztahu se pokuste ze znalosti klidové energie protonu a elektronu spocitat
rozmér téchto Castic.

¢) Rozmyslete, pro¢ je tento postup zcela nesmyslny. Pozn.: experimentdlné je ovéfeno, Ze

rozmér elektronu je mensi nez 10~ m.

3Q?
20megR "

reseni str. 32

Uloha IV .1 ... rdmus ve vesmiru

a) Hustota mezihvézdného prostiedi je asi 10 az 10000 ¢astic na metr krychlovy. Tvo¥i ho
prevazné vodik. Vzdalenost mezi Casticemi je tak velkd, ze se toto prostiedi chova jako
idealni plyn. Na vés je rozmyslet, zda se v takovém ,vakuu“ mize sitit zvuk a pokud ano,
jaka muze byt jeho frekvence?

b) Jakd je maximalni frekvence zvuku, ktery se mtze $ifit ve vzduchu za normalnich podmi-
nek?

resSent str. 33



zaddni teoretickych tuloh

Uloha IV .2 ... galakticky paradox
Ve slune¢ni soustavé se planety, které jsou ke Slunci blize, pohybuji rychleji nez planety
vzdalenéjsi. V Galaxii se hvézdy blize stfedu pohybuji pomaleji nez hvézdy vzdalenéjsi. Zdu-

dnéte tento zdanlivy . ,
vodnéte tento zdanlivy rozpor Feseni str. 34

Uloha IV .3 ... plovouci ledovec

Predstavme si ve vesmiru rotujici planetu pokrytou po celém povrchu hlubokym ocednem.
Na planeté v urcitém misté pristane kosmicky mnohozivelnik, ktery volné plove na hladiné a
neni vybaven pohonem pouzitelnym ve vodé. Jakym smérem se zacne z klidu pohybovat?

resent str. 85
Uloha IV .4 ... ekvipotencidly

Zjistéte pomér velikosti naboji dvou castic. Ekvipotencidly jejich elektrického pole vidite

na obr. 4 na str. 9. Zkuste také odhadnout presnost vasi metody. Feseni str. 36

Obr. 4. Naméfeny tvar ekvipotencial elektrického pole dvou ¢astic



FYKOS, XVI. roénik

Uloha IV . P ... ndsobi¢ napéti

IN

G ouT
Obr. 5. Nasobi¢ napéti Obr. 6. Miniverze

Na vstup (IN) obvodu na obr. 5 pfivedeme viéi zemi (G) harmonické stiidavé napéti
o amplitudé U a frekvenci f. Jaké napéti namé¥ime na vystupu (OUT)? Diody povaZzujte za
idedlni, velikosti kapacit si zvolte, nebo feste tlohu obecné. Nevite-li si rady, zkuste nejprve
jednodussi piipad — zapojeni pouze se dvéma diodami a kondenzéatory (viz obr. 6).

reseni str. 38

Uloha V.1 ... prsi, prsi

V destovém mraku je mnozstvi malych kapicek vody, jejichz hustotu (tj. celkovou hmotnost
kapi¢ek v néjakém objemu lomeno timto objemem) ozna¢me g1, hustotu vody go. Spojenim
nékolika kapicek vznikne vétsi kapka, ktera zacne padat a postupné na sebe nabaluje dalsi a
dalsi kapicky. Spocitejte, jak se bude ménit polomér padajici kapky a s jakym zrychlenim se
bude pohybovat.

Pro jednoduchost neuvazujte odpor vzduchu pusobici na kapku a malé kapicky povazujte

hybné. ,
za nehybne resent str. 39

Uloha V.2 ... Apollo

Odhadnéte, za jak dlouho se Apollo dostane na orbitu Mésice, neplytva-li zbyteéné palivem.
Nezapomente uvést, jaké zjednodusujici predpoklady jste pii vypoctu provedli.

resent str. 40

Uloha V.3 ... elektricky minigolf
Meéjme dvé na sebe kolmé nevodivé tyce a na nich nabité aQm
kuli¢ky (viz obr. 7), které se po nich mohou volné pohybo-
vat. Kulicky maji stejnou hmotnost m a naboje g a —2q. d
Na pocatku jsou v klidu a jejich vzdéalenost od pruseciku
ty¢i je d a 2d. Urcete, kde se bude nachazet druha kulicka m
v okamziku, kdyz prvni dosdhne pruseciku tyci. II 2 ?:

resent str. 41 Obr. 7. Néboje na tycich

10



zaddni teoretickych tuloh

Uloha V .4 ... sit
Spoctéte odpor mezi body A, B na nekonec¢né siti na obrazku 8. VSechny hrany sité maji
stejnou délku a odpor.

B

A
Obr. 8. Nekonecna odporova sit

Tesent str. 41

Uloha V.P ... praminek vody
Jaky je geometricky tvar (prifez) kapaliny vytékajici z kohoutku v zdvislosti na vzdélenosti
od hrdla? Pokuste se také odhadnout, v jaké vzdélenosti se proud vody zacne trhat.

Tesent str. 43

Uloha VI.1 ... zdhadny obvod

Ke kondenzatoru o neznamé kapacité pripojime do série civku o indukénosti L, obvod
pfipojime ke zdroji napéti o frekvenci w a naméfime na nekalibrovaném ampérmetru néjaky
proud. Poté do série pfipojime jesté jednu civku, stejnou jako ta prvni, a proud v obvodu se

nezméni. Jaka je kapacita kondenzatoru? oy,
resent str. 44

Uloha VI.2 ... moucha a netopyr

Netopyr na lovu leti proti mouse rychlosti 3,14 m-s™ ", moucha leti desetkrat pomaleji. Ne-
topyr vysila ultrazvukovy signél o frekvenci fo, ktery se odrazi od mouchy a vraci k lovci.
Netopyrova sluchadla jsou nejcitlivéjsi na frekvence blizko 61,3 kHz. Urcete fo. Zvuk jaké frek-
vence by moucha slysela, kdyby slysela?

1

resent str. 44

Uloha VI.3 ... tekouci sklo
Na starych zamcich byvaji origindlni tabulky skla v oknech u spodniho okraje Sirsi nez
u horniho diky teceni. Za sto let se tabulka o rozméru 0,5m x 0,5m a tlousfce 5 mm rozsii

0 0,1 mm. Odhadnéte z téchto idaja viskozitu skla a urcete, kolikrat tézsi by musela byt Zemé,

by toto teceni bihalo turbulentné. ,
aby toto teceni probihalo turbulentné Feseni str. 45

Uloha VI.4 ... pevnost nosniku
Uvazujte pruzny nosnik délky [. Energie potfebna k prohnuti jednotky délky tohoto nosniku
na polomér kiivosti R je E = a/R?, kde a je znamé konstanta. Jakou maximalni silou miizeme

tlacit na tent ik, ab hnul do st ? ,
acit na tento nosnik, aby se neprohnul do strany Feseni str. 46

11



FYKOS, XVI. roénik

Uloha VI.P ... elektromagneticky paradox

Na dielektricky disk volné se otacejici kolem své osy prilepime zavit supravodivého dratu,
v némz tece proud Iy. Dale kolem tohoto zavitu symetricky pfilepime elektricky nabité kulicky
o naboji ¢q. Cely disk poté zaéneme pomalu zahfivat. V jistém okamziku pfestane byt drat
supravodivy, takze v ném piestane téct proud a zméni se magneticky tok pres zavit. V dusledku
toho vznikne podle Faradayova zakona okolo tohoto zavitu elektrické pole, které bude piusobit
na prilepené naboje, takze se cely disk zaCne otacet. Na druhou stranu musi zistat podle
zékona zachovani hybnosti v klidu. Tak kde je v pfedchézejicich ivahéch chyba?

resent str. 48

12



resent teoretickych tuloh

Reseni teoretickych tloh

Uloha I.1 ... odpory (4 body; primér 2,38; vesilo 61 studenti)
Pro sit na obr. 9 (viechny odpory jsou stejné, jejich velikost
ozna¢me R) urcete odpor mezi dvéma vrcholy Sestitthelniku
(uvazte vSechna moznd zapojeni).

Vzhledem k tomu, Ze sit je symetrickd, mame 4 moZnosti
zapojeni: 1-2, 1-3, 1-4 a 2-4.
1. Ri2 — odpor mezi vrcholy 1-2

Ze symetrie vyplyva, ze body 0 a 5 maji stejny potencial,
a tedy rezistorem Ros nepotece proud. Proto mizeme Rps od-

stranit a odpor Ri2 vypocitame jako paralelni zapojeni odporu Obr. 9
RaR+ R, kde

1 4
R =—F——1 =_R.
3 Tar 3
Dostaneme vysledek
1 1 7
Rz =+ — = T — = 1—0R.
"t mr " T R+IR

2. R13 — odpor mezi vrcholy 1-3

Zde je situace podobn4 jako v prvnim ptipadé. Rezistorem Ros diky symetrii netece proud,
a proto jej lze odstranit. Odpor R13 potom spocitdme jako paralelni zapojeni odpori 2R a R'.

1 1 4

Rz = = ==
1 1 1 1 1
sk tw%w 3wmtsetir °

3. Ri4 — odpor mezi vrcholy 1-4
Opét vyuzijeme symetrii. Uzly 5 a 3 maji stejny potencial, mtzeme je tedy spojit. Dosta-
neme tak zapojeni s dvéma paralelnimi obvody, jejichz odpor snadno spocitame.

1 1 11
Ria = 5 Tt 1 1 1 :TOR'
ETE 2R T RF I T 2R
R "R

4. Ro4 - odpor mezi vrcholy 2-4

V tomto pfipadé je nulovy potencidlovy rozdil mezi uzly 0 a 3. Po odstranéni rezistoru Ros

vypocitdme odpor Ras jako paralelni zapojeni odporti 2R a 2R + 1/(5% + 5%).

1 6
R24 = - 1 = gR

st 2R+ ———+

2Rt 2R
Uloha se samoziejmé dala Tesit i jingmi zptsoby. Nékolik Fesiteltt vyuzilo transformaci
hvézdy na trojuhelnik a naopak, dalsi fesili ilohu pfimo pomoci Kirchhoffovych zakont (zde
vSak Casto dochazelo k chybam, kdyz nékdo fesi soustavu 10 rovnic o 10 nezndmych, snadno

se zmyli).

13



FYKOS, XVI. roénik

Uloha 1.2 ... Archimédes (4 body; primeér 3,06; vesilo 80 studentii)
Pokuste se bez pouziti rovnic a vzorct vyresit nasledujici dvé tlohy. Pozor, vaSe FeSeni musi
byt i tak naprosto exaktni.

a) V nadobé s vodou plave kus ledu. Co se stane s hladinou, az led roztaje?
b) Na misky rovnoramennych vah jsou poloZzena stejné tézké télesa. Co se stane, kdyz jednu
misku ponofime do vody?

Dle Archimédova zdkona zaujme ¢ast ledu ponofend ve vodé pravé takovy objem, aby se
tiha ledu rovnala tize vytlacené vody. Z toho plyne, ze az led roztaje, zaujme vznikla voda
pfesné tento objem. Hladina vody se tedy nezméni.

Na misku ponofenou ve vodé bude ptisobit vztlakova sila rovna tize vytlacené vody. Protoze
hustota vody je vétsi nez hustota vzduchu, bude tato sila vétsi nez vztlakova sila vzduchu, ktera
na téleso pusobila pred ponofenim. Vahy se tedy vychyli tak, Zze ponofend miska stoupne, a
opét se stabilizuji v poloze, kdy se bude miska dotykat hladiny.

Nejcastéjsi chybou bylo, ze fesitelé nespravné pochopili zadani a domnivali se, ze ponofime
obé misky ¢i celé vahy.

Uloha 1.3 ... hracka (4 body; primér 2,24; tesilo 54 studentii)

Organizator FYKOSu dostal k narozeninam hracku, ktera je schématicky vyobrazena na
obr. 10. Hracka, ktera slouzi také jako zalozka, se sklada z malého cinového kalisku spojeného
provazkem délky | s cinovou kulickou.

Poradte organizatorovi, jakou rychlost (ve vodorovném sméru) ma udélit kuli¢ce, aby spadla
do kalisku. Uvazujte, ze kaliSek je v klidu, je velmi maly pFi porovnani s délkou provazku a
ztraty mechanické energie lze zanedbat.

Kulicka se bude zpocatku pohybovat po kruznici
s polomérem [ (délka provazku) a stiedem S (kalisek). 7 | /N B

Dostrediva sila, kterou ptisobi provazek na kulicku, ma F.

velikost ) h F,

F do = mT (0% F, G
a pusobi ve sméru provazku. Na kulicku dale pisobi sila d
tihovd, kterou mizeme rozlozit na slozku teénou (Fy =
= mg cos «) a normalovou (F, = mgsin «) k trajektorii.
Provazek je napinan silou o velikosti F' = Fyo — Fh.
Kulicka se z kruhové trajektorie odchyli v okamziku, kdy
provazek prestane byt napinan, tedy F' = Fyo — Fn = 0, A Vi

resp. Obr. 10
2 2

mgsinoz:mv—2 = sina= 2. (1)

l gl

V tomto okamziku bude kulicka vys nez kalisek. Z bodu B se kulicka pohybuje po trajektorii
sikmého vrhu. Ze zdkona zachovani energie dostaneme vztah

1 1
5mv% :imvg +mg(h+1),

v} =2g(h+1) +v5
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a ze vztahu (1) mame
. h v
siha = —- = —
l gl
Vztahy pro rychlost ve a tihel a tedy mame. Rychlost vz svirda se svislou osou tihel a. Pro
soufadnice sikmého vrhu plati vztahy

= i =gh.

r: d=wvstsina,
1
y: 0=h+vstcosa — 59152.
Z geometrie obrazku plati
12 =d? +h2, cosa = %, sina = T

Z rovnice pro x vyjadiime ¢as

o
o Uzh‘
Vse dosadime do vztahu pro y a dostaneme
did 1 &
0=nh —— — -
T n T 29 ghs

Dosazenim za d z Pythagorovy véty a vyjadienim h dostaneme

V3
h= "1
3

Nyni dosazenim do zadkona zachovani energie dostaneme
v1 = /3gh + 29l = \/gl(v/3 + 2).

Uloha 1.4 ... visici drat (4 body; primér 2,84; vesilo 31 studenti)

Odhadnéte rozdil elektrickych potenciali mezi konci dratu délky l visiciho v gravitacnim
poli, ktery vznika ptisobenim gravitace na volné elektrony. Jak presny voltmetr bychom potie-
bovali k jeho zméreni?

Na elektrony ve visicim dratu bude ptsobit tihova sila. Elektrony se usporadaji tak, aby
doslo k rovnovaze. V rovnovaze musi platit, ze vysledna sila, ktera ptsobi na elektron, je
nulova. Nyni si musime uvédomit, jaké sily na elektron ptsobi. Kromé tihové na néj pusobi
sila vytvarena elektrickym polem, které vznikne pfeusporddanim elektront v dratu. Dale na
elektrony ptsobi sila, kterd je ,drzi uvniti dratu“, tato je zejména na okrajich dratu velka
v porovnani s ostatnimi, nicméné v ramci nasich znalosti ji neumime nijak uvazit.

Pro intenzitu elektrického pole E, které se vytvori preusporadanim elektroni, musi platit

Ee = meg.
Napéti je definovano jako rozdil potenciali, bude pro néj tedy platit

Me

U=EFEl=

gl.
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Spocteme-li si toto napéti pro drat délky jednoho metru (I = 1 m), dostaneme
U=56.10""V.

Vidime tedy, ze napéti je velmi malé. Kdybychom ho ovSem chtéli experimentalné zjistit,
narazili bychom na jesté dalsi problém. V dratech voltmetru totiz dojde ke stejnému jevu, a
tak pripadné napéti voltmetr zmérit nemuze.

JelikoZ jsme zanedbali silu, diky které je kov pevnou latkou, mizeme tento vysledek pova-
zovat nejvyse za Ffadovy odhad.

Uloha I.P ... gravitace (5 bodi; primeér 1,29; vesilo 52 studentii)
Odhadnéte rozdil mezi intenzitou gravitacniho pole na povrchu Zemé a na vrcholu hory a
pokuste se spocitat, jaké parametry musi mit hora, aby byl tento rozdil nulovy. (Pokuste se

vevs

alespon o kvalitativni odhad, tj. rozhodnéte, zda je pole na hofe silnéjsi nebo slabsi.)

Abychom mohli spocéitat gravita¢ni zrychleni na povrchu hory,
musime si zvolit vhodny model a pfislusné aproximace. Gravita¢ni
pole na hore bude dano souctem gravitacniho pole Zemé a hory.
Pole g., které vytvari Zemé ve vysSce h nad povrchem, je dano ¥
Newtonovym gravitacnim zadkonem.

gz(h) = WE = %é moR’®
* (R + h)? 3(R+h)%’

kde ¢ je hustota Zemé a R jeji polomér. Hora ma slozitéjsi tvar a dn
jejl ptispévek ke gravitacnimu zrychleni musime spocitat obecnéji.

Zde udélalo nejvice fesitelt chybu. Pouze sféricky symetrickou kouli
muZeme pii vypoctu gravitacniho pole nahradit hmotnym bodem Obr. 11

vrcholovém tihlu 2¢ a hustoté ko. Ze symetrie kuzele vyplyva, ze gravitacni pole na vrcholu
hory bude sméfovat do stfedu podstavy. Jeho velikost spocitame jako soucet ptispévkia od
jednotlivych malych ¢asti kuzele, vypocet vede na integral

—%/H/hwih 2mkor 4 an
o= o Jo Vr2 + h2r? 4 h2 ’

Ten si muzete predstavit jako s¢itani poli malinkatych prstynka poloméru r, sitky dr a
tloustky dh. Pro integraci ale musime vzit ¢4st, kterd se promitd na osu kuzele (toto spousta
fesitelti opomijela). Prstynky vytvori elementarni valecky tloustky dh a z nich vytvotime kuzel.
Gravitaéni pole hory je tedy gn = 23mnkoH (1 — cos p).

Rozdil mezi gravita¢nim polem na povrchu Zemé a na vrcholku hory je dan

4 ToR

4
Ag=gn+g.(H)—g:(0) = %gm + 23emkoH (1 — cos p) — %gT(QR.

Pouzijeme aproximaci ﬁ ~ 1 — 2x, ktera plati pro z < 1, a ziskdme
8 4
Ag:—g}mgH—i—QﬂnH%kg(l—cosap) =2nxHp k(l—cosgo)—g .
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Tedy gravitacni pole Zemé s vyskou klesa se stejnou mocninou, jako se kterou jej vytvaii
hora. Proto, pokud k& = m, bude intenzita gravitacniho pole Zemé klesat stejné rychle,
jako bude rtst gravitacni pole hory. Tzn. na takovychto horach bude gravitacni zrychleni stejné,
jako na povrchu Zemé v niziné.

Nyni pojdme diskutovat feSeni pomoci grafu 12. V &&sti pod kfivkou bude gravitaéni zrych-
leni na hote nizsi nez u jeji paty, nad kfivkou bude naopak vyssi. Je vidét, ze pro béznou horninu
(k = 0,5) hora, na které by bylo stejné gravita¢ni zrychleni jako na povrchu Zemsé, skuteéné
neexistuje.

T T
8 -
k
4 -
0 | | | | | | |
0.2 0.6 1 1.4
¢ [rad]
Obr. 12

V dloze jsme v pripadé vypoctu gravitaéniho pole na povrchu Zemé neuvazovali gravi-
tacni pusobeni hor — uvazovali jsme, ze méfeni bychom provadeéli daleko od nami zkoumanych
hor. V pripadé, Zze bychom mérili gravitacni zrychleni pfimo u paty hory, situace by se zkom-
plikovala. Reseni pro tento pfipad si miiZete zkusit spocitat. Také si miizete rozmyslet, jak
by feseni vypadalo, kdybychom nepocitali gravitacni nybrz tihové zrychleni. Museli bychom
uvazovat jesté odstfedivou silu.

Uloha II.1 ... ztraceni v temnoté& (3 body; primér 1,52; vesilo 31 studentd)

Jenic¢ek a Marenka, zabrani do zavazné diskuze nad zajimavym fyzikalnim problémem,
zbloudili v temném hvozdu. A tak, ve snaze nalézt vychodisko ze zoufalé situace, rozhodl se
Jenicek vylézt na statny smrk v nadéji, ze svym ostfizim zrakem zahlédne spasny zablesk svétla.
Jak nejdale od této dfeviny by se muselo nachazet nechvalné proslulé obydli jesté nechvalnéji
proslulé okultistky a gurmanky Jagy Babové, aby Jenicek ziskal falesnou nadéji na zachranu
v dusledku osviceni 100 W zarovkou svitici v obyvacim pokoji vySe zminéného domu?

Fotometricky pfistup

Priklad budeme fesit tfemi riznymi zpusoby a vysledky porovname. Prvné feSme problém
z hlediska fotometrickych veli¢in. Zarovku povazujme za zdroj svétla o svitivosti 200 cd. Mi-
nimalni osvétleni, které je lidské oko jesté schopné registrovat, je pfiblizné 3 - 1075 lux. Tyto
hodnoty si vétsina z vas nékde nasla a povazovala je za spravné. Mezi osvétlenim [ a svitivosti £
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plati vztah

E B
I:—2 — r =4/ — = 2600 m.
r 1

Jelikoz zarovka nesviti jenom ve viditelné ¢asti spektra, ale prevazné v infracervené, budeme
ve skutecnosti zarovku vidét jako slabsi zdroj. Budeme ji tedy vidét blize nez jsme spocetli.
Dale svitivost zarovky zavisi na geometrii jejiho natoc¢eni vic¢i pozorovateli. Kdyz se na zarovku
divame z boku, zd4 se ndm méné jasnd, nez kdyz se na ni divame z vrchu. Geometrii natoceni
dale neuvazujeme.

Bolometricky pfistup 1

Bolometrickd korekce je rozdil magnitud naméfenych vizualné (pouhym okem) a bolomet-
rem (pfistrojem zaznamendvajicim veskeré zafeni). U Slunce je pfiblizné —0,07™2%. Pro téleso
s barevnou teplotou 2 800 K, kterou véts§inou uvadéji vyrobci zarovek, mé bolometricka teplota
hodnotu! —3,8M28,

V zavislosti na spektru tato hodnota miiZe kolisat i o nékolik desetin magnitudy. Zarovka,
kterou budeme vidét jako hvézdu 6™%8, bude mit diky bolometrické korekci bolometrickou
magnitudu 2,2™%€.

Pouzijme nyni Pogsonovu rovnici, kterd nam popisuje vztah mezi magnitudou a zafivym
vykonem hvézdy (mi a mz jsou magnitudy p¥islusejici intenzitdm zafeni I a I3)

m1 — ma = log [—1
Nulovy kalibraéni bod je dén tak, Ze téleso zafici s intenzitou 1 W-m™2 vniméme jako
hvézdu s jasnosti —13,89™2%. Nejslabsi hvézdy viditelné pouhym okem maji zhruba 6™2¢ (za
predpokladu ¢isté oblohy, nepresvétlené okolnim pouliénim osvétlenim). Ostry zrak dovede
vidét hvézdy az sedmé magnitudy. Fyziologické maximum je odhadovdno na 9™, takovy
pozorovatel by ale musel byt nékolik dni zavien v Gplné temnoté, aby si jeho o¢i zvykly na
tmu. Déle budeme poéitat s tim, ze Jenik vidi hvézdy nanejvys 6™2.

Po 100W

2,2M%8 — (-13,89™%€) = —25log ——H— = —2,5log —5———
’ (=13, ) 008 47723 o8 4rr? - 1W-m—2’

kde Py je vykon zarovky a S je jednotkova intenzita. Po dosazeni dostaneme vzdélenost zhruba
4600 metri.
Bolometricky pfistup 2

Lze také poéitat s tim, Ze intenzité 2,52 - 1078 W-m ™2 odpovida? bolometrickych 0™&.
Magnitudé 2,2™2¢ odpovida intenzita I = 3,3 - 10~° W-m~2. Po dosazeni do vzorce

[P
TV 4xID?

dostaneme vzdalenost zhruba 4 900 metru.

Y Pro vypocet byl pouzit empiricky fit podle ¢lanku The Composite Observational — Theore-
tical HR Diagram, The Journal of the Royal Astronomical Society of Canada, February /March
1998 Volume 92 Number 1 [669] page 36.

2 Viz Vladimir Vangsek, Zdklady astronomie a astrofyziky, Academia, Praha 1980, str. 185.
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Zavér

Vidime tedy, ze tfemi riznymi zptsoby dostaneme dva rtzné vysledky. Domnivame se, ze
rozdil je zptisoben pfedevsim vstupnimi hodnotami prvniho zptsobu feseni, které nejsou prilis
presné.

Kdybychom chtéli vysledek pfesnéji, nesmime zapominat na extinkci vzduchu. Ta ¢ini
zhruba 1™#8 na 15 kilometrt. To je zhruba 15 %, tedy Jaga bydli o piil kilometru bliz. Nezbyva
nic jiného, nez poprat Jenickovi a Mafence bloudéni krajem do rozednéni. Zachrani tim zivot
starence.

V pripadé, ze Jaga presedlala na halogenky, jejichz teplota byva zhruba 4 200 K, budou to
mit dale. O kolik, to si pilny ¢tenai dopocte sam.

Uloha II.2 ... maly velky problém (4} body; primeér 2,84; tesilo 85 student)

Hvézdny korab se sklada ze dvou kabin o hmotnosti M, mezi nimiz se naléza spojnice
délky 21 (korab tedy vypada trochu jako ¢inka). Jedna z kabin byla zasazena malym (hmot-
nost m < M), ale pekelné rychlym (rychlost u) meteoroidem. Po této fatalni kolizi se lod
zacala pohybovat a také rotovat (dhlovou rychlost rotace ozna¢me w). Jak daleko od nezasa-
zené kabiny onen meteoroid proletél? Muzete predpokladat, Ze rychlost zbytki po meteoroidu
vzhledem ke kabiné je zanedbatelna v porovnani s rychlosti u.

Nejlepsi bude, budeme-li srazku popisovat v roviné, ve které lezi vektor rychlosti meteoroidu
u a spojnice obou kabin. Tato rovina je vyhodné, protoze se v ni bude odehravat cely pohyb.
Ze zadéni plyne, Ze hvézdny korab se pred srazkou nepohybuje. Uhel mezi rychlosti u a spojnici
kabin oznacime «a. Je tedy ziejmé, Zze minimélni vzdalenost od druhé kabiny je x = 2l sin «, pro
uhly a < 1/2, pro vétsi thly bude nejmensi vzdalenost druhé kabiny 21 (pfi narazu), protoze
meteoroid pfed dosazenim nejmensi vzdalenosti narazi do prvni kabiny.

Nyni musime spocitat, jak vysledna thlova rychlost w souvisi s thlem narazu «. To spoci-
tame ze zdkona zachovani momentu hybnosti. Moment hybnosti hvézdného korabu pred sraz-
moment hybnosti kamene zanedbatelny a hvézdného korabu Jw. Tedy podle zakona zachovani
momentu hybnosti plati

Jw = mulsin a.

Musime tedy spocitat moment setrvacnosti korabu J. Budeme-li kabiny povazovat za malé,
dostaneme

J =2MI*.
Dosazenim do predchozich vztahti dostaneme
. 2Mlw
sina = .
mu
Nyni jiz spoc¢itame hledanou minimalni vzdalenost.
AMPPw
T = .
um

Na prvni pohled se zd4, Ze je illohu mozné fesit pomoci zakona zachovani kinetické energie a
zékona zachovani hybnosti. Toto FeSeni neni spravné, protoze se pri této srazce kineticka energie
nezachovava. To je vidét z toho, Ze pokud by se meteoroid odrazil pruzné, byla by velikost
jeho vysledné rychlosti srovnatelna s u, jelikoz hmotnost lodi je mnohem vétsi nez hmotnost
meteoroidu. V nasem pripadé se ovSem kineticka energie spotfebuje na rozbiti meteoroidu a
lodi.
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Uloha I1.3 ... zase jde vo prachy (4 body; primeér 1,94; vesilo 17 studenti)

Méjme dvé praskova dielektrika o permitivitach €; a €2. Smisime je tak, Ze pomér jejich
hmotnosti bude m; : m2, pomér jejich objemii bude V; : Vo a pomér jejich latkovych mnozstvi
bude n; : ny. Jaka bude vyslednd permitivita této smési?

Nejdrive se zamyslime nad tim, co vlastné chceme spocitat. Vime, Ze permitivita je Gmér-
nost mezi elektrickou indukci D a intenzitou elektrického pole E. To v sobé vlastné skryva to,
ze odezva latky na vnégjsi pole (elektrickd indukce) je imérnd intenzité tohoto pole. Proto, kdyz
smichame dvé latky, které maji linedrni odezvy, ¢ekdme, Ze jejich odezva ve smési bude také
line4drni. A tento koeficient iméry urcuje vyslednou permitivitu.

Na to, abychom s permitivitou mohli pracovat, si pfedstavime deskovy kondenzator. V ném

plati

esS
0_7.

Nyni bychom chtéli spocitat kapacitu kondenzatoru, ve kterém je smés dvou latek s rtznou
permitivitou. Tato tiloha se bohuzel neda fesit jednoznac¢né, pokud nezname piesné prostorové
rozlozeni jednotlivych slozek. Kdybychom chtéli pocitat pfimo pro rovnomérné rozlozenou
latku, museli bychom definovat, co pfesné tim rovnomérnym rozlozenim myslime. Podrobnéji
to rozebereme nize. Nyni se pokusime odhadnout hodnoty alespon pro krajni ptipady.

1) Pisy litek se stfidaji rovnobézné z deskou kondenzatoru

V tomto pripadé si mizeme predstavit, Ze mame n za sebou sériové zapojenych kondenza-

tora n n
1 1 d;
PRI

kde d; je sifka i-tého pasu a e; je bud €a, nebo ey, podle toho, z jaké latky je dany pruh.
Pii danych objemech jednotlivych slozek vime, Ze soucet délek pruhti ze stejnych materiala je
Yoadi =Va/S, >, di = V4 /S. Po dosazeni dostévame

(Ve  W\T'S
“(wﬁvﬁ) @

kde V je celkovy objem. Takze pro celkovou permitivitu dostavame

-1
& = (E + &) y
Ea €b
kde fa, resp. fv, jsme oznacili objemovy podil dané latky.
2) Pdsy ltky se stfidaji pfi¢né na desku kondenzatoru
V tomto pFipadé uvazujeme stejny postup jako predtim. S tim rozdilem, Ze ted se konden-
zatory chovaji jako paralelné zapojené. A také plati Za’b Si = Vap/d. Vysledek, ktery potom
dostaneme, je
gL = faEa + fbeb-

Vidime, ze vysledné permitivity nevysly v obou pfipadech stejné. Mozna by se na prvni
pohled zdalo, Ze problém je v rozloZeni latky, které jsme uvazovali. SkuteCnost ukazuje, Ze

feSeni tohoto problému bohuzel neni zdaleka tak jednoduché, jak by se na prvni pohled zdélo.
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Zde se vam pokusime slozitost tohoto problému nastinit. Naptiklad pro kulicky latky ,b“
rovnomeérné rozlozené v objemu latky ,a“ se da dostat vysledek

Emaa — €b Ea — Eb

- a b
Emca + 261 €a + 2¢p

kde eye. je vyslednd permitivita pojmenovand po objevitelich tohoto vztahu Maxwellovi a
Garnettovi a ,,a“ znaci, ktera latka je chapana jako dominantni. Jak vidime, toto neni obecné
feSeni, protoze kdyz vymeénime latky, vysledek se zméni. Pokud bychom navic neméli kulicky,
ale néjakou aplné jinou smés, dostali bychom néjaky jiny vysledek.

Ale az tak beznadéjné to neni. Vysledek vlastné zavisi na tom, jak moc se zméni elektricka
intenzita. Pro intenzitu vSude stejnou (coz je 2. pfipad, protoze permitivita ve sméru pole je
porad stejnd a nevznikaji rozhrani, na kterych by se hromadil ndboj) mame vysledek £,. A pro
Casto se ménici intenzitu (to je 1. pfipad, protoze vznikaji rozhrani s rtiznou permitivitou a tim
i polarizaci a na rozhranich se hromadi nédboj) je vysledek ¢,. V kazdém jiném piipadé se ¢ary
intenzity ohybaji a ¢ast se jich rozhranim vyhne. Takze skutecna vyslednéd permitivita je mezi
€, a €, coz je pro blizké permitivity priblizné stejné. Chytré knizky rikaji, Zze v izotropnim
ptipadé bude vysledek mezi eyc. a Euan-

Na zavér bychom jesté zduraznili fakt, Ze vysledna permitivita bude zaviset na objemovych
podilech (jak ndm vyslo) a ne na podilu latkovych mnozstvi, ¢i hmotnosti danych slozek. Plyne
to mimo jiné i z toho, Ze pro energii elektrického pole plati W = %E -DV.

Jak vidno, ne vSechny tulohy maji ve fyzice jednoduché a pfimocara feSeni. Snad vés tento
fakt prilis nerozladil a tési vas, ze jste pricichli k jesté zivému problému fyziky.

Uloha II.4 ... mokra hrozba (4 body; primér 1,83; esilo 30 studentii)

Predstavte si koryto feky siroké 100 m. Jeho spad ozna¢me «. Otazkou je, jak zavisi vyska
hladiny na priitoku vody touto fekou. Vas teoreticky vysledek miiZzete zkusit porovnat s udaji
ze srpnovych povodni.

Predpokladejme, Ze hloubka vody v fece H je oproti sSifce koryta d zanedbatelna, takze
t¥eni vody o bfehy mtzeme zanedbat, a ze proudéni vody je lamindrni (oprédvnénost druhého
skolské fyziky). Zkoumejme tenkou vrstvu vody o tloustce dh v hloubce h pod hladinou. Teéné
napéti v této vrstveé je

T = — = hogsinq,

S
gradient rychlosti vody v v hloubce h je tedy

_dv _ hggsina
dh n

Znaménko minus vyjadiuje fakt, ze rychlost vody s hloubkou klesa, n zna¢i dynamickou visko-
zitu vody (ta je definovana jako konstanta imérnosti mezi teénym napétim a gradientem rych-
losti proudéni a vyjadiuje velikost tfeni v kapaling). Integraci dostavame vztah mezi rychlosti

proudéni a hloubkou )
0g sin «
h)=5"2

u() = #72

hodnotu integra¢ni konstanty C' mizeme urcit z pozadavku v(H) = 0, tedy C = H 2 (kdyby
tomu tak nebylo, tak by se rychlost proudéni u dna chovala nespojité a to je fyzikalni nesmysl).

(C - h2)v
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Pritok P jiz snadno spocitame jako

H .
P:/ dvdh = 0950 s
0 3n

Pritok vody v fece tedy roste s tfeti mocninou vysky hladiny.

Uloha II.P ... basic instinct (5 boddi; primeér 1,77; tesilo 18 student)

Sekacek na led — zndmy vrazedny ndstroj z tohoto filmu (vy, kdo jste tento vyplod kinema-
tografie jesté neshlédli, vézte, Ze toto ndcini vypadd zhruba jako Sroubovék s ostrou $pickou)
postavila chladnokrevna vrazedkyné z dlouhé chvile na hrot. Pomoci relaci neurcitosti odhad-
néte maximalni dobu, po kterou corpus delicti setrva v této poloze.

Podle zadéni je sekacek umistén do labilni rovnovazné polohy. V takovém pripadé sebemensi
vychylka z rovnovazné polohy zpisobi to, Ze se sekacek zacne pohybovat a dfive nebo pozdéji
spadne. Jak dlouho to bude trvat v zévislosti na velikosti po¢atecni vychylky, za chvili vyfesime.

V této tloze fesime kvantové-mechanické aspekty setrvani télesa v labilni poloze. Mnozi
z vas uvadéli chvéni podlozky, tepelny pohyb molekul sekacku a jiné podobné divody poruseni
rovnovahy. To je sice pravda, nicméné z Heisenbergova principu neurcitosti plyne, Ze sekacek
nutné spadne i bez pfispéni téchto vlivii.

Misto polohy a hybnosti potfebujeme v kvantové mechanice znat tzv. vilnovou funkci in-
terpretovanou vétSinou pomoci kvadratu jeji normy, ktery udava hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému v daném stavu. Lidsky fe¢eno — nelze uzit dvé veliiny (polohu a hybnost)
k popisu stavu sekdcku. Pracujeme s vinovou funkci, pomoci které lze pocitat statistickd rozdé-
leni vysledkt opakovanych méfeni na daném systému. Ano — stejnd méieni dopadaji pokazdé
ruzné a ndhodné. Navic kazdé méreni zméni kvantovy stav, takze pred opakovanim musime
znovu nastavit puvodni podminky. Celou véc navic komplikuje to, Ze neexistuje zpusob, jak
soucasné zméfit polohu i hybnost. Takze zméfime-li jednu z téchto veli¢in, nemame uz zad-
nou Sanci zmérit tu zbyvajici, protoze mérenim jsme stav zménili. Kvalitativné je tento fakt
obsazen ve vztahu 5

Ap - Az > 5 (2)

Mira exaktnosti vzorce (2) zavisi na definici veli¢in Az a Ap. V nasem piikladé nam bude
staéit pouze pfiblizna pfedstava, ze souin chyb (tj. nepfesnosti, neurcitosti, nejistot, ...)
v urceni polohy a hybnosti nemtze byt mensi, nez néjaka konstanta.

Vrafme se nyni k problému s padajicim sekackem. Uplné kvantové mechanické feseni by
znamenalo vyfeSeni Shrodingerovy rovnice a nasledné nalezeni takové vlnové funkce, kterd se
bude co nejpomaleji ,rozplyvat®. Takové feseni je sice proveditelné, ale bohuzel ne stfedoskol-
skymi prostiedky.

Abychom spocditali alespori néco, zvolme néasledujici ,,poloklasicky“ postup: Pocateéni vy-
chylku vrcholu sekiacku z rovnovazné polohy oznatme xg, pocateéni rychlost vg. Dobu padu
maximalizujeme, pokud bude soucasné co nejmensi zo a vo. Musime vSak splnit relace neurci-
tosti, a proto

Tomuvg = 5 . (3)

Znovu pripomenme, ze se jednad pouze o odhad. Zminéna ,poloklasi¢nost® spociva v tom,
ze navzdory relacim neurcitosti pfipoustime, ze soucasné zname rychlost i polohu sekacku a
pocitame tulohu klasicky. Pochopitelné stavy, mezi kterymi budeme hledat kandidata na nej-
pomalejsi pad, splnuji relace neurcitosti s rovnosti. Za pocatecni hodnoty do klasického feseni

22



resent teoretickych tuloh

dosazujeme pritom kvantové neurcitosti. Lze si to pfedstavit tak, ze bude-li pocatec¢ni kvantovy
stav sekacku hodné lokalizovany v prostoru, bude namérena hodnota xo hodné mala, ale zato
hodnota pp méfena na stejném stavu bude diky velké neurcitosti naopak pravdépodobné velmi
velka. Musime tedy najit nejlepsi ,kompromis“.

Tim mame fyzikdlni tvahu za sebou a zbyvajici postup uz je pfimocary — v zéavislosti na
xo a vo klasicky spoc¢itdme dobu padu a pak se pii splnéni vztahu (3) budeme snazit nalézt
takové poééteéni podminky, pii kterych bude péd co nejdeléi

tické kyvadlo. Stejné Jako u matematického kyvadla se omezime na malé thly® a provedeme
linearizaci. Pohybova rovnice pak vypada nasledovné.

=Mz =0, kde A2 = 2

Ty, kdo nevi, ze & je druha derivace x podle Casu, tedy zrychleni, odkazujeme na serial. Rovnice
pro kyvadlo se od této lisi jen kladnym znaménkem a podobné kosmeticky vypada i odlisnost
feSeni*
T = xocosh A\t + % sinh At

(v rovnici pro harmonické kmity nejsou hyperbolické, ale goniometrické funkce). Hyperbolické
funkce Ize vyjadfit pomoci linedrni kombinace klesajici a rostouci exponencialy. Vzhledem
k uvazovanym pocatecnim podminkam je ziejmé, ze klesajici ¢ast mizeme zanedbat a FeSeni
prepsat do tvaru

1 o\ e
r=—|xo+ —) e’ 4
2 ( DY @)
Nyni je vidét, ze maximalizace doby padu znamena minimalizaci vyrazu v zavorce. Dosa-
dime tedy za vo ze vztahu (3). Oznadime-li a®> = h/2m), upravi se vjraz v zavorce do tvaru

(z+3)
a Zo

Tento vyraz nabyva minima 2a pro zo = a. Kdo si to nedokaze zdavodnit pomoci derivaci,

ozon ([ E)

z ¢ehoz je uvedeny fakt vidltelny na prvni pohled. Po dosazeni dostéava vztah pro pohyb
,nejpomaleji padajiciho sekacku tvar © = ae*’. Dobu padu mizZeme odhadnout jako &as,
ve kterém bude vychylka srovnatelnd s [. Po kratkém vypoctu a dosazeni hodnot [ = 20 cm,

m = 200 g dostavame
1 0 1]l 2miv/gl
T—)\lna—2\/;lnh—5s.

3 3 presnosti na dvé platné cifry budou nase vztahy platit v rozmezi par desitek stupnd, a
kdyz uz se sekdcek dostane tak daleko, spadne jiz témér okamzité.

9 Pilny ¢tenar mize derivovanim a dosazenim do pohybové rovnice ovérit spravnost tohoto
vztahu.

muze oveérit
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Diskuse vysledku je snadnd. Asi nejpodstatnéjsim zavérem je to, Ze prestoze jsme uvazovali
velmi idealizovany model a neuvazovali pocetné vlivy vedouci k padu sekdcku (napf. rtzné
fluktuace, proudéni vzduchu apod.), lze z kratkého casu usuzovat, ze kvantové vlivy hraji i v
tomto pfipadé svou roli.

Jesté zajimavéjsi nez samotnd hodnota T je tvar vysledného vzorce. Pfed logaritmem stoji
cas fadové odpovidajici délce periody kmitt kyvadla délky [ a v logaritmu je podil veli¢iny roz-
méru momentu hybnosti sestavené z hodnot m, I, g (tedy pro ,rozumné“ velikosti a hmotnosti
veli¢ina fadu jednotek J-s) a ve jmenovateli redukovand Planckova konstanta i =1 - 10734 Js.
Diky vlastnostem logaritmu nebude jeho hodnota extrémni (mala ¢i velkd) a hlavné bude velmi
malo reagovat na zmény parametri (vétsi a t6zs1 sekdcky apod.). To je také diivod, pro¢ vétsiné
fesitelti vychazely podobné hodnoty, prestoze jsme konkrétni Cisla nezadali.

Jedinym zpusobem, jak udrzet po delsi dobu téleso v labilni poloze, je tedy mensi podvod —
je tfeba systém sestavit tak, aby se nalézal v sice tzké, ale piesto stabilni® poloze (coz lze zajistit
t¥eba ztupenim hrotu sekacku).

Uloha III.1 ... vitr na délnici (4 body; primér 2,00; vesilo 32 studentd)

V autoskole kazdého upozornuji na nebezpec¢i bo¢niho vétru pri vjezdu ze zavétii na ote-
viené prostranstvi. Zejména nebezpecné je to pry na dalnici p¥i velké rychlosti.

Uvazujte konstantni rychlost bo¢niho vétru a spoctéte, jak se méni sila piisobici z boku
v zavislosti na rychlosti auta. Tvar auta predpokladejte takovy, abyste tulohu dokazali vyresit.
Diskutujte vliv vétru na nasledny pohyb vozidla.

Odporové sila pti pohybu auta vzduchem se ¥idi Newtonovym vztahem Foq, = C'Sov?/2,
kde C je bezrozmérna konstanta dana tvarem, S je plocha auta promitnutd do roviny kolmé
na smér pohybu, v je rychlost pohybu a ¢ hustota vzduchu.

Jede-li auto rychlosti v a foukd boc¢ni vitr rychlosti u, bude vzajemna rychlost vzduchu
a auta mit velikost vre1, pro kterou plati v%;, = v* + u?. Sila, kterou pomoci této rychlosti
z Newtonova vzorce ziskdme, mé velikost Foq, = CSo(v? + u?)/2. Se smérem pohybu auta
ovSem svird thel, pro ktery plati tg ¢ = u/v.

Pro slozku sily Foqp kolmou na smér pohybu auta pak dostavame

1
Fy, = Fogpsing = §CSgu\/v2 + u2. (5)

Diskutujme nyni, jak se Fi, méni s rychlosti v. Uz samotny fakt, ze ve vztahu (5) vystupuje
zévislost na v, stoji za povSimnuti. Je to umoznéno nelinedrni (zde konkrétné kvadratickou)
zavislosti odporové sily na rychlosti. Dale se ovem méni smér ¢ a s nim i S (z boku ma auto
vétsi prirez) a C (tvar auta je relativng dobfe aerodynamicky pfi pohybu dopfedu, coz zfejmé
neplati pro pohyb do strany). Nicméné uvazime-li, ze rychlost vétru bude nékde v intervalu
10-40km-h™! a rychlost auta 100-200 km-h~!, nebudou zmény sméru piilis vyrazné a mizeme
C' a S povazovat za konstantni.

Pokud navic uvazime u < v (coz zejména v druhé mocniné bude celkem dobfe splnéno),
zredukuje se zavislost boc¢ni sily na rychlosti na vztah

1
Fy, = Foap sing = §CSguv ~ . (6)

%) Pfi velké snaze lze stabilni polohu nalézt dokonce i u tzv. Kolumbova vejce aniz by bylo
nutné ho nakfapnout.
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Lze tedy fict, ze v jisté aproximaci plati, ze velikost boc¢ni sily je tmérna rychlosti auta.
Otéazka je, jak se to projevi na Fizeni. Zacne-li sila nahle puisobit, zareaguje fidi¢ az za urcity
Cas. Za tu dobu zptsobi bo¢ni sila vychyleni automobilu o vzdalenost, ktera je tmérna jeji
velikosti. Tedy s rostouci rychlosti auta roste i a¢inek vétru na jeho pohyb. Navic je otazkou,
jak se tento ucinek projevi na fizeni. Obecné totiz plati, Ze pfi vys$i rychlosti je auto hute
ovladatelné, a tedy by i stejny ucinek byl pti vétsi rychlosti pro fidice horsi.

Uloha III. 2 ... Zelezniéni most (4 body; primér 2,64; vesilo 14 studentd)

Chrabry rudoarméjec vjel tankem na zZelezni¢ni most, jehoz konstrukce, nad nim se tydici,
je schématicky znazornéna na obr. 13. Vasim tkolem je popsat, jak moc budou pfi prejezdu
namahany jednotlivé ¢asti mostu. Pokud jsou meze pevnosti vSech tyci v tahu stejné jako meze
v tlaku, uréete maximalni hmotnost tanku, ktery po mosté mize piejet. Miizete uvazovat, ze
tank je oproti mostu maly.

P7i feSeni této ulohy zanedbame namahani mostu vlastni vahou. Tim si celou dlohu zjed-
nodusime a toto namahani by slo nakonec do celého vysledku zapocitat. Dale budeme pied-
pokladat, ze se jednotlivé nosniky mostu nebudou prohybat. Toto by v praxi zcela zanedbat
neslo, ale pro nase priblizné feSeni to bude stacit.

Nejdfive si o¢islujeme nosniky (viz obr. 13). Nos- 13 14 15
niky zpevnujici vozovku ocislujeme 1-4, §ikmé nosniky 5 . 9 11
5-12 a horni vodorovné nosniky 13-15. Uhel mezi sik- 6 8 10 12
mym a vodorovnym nosnikem oznac¢ime «. Po vjeti
. . . 1 2 3 4
tanku na most na nosniky bude na obou koncich pi- Obr. 13
r.

sobit sila, stejné velikosti a opa¢ného sméru. Tuto veli-
kost u i-tého nosniku oznac¢ime f; a budeme pouzivat konvenci, kdyz je ty¢ namahéna v tlaku,
bude f; kladné a v tahu zaporné. V rovnovaze bude platit, Ze sily pisobici v jednom uzlu se
navzajem vyrusi. Diky symetrii bude stacit vypoditat zatizeni mostu jen pro tank na dilech
1 a 2. Kdyz bude tank na urcitém dilu, rozdéli se sila na dvé c¢asti, které budou piisobit na
koncich tohoto dilu.

Kdyz budeme psat rovnice, pro vyruseni sil v jednom uzlu, ziskdme dvé rovnice, jednu pro
svislou slozku sily a jednu pro vodorovnou. Nejdfive si napiseme rovnice pro horni ¢tyfi uzly.

fs+f6=0, (fs— fs)cosa— fi3 =0,

fr+fs=0, (fr—fs)cosa+ fiz— fia=0,
fo+ fio=0, (fo— fio)cosa+ fia — fis =0,
Jir + fi2 =0, (fi1 — fiz)cosa+ fi5 = 0.

Dale napiSeme rovnice pro uzel mezi dily 3 a 4

f3 = fa+ (fio — fur)cosa =0, fio+ fu1 =0.

Nyni napiSeme rovnice pro uzly mezi dily 1, 2 a 3. V uzlu mezi 1 a 2 nechdme pusobit
silu f,, v druhém f;. Tyto sily budou pusobit smérem doli. Dostaneme tedy rovnice

(fo + fr)sina = fa, f1— fo+ (fo — fr)cosa =0,
(fs+ fo)sina = fy, fa— fa+ (fs — fo)cosa=0.
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Zatim méame 14 rovnic a patnact neznamych. Jako posledni rovnici pfiddme podminku, Ze sila
na jednom konci mostu je svisla
fi+ fscosa=0.

Nyni mame dostatek rovnic, je jich sice 15, ale feseni neni zas tak slozité. Po chvili prace
dostaneme

COS Cos &

fl:(3fa+2fb)4sina’ f2:(5fa+6fb)481na7

3cosa cos «

fo=(fa+2fp)

fo = —=(fa+2/)

4sina’ 4sina’
3fa +2 -2
f6=—f5=7fa. fb, f7=—fs=7fa. fb,
4sin « 4 sin «
a+2 cos o
f9:—f10:f11:—f12zg, fis=—Cfa+2f) ———,
4sin 2sin
cos o

fia=2fi5 = —(fa+2fp) —.
sin o
Nyni jiz zbytek dopocteme pro o = /3
Pokud je tank na 1. dilu je f, = 0 a fo = mgzx/l, kde [ je délka jednoho dolniho dilu a =
je vzdélenost tanku od kraje. Dosadime a nalezneme, ve které tyci je tlak nejvyssi. Je to pro
x=1vdilub, 13 a6, kde

V3
[fol = Ifs| = |f1s] = =-mg.
Kdyz je tank na 2. dilu je fo = mg(2l —z)/l a fo = mg(x —1)/l. Zde je maximalni hodnota
pro x = 2[, v dilu 14.
23
| fia] = ng-

Je tedy vidét, ze nejvice je zatézovan nosnik 14, a to kdyz je tank uprostied mostu. Pro
maximalni hmotnost tanku plati
V3 Finax

29
kde Fmax je maximalni sila, kterou nosnik vydrzi.

Mmax = 5

Uloha III.3 ... praktikum (4 body; primér 1,00; vesilo 19 student)

Ve fyzikalnim praktiku dostal organizator FYKOSu za tikol pomoci t¥i méfeni zjistit napéti
tfech riznych zdroju.

K dispozici ma jeden voltmetr nasledujicich vlastnosti: Jeho systematicka chyba je nulova.
Néhodna chyba je charakterizovdna stiedni kvadratickou odchylkou o (tj. rozptyl je o? ), kterd
Jje nezavisla na velikosti méfeného napéti.

Poradte organizatorovi, zda a popi. jak lze napéti zméFiit pfesnéji nez zmérenim kazdého
zdroje zvIast. Za miru celkové presnosti povazujte soucet rozptylu vyslednych hodnot.

Pred zacatkem vypoctu si ujasnéme zakladni pojmy. Hodnota kterou métime pomoci volt-
metru je ndhodnd velicina. Kazdad nahodné veli¢ina je plné charakterizovana takzvanou dis-
tribucni funkci. Tato funkce udéava, s jakou pravdépodobnosti naméfime jednotlivé vysledky
(pfesné fefeno, pokud oznaéime distribuéni funkci f, pak pravdépodobnost toho, Zze namé-
fena hodnota (naptiklad napéti) bude lezet v izkém intervalu hodnot (U,U + dU) bude p =
= f(U)dU). Néhodnou veli¢inu v8ak muZzeme popsat i jednoduseji (na tkor ¢dstecné ztrity
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informace o této veli¢ing) pomoci takzvané stfedni hodnoty a rozptylu (takto zjednoduseny po-
pis ndhodné veli¢iny mizeme jesté zpresnit zadanim dalSich parametrii, takzvanych moment).
Stfedni hodnota Z nédhodné veli¢iny x je definovana jako aritmeticky prumér z velmi mnoha
namérenych hodnot z;

1 N
7= Jm oy 2w

Pokud bychom si nakreslili graf distribu¢ni funkce, udévala by stfedni hodnota polohu ,,stfedu®
tohoto grafu. Rozptyl je definovan jako

Jedné se tedy o aritmeticky prumér druhych mocnin rozdili namétrenych hodnot a stiedni
hodnoty. Graf vétsiny ,rozumnych® distribu¢nich funkci mé tvar jakéhosi ,hrbu“. Rozptyl
nahodné veli¢iny pak zhruba udava, jaka je druhd mocnina jeho sifky, coz muzeme povazovat
za miru nepiesnosti méreni.

V zadani bylo uvedeno, ze voltmetr méfri napéti s nulovou systematickou chybou a rozpty-
lem o%. To znamen4, 7e distribu¢ni funkce nasi ndhodné veli¢iny bude mit st¥edni hodnotu
rovnou skuteéné hodnoté méfeného napéti a rozptyl o2.

Zmérime-li napéti na nékolika sériové zapojenych zdrojich, musime napéti na jednotlivych
zdrojich z namérenych hodnot dopocitat. Budeme tedy naméfené hodnoty rtzné séitat, odeci-
tat a nisobit konstantami (fesime soustavu linedrnich rovnic).

Je zfejmé, ze stfedni hodnota sou¢tu dvou ndhodnych veli¢in (ndsobku ndhodné veliGiny
¢islem) je souétem jejich stfednich hodnot (nasobek stfedni hodnoty). Déle vidime, Ze rozptyl
c-nasobku nahodné veli¢iny bude ¢*-nasobkem jejiho rozptylu (toto tvrzeni plyne naptiklad
z definice rozptylu, nebo z faktu, Ze rozptyl je druhou mocninou §#ky distribu¢ni funkce (dis-
tribuéni funkce c-ndsobku ndhodné veli¢iny bude c-krat $irsi)).

Otéazkou vsak je, jaky bude rozptyl sou¢tu ndhodnych veli¢in. V obecném piipadé o ném
bohuzel nedokazeme nic fict. D4 se ale ukazat, ze pokud je chyba méfeni dana velkym poc¢tem
ndhodnych vlivii (a to je v praxi splnéno, protoze naméfené napéti mize ovlivnit vSechno od
vlhkosti vzduchu, pfes pracovni usili délnika, ktery pravé o patro vyse sbijeckou boura zed, az
po konstelaci Jupitera se Saturnem), je tvar distribu¢ni funkce méfené velic¢iny vzdy stejny, at
méfime cokoliv a jakymkoliv zptisobem. Je jim takzvand Gaussova funkce

0= mzen (H5)

O veli¢iné s takovouto distribuéni funkci fikdme, ze ma normadini ¢ Gaussovo rozdéleni. Diky
této vlastnosti pak plati, Zze rozptyl souctu nebo rozdilu dvou naméfenych veli¢in je vzdy
soucet jejich rozptyli (dikaz tohoto tvrzeni jiz neni trividlni, takZe ho neuvadime). Nyni zndme
zékladni pravidla pro pocitani s ndhodnymi veli¢inami a miZzeme tedy pfistoupit k vlastnimu
vypoctu

Obecné méteni si muzeme vyjadrit jako u = a1U1 + a2Usz + asUs, kde a; nabyva hodnoty
—1, 0, 1, podle toho, s jakou polaritou je tam zdroj zapojen, resp. jestli tam vtbec je. Takova
méfeni udélame tii a dopo¢teme zadané napéti. Abychom nemuseli rozebirat moc moznosti,
tak si uvédomime nékteré symetrie, které daji stejny vysledek.
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1. Je jedno jestli méfime u, nebo —u. Protoze maji stejny rozptyl.

2. Na vysledku se neprojevi, zménime-li polaritu jednoho zdroje u vSech méfenych obvodu
(napt. Uy). Tak se zméni jenom celkové znaménko ve vyjadieni napéti tohoto zdroje U =
= —Uj, coz neovlivni vysledny rozptyl napéti tohoto zdroje.

3. Déle vyuZzijeme toho, ze zaména jednotlivych méfeni da stejny vysledek. Stejné i zaména
v oznaceni zdroji jenom prohodi vysledky, ale celkové hodnoty budou stejné.

Ted se miizeme pustit do samotné analyzy. Rozdélime si to na moznosti podle po¢tu zapoje-
nych zdroji. Uvazujeme, ze kdyz méfime na jednom zdroji, nedostaneme lepsi vysledek. Proto
musime namérit minimalné dva zdroje.

1. Mame 2 zdroje. Tady jesté musim rozdélit dvé moznosti, podle toho kolikrat se tam zdroje
vyskytuji
a) Jeden zdroj je ve vSech méfenich BUNOS U,. Piitom vime, Ze je tam 2 x 3 zdroji,
takZe jests tam musi byt jeden zdroj 2-krat (buno Uz) a jeden jednou (buno Us). Jedind
moznost linedrni nezdvislda moznost je (az na zménu znamének u U)

(U1 + U2, Uy — Uz, U + Us).
b) Kazdy je tam dvakrat.
(U1 + Uz, Uy + Us, Uz + Us).

Rozmyslete si, ze ostatni moznosti jsou ekvivalentni.
2. V prvnich dvou méfenich mame 2 a p¥i poslednim 3 zdroje. Uvazujme, Ze pfi prvnim méfeni
mame btno U; + Us. Potom na druhém méame 2 moznosti.
a) Stejné zdroje jako u 1. méfeni (Ui, Usz). Z linedrni nezavislosti dostaneme

(U1 + Uz, Uy — U, Uy + Us + Us),

na znaménku Us diky symetriim nezavisi.
b) Zdroj U1 je u obou a ostatni se lisi. Tady dostaneme pro 3 méfeni t¥i moznosti
(Ur + Uz, U1 + Us, Uy + Uz + Us),
(U1 + Uz, U1 + U3, U1 + Uz — UB),
(U1 + Uz, Uy + Us, Uy — Us — Us).
3. V prvnim meéfeni jsou dva zdroje, v ostatnich dvou 3. V prvnim uvazujme bano U; + Us.
Potom miZzeme rozlisit dvé moznosti podle polarity zdroje Uz (nas zajima jenom relativni
zména oproti Us + Uz a je jedno, ktery zvolime, protoze celkové znaménko miizeme otodit).

a) Stejnd polarita, potom v druhém méfeni méame Uy + U2+ Us, u tfetiho potom dostaneme
z linedrni nezavislosti

(U1 4+ Ua,Ur + U2 + Uz, Uy — Ua + Us),
(U1 + Uz, Uy + Uz + Uz, Uy — Uz + Us),
(U1 4+ Uz, Ur + Uz + Us, Uy — Uy — Us).

% bez jmy na obecnosti
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b) Ruzn4 polarita (potom uz miizeme stejnou polaritu uvazovat u tfetiho méfaku, protoze
ostatni moznosti jsme vyloucili v bodé a). Potom zistane jenom jedna linedrné nezévisla
moznost

(U + Uz, Uy — Uz + Uz, Uy — Uy — Us).

4. Ve vSech méfenich jsou 3 zdroje. Potom ztistane diky symetriim 1 moznost.

(U1 4+ Uz + U3, U1 + Uz — U3, Uy — Uz — Us).

Ted musime pro kazdou moznost vyfeSit soustavu a najit vyjddfeni napéti zdroji. Pro né
spocteme rozptyl U = aju1 + azus + azuz podle vzorce o2 = (a3 + a3 + a3)o®. A vysledné
seéteme o3 + 02 4 o%. Nejmensi hodnotu dostaneme pro 3b.

U, = 5’&1 - EUQ + Zu&
1 1 1
Uz = 5111 + ZU2 - ZUS,

1 1
Us = Fu + 5us)

kde jsme u; oznadili i-tém méFeni. Dostaneme o3 = 03 = 3/8 a 03 = 1/2.

Uloha III.4 ... rychld smrt (4 body; primeér 1,56; vesilo 18 student)

V modulu Apollo leti astronauti na Mésic, skrz okno jim proleti meteoroid a udéla v ném
dirku o poloméru r = 1 mm. Jak se bude ménit teplota a tlak v kabiné o objemu V = 60 m?®,
pokud pitivodni podminky jsou t = 20 °C a normalni tlak. Jako bonus se pokuste odhadnout,
za jak dlouho zacnou mit astronauti vazné problémy.

Na feSeni této tlohy se da vysvétlit hned nékolik dulezitych poznatkid z molekulové fyziky
a termodynamiky. Proto se nelekejte, Ze je ponékud delsi nez je obvyklé.

Jako v témér kazdé fyzikalni aloze i zde se nejprve zabyvejme zjednodusujicimi predpoklady,
bez kterych bychom tlohu neuméli vytesit. Pfedné budeme plyn v modulu povazovat za idealni.
Dale predpokladejme, Ze vsechny déje jsou rovnovazné, tj. v kazdém okamziku mizeme systém
popsat zdkony, které plati pro plyn v termodynamické rovnovaze (napf. stavovou rovnici).
A koneéné vakuum vné modulu povazujme za dokonalé.

Plyn z modulu unika proti nulovému tlaku, nekond tedy zadnou praci. Nedochézi ani k te-
pelnym vymeénam s okolim, nebot okolim je vakuum. Proto se podle prvniho termodynamického
zédkona neméni ani vnitini energie plynu jako celku (v¢etné toho, co unikl). Vime ale, Ze vnit¥ni
energie idealniho plynu zavisi pouze na poctu ¢astic N a termodynamické teploté T, na obojim
linearné: 5

U= §N kT,

kde 5/2 je faktor pro dvouatomové molekuly plynu a k je Boltzmanova konstanta. Proto
neméni-li se vnitini energie plynu, nemeéni se ani jeho teplota.

Nékdo by ale mohl zacit stourat a ptat se, odkud vime, Ze priimérna energie ptipadajici
jedné uniknuvsi molekule je stejna jako energie pfipadajici na jednu molekulu, ktera ztstane.
Je pravda, ze toto jsme jesté poradné nezdivodnili. Udélame to vzapéti po odvozeni vztahu
pro poéet molekul, které uniknou z modulu za element casu At.
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Ze samotnych principt statistické fyziky, kterd popisuje chovani mnohacéasticovych sys-
témi, plyne vztah pro rozdéleni castic v idedlnim plynu podle velikosti rychlosti. Plati, ze
pravdépodobnost, se kterou se vybrand molekula o hmotnosti m idedlniho plynu pohybuje
rychlosti o velikosti v intervalu (v, v + dv), je

g(v)dv = % (%)% v” exp (727:)1“) dv. (7

Tomuto vztahu se fikd Mazwellovo-Boltzmanovo rozdéleni rychlosti. Po chvilce integrovani se
da spocitat, ze stfedni resp. stfedni kvadraticka rychlost molekuly plynu je

'U:/ vg(v)dv = %7 172:/ 'UQg(v)dv:gk—T.
0 0

~m m

Pocitejme nyni, kolik molekul unikne z modulu za ¢as At infinitezimalné malym otvorem
o plose AS. Nésledujici odstavec je zalozen na znalosti ponékud pokrocilejsi matematiky, pokud
mu nerozumite, spokojte se s vyslednym vztahem (9), ktery je pochopitelny intuitivné az na
faktor 1/4. Vezméme At mnohem mensi nez je pramérny Cas mezi dvéma srazkami jedné
molekuly s jinymi. Diky tomu muZeme pfedpokladat, Ze v ¢asovém intervalu (0, At) nedochazi
k zaddnym srazkdm. Zvolme systém sférickych souradnic tak, ze osa z vede kolmo na otvor.
Od osy z urcujeme thel 9 a od libovolného sméru v roviné z = 0 urcujeme thel p. Omezme
se zatim jen na molekuly pohybujici se rychlosti mezi (v,v + dv). Z bodu A o soufadnicich
(r,9,¢) molekula otvorem unikne, pokud vAt > r a pokud leti do sprdvného prostorového
uhlu. Prostorovy thel, pod kterym je ploska AS vidét z bodu A, je

cosIAS

r2

AQ =
Jelikoz z okoli bodu A leti do kazdého sméru stejné molekul, leti vybrand molekula do sméru A
s pravdépodobnosti AQ/4r. Z geometrickych tvah si odvodte, Ze objem oblasti, jejiz body maji
soufadnice mezi (r,r + dr), (v, + dp), (9,9 4+ d9), je dV = r?sind dd dep dr. Oznacime-li

jesté g, objemovou hustotu poétu molekul, miiZeme napsat, Ze za ¢as At unikne ploskou AS
z modulu dN (v) molekul, jejichz rychlost ma velikost mezi (v, v + dv).

S dwr?

2% pw/2
/ / / AScosd g(v) dvo,r?® sind d9 dp dr = iASAthg(v)v dv. (8)

Integrovali jsme pres element objemu dV, g(v) je hustota pravdépodobnosti ze vztahu (7).
Nezavisle na rychlosti tedy unikne

AN = / dN(v) = iASAtQV/ g(v)vdv = iASAthT).
0 0
Celou plochou S tedy za maly ¢as At unikne z modulu
AN = %SAth'D )

molekul. Hustota g, molekul se samoziejmé méni s ¢asem. Stiedni rychlost molekul v plynu ©
na Case nezavisi, nezavisi-li na ¢ase teplota plynu. To ukazme v nasledujicim odstavci.
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Jak jsme fekli vyse, potfebujeme ukézat, ze primérna energie pripadajici jedné uniknuvsi
molekule je stejna jako energie pripadajici na jednu molekulu, kterad ziistane. Vime, Ze energie

molekuly je tmérna kvadratu jeji rychlosti E ~ v?, resp. dE ~ vdv. Proto podle vztahti
(8) a (7) mizeme psat, ze pocet uniknuvsich molekul s energii mezi (E1, E1 + dE) je

dN(E)) = c1 E1e® " dE,
c1, c2 jsou nedulezité konstanty. Pomér poc¢tu uniknuvsich molekul o energiich F; a E2 bude

dN(E1)  Eie®™
dN(Ez) - EzeeQE?,

coz je ptesné pomér poc¢tu molekul o energiich F1 a E» v plynu, tudiz je i stejné rozlozeni poctu
molekul podle energie, resp. rychlosti. A to je pfesné to, co jsme potiebovali dokazat, abychom
presvédcili kazdého, ze pokud je v modulu idealni plyn, jeho teplota se bude zachovavat.
by se, ze u realného plynu by se teplota ménila.

Vratme se k vypoctu zdvislosti tlaku na ¢ase. Vyuzijeme stavovou rovnici idealniho plynu
pV = NKT a vztah (9), tedy

kT kT 1 Sv
dp=——dN =——=-Sp,0dt = ———pdt.
P="y v a7 av?
Kromeé casu a tlaku jsou v této rovnici samé konstanty, tudiz postupem vysvétlenym v minulém
dile seridlu dostaneme pro tlak a zadané hodnoty

p= poef%t _ p066,06-10‘6{t}

Pokusme se zodpovédét otazku, kdy zac¢nou mit kosmonauti problémy. Na vysokych horach
je asi polovi¢ni atmosféricky tlak a i trénovany cClovék vétsinou potfebuje dychaci pristroj.
V modulu tlak na polovinu klesne asi za 31 hodin. Tudiz maji kosmonauti spoustu ¢asu na
ucpani dirky nebo nasazeni dychacich pristroju.

A zavérem nékolik poucnych poznamek k vasim feSenim. Néktefi z vas neodvozovali
vztah (9) tak peclivé jako my a po vzoru odvozeni tlaku pisobiciho na stény niddoby v plynu
napsali

AN = éSAtQV V2.

V tomto pfipadé je ale sprdvné ndmi ziskany vztah. Sami se podivejte do stfedoskolskych
ucebnic a srovnejte, kde se u odvozeni tlaku vezme Sestina misto ¢tvrtiny a stfedni kvadraticka
rychlost misto stfedni rychlosti.

Také se objevilo nemalo Fesiteld, ktefi vytokovou rychlost spocitali z Bernoulliho rovnice
jako v = /2p/o = /2kT/m, to je vztah formalné opét velmi podobny nasemu v = v/4 =
= /kT/27m, nicméné neni spravny, nebot Bernoulliho rovnice plati pouze pro nestlacitelné
kontinuum, coz ideélni plyn rozhodné neni.
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Uloha III. P ... velikost elementarnich &astic (4 body; primér 2,45; Tesilo 29 studenti)

a) Elektrostatické energie rovnomérné nabité koule je E = (3Q*)/(20weyR). Pokud to doka-
Zete, ovéite tento vztah vypoctem, jinak feste rovnou kol b).

b) Pomoci tohoto vztahu se pokuste ze znalosti klidové energie protonu a elektronu spocitat
rozmeér téchto castic.

¢) Rozmyslete, pro¢ je tento postup zcela nesmyslny. Pozn.: experimentalné je ovéreno, Ze
rozmér elektronu je mensi nez 10~ m.

a) Energie nabité koule se spo¢itd z predstavy, ze cely nadboj je v nekoneénu a my ho na kouli
pritdhneme. Naboj budeme tahat postupné v kulovych slupkéch. Prace potfebna na ptridani
slupky ve vzdalenosti r je

dW = ¢ dQ,

kde ¢ je potencial koule v této vzdalenosti. Nabita koule se z vnéjsku chova jako bodovy
naboj.
1 Q_e?

<'0247:50'7:350’

kde ¢ je permitivita vakua a za @ jsme dosadili vyjadfeni pomoci hustoty naboje Q =
= 4mr3p/3. Zdiferencovanim pro dQ potom dostaneme dQ = 4wor? dr. Po dosazeni ziska-
vame pro praci
dw — 4mo?rt dr.
380

Vysledna energie je prace na preneseni vSech slupek

R 2 4 25
E:/ 41TQTdT:4TYQR.
0 380 1560

Vyjadfenim hustoty pomoci celkového naboje dostaneme vysledny vztah.
302
=9
207eo R

b) Za energii dosadime ze zndmého Einsteinova vztahu

E. =mec® =510keV = 8,2 - 10717,
E, =m,c® =940MeV = 1,5 - 107177,
kde 1eV = 1,602 - 1071 J. Tato jednotka se ¢asto pouziva pravé v ¢asticové fyzice. Dosa-
zenim do rovnice (10) dostaneme vyrazy pro vzdalenost
R.=1,68 -10 m,
R, =9,2-10""m.

v

a potencial, které jsme pouzili, nemusi platit pro tak malé vzdalenosti. Rovnice pro potencial
totiz vychazeji z Maxwellovych rovnic (tyto se daji zjednodusit pro elektrostaticky pfipad do
potencidlového tvaru), které jsou ale klasickymi zdkony a vyzaduji pfesnou znalost polohy a
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energie (d4 se pfimo spoéitat z hybnosti), coz je ale v rozporu s kvantovou teorii — principem
neuréitosti. Kdy# vezmeme neuréitost v poloze pro elektron Az, = 107'°m, z toho pro
hybnost Ap. = h/Az. = 107 kg-m-s™ !, z toho energie E = /p2c2 + m2ct ~ pc =
= 107" J, coz je mnohem vé&tsi nez energie E.. Pro proton uvazujeme stejng.

Ve skutecnosti se daji Maxwellovo rovnice jaksi zobecnit tim, Ze jejich tvar nezménime,
ale zméni se interpretace Clent vystupujicich v téchto rovnicich. Energie si vSak pfiblizné
zachova vySe uvedenou podobu. Ale tady taky narazime na problém, protoze na téchto
vzdélenostech uz mame dostateénou energii na zrod novych elektronti a pozitronu. Toto
vSechno plati, ale jenom pro elektron, v pfipadé protoni tu vystupuji jesté jaderné sily
(silné interakce). Zavérem mozno dodat, Ze jsme aspoil stanovili meze platnosti klasické
teorie elektromagnetického pole.

Druhym zavaznym problémem je to, Zze nezname silu, ktera by takovyto objekt udrzela
pohromadé.

Nakonec bychom chté&li upozornit, 7e vzorec E = mc? plati pro vechny druhy energie,
nejen pro kinetickou. Coz se projevi naptiklad tim, Ze hélium ma mens$i hmotnost nez
proton s neutronem. A tento rozdil odpovida pravé vazbové energii. Néktefi z vas by mozna
namitli, Ze odkud je potom hmotnost neutronu, kdyz nema naboj, ale tady hmotnost tvofi
silné interakce, které drzi pohromadé kvarky.

Uloha IV .1 ... rdmus ve vesmiru (4 body; primér 1,86; vesilo 21 studentt)

a) Hustota mezihvézdného prostiedi je asi 10 az 10000 ¢astic na metr krychlovy. Tvofi ho
prevazné vodik. Vzdalenost mezi Casticemi je tak velkd, Ze se toto prostiedi chova jako
idealni plyn. Na vas je rozmyslet, zda se v takovém , vakuu“ mize $ifit zvuk a pokud ano,
jaka muze byt jeho frekvence?

b) Jakd je maximalni frekvence zvuku, ktery se miize §ifit ve vzduchu za normalnich podmi-
nek?

Zvuk je mechanické vlnéni o frekvenci v rozmezi zhruba 20 + 16000 Hz, které vyvolava sluchovy
vjem. VInéni o frekvenci mensi nez 20 Hz nazyvame infrazvuk, vlnéni s frekvenci vétsi nez
16 kHz pak ultrazvuk.

a) Sifeni zvukové vlny probiha prostfednictvim zmén tlaku v diisledku stlaovani vzduchu.
Mame-li ve dvou oblastech rizné hustoty molekul, pak podle kinetické teorie vime, ze by
molekuly z oblasti s vétsi hustotou mély prejit do oblasti s mensi hustotou, aby se tento
rozdil vyrovnal. V takovém piipadé bychom ovSem zadné tlakové oscilace nedostali a neméli
bychom ani zvuk. Proto je pro vznik zvuku nezbytné, aby stfedni volna draha s molekul
byla mnohem mensi nez vzdalenost mezi maximem a minimem tlaku, ktera predstavuje
polovinu vlnové délky vinéni A.

Stfedni volnou drahu miZeme spocist ze vztahu:

kde o predstavuje tzv. Uéinny srazkovy prufez a n je hustota molekul vztazena na jed-

notkovy objem. Uvazime-li jako vypli mezihvézdného prostoru molekularni vodik, pro néjz

o~ 107 m? an ~ 10" +10%, dostavame pro jeho st¥edni volnou drahu I ~ 10'% + 10'° m.
Pro vlnovou délku A zvukového vinéni plati vztah

Uz
A=,
f
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kde f je frekvence zvuku a v, je jeho rychlost. Tu spo¢teme ze vztahu

2_dP
vz—dg.

Uvazime-li, ze zména tlaku s hustotou ve zvukové viné odpovida adiabatické zméné,
tedy pV”* = konst, dostédvame
dp _ sp
do o
Uzitim stavové rovnice pro idedlni plyn pV = nkT ziskdvame

»kT
Uy = ——.
m

Teplotu oblaku ve volném prostoru odhadneme podle teploty reliktniho zafeni na T =
= 5 K. Pro tuto teplotu ma vodik Poissonovu konstantu s>y = 5/3 (rotac¢ni i vibra¢ni stupné
volnosti jsou zamrzlé). Po dosazeni k = 1,38-10"2* J K™ !, m = 3,32 102" kg vychazi
rychlost zvuku v, = 190 m-s~!. Uvodni podminka dava

Uz

215

L<l = f< 2 ~10"%+10 " Hz.

2
Jak je vidno, to co se bude vesmirem sifit, lze stézi nazvat zvukem, natozpak rdmusem.
b) Vyjdeme ze stejnych Gvah jako v prvni ¢asti tlohy. Uvazujme T = 300K, pii které mé
vzduch (smés dvou dvouatomovych plynti) Poissonovu konstantu s, = 7/5 (tfi transla¢ni
a dva rota¢ni stupné volnosti, vibra¢ni jsou zamrzlé). Dale dosadime m = 5-10"2%kg,
o~3-1072°m?% n ~ 6-10%. Pfi téchto hodnotach dostavame f ~ 60 MHz. Tuto hodnotu
ovSem nelze brat pfilis dogmaticky, nebot pfi vypoctu zalezi na zvolenych hodnotach a
vysledek se mize i fadové lisit. Nicméné lze Fici, ze horni mez se pohybuje v fadové desitkach
az stovkach MHz.

Uloha IV .2 ... galakticky paradox (3 body; primér 1,77; vesilo 43 studenti)

Ve Slunec¢ni soustavé se planety, které jsou ke Slunci blize, pohybuji rychleji nez planety
vzdalenéjsi. V Galaxii se hvézdy blize stfedu pohybuji pomaleji nez hvézdy vzdalenéjsi. Zdui-
vodnéte tento zdanlivy rozpor.

Nejprve se podivejme na to, jak vypadd zavislost obézné rychlosti na vzdalenosti ve Slune¢ni
soustavé (déle jen SS).

Zanedbejme gravita¢ni ptisobeni ostatnich planet na nasi testovaci planetu a predpokla-
dejme, Ze jedinou silou pisobici na planety SS je gravitacni sila Slunce. Pro zjednoduseni téz
predpoklddejme, Ze planety se pohybuji okolo Slunce po kruznicich. V rotujici soustavé na
planetu piisobi odstiediva a gravitaéni sila. Z jejich rovnosti vyjadiime obéznou rychlost (Mg
zna¢i hmotnost Slunce)

Mem — mv? GM,
G ®2 = , — wv= ©.
r r r

(11)

Galaxie je na rozdil od SS vyplnéna hvézdami. Hvézdy se okolo stfedu pohybuji jakoby
v ,polévce” tvorené ostatnimi hvézdami. A toto je kli¢ k feSeni naseho paradoxu.
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Zavedme hustotu H jako hustotu hmoty v okoli stfedu galaxie. D4 se dokézat, ze vevnit¥
kulové vrstvy ptuisobi na téleso nulova vysledna sila, vSechny prispévky od c¢asti kulové vrstvy
se navzajem vyrusi. Proto dale mizeme uvazovat pouze hmotu, kterd je blize ke stfedu galaxie
nez nase testovaci hvézda. Opét bez dikazu pouzijme jesté jedno tvrzeni; kulové homogenni
téleso pritahuje nasi planetu stejnou silou, jako by celd jeho hmota byla umisténa v jeho stiedu,

tedy
2 M, M, 4
UL g2m7 v = GMy E v=r4/-nHG,
r r r 3

kde M, = %ﬂH 7% je hmotnost koule s polomérem stejnym jako je vzdalenost nasi testovaci
hvézdy od stredu Galaxie.

Vidime, Ze v okoli stfedu galaxie se hvézdy opravdu pohybuji ve vétsich vzdalenostech
rychleji. Toto vsak plati jen priblizné, protoze v jisté vzdalenosti prestane mit Galaxie tvar
koule a zméni svij tvar na ,,Cockovity“. Hustota hvézd se vzdalenosti od stiedu téz klesa.

Na obrazku 14 vidime nacrt obézné rychlosti hvézd okolo stfedu pro galaxii M 31. Proc je

ve vétsich vzdalenostech obézné rychlost konstantni si mizeme nékdy ukazat v jiném piikladé.

300 t

200

100 |

rotaéni rychlost [km-s™!]

O 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100
vzdalenost od stfedu galaxie (v tisicich svételnych roki)
Obr. 14

Uloha IV .3 ... plovouci ledovec (4 body; primeér 0,94; 7esilo 32 studenti)

Predstavme si ve vesmiru rotujici planetu pokrytou po celém povrchu hlubokym oceanem.
Na planeté v urcéitém misté pristane kosmicky mnohozivelnik, ktery volné plove na hladiné a
neni vybaven pohonem pouzitelnym ve vodeé. Jakym smérem se zacne z klidu pohybovat?

Nejdrive se zamyslime nad tim, jaky bude tvar planety. Protoze je planeta tvofena vodou,
bude povrch jeji hladiny vzdy kolmy na sily, které na vodu ptsobi. Na vodu ptisobi jak gra-
vita¢ni, tak odstfediva sila. Voda se ustali tak, aby tyto sily byly kolmé na hladinu. Kdyby
vyslednice nebyla kolmé, voda by se zacala pohybovat a tedy by nebyla v rovnovéaze. Hladina
tedy tvori ekvipotencialni plochu.

Predstavme si ted na hladiné t&leso, které je zéasti ponotrené. Urcité tam bude ptisobit
pusobit vztlakova sila. Zamyslime se nad tim, kde tato sila pisobi. Kdyby misto ponofené
Casti télesa byla voda, tak tithova a vztlakova sila na vodu budou stejné a budou mit ptsobisté
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sily do svého sméru. Zbytek tihové sily (bude ptsobit kolmo na vztlakovou) zistane nevyruseny
a rozpohybuje téleso.

Takze pokud chceme védét, kterym smérem se téleso pohybuje, musime védét, kterym
smérem tato sila piisobi. Vzdalengjsi ekvipotencidly jsou vice zplostélé (gravitacni sila se vzdé-
lenosti klesd, zatimco odstfediva roste), tedy vyslednice vztlakové sily (pisobi kolmo na spodni
ekvipotencidlu smérem nahoru) a tihové sily (ptisobi kolmo na horni ekvipotencialu smérem
dolt) bude mifit smérem k rovniku.

Nutno ovSsem poznamenat, ze velikost této sily bude za redlnych podminek velmi mala a
méritelnost tohoto jevu napf. na Zemi je diskutabilni.

Uloha IV .4 ... ekvipotencidly (4 body; primeér 2,13; Fesilo 24 studentii)
Zjistéte pomeér velikosti naboji dvou castic. Ekvipotencialy jejich elektrického pole vidite
na obr. 4 na str. 9. Zkuste také odhadnout pfesnost vasi metody.

N&aboj vlevo ozna¢me Q., vpravo Q. Z obrazku je vidét, Ze oba naboje musi mit stejné
znaménko, jinak by ekvipotencialy byly hustéjsi mezi naboji a ty, které jsou ndbojum nejblize,
by byly protazeny nahoru nikoliv do stran.

Potencial bodového naboje @ ve vzdalenosti r od néj (volime-li nulovou hladinu v neko-
neénu) je ¢ = kQ/r, kde k je konstanta zavislad pouze na volbé jednotek. Elektromagnetické
pole je aditivni, tudiz potencial od dvou naboju je roven souctu potencialti od kazdého z nich.

V nasem ptipadé tedy
p= k- (% + %) ,
Ta Tb

kde 7, b je samoziejmé vzdalenost levého resp. pravého naboje od zvoleného bodu. Oznacime-li
pomér ndbojli ¢ = Qa/Qv, pak pro viechny body jedné ekvipotencialy plati
1
konst = L 4 —. (12)
Ta Tb
Pii proméfovani obrazku se pro jednoduchost omezime na body na horizontalni ose, kterou
s dostate¢nou pfesnosti ziskdme napf. po prelozeni obrazku napil. Nulu zvolme kdekoliv na
této ose. Oznacime-li s, sp polohy naboji, r, ' polohy dvou bodd na jedné ekvipotenciale,
napf. té vnéjsi, dostaneme ze vztahu (12) pro pomér naboju ¢

1 1

q= 77‘,I3b _ Sbl_T . (13)

Sa—T 7' —5,

Zasadnim problémem tulohy je, Ze nezname polohu naboji. Muzeme ji jen odhadnout jako
priblizny stied nejmensich ekvipotencial. Fyzik se ovSem s takovym odhadem nespokoji. Nej-
prve premysli nad chytfejsi metodou, ke které by stfedy naboji nepotfeboval. Napadne ho
zméfit si rozmeér dalsi ekvipotencialy a sestavit tii rovnice pro t¥i nezndmé sa., s, a q. Vzdy se
vSak dostane k rovnicim, které neumi vyftesit jinak nez numericky. Numerické feseni je lepsi
nez odhad, zde i v mnoha jinych pfipadech je to asi nejsikovnéjsi moznost.

My se v feSeni ovSsem pro ilustraci priklonime k postupu, jehoz schéma se donekonec¢na
opakuje zejména v kvantové mechanice ¢i v teorii pevnych latek a jemuz se fikd poruchovy
pocet. Jeho vyhodou od ¢isté numerického vypoctu je alespon castecna dalsi pouzitelnost.
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Oznacéme sgo), s]go) odhadnuté polohy céstic a q(o) pomér ndboji z nich vypocteny podle

vztahu (13). Dale hledejme prvni opravu k polohdm naboju A;?l)). Presnéjsi polohy naboju
oznacme

1 0 0
sib = sin + AL (14)
Predpokladejme, ze AS’),)Q jsou velmi malé oproti SS})). Pak muiizeme ptiblizné psat
1 1_A
=-F . 15
sEA s + s2 (15)

Napigeme nyni rovnici (12) pro dva body 71, r] prvni vnéjsi a dva body r2, 75 napf. paté vnéjsi
ekvipotencialy. Zlomky pfepiSeme pomoci pfiblizného vztahu (15), dejte pfitom zvlastni pozor

na znaménka
o (LAY N1 Ay
sgo) — 71 (5&0) —7r1)? sg)) — 71 (sg)) —71)?
Y G S S P
sl =) =) =)
O 1oAY Lo AP _
sg()) — 1o (sgo) —7r2)? 31()0) — 72 (sf)o) —7r2)?

1 AL 1 AY
=4 ( ot et ot s (16)
T (ry —sa’) Ty = Sp ( _Sb)

2 — Sa Ty

To jsou dvé linearni rovnice pro dvé neznamé AL A](DO), které kazdy umi vytesit. Podle
vztahu (14) spocteme presnéjsi polohy naboju, podle (13) pak pfesnéjsi pomér niboji g™
a tak dale, az se dalsi vysledky nebudou prilis lisit, pak mame divod se domnivat, Ze se
blizime pfesnému feSeni. Poznamenejme jesté, ze o konvergenci této metody by $lo napsat
mnoho stranek. Zvolime-li vsak pocatecni polohy nepfilis daleko od skute¢nych, konverguje
uspokojive.
Nésleduji ndmi naméfené hodnoty v milimetrech:
r1 =00, r3=117,6;
re =239, 15 =100,7;
s =450, s =925.
Podle (13) dostaneme q(o) =344 prori, ) a q(o) = 3,65 pro ra, r5, v daldim pouZijeme primeér
¢'© = 3,54. VyFesenim rovnic (16) dostaneme pro opravy na polohu nébojt
AP =089, AP =-019, AP = 40,0055,
AV =074, AV =+018 AP =-0,0051,
¢V = 3,47, ¢ =347, ¢® =347
Vzhledem k tomu, Ze pouzivany metr méri s presnosti asi 0,5 mm, obrazek je hrbaty atd.,

nechali jsme probéhnout vypocet pro nékolik nepatrné jinych hodnot r. Z vysledkt je mozno
usoudit, Ze chyba nami ziskaného poméru naboju je asi 4 %. Tedy vysledek

q =347 £0,13.
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Graf v zadani byl generovan pro hodnotu ¢ = 3,5, tedy shoda je vyborna. K nejpfesnéjsimu
vysledku se z reSiteld dostal Matous Ringel ¢ = 3,49 + 0,15, patfi mu za to prémiovy bod.
Podotknéme, ze chybu by bylo mozno eliminovat zméfenim bodd na vice ekvipotencialach.

Uloha IV . P ... nasobic¢ napéti (5 bodi; primér 3,47; vesilo 17 studentii)
IN"—i D

G ouT

IN

Obr. 15. Nasobi¢ napéti Obr. 16. Miniverze

Na vstup (IN) obvodu na obr. 15 pfivedeme viéi zemi (G) harmonické stridavé napéti
o amplitudé U a frekvenci f. Jaké napéti namérime na vystupu (OUT)? Diody povazujte za
idealni, velikosti kapacit si zvolte, nebo feste ulohu obecné. Nevite-li si rady, zkuste nejprve
Jjednodussi pfipad — zapojeni pouze se dvéma diodami a kondenzatory (viz obr. 16).

Tato dloha nebyla problémova obtiznosti, ale nutnosti uvédomit si, jak vlastné obvod fun-
guje. Navic predpoklady byly velmi jednoduché. Uvazujeme totiz nezatizeny nasobic, ve kterém
nedochazi k pribéznému odéerpavani naboje z vystupu (OUT), a tedy staéi najit jakysi rov-
novazny stav. V technické praxi se navic do obvodu fadi rezistor, ktery slouzi k jisté stabilizaci
a snizuje energetické ztraty na kondenzatorech zptisobené oscilacemi, které nejsou nutné k na-
sobeni napéti. V nasi idealizaci zadna rezistance zarazena neni, a tudiz budou kondenzatory
reagovat na zmény napéti na vstupu (IN) okamzité.

Zabyvejme se nejprve jednoduchym nasobicem. V bodé G muzeme piredpokladat ¢ = 0.
Potencidl v bodé mezi diodami (ozna¢me D) je pak Uin — Ui, kde Ui je napéti na hornim
kondenzatoru orientované tak, ze kladna hodnota odpovida kladné desce vlevo. Podle orientace
diod zjevné plati nerovnost

0 S UD S Uout- (17)

V okamziku, kdyby Up mélo opustit tento interval, za¢ne pfislusnou diodou prochézet proud.
Predpokladejme, Ze na pocatku neni na vystupu zadné napéti, tj. Uout = 0 a na vstupu je
libovolné napéti Uin. Podle (17) je Up = 0 a Uy = Usn.

Sledujme nyni, co se dé&je, ménime-li Ui,. Za¢néme jednodussim smérem, coz je snizo-
vani Uin. Pokud by se nezménilo U;, doslo by k poruseni levé ¢asti nerovnosti. Bude proto
prochézet proud levou diodou a to tak, Zze bude udrzovat Uy = Usiy.

Pokud naopak pii ristu Ui, narazi Up na hranici danou nerovnosti (17), za¢ne proud
prochézet pravou diodou, coz ma za nasledek nabijeni spodniho kondenzatoru a tedy i rist Uous.
Soucasné poroste i U; tak, ze bude platit Ui, — U1 = Uout.

Shrneme-li dosavadni poznatky, tak pfi periodickych zménach Ui, nejprve vzdy U; klesne
na hodnotu U; = Uin min a poté je Upu zvétdeno na hodnotu Usuy = Uin,max — U1. Cérka u U]
je z toho dtvodu, Ze pii zvétsovani Uoys roste U, a tedy U; > Ui. Pokud se ale déj neustéle
opakuje, jsou zmény U,y stdle mensi a tim i nartsty U;, tedy po hodné opakovanich Usut
dosahne hodnoty

Uout,max = Uin,max - Ul = Uin,max - Uin,min-
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Dolni kondenzator se tedy nabije na napéti, které odpovida rozdilu maximalni a minimalni
hodnoty vstupniho napéti. Nezalezi pfitom na pocatecni hodnoté Ui,, pouze na jeho zménach.
V tom je skryty princip nasobice.

Nyni je jiz snadné dokoncit feseni tlohy. Uvazovany minindsobi¢ s harmonickym napétim
o amplitudé Up na vstupu se nabije na napéti Uinmax — Uin,min = Uo — (—=Up) = 2Up. Mezi
jeho body OUT a D napéti osciluje mezi 0 a 2Uy. P¥ipojime-li nyni dalsi mini-nasobi¢ do fady,
muzeme napéti mezi G a OUT povazovat za jeho vstup, atd.

Zde je mensi problém, na ktery je vhodné upozornit. Vystup nasobice nelze povazovat za
idealni zdroj, nebot pfi odbéru proudu na ném dojde k poklesu napéti. V nasem pripadé neza-
tiZzeného néasobice to ale nevadi, protoze s ¢asem se jednotlivé nasobice saturuji a prochazejici
proud se neustale zmensuje, az nakonec cely obvod bude nasyceny a proudy nebudou prochéazet
zédné.

Kazdy dal$i mini-nasobi¢ ptida k celkovému Uoyy hodnotu 2Uy, tedy hledany vztah je

Uout = nlo,

kde n je pocet kondenzatord. Tim je tloha vyfesena. Na vas uz nechavam, abyste se zamysleli
nad mnozstvim nezodpovézenych otazek, které se pii feSeni objevily — jak se bude chovat
zatizeny nasobic, jaky je vhodny pomér kapacit kondenzatorti, jak rychle se nasobi¢ saturuje,
jak moc se projevuje to, ze ve skutecnosti diody ani kondenzatory nejsou idedlni atd.

Uloha V.1 ... prsi, prsi (4 body; primeér 1,85; vesilo 13 studentti)

V destovém mraku je mnozstvi malych kapicek vody, jejichZ hustotu (tj. celkovou hmotnost
kapicek v néjakém objemu lomeno timto objemem) ozna¢me i, hustotu vody go. Spojenim
nékolika kapicek vznikne vétsi kapka, ktera zacne padat a postupné na sebe nabaluje dalsi a
dalsi kapicky. Spocitejte, jak se bude ménit polomér padajici kapky a s jakym zrychlenim se
bude pohybovat.

Pro jednoduchost neuvazujte odpor vzduchu piisobici na kapku a malé kapicky povazujte
za nehybné.

Spocitejme nejdiive, jak vypada nabalovani kapicky. Pohybuje-li se kapicka o poloméru r
rychlosti v, tak za interval” &asu dt projde objemem dV = nr?v dt a zvysi tedy svou hmotnost
odm = 'rrrzvgl dt.

Tento prirtstek hmotnosti ma za nasledek zvétseni poloméru kapky o dr, pro které plati
dm = 4nr?po dr, tedy po dosazeni za dm

01 01 01
dr=— . vdt=—"--ds = r=-—-s
400 400 400

Implikace plati proto, zZe na pocatku, kdy je urazena draha s nulova, je podle zadani i polomér
kapky nulovy (kapka vznikne spojenim nékolika mikroskopickych kapicek).

Velikost kapky je tedy prfimo timérna draze, kterou ve vzduchu urazila. Pfistupme k odvo-
zeni jejitho pohybu. Predpokladejme, Ze se jednd o rovnomérné zrychleny pohyb® se zrychlenim a

™ velmi kratky, viz 2. dil letogniho serialu
8 Pro rejpaly znalé diferencidlniho poétu — toto je zcela legitimni zptisob feSeni diferencidlni
pohybové rovnice, fika se tomu ansatz.
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a vyjadreme casovou zavislost rychlosti, drahy a poloméru:

v = at,
1
= —at
s = 5at’,
_ o5 _ ouat?
400 800

Napi$me nyni II. Newtoniv zdkon ve tvaru se zménou hybnosti (tvar F' = ma nelze pouzit
kviili proménlivé hmotnosti)

m*F*@*dmv*ma+vd—m = Ed—m* —a
I T T e ar m Y
Dosadme za m a dm )
3@11}
g—a= Trive =
3Tr300 4oor

a nyni jesté za v a r

. 3,91a2t2 800
T 4o o1at?

g—a =6a = a= % g.
Vidime, ze predpoklad o rovnomeérné zrychleném pohybu byl spravny. Na prvni pohled
zarazejici fakt, ze zrychleni nezavisi na g1, je kupodivu v pofadku, rozmyslete si proc!

Uloha V.2 ... Apollo (4 body; primér 2,92; fesilo 18 studenti)

Odhadnéte, za jak dlouho se Apollo dostane na orbitu Mésice, neplytva-li zbytec¢né palivem.
Nezapomerite uvést, jaké zjednodusujici predpoklady jste pfi vypoctu provedli.

Kdyz zanedbame pritazlivou silu Mésice, tak se raketa bude pohybovat po orbité. Ted jesté
musime uvazit, jakou orbitu vybereme, aby raketa priletéla na Mésic s co nejmensi rychlosti
vici nému. To znamend, ze smér rychlosti bude ve vzdalenosti Mésice Rm kolmy ke svému
pruvodidi, tedy orbita tam bude mit apogeum. Perigeum orbity bude urcité u Zemé. Z poloosy
orbity uz jsme schopni lehce urcit cas podle tretiho Keplerova zakona

@ _ By
T2 T
kde a je poloosa orbity rakety, T je doba obletu rakety (dvojnésobek doby doletu), Rm je

vzdalenost Zemé od Mésice a Tv jeho obézna doba. Kdyz uvazujeme a = Ry/2 (rozméry
Zemé a Mésice v nasem pfiblizeni muzeme zanedbat), dostaneme pro dobu obéhu

3/2 3/2
a 1
T=Tvu|—=— =Tu | = .
M(RM) M<2)

Po dosazeni T\ = 27 dni dostaneme pro dobu ob&hu

T
3= 4,8 dne.

naji sily, tzv. Lagrangetav bod, a uvazovali zemskou orbitu do tohoto bodu a mési¢ni orbitu
z tohoto bodu. Toto feseni je trochu komplikovanéjsi, ale zlepsi nas vysledek ve druhém fadu.
Nejvétsi obtiz je spocitani polohy toho bodu, coz se da jediné numericky.
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Uloha V.3 ... elektricky minigolf (8 body; primér 2,20; tesilo 20 studentii)

Méjme dvé na sebe kolmé nevodivé tyée a na nich nabité kuli¢ky (viz obr. 17), které se po

nich mohou po tycich volné pohybovat. Kulicky maji stejnou hmotnost m a naboje q a —2q.
Na pocatku jsou v klidu a jejich vzdalenost od priiseciku tyci je d a 2d. Urcete, kde se bude
nachdzet druha kulicka v okamziku, kdyz prvni dosahne priiseciku tyci.

Uvedeme zde dva zpusoby Feseni. V prvnim odvodime,

ze v soustavé spojené s jednim z naboju vysledna sila pi-

sobi ve sméru jejich spojnice. V druhém odvodime, Ze po- aQm
mér vzdalenosti ndboji od stfedu se neméni. Z obou téchto

faktd ihned plyne, ze naboje se srazi uprostied. d

)

V klidové soustaveé na oba naboje pisobi elektrostaticka m
sila F, ve sméru ke druhému naboji (0 velikosti dané O=
Coulombovym zdkonem) a reakce tycky ve sméru kol- II 2d —2q
mém na tycku (o velikosti takové, aby vyslednice sily Obr. 17. Néboje na tyéich

na jeden ndboj ptisobila ve sméru tycky). Reakci na na-

boj g ozna¢me F1, na druhy F5. Dulezité si je uvédomit, ze celkova sila ptisobici na druhy
naboj je stejna jako F1, je to diky kolmosti tycek a toho, Ze elektrostatické sily jsou velikosti
stejné a smérem opacné. Kdyz se nyni pfesuneme do soustavy spojené s druhym nabojem,
musime zavést setrvacnou sily rovnou —F7i, tedy v této soustavé bude na prvni naboj pu-
sobit pouze F. ve sméru na druhy naboj. Coz jsme chtéli ukidzat. Pokud se ztracite v tom,
ktera sila je kterd, nakreslete si obrazek.

7 podobnosti trojuhelnikt vime, Ze na zacatku pro velikosti sil plati 2F> = Fi, kde I} je
reakce na prvni naboj a také velikost vysledné sily pusobici na druhy naboj a vice versa.
Tedy na prvni naboj na zacatku ptisobi poloviéni celkové sila nez na druhy. Jelikoz néboje
maji stejnou hmotu, je i zrychleni prvniho poloviéni nez druhého. Diky nulové pocatecni
rychlosti a tomu, ze draha je druhd derivace zrychleni, je i drdha prvniho naboje za ele-
mentarné maly ¢as poloviéni. Stejné tak by tvrzeni o drahach platilo, pokud by pocatecni
rychlost prvniho naboje byla poloviéni nez u druhého. Tedy za elementarné maly cas se
systém dostane do stavu, ve kterém je pomér vzdalenosti ndboji od stfedu stejny jako na
zacatku. Tedy se pomér nezméni béhem celého pohybu. Coz jsme chtéli ukazat.

Uloha V .4 ... sit (4 body; primer 3,09; vesilo 11 student)

Spoctéte odpor mezi body A, B na nekonecné siti na obrazku 18. Vsechny hrany sité maji

stejnou délku a odpor.

Necht BUNO?® proud vtéka do uzlu A a vytéka z uzlu B. V uzlu A se rozdéluje a pokraduje

do uzli A; a As. Odtud tece ¢ast do uzlti D a D’. Mezi body D, D’ netece zadny proud. Rovina
kolm4 na piimky 1 aZ 4 a prochéazejici uzly A, B rozdéluje sit na dvé symetrické ¢asti. Pokud
by proud tekl z uzlu D do uzlu D’, musel by téct stejné velky proud také opaénym smérem. Ze
stejnych déivodf nebude téct zadny proud ani mezi uzly C, C’, ani mezi libovolnymi sousednimi
uzly lezicimi na dratech 2 a 4.

9)

bez 1jmy na obecnosti
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B
3 —_— _—
2 RSN
T o
2 ’
4 - D: : 9 —
1 --- < > —-——-
Ar A A
Obr. 18
Prekreslime si schéma vynechanim odporti, kterymi netece proud.
B
3 —_— _—
R
R
R
R
1 —_— _—
A
Obr. 19

Podle obrazku 19 vidime, Ze pficky mezi draty 1 a 3 tvori dva a dva rezistory zapojené vuci
sobé paralelné. Pro celkovy odpor jedné této pricky plati

__ 2R-2R _
P 2R+2R
Prekreslime si sit na jednodussi schéma.
-_—— B R
- - -
Obr. 20
Toto je nekoneéna sit, ktera se da rozdélit na dveé ¢asti = =
vpravo a vlevo od uzli A, B), zapojené vuci sobé pa- R/2 R/2
(vp , B), zapoj P
ralelné. Vezméme pravou polovinu této sité. Jeji odpor
ne.cht je Rp. Po vlozeni dalsi jednotky se odpor nezméni Rp R Rp
(viz obr. 21).
Pro odpor Rp tedy plati
R/2 R/2
Re=24 800 e — =
T2ty Obr. 21
11,1
r RS+ S+ Re
Po vyjadreni
R(R+ Rp)
Rp =R+ ———7—+%
v T OR+ Re
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Rp = RV3.
SloZenim pravé a levé strany sité (Rp = Ry) dostaneme

Ry~ FPRL_Re V3o
RP+RL 2 2

Uloha V. P ... praminek vody (4 body; primér 2,30; esilo 10 studentii)
Jaky je geometricky tvar (priifez) kapaliny vytékajici z kohoutku v zédvislosti na vzdalenosti
od hrdla? Pokuste se také odhadnout, v jaké vzdalenosti se proud vody zacne trhat.

Predpokladejme, zZe tvar potrubi a tlak v ném jsou takové, Ze voda z kohoutku o kruhovém
prufezu vytéka lamindrné pocateéni rychlosti vg. Jen v takovém piipadé bude mit vytékajici
praminek kruhovy, zuzujici se, prifez. Predpokladejme, ze rychlost v dané vysce je v celém
prifezu konstantni. Pak bude platit rovnice kontinuity v nejjednodussim tvaru, tj. prifez krat
rychlost v dané vysce bude konstanta.

Dale predpokladejme, Ze voda je dokonaléd tekutina a jeji proudéni je nevifivé, coz oboji
bude platit dostatecné presné. Pak miizeme napsat Bernoulliho rovnici, tj. pro vzdalenost h
od kohoutku, g hustotu vody, v rychlost proudéni, p tlak v daném misté a g tihové zrychleni

1 1
50V +heg +p = S0us + po-
Poslednim predpokladem nutnym pro vyreseni bude polozeni p = po, neboli ze tlak uvnit¥
praminku je vSude stejny.
Nyni je vypocet priméru proudu ve vzdalenosti h od kohoutku otazkou pouhého dosazeni

a vyjadreni.
S
v = C:;O = 4/v2 — 2hg,

Vo

VvZ —2hg

A¢ na prvni pohled jsme provedli mnoho pfiblizeni, ve skute¢nosti jsou vSechna dobte
splnéna a tento vysledek souhlasi se skute¢nosti. Naproti tomu druhé ¢ast tulohy, tj. odhad
vzdalenosti, ve které se praminek zacne trhat, je znacné komplikovany. Vysvétleme tedy pouze
kvalitativné, pro¢ se praminek vibec trhat zacne.

Uzsi praminek mé vétsi povrchové zakriveni, a tudiz je v ném vétsi kapilarni tlak. Tedy ma
kapalina tendenci z mista o uzsim pruméru vytékat. Pfi zuzovani praminku v dtsledku padu
se to samoziejmé neprojevi, kapalina nepotece nahoru. Nesmime ovSem zapomenout na vsu-
dypritomné povrchové fluktuace, které budou pro dostateéné izky praminek natolik vyznamné,
ze zuzeni v jejich dusledku se diky kapilarnimu tlaku zvétsi, az se praminek zcela roztrhne.
Popsat tento jev kvantitativné d4 ovsem mnoho prace, pokud byste se o ném chtéli néco do-
zvédét, hledejte v literatuie pojem Rayleighova-Taylorova nestabilita. Zavérem pochvala pro
Matouse Ringela, ktery se jako jediny nezalekl a vymyslel, byt velmi zjednoduseny, model
déavajici rozumné vysledky.

d=do
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Uloha VI.1 ... zdhadny obvod (8 body; primér 2,92; esilo 13 studentii)

Ke kondenzatoru o neznamé kapacité pripojime do série civku o indukcnosti L, obvod
pripojime ke zdroji napéti o frekvenci w a naméfime na nekalibrovaném ampérmetru néjaky
proud. Poté do série pripojime jesté jednu civku, stejnou jako je ta prvni, a proud v obvodu
se nezméni. Jaka je kapacita kondenzatoru?

Nezkalibrovany ampérmetr zapojeny v obvodu bude ukazovat efektivni hodnotu proudu,
kterd po zapojeni druhé indukce ma byt stejna

Uef . Uef
Zy  Zy’

a tedy si musi byt rovny i velikosti impedanci pied a po zapojeni druhé indukénosti. V prvnim
pfipadé pro velikost impedance obvodu plati

Z1 =\/(XL — Xco)? = (wL— wlc)z

a po zapojeni druhé civky

Musi tedy platit

coz lze splnit pro

pripad

- 2) (-2

nevede k feSeni. Pro hledanou kapacitu kondenzatoru tedy plati

2
T 3w?L’

Ve vyse uvedeném FeSeni jsme uvazovali idedlni prvky obvodu (nulovy vnitini odpor ampér-
metru, nulovy odpor civky, zanedbali jejich vzajemnou indukénost, ... ).

Uloha VI.2 ... moucha a netopyr (4 body; primeér 2,82; vesilo 22 studentii)
Netopyr na lovu leti proti mouse rychlosti 3,14 m-s~!, moucha leti desetkrat pomaleji.
Netopyr vysila ultrazvukovy signal o frekvenci fo, ktery se odrazi od mouchy a vraci k lovci.

Netopyrova sluchadla jsou nejcitlivéjsi na frekvence blizko 61,3 kHz. Urcete fo. Zvuk jaké
frekvence by moucha slysela, kdyby slysela?

Klicem k feseni této ulohy je Doppleriav jev. Kazdy si jisté nékdy vSimnul, ze kdyz se
k ndm zdroj zvuku pfiblizuje, slySime zvuk o vyssi frekvenci nez kdyz zdroj stoji. Stejné tak
priblizuje-li se poslucha¢ ke zdroji. Musime si ovSem uvédomit, ze tyto dvé situace nejsou
totozné, nezavisi na vzajemné rychlosti zdroje a posluchace, nybrz na rychlosti zdroje vaci
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prostiedi, ve kterém se §if{ zvuk, a na rychlosti posluchace viici tomuto prostfedi. Odvodme
nyni vztahy pro zménu frekvence v obou téchto pripadech.

a) Poslucha¢ vici vzduchu stoji a zdroj se pohybuje k nému rychlosti v. Rychlost zvuku ve
vzduchu ozna¢me c. Vzdalenost dvou maxim zvukové viny ve vzduchu je X' = A\ — vT', kde
A resp. T jsou vinova délka resp. perioda vysilané viny. Prvni maximum za ¢as T urazi
drahu A, druhé je vyslano o vT dale. Pfepsano do frekvenci a upraveno

C

=1

c—v’

b) Zdroj viigi vzduchu stoji, poslucha¢ se k nému ptiblizuje rychlosti v. Cas, ktery ubéhne,

nez posluchaé mine dvé nasledujici maxima vlny, je 7" = 2, pFepsano do frekvenci
’ vtc?

=

C

Uvédomte si rozdil mezi témito dvéma pripady. Pokud by naptiklad bylo v = ¢, tak v prvnim
pfipadé poslucha¢ nic neuslysi, nebot zvuk zdroj viibec nepfedbéhne. Az v okamziku, kdy bude
zdroj mijet, uslysi rédzovou vlnu. Kdezto v druhém ptipadé uslysi jednoduse dvojnasobnou
frekvenci. A¢ vzajemnad rychlost je v obou piipadech v.

Nas zajima ptipad, kdy se pohybuje zdroj vi i posluchac¢ vs, pak

v + ¢
c—uv1’

f=1r

kde fo je frekvence, kterou vysila zdroj, a f, kterou slysi pozorovatel.

Koneéné se vrhnéme na feSeni samotné tlohy. Ozna¢me v,, rychlost netopyra, v, rych-
lost mouchy, f frekvenci, kterou nejlépe slysi netopyr, f.. frekvenci, kterou slysi moucha, f,
frekvenci, kterou vysila netopyr. Odraz zvuku od mouchy funguje tak, jakoby moucha byla
zdrojem zvuku o frekvenci, kterou slysi. Tedy

c+wv c—v
f—fm n, fm:f =
C— Unm c+ vn
Moucha slysi zvuk o frekvenci
c+ vm C— VUm C— Unp
fm_fnc—vn’ fn_fc—!—vnc—&-vm'

Ciselné vychézi f, = 60,1kHz, f,, = 60,7 kHz.

Zéavérem podotknéme, Ze nékteri resitelé tlohu pochopili tak, Ze moucha leti smérem od
netopyra. Jejich vysledky pak vypadaly stejné, jako kdyz za v,, dosadime —v,,. Ciselné samo-
zfejmé trochu jinak.

Uloha VI.3 ... tekouci sklo (4 body; primér 8,14; tesilo 7 studentii)

Na starych zamcich byvaji originalni tabulky skla v oknech u spodniho okraje Sirsi nez
u horniho diky teceni. Za sto let se tabulka o rozméru 0,5 m X 0,5 m a tloustce 5 mm rozsiri
0 0,1 mm. Odhadnéte z téchto udaju viskozitu skla a urcete, kolikrat tézsi by musela byt Zemé,

aby toto teceni probihalo turbulentné.
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Pfedné vyvratme onen celosvétové rozsifeny mytus. I v Encyklopedia Britannica se mtizete
docist o tom, ze sklenéné tabulky v chramech z 12. stoleti jsou naspodu S$irsi diky tomu, ze
sklo je vlastné kapalina a za onen velmi dlouhy cas steklo dolu. E. D. Zanotto v ¢lanku Do
cathedral glasses flow? publikovaném v roce 1998 v American Journal of Physics ukézal, ze
kdyby teceni skla za pokojové teploty mélo byt pfi¢inou rozsiteni tabulek, trvalo by mu to dobu
srovnatelnou se stafim Zemé, nikoliv nékolik stovek let. Skute¢nou pri¢inou rozsifeni tabulek
je udajné proces jejich vyroby.

Reknéme si na rovinu, pfecenili jsme vés i sebe, pokud jsme si mysleli, ze lze néjak jedno-
duse a spravné odhadnout rozsiteni ,,padajici“ kapaliny s volnymi povrchy. Vydejme se cestou
analogii a rozmérové analyzy. Teéné napéti (sila na plochu) v pohybujicim se skle jde vyjadfit
jako

.
T = 77 dQZ"
kde v je rychlost toku a x vzdalenost dvou blizkych plosek, které na sebe ptisobi onou silou.
Bude-li tok v néjakém smyslu slova ustaleny, bude tato vnitini tfeci sila v rovnovaze se silou F',
ktera tok zpisobuje. F' by mohla byt tmérnd (minimalné fadové) rozdilu mezi tlakem v misté,
odkud sklo tece, a tlakem v misté, kam sklo tece F' =~ hpg. Konstanta imeérnosti bude mit
rozmeér povrchu. Tedy fadové muzeme polozit do rovnosti

v
— = hog.
n n 09

Rychlost je také priblizné v = d/T, kde T je sto let a d rozsifeni. Tedy pro viskozitu

_ h?egT
d

Jelikoz nas postup je dost pochybny, odhadujeme chybu v fadu na £5. Na internetu se d4 najit,
7e viskozita bé&zného skla za pokojové teploty je 10'® + 10%! Pa-s. Takze vlastné ani nemtizeme
fict, zda teceni skla za stovky let je nebo neni mozné.

Jednomu z organizatorti se po zna¢ném usili nakonec podafilo za jistych podminek kvan-
titativné vyresit teceni skla 1épe nez jen rozmérovou analyzou. Bohuzel kvili matematické
narocnosti neni zminéné feseni publikovatelné v této rocence.

A jak tézkd by méla byt Zemé, aby proudéni bylo turbulentni? Dosadime do vztahu pro
Reynoldsovo &slo Re = 224 pro proudéni Newtonovské kapaliny. Aby byla hodnota tohoto
¢isla nadkriticka, musela by kapalina proudit rychleji, nez leti svétlo ve vakuu, coz je nesmysl.
Divodem muze ale byt to, ze pii tak velkych viskozitach vztah pro Reynoldsovo ¢islo viibec
nemusi platit nebo jeho kritické hodnoty budou aplné jiné, nez je obvyklé pro bézné kapaliny.
Ale i tak pokud by tiha méla byt takova, aby sklo pod jejim vlivem za pokojové teploty skutec¢né
teklo, hmotnost Zemé by musela byt tak velka, ze by se zhroutila do ¢erné diry atd.

~ 10",

Uloha VI.4 ... pevnost nosniku (4 body; primér 8,71; vesilo 7 student)

Uvazujte pruzny nosnik délky l. Energie potiebna k prohnuti jednotky délky tohoto nosniku
na polomér kfivosti R je E = a/R?, kde o je znama konstanta. Jakou maximalni silou mtizeme
tlacit na tento nosnik, aby se neprohnul do strany?

Nejprve spocitejme do jakého tvaru se nosnik prohne, budeme-li na jeho konce tlacit do-
statecnou silou. Zavedme si soufadny systém tak, Ze nosnik splyva s osou x a jeho stied lezi
v pocatku. Uvazujme element délky nosniku vychyleny o y od osy x. Sila, kterou na nos-
nik tla¢ime, ohyba uvazovany element momentem sily itmérnym jeho vychylce y (nakreslete
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si obrazek). Tomuto momentu bude tmérna kiivost nosniku v daném bodé, kterou mizeme
v pfipadé, ze vychyleni je malé aproximovat vyrazem

1

_ y ~ 17
1/R = A5y = Y

Tvar nosniku tedy bude feSenim diferencidlni rovnice

17

Yy =—cy,

kde c je néjaka kladna konstanta. V této rovnici poznavame diferencidlni rovnici harmonickych
kmitd, jejim obecnym fesenim je funkce Asin+/cx + B cos/cz. Vychyleni nosniku v bodech
x = —1/2,2 = 1/2 musi byt nulové, takze nosnik zaujme tvar

Yy = pcos ?, (18)

kde p je parametr udévajici vychyleni stfedu nosniku. (Pozadované okrajové podmince odpo-
vidaji i siny a kosiny s mensi periodou, ale jim odpovidajici tvar neni stabilni rovnovaznou
polohou)

Dale uvazujme takto: Pfim4 poloha nosniku je vzdy rovnovazna, jeji stabilita vSak zavisi na
pusobici sile. Stabilitu nosniku vySetfime tak, Zze budeme predpokladat, ze v disledku néjakého
nahodného vlivu (napiiklad otfesu a podobné) bude nosnik nepatrné vychylen z pfimé polohy.
Pfi tomto vychyleni se ptiblizi konce nosniku o Al, takze piusobici sila vykona praci F'Al. Déle
se nosnik né&jakym zpusobem zaktivi, takZze podle vzorce ze zadani vzroste jeho potencialni
energie. Pokud bude vykonana prace vétsi nez prirtstek potencidlni energie, bude vychylovani
yenergeticky vyhodné“, a proto bude pokracovat az do ustéaleni nové stabilni rovnovazné polohy.

Tvar nosniku muze byt pfi ndhodném malém vychyleni libovolny. Uvazujme vS§echna mozna
vychyleni, pfi kterych se nosnik zkrati o néjaké Al. Ze vSech téchto vychyleni bude narust
potencialni energie nosniku nejmensi pro vychyleni, pfi kterém nosnik zaujme tvar stejny,
jako by byl v rovnovazné poloze pti dané vzdalenosti jeho koncti [ — Al. Takovy tvar nosnik
zaujme, pokud ho upneme do ,dokonalého svérdku“ a piiblizime &elisti o 61. Celisti svérdku
vSak budou v tomto pripadé na nosnik ptiisobit jinou silou nez F', takze nosnik v této poloze
rozhodné stabilni nebude.

Podle predchéazejicich vypocti je tedy ze vSsech moznych ndhodnych prohnuti energeticky
nejméné narocné prohnuti do tvaru oblouku kosinu a pravé pfi ném proto nejsnaze dojde
k vychyleni do strany. Staci tedy spocitat energetickou bilanci pravé v tomto piipadé.

Zkraceni nosniku §l spocitame pomoci vzorce pro vypocet délky kiivky. Velikost vychylky
popiSeme parametrem p (viz. (18)) a muzeme psét

1/2—Al1/2
/ VI+)? =1

—1/24+A1/2
1/2—AL/2 2 2
/ 1+p7;cos2Ef:l,
—1/24A1/2 2l !
2,2
Al~PT

al ’
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kde jsme vyuzili pfiblizného vztahu v/1 + a ~ 1+a/2, ktery plati pro mala a. Zménu potencialni
energie pak spocitame jako

/2 2,4
AE. — " 2d — ap T
P /7[/2 Oé(y ) €T 23

Porovnanim téchto vysledkti dostavame pro kritickou silu, pri které se stane nosnik nestabilnim

4’

F = B

Uloha VI.P ... elektromagneticky paradox (4 body; primér 2,71; vesilo 7 student)

Na dielektricky disk volné se otacejici kolem své osy prilepime zavit supravodivého dratu
v némz tece proud Iy. Déle kolem tohoto zavitu symetricky prilepime elektricky nabité kulicky
o naboji q. Cely disk poté zacneme pomalu zahfivat. V jistém okamziku pfestane byt drat
supravodivy, takze v ném prestane téct proud a zméni se magneticky tok pres zavit. V dusledku
toho vznikne podle Faradayova zakona okolo tohoto zavitu elektrické pole, které bude ptisobit
na prilepené naboje, takze se cely disk zacne otacet. Na druhou stranu musi ziistat podle
zakona zachovani hybnosti v klidu. Tak kde je v piedchazejicich ivahach chyba?

Na zachranu zakona zachovani momentu hybnosti mizeme zkusit pouzit nenulovou hmotu
elektront. Tim ziskdme pocateéni moment hybnosti. Tento moment hybnosti ale nebude za-
viset na ndboji pfipevnéném na disku (na rozdil od elektrické sily). Takze timto paradox
nevysvétlime.

Dalsi pokus na zachranu momentu hybnosti mazeme provést pres vlastni indukei. Kdyz si
uvédomime, ze nahlé zmizeni magnetického pole by vyvolalo elektrické pole pisobici nejen na
krajni naboje, ale také na nas obvod a naindukovalo by proud opa¢ného sméru. To nés ale taky
nezachrani, protoze tento proud zavisi na odporu, na kterém elektricka sila uvadéjici kotou¢ do
pohybu opét nezavisi. Ve skute¢nosti vlastni indukce zpisobi exponencidlni pokles magnetické
indukce, misto okamzitého.

Tim vidime, Ze problém nezachovéavajiciho se momentu hybnosti ziistava. ReSeni je mnohem
fundamentalnéjsi, chceme-li, aby v elektromagnetickém poli platily zakony zachovani, nezbyva
nam nez zavést (hustotu) moment hybnosti elektromagnetického pole, ktery je tmérny E x B.
Krouzek se pak vlastné odrazi od elektromagnetického pole kolem néj.
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Reseni experimentalnich dloh

Uloha I.E ... reakéni doba (8 bodi; primér 3,54; vesilo 50 studenti)

Zmeérte rychlost vedeni vzruchu nervu.

Ndvod: Zmérte svou reakéni dobu na opticky nebo zvukovy podnét (v tomto pfipadé mii-
Zeme piedpoklddat, Ze vzruch dorazi do mozku okamzité). Poté zméite rychlost své reakce na
dotek konce ruky nebo nohy. Porovnanim vysledku pak stanovte rychlost vedeni vzruchu. Ne-
zapomenite, ze pro spravné statistické zpracovani potiebujete namérit minimadlné deset hodnot.

Uvod
Podle zadani dlohy provedeme méfeni dvé. V prvnim budeme méfit reakéni dobu ¢, na

opticky ¢i sluchovy podnét. Predpokladame pfitom, ze délka nervi pfenéasejicich tento signal

do mozku je mald. V druhém méieni budeme zjistovat dobu reakce t,, na dotek na noze ¢i ruce.

Rychlost vedeni vzruchu do mozku pak spoc¢teme jako v = ﬁ, kde [ je odhad délky nervu.

Neni to doslova rychlost priichodu vzruchu podél samotného nervového vlakna, ktera je podle

literatury asi 100 m-s~ 1. V nami méfené hodnot& je zapoéitan i priicchod vzruchu pfes synapse

a ostatni slozité popsatelné jevy.

Postup méreni reakéni doby t,

a) Clovék A dr#i pravitko mezi prsty ¢lovéka B, znenadani ho pusti a B, jakmile spatii padajici
pravitko, ho chyti. Z délky, ve které B pravitko chytil a doby volného padu, se urci reakéni
doba t,.

b) Na monitoru pocitade nechdme néco ndhodné zobrazit, nap¥. zménit barvu pozadi (nebo
spustime zvuk). V okamziku, kdy signal zaregistrujeme stiskneme (nebo pustime) tlacitko
kldvesnice (mysi). Pocita¢ nechdme reakéni dobu zaznamenat. Podle Jardy Trnky jsme
k tomuto pouzili program na webové strance http://www.happyhub.com/network/reflex/.

c) Zakryjeme ¢&islice sekund, desetin a setin na stopkdch a v okamziku, kdy zaregistrujeme
zmeénu na fadu desitek setin, stopky zastavime.

Postup méreni rychlosti sifeni vzruchu v nervu

a) Modifikace pfedchoziho postupu s pravitkem. Na pravitko tentokrat umistime kousek pa-
pirku nebo jemny hrot. Zavieme o¢i a registrujeme dotykovy podnét. Reakéni doba t,, vsak
vychazi naprosto srovnatelna s reakéni dobou ¢, méfenou, pokud se na pravitko divame.
V t,, je zahrnut cas od zacatku padu pravitka do okamziku, nez si mozek uvédomi, Ze se
pravitko ruky dotklo. V ¢, je na rozdil od toho zahrnut ¢as od zacatku padu pravitka do
okamziku, ve kterém si mozek uvédomi, ze oko uvidélo padajici pravitko.

D4 se tedy usuzovat, Ze je nespravny predpoklad o tom, Ze opticky (popf. zvukovy)
podnét dorazi do mozku okamzité. Doba, za kterou podnét do mozku dorazi, by se velmi
pfiblizné dala odhadnout z faktu, Ze vzorkovaci frekvence oka je asi 20 Hz, tj. vzorkovaci
doba asi 0,05s, coz je Cas, ktery pfi naSich méfenich hraje roli. Chceme-li presto zmérit
rychlost vedeni vzruchu, musime vymyslet chytfejsi metodu.

b) Ve stejny cas spustime dvoje stopky. V prvnim méfeni asistent svoje stopky vypne ve
stejném okamziku, kdy se dotkne cela experimentatora. Ten stiskne tlacitko svych stopek
v okamziku, kdy dotek uciti. Rozdil ¢ast na obou stopkach je pak doba reakce t,. Dobu
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reakce t,, zméfi stejnym zplisobem, jen se asistent dotyka konce nohy.

V fesenich jste ¢asto tento postup (maminka mé prasti vafeckou a zdroven stiskne
stopky) pouzivali pro mé¥eni doby, za kterou do mozku dojde signél z konce nohy. Od toho
Gasu jste odecitali jinak zméfenou reakéni dobu. To dévalo velmi nepfesné vysledky, nebot
y,2maminka“ neni schopna dostatecné presné zaroven stisknout stopky i udefit experimen-
tatora. Nami uvedend metoda vsak systematickou chybu ,maminky® eliminuje.

Meéreni

Nas postup pri méreni rychlosti sifeni vzruchu z konce nohy do mozku byl nasledujici:
Vyuzili jsme program na vyse uvedené webové strance. Osoba A reagovala na zménu barvy
obrazovky tim, ze se dotkla nohy resp. ¢ela osoby B, ktera méla zaviené o¢i a na dotek reagovala

stisknutim tla¢itka my$i. V nasledujici tabulce jsou uvedeny naméiené hodnoty. Cas t,, je méfen
pri doteku konce nohy, ¢as t, pfi doteku cela.

1. 2. |3, |4 5. 6. 7. 8. 9. 10. | 11.
tr[s] | 0,49]0,49|0,55|0,49 | 0,55 | 0,44 | 0,38 | 0,39 | 0,5 | 0,44 | 0,49
tn[s]|0,6 |06 |0,54|0,490,61]0,610,55|0,55|0,61|0,57|0,61

12. [13. [14. [15. [16. [17. [18. [10. [20. 2L
t.s] 10,44 0,5 |0,49]0,51|0,49|0,5 |0,47|0,49]0,44 0,44
tn]s] [0,6 |0,550,61]0,55]0,6 |0,49]0,5 |0,61]0,55]0,55

Tabulka — méfeni reakénich dob.
t, =(0,475 + 0,043)s
tn =(0,569 £ 0,040)s

Smérodatnou odchylku aritmetického praméru casii spocteme podle vztahu

i1 At
Sm = () =2E=—=.
n(n —1)

Rozdil ¢asi je At =t, — t, = 0,094 s, smérodatnd odchylka tohoto rozdilu je

Sm(At) = /82, (tn) + s2,(t») = 0,059 s.

Relativni chyba je 6(At) = 0,63. Délku nervi z konce nohy odhadneme vyskou osoby I =
= 180 + 30 cm, chyba je zpusobena tim, Ze nevime, kudy pfesné nervy vedou, relativni chyba
6l = 0,16.

Priamérnd rychlost vedeni vzruchu vychazi v = [/At = 19 m-s~!, jeji smérodatna odchylka
sm(v) = v/(0)2 + (6(At))2 = 12m-s~'. Smérodatni odchylka je srovnatelna se samotnou
hodnotou, rychlost v = 19m-s™* je tedy spiSe jen odhad.

Zaveér

Méfteni je zatizeno velikou chybou, ktera je zptisobena tim, ze pti vypoctu rychlosti ode-
Citame dvé velmi blizké hodnoty, jejich smérodatna chyba se ve ¢tvercich scita, coz zpusobi
velikou relativni chybu rozdilu, to si mnoho z vas pfi vypoctu chyb neuvédomilo.

Déle ocitujeme nékolik vét z FeSeni Jardy Trnky, nebot on podle nés situaci vystihl: ,, Méfeni
nebylo jednoduché, protoze se pfi ném nespoléhalo na néjaké pristroje, ale zejména na vlastni
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mozek. Tudiz ke zméreni reakce byla potieba koncentrace a zde by mohl byt prvni zdroj chyb.
Na zakladé svych vysledktt mohu tvrdit, ze rychlost Sifeni vzruchu v nervu je fadové v desitkach
metrd za vtefinu.“

Uloha I1.E ... diftize (8 bodii; primér 5,07; vesilo 14 student)

Jak je znamo, kapka roztoku v Cisté vodé zacne difundovat a zvolna se rozplyvat. Svij
experimentalni um mizete prokazat tim, Zze namérite zavislost koncentrace roztoku v urcitém
bodé nadoby na case. Miizete téz promérit, jak se zméni charakter této zavislosti, zménite-li
tvar pouzité nadoby tak, Ze se roztok muze §ifit jen v jednom nebo dvou smérech (tj. nddoba
bude budto tizka a podlouhld, nebo v ni bude jen tenkd vrstva vody).

Uvod a teorie

Diftize je samovolné pronikani molekul z oblasti vyssi koncentrace do oblasti nizsi koncen-
trace vlivem tepelného pohybu ¢astic a jejich srazek. Pro méfeni je vhodnd difuze kapaliny do
jiné kapaliny, nebot plyny difunduji pfili§ rychle, pevné latky pomalu a zrnic¢ko rozpoustéjici se
v kapaliné by se mohlo pomaleji rozpoustét nez difundovat pry¢, coz by méfeni znehodnotilo.

Ma4é-li difundujici latka nevelkou koncentraci, plati pro tok c¢astic jednotkovou plochou za
jednotku casu 1. Ficktv zakon, ktery rika, ze tok j je tmérny gradientu koncentrace

j=—kVe,

kde Vc je vektor o slozkach (%, g—;, %). Z tohoto vztahu a zachovani poctu Castic se da
odvodit 2. Fickav zakon, ktery fika, ze Casova zména koncentrace v daném misté je imérna

zmeéné koncentracniho gradientu

% e 9 9%
ot

S 4+~ 4+ 2~ ) =DV?c= DA, 19
Ox? + Oy? + 8z2> (19)
kde kladné konstanté D se Fika difuzni souéinitel.

Neni zcela pfimocaré odvodit, Ze FeSeni této rovnice, pro pocatecni podminku, kdy jsou
v8echny difundujici ¢astice uprostfed souradné soustavy, je

1 \* _,.
c:N(4ﬂDt) e /APt (20)

Konstanta N tzce souvisi s po¢tem difundujicich ¢astic, m je pocet smért, ve kterych se ¢astice
mohou §ifit, tedy nejéastéji m = 1,2,3, r? je kvadrat vzdalenosti od stfedu, tedy napf. pro
m = 3 je r? = x? + y* + 2. Ze vztah (20) je skutedné fesenim (19) pro nekoneéné velikou
niadobu, miZeme snadno ovérit dosazenim.

Zkoumejme, jak se chova (20) pro zafixovanou polohu. Nakreslime-li si graf funkce y(t) =
= ¢~ ™/2e7k/t vidime, ze nejprve z nuly roste az do ¢asu ¢ = 2k/m, pak klesd k nule. K nule
klesa tim pomaleji, ¢im mensi je m.

My ale nebudeme métit pro ndadobu nekonecného rozméru. Tudiz ve velkém case se kon-
centrace nebude blizit nule, ale urcité rovnovazné hodnoté co. Budeme-li méfit blizko kraje
nadoby, bude se koncentrace k ¢o blizit monoténné.

Nasledujici odstavec ¢tenafr, ktery se nezajima dale o matematickou stranku problému, muze
presko¢it. Explicitné bychom rovnici (19) pro kone¢nou oblast fesili s okrajovymi podminkami,
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kdy je normélova slozka gradientu koncentrace na krajich nulovéd, nebot difundujici roztok
rovinu, pro kvadr na cely prostor, ¢imz automaticky splnime okrajovou podminku (rozmyslete).
Reseni by pak bylo konvoluci funkce (20) (Greenovy funkce tlohy) a periodicky rozsiiené
pocateéni podminky (kterd neni ni¢im jinym neZ Diracovou delta distribuci). Reseni vede
v jednom rozméru na fadu typu (az na konstanty, které pilny ¢tenadf sém dopocte)

o0
—n?t
COSNI e .
n=0

pro nekonecny cas se FeSeni blizi konstanté tak, jak ocekavame. Jinak se funkce chova podobné
jako pro feseni v nekonecné oblasti.

Postup méreni
Musime vytesit, jak mérit koncentraci latky, aniz bychom délali cokoliv, co zptisobi prou-

déni, které by znicilo difuzi. Ve vaSich feSenich se objevily t¥i zptsoby.

a) Méfeni koncentrace opticky. Méné pfesna byla metoda, kdy jste porovnédvali barvu roztoku
v daném misté s predem pfipravenou skalou barev znamé koncentrace. Nesmi se pritom
zapomenout na to, aby tloustka roztoku, pres kterou se divam, byla stejnd jako tloustka
pomocnych kyvet, se kterymi porovnavam.

Pomérné hodné presnou metodu pozil Anton Repko, ktery méfil pohlcovéni ¢erveného
svétla v siranu médnatém. Na kyvetu z difundujicim roztokem svitil laserovou diodou a
méFil proud prochézejici fototranzistorem na druhé strané kyvety, ktery je imérny proslému
svételnému toku ®, jez na koncentraci zavisi exponencialng & = ®g e .

Tato metoda se ovSem nedd pouZit pro trojrozmérnou difuzi, nebot pfi ni nenalezneme
smér, ve kterém je koncentrace podél paprsku konstantni.

b) Méfeni pomoci pH roztoku. Nékolik z vas napadlo métit difuzi néjaké kyseliny ¢ zasady
ve vodé. Koncentrace se pak da zjistit pomoci pH v daném bodé, které mérime lakmuso-
vymi papirky nebo pH-metrem. Pro dostatecné silnou kyselinu je jeji koncentrace pfiblizné
¢ = 10" mol-17!. Pro silnou zasadu je ¢ = 10~ 4~PH) mol. 171, Jelikoz je ale t&zké méFit
pH dostatecné presné, nedévala tato metoda pékné vysledky.

¢) MéFeni koncentrace pomoci vodivosti resp. odporu disociovaného roztoku. Do daného mista
roztoku ponofime dvé elektrody. Mély by byt dostatec¢né chemicky stabilni. Mérime odpor
mezi nimi. I tato metoda ma své potize. Napriklad zménu méfeného odporu pii zméné
stupnice ohmmetru nebo nelinearitu zavislosti vodivosti na koncentraci. Nejsikovnéjsi bylo
si naméfit kalibra¢ni kiivku zavislosti odporu na koncentraci. Spatné se bude takto méfit
dvourozmérnd diftze, neb elektrody se celé neponoii do tenké vrstvicky, ale to nam tolik
nevadi.

Meéreni

Uvedeme jedno z ukdzkovych méfeni pomoci postupu c¢), které provedl Jarda Trnka. Nechal
difundovat barevnou koupelovou siil. BohuZel nenapsal, jak pfesné vypadaly jeho elektrody,
ani jak daleko od mista, kam na poc¢atku umistil sil, elektrody byly. Koncentraci z naméreného
odporu urc¢oval pomoci naméfené kalibracni kiivky. Graf na obr. 22 udava vysledky pro difuzi

v mise o objemu asi 3 litry, kam opatrné nejlépe pipetou doprostied ddme 3 ml nasyceného
roztoku soli.
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Obr. 22. Zavislost koncentrace na case

Zavér

Shriime tedy jesté jednou dulezité vysledky. Zavislost koncentrace difundujiciho roztoku na
Gase v uréitém bodé vypada bud jako na grafu na obr. 22, nebo monoténné roste, méfime-li
dostatecné blizko ke krajim nadoby. Kazdopadné po dlouhém case se koncentrace ustali. Zmé-
nime-li tvar naddoby tak, Ze se roztok muze $ifit pouze ve dvou ¢i jenom sméru, difuze probiha
pomaleji, tedy koncentrace v daném misté pomaleji roste, popr. pomaleji klesa. Pfesna métfeni
téchto zéavislosti jsou velmi obtizna.

Uloha II1.E ... baldnek (8 bodi; primeér 5,79; vesilo 24 studenti)

Zméite tlak vzduchu, ktery je pri nafukovani uvniti balénku tésné pied tim, nez balonek
praskne. Alespon jednu metodu zrealizujte a nékolik dalsich navrhnéte. Nezapomerite uvést
typ pouzitych , balonka“.

Postupy
Predstavime si nékolik moznych postupti méfeni, na které pfisli fesitelé. Objevili se dva
postupy: vodni a vzduchovy.

a) U vodniho postupu se napinal balének vodou. Tato metoda v sobé skryva zradu. Nekteri
fesitelé navrhovali nasledujici postup: Budeme plnit balének vodou az po prasknuti a néja-
kym zptisobem v ném méfit tlak. Timto postupem je mozné mérit jen tlak, ktery vyvinou
stény balénku. Balének se deformuje a voda napind stény velmi nerovnomérné, nakonec
praskne proto, ze sténa nevydrzi napinani. Ztotoznit tento tlak s hydrostatickym tlakem
ale neni mozné, vysledek je mnohem mensi nez pfi nafukovani vzduchem. Spravnéjsi je
naplnit balének vodou tak, aby mél sviij charakteristicky tvar, ale jesté nebyl na prasknuti.
Potom ho stlacovat a libovolnym zptusobem mérit tlak. Dosazené maximum pfi prasknuti
zaznamenat.

b) Pfi vzduchovém zpusobu jste plnili balének plynem. Jedinym ofiskem bylo méfeni tlaku.
Ne kazdy mél tlakomér primyslové vyroby, proto jste vy, sikovni fykosaci, pfisli na nékolik
vskutku zajimavych moznosti, jak mérit tlak.
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e Dobry napad spocival ve vyuziti tlakoméru u benzinové pumpy, kde je k dispozici i
kompresor.

e Pfipevnit k balénku rtufovy (vodny) tlakomér na bazi trubice ve tvaru U a méFit rozdil
vysek.

e Piipevnit sklenénou trubku na konci uzavienou se vzduchovou bublinou oddélenou od
ostatnich c¢asti kapalinou. Potom sta¢i mérit délku posunuti délici kapaliny a podle
Boyle-Mariottova zakona spocitat tlak.

e Polozit na balének prihlednou desku, kterou zatézujeme zavazimi, a mérit stykovou
plochu desky s balénkem. Tlak se spocita podle definice jako podil sily a plochy.

e Tlacit vzduch do balénku pistem o znamé plose a silomérem méfit, jakou silou tlacime.

e Vezmeme pumpicku, kterd ma zpétnou pojistku. Zméiime objem vzduchu jednoho stla-
Ceni, napriklad ponofenim balénku pod vodu v ocejchované nadobé a stlacenim pum-
picky. Pro zjednoduseni pifedpokladame, ze vzduch je idealni plyn, a pumpujeme po-
malu, takze déj bude izotermicky. Ozna¢me V}, objem vzduchu vytlaceného pumpic-
kou na jedno stlaceni. Pumpu stlacime k-krat. Jednim stlacenim podle stavové rov-
nice pfiddme do balénku latkové mnozstvi np, = p.Vp/RT. Balének praskne pfi tlaku
Pex = knpRT [Vex. Po dosazeni pex = k:pan/Vex.m Potom staci odmérit objem pii ex-
plozi. Mame-li dostatek experimentalniho materidlu stejné kvality, tak mizeme objem
pii prasknuti Vex odhadnout aproximaci tvaru balénku kouli a odméfit rozméry pred
prasknutim (to nelze provést z jiz zminénych p¥i¢in nalitim vody do balénku). Bohuzel
tento vypocet podle vasich méteni, daval prilis vysoky tlak, zfejmé proto, ze latkové
mnozstvi np s rostoucim tlakem klesa.

Meéreni

Meéfili jsme nésledovné. Plnili jsme balének vodou pres prithlednou trubici a méfili jsme,
do jaké vysky vystoupila voda. Bylo to zhruba 40 cm, coz podle vztahu p = hog odpovida cca
4kPa.

Tento pretlak je zptsoben pouze napétim ve sténach balénku (viz vyse). Po naplnéni do
polovic¢ni velikosti oproti stavu pfi prasknuti jsme tlacili na balének hrncem. Voda vystoupila
dost vysoko, a protoze strop mame vysoky asi 2m, nejsme schopni mérit pretlaky nad 20 kPa.
Jeden balének puknul pfi pretlaku 15kPa. Byl jediny, ktery jsme takto dokazali prasknout
(bylo obtizné zatladit dostateéné silng). Resiteli zméFené hodnovérné hodnoty se pohybovaly
mezi 8kPa a 15 kPa.

Uloha IV .E ... od medvidka Pt (8 bodi; primeér 4,32; vesilo 19 studenti)

Vyzkumny tstav medvidka Pi pii AV CR vypsal grant ve vysi osmi (vyjimecné vice)
bodii na zméreni zavislosti viskozity medu na teploté. Nezapomerite uvést druh medu, ktery
pouzivate.

Metody méreni

Nejcastéjsimi postupy bylo méfeni doby padu téliska v medu a pratoku medu kapilarou,
ale objevily se i originalnéjsi napady, jako napriklad meéfeni doby za jakou skdpne med ze
1zicky nebo za jak dlouho stece po naklonéné roviné. Bohuzel v téchto pripadech se chovani
medu neda popsat jednoduchym modelem a ziskané vysledky se daji pouzit jen kvalitativné.
Vzhledem k velmi rozdilnym naméfenym hodnotam jsme se rozhodli pouzit iplné jinou metodu

10 fegeni Pavla Haly
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meéreni nez vSichni fesitelé. Jadrem naseho experimentu byl model rotac¢niho viskozimetru, tj.
dva souosé rotacni valce, mezi kterymi je nality med. Vné&jsi vilec o poloméru 71 (v nasem
pfipadé obyéejna kadinka) je pevné uchycen a ponofen ve vodni ldzni. Na vnitfnim valci
o poloméru 7 je v horni ¢asti natocena nit, kterd vede na kladku, a na jejim konci visi zavazicko
o hmotnosti m. Tuto ¢ast aparatury nebyl problém sestavit ze stavebnice LEGO. Pokus potom
vypadal nasledovné: pustili jsme zavazicko a to roztocilo vnitini véalec. Diky viskozité medu
tak vznikla odporova sila Fi,, kterd pohyb zavazicka brzdila. Zaroven samoziejmé puisobila i
odporova sila F, aparatury vznikld tfenim v loziscich. Tu jsme odhadli jako imérnou rychlosti
pohybu zéavazicka a koeficient imérnosti k ziskali tak, Ze jsme nechali zavazicko padat, kdyz
jesté mezi valci nebyl med. Vzhledem k tomu, ze Fi, s rychlosti roste, dospéje systém po chvili
do rovnovazného stavu mg = F, + Fi, a zévazi se bude pohybovat rovnomérnym pohybem.

Teorie

Pro smykové napéti 7 v kapaliné€ o viskozité n mezi valci bude platit ve vzdélenosti r od

tred tah
stfedu vzta prAw

T Ar
Moment sily M, ktery ptisobi na valcové ploSe o poloméru r a vyskou h lze ziskat tak, zZe
vynasobime smykové napéti ramenem sily r a plochou 2rnrh

2nnrihAw

M = 2nr’hr = Ar

Vzhledem k tomu, Ze je proudéni medu ustalené, musi byt vysledny moment sily, ktery ptsobi
na vrstvu medu o poloméru r nulovy (je v rovnovéaze se stejné velkym momentem pisobicim na
vrstvu v opa¢ném sméru ve vzdalenosti r + Ar). UvaZzovany moment tedy musi byt nezavisly
na r a proto

Aw A

Ar 3
Po zintegrovani bude thlova rychlost

A
w=—-—+DB.

r2
Konstanty A a B ziskdme z poc¢ateénich podminek

w=wi1 Ppr r=rg,

w=0 piH r=nr;.

Vysledny vztah pro moment sily potom bude

47(7"%7“%
M= - 2nhw1,
Ty —Ti

Dosadime-li za wy = L/trs, kde L je délka drahy, po které se zavazicko pohybovalo, a t Cas,
za ktery tuto drahu urazilo (pohyb se d4 povazovat za rovnomérny), a za moment sily M =
=1y (mg — kL/t) vyjde n

_ (mgt —kL)(rf —13)

B Anhr?Lt
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Je treba dbat na to, aby w neprekrocila mez laminarniho proudéni medu. Tato hranice je
obvykle charakterizovana tzv. Reynoldsovym ¢islem. Pro nase usporadani bude

R=(r— Tz)rzw% < 1900.

T°C] 12 30 40 42 45 56 70 80 83
n[Pa-s] || 209,5|75,9 |30,94|24,13|17,62|16,27|6,80 |4,78 |3,63
on[Pass] (2,9 |20 (081 (0,63 |0,46 |0,42 |0,43 |0,18 |0,13

T[°C] 86 87 88 89 90 91 92 94 97
n[Pa-s] /2,49 |1,557|1,181|0,773|0,575|0,382|0,252 0,237 | 0,233
oy[Pa-s] || 0,10 |0,071|0,048 | 0,040 | 0,032 0,029 | 0,018 | 0,015 | 0,015
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Obr. 23. Namétena zavislost viskozity medu na teploté

Viysledky méreni

Snadnym vypoctem se presvéd¢éime, ze jsme opravdu mez laminarnosti nepfekrocili a nas
fyzikalni model je tedy platny. Jak je patrné z grafu, tvar zavislost je klesajici, nejvétsi po-
kles pozorujeme pii teplotdch do 40 °C. Teoretické vysvétleni pozorované zivislosti se ndm
nepodarilo nalézt, domnivame se ale, Ze pokud néjaké existuje, bude znacné slozité.

Par poznamek k resenim

Kazdé spravné vyhodnoceni experimentu by nemélo postradat vypocet odchylky méfeni,
v opacném pripadé nevime, jak presné vysledky jsou, a tim v podstaté ztraceji vyznam. Daéle je
vhodné vypracovat graf toho, co bylo v zad4ni experimentu (hodné Fesitelii kreslilo graf zavis-
losti priutoku kapilarou na teploté). Na zavér bychom chtéli podékovat nejmenované fesitelce

za ochutnavku a nékolika dalsim za tipy na kvalitni med.
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Uloha V .E ... paradox zmrzlinaf'e (8 bodi; primér 4,50; vesilo 18 studenti)

Traduje se historka, ze jeden zmrzlinar, kdyz potfeboval rychle vyrobit led, daval do mra-
zaku ohfatou vodu misto studené. Ovéite, zda je skutecné mozné, aby na pocatku teplejsi
voda zmrzla rychleji nez stejné mnozstvi vody studené. Specifikujte pii jakych podminkach se
to miize stat.

Teorie

Je znamo, ze popsany efekt skuteéné existuje. V literatufe ho muzete najit pod heslem
Mpembuv jev. Divod, pro¢ by studend voda méla zmrznout dfive nez tepld, je jasny na prvni
pohled, o duvody, pro¢ by tomu mélo byt naopak, se fyzici pfou dodnes. Shriime zde ty nej-
Castéji uvadéné.

e Vyparovani

Tepla voda se bude zjevné vypafovat intenzivnéji. Tim ztrati néco ze své hmotnosti, ale

hlavné prijde o ty nejenergetictéjsi molekuly. Tim se mize pomérné intenzivné ochladit

(na tomto principu pracuji napiiklad vyvévové zkapaliiovace helia). Bohuzel fyzikalni popis

vypafovani je neobvykle slozity, takze odhadnout, jak velky dopad bude mit na mrznuti

vody, je zna¢né netrivialni.

e SloZeni vody
Bézné dostupna voda obsahuje kromé molekul HoO spoustu dalsich iontti, molekul plyna
apod. Tyto pfimeési hraji vyznamnou roli jako krystaliza¢ni jadra pfi vzniku ledu. D& se
predpokladat, ze v prevarené vodé bude téchto primési méné, coz by mohlo ovlivnit proces
zamrzani. Neni ovSem zdaleka jasné, zda by voda bez pfimési méla zamrzat rychleji nez
voda ,Spinava‘“.
Vznik teplotniho gradientu
Hustota vody se méni s teplotou, a tak voda v nddobce bude mit tendence se horizon-
talné vrstvit. Podle nékterych nazord bude toto vrstveni vypadat jinak u studené vody a
u vody puvodné teplé ochlazené na stejnou teplotu. Podle naseho nazoru zde hraje spise
roli to, za jak dlouho se takové rozvrstveni vytvori. Da se predpokladat, Ze u teplé vody se
utvori rychleji. Potom bude nejteplejsi voda u hladiny, coz urychli vypafovani. U studené
vody se bude rozvrstveni vytvaret pomaleji, coz zpomali i vypafovani. Kvantitativni vy-
jadreni tohoto jevu je opét netrividlni a jen proméfeni teplotniho gradientu bez néjakého
infra-snimace prakticky neproveditelné.
e Odvod tepla podlozkou

Nadobka s teplou vodou by mohla rozmrazit led pod sebou v mrazaku a tim zlepsit odvod

tepla.

Experiment

Nase vybaveni sestavalo ze 2 kelimk od pomazankového maésla (primeér d = 7,88cm) a
lednicky s teplotou mrazaku —8 °C a objemem 30 £. Tepla voda méla ptiblizné 65 °C.

Vyse uvedené divody naznacuji, ze pti chladnuti hraji podstatnou roli i jiné faktory nez jen
pocatecéni teploty. Abychom mohli proméfit jejich kvantitativni vliv, méli bychom uspofadat
sérii experimentt a v kazdém se zaméfit pravé na jeden z vlivi. Pro zacatek jsme méfili mrznuti
vody ve dvou naddobkach o stejné pocatecni teploté.

e Pokus 1

Do prvni naddobky jsme nalili obycejnou vodu z vodovodu, do druhé, peclivé vycisténé,

stejné mnozstvi destilované vody (kterd by méla obsahovat méné piimési). Obé vody zadaly
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mrznout v prakticky stejny okamzik (po 68 minutéch), ale struktura ledového obalu byla

rozdilna. U destilované vody $lo o hladkou vrstvicku okolo dna, stén a hladiny. Obycejna

voda vytvarela zajimavéjsi krystaly a vrstva nebyla souvisla. K efektu podchlazeni nedoslo,
pravdépodobné vlivem mechanickych vibraci vyvolanych motorem lednicky.
e Pokus 2

Tentokrat jsme pouzili stejnou vodu, ale jednu nddobku jsme uzavteli, ¢imz jsme znemoznili

unikat vodnim param. Voda v oteviené nadobce zmrzla po 60 minutach, zatimco v uzaviené

po 83, coz potvrzuje, ze vypafovani je vyznamnym jevem pii procesu ochlazovani.
e Pokus 3

Opét jsme pouzili stejné vody a stejné pocatecni teploty, ale jednu nadobku jsme zespoda

odizolovali. Voda v izolované nadobce zmrzla o trochu pozdéji, ale rozdil (3 minuty) byl na

hranici méritelnosti.

Tyto pokusy ukézaly, Ze jedingm opravdu vyznamnym faktorem pii ochlazovani je vypa-
fovani. Budeme pfedpokladat, Ze intenzita vypafovani souvisi s plochou hladiny. Dalsi k ex-
perimenty provedeme s rozdilnymi poc¢atecnimi teplotami a postupné budeme ménit mnozstvi
pouzité vody a tim i pomér plochy hladiny a objemu.

Jak je patrné z tabulky, tepld voda sice vzdy zmrzla pozdéji, ale ¢im byl pomér plochy
hladiny a objemu vétsi, tim t&sné&jsi byl rozdil. Za uréitych okolnosti (napf. s mrazédkem o nizsi
teploté) by pravdépodobné bylo mozné Mpembuv jev pozorovat.

S/V [Cmill thot [mln] teold [mln] thot/tcold
2.3 85 60 1,42
3,8 70 55 1,30
7,7 27 23 1,17

Zavér

Mpembuv jev jsme sice pfimo nepozorovali, ale potvrdili jsme, Ze pocatecni teploty nejsou
jediny dulezity faktor ovliviiujici dobu ochlazovani. Pokud bychom méli zhodnotit prispévek
vyse zminénych procesii, pak se ndm jako hlavni jevi vypafovani. Vliv teplotniho rozvrstveni
jsme samostatné nepromérovali a zahrnuli ho do efektu vypafovani. Naopak jsme nezjistili
zésadni vliv zpusobeny sloZzenim vody, ani tnikem tepla podstavou nadobky. To ale mtze byt
zpUsobené nasim usporadanim experimentu a za jinych podminek se jejich vliv neda vyloucit.

Literatura
[1] Vesmar, 11/2002, str. 615

[2] http://library.thinkquest.org/C008537/cool/freeze/freeze.html,
mirror na http://fykos.mff.cuni.cz/cz/rocnik16/freeze/

Uloha VI.E ... suseni pradla (8 bodi; primér 4,45; vesilo 20 studentt)
Zmérte ¢asovou zavislost mnozstvi vody v pradle pri suseni. Nezapomente podrobné popsat
vSechny dilezité podminky, za kterych jste provadeéli méreni.

Méfeni se provadélo na pradle vyzdimaném tak, aby z ného neteklo, pficemz se meérila
zéavislost mnozstvi vody na ¢ase. Mnozstvi vody se stanovovalo z rozdilu hmotnosti mokrého a
suchého pradla. Nekteri jste délali méfeni venku, takze se tam mohla objevit néjaka zavislost
na vnéjsich povétrnostnich podminkach, ale jinak témér vSsem vysla alespon castecné linearni
zéavislost. Ta ale nemuze byt az do nekonecna, protoze v jistém momenté pradlo uschne. Je
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tedy mozné, Ze nastane i néjaké zpomaleni vysusovani, coz by se projevilo pfechodem linearni
zavislosti do zavislosti asymptoticky se blizici nule. JelikoZ my jsme méfeni neprovadéli, dovolili
jsme si pouzit experimentalni hodnoty z feseni Jardy Trnky. Namérené hodnoty jsou vyneseny
do grafu na obr. 24.

250 T T T T T
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Obr. 24. Zavislost vody v pradle hmotnosti na case

Z grafu by se dalo usoudit, Ze zavislost je v pocatec¢ni fazi schnuti dobfe aproximovatelna
primkou. Coz by se dalo vysvétlit tim, Ze plocha, ze které se voda odpaiuje, je porad stejna, a
proto se i rychlost vyparovani neméni.

V konec¢né fazi schnuti vSak budou vznikat Gplné sucha mista, tedy dostaneme se postupné
do stavu, kdy mnozstvi vody na povrchu bude tmérné celkovému mnozstvi vody. Za tohoto
predpokladu ziskame diferencialni rovnici

AN
N _ AN
dt @

kde o je konstanta imérnosti. Refeni této diferencialni rovnice vede na exponencialni zavislost,
ktera urcuje chovani v zavéru usychani.

A nyni zpét k na§im experimentalnim dattim: V oblasti linedrniho poklesu jsme namérenymi
hodnotami snadno prolozili pfimku (viz obr. 24). Presné koeficienty této linedrni zavislosti
miuzeme zjistit napiiklad metodou nejmensich ¢tverct.

Pokud vyneseme do grafu logaritmus zméfenych hmotnosti vody v pradle (viz obr. 25),
muzeme usoudit, zda je ndmi zméfena zavislost v zavérecné fazi usychani exponencialni. V lo-
garitmické skale se jevi exponencialni zavislost jako pfimka, coz ukazuje nasledujici rovnost:

logm = log (moe™*") = logmo — at.

A skuteéné, zhruba od ¢asu 190 minut miZeme nasimi experimentalnimi daty prolozit pomérné
dobfe v logaritmické skdle pfimku. (Rozmyslete si, jak by v exponencidlni skale vypadaly
v grafu chybové tsecky u jednotlivych experimentédlnich bodu!)

59



FYKOS, XVI. roénik
5.5 T T T T T

5 RS . —
AR
4.5
4 | \\\\ p—
3.5 -
3 — S —
2.5 i
2 >, |

I I
<

log(m/g)
Lo

o,
1.5 o
1 1 1 1 1 1 o3
0 50 100 150 200 250 300

t[min]
Obr. 25. Zavislost je v zavérecné fazi usychani exponencialni

Na zévér mizeme fict, ze dany proces se da témér v celém pribéhu aproximovat linearni
zévislosti. Jenom na samém konci procesu je mozné hovotit o exponencialni zavislosti. Zde je
vSak nutné provadét méfeni (jiz velmi malych mnozstvi vody) velmi peclivé.

Poznamenejme, ze mnoho z vas prolozilo daty jenom linearni lomenou ¢aru, coz je naprosto
nefyzikalni pfistup. Vhodnéjsi je do grafu zakreslit pouze experimentalni body a pokusit se jimi
prolozit kiivku (pfipadné vice kiivek).
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Serial na pokracovani

Letosni serial bude pojednavat o matematickém aparatu fyziky. V prvnim dile si povime
néco o komplexnich éislech a jejich vyuziti ve fyzice.

Kapitola 1: Komplexni Cisla

V reélnjch &islech nelze odmociiovat zaporna &isla, nebof rovnice z2 + @ = 0 nemé pro
kladné a feSeni. Definujme ¢islo i, tzv. imaginarni jednotku, vztahem

2= 1. (21)

Komplexnim ¢islem pak rozumime c¢islo, které se sklada z redlné a imaginarni ¢asti, napf. 34 2i
(muZeme na né&j nahliZet jako na soucet redlného a ryze imaginarniho ¢isla, presto se vsak jedna
o jedno ¢islo). Mnozinu vSech komplexnich éisel obvykle znacime C.

Hned na tomto misté bychom radi ujasnili pojem odmocniny v komplexnich ¢islech. Za-
timco v redlnych ¢islech obvykle mame na mysli funkci definovanou na nezdpornych cislech,
v komplexnim oboru odmocninou myslime viceznacnou funkci, jejiz hodnotou je mnozina vSech
Cisel, kterd umocnéna na pfisluSnou mocninu davaji odmoctiované ¢islo. V praxi to vétSinou
znamena, ze pokud chceme odmocninu z komplexniho ¢isla pouzit, musime néjakym zptisobem
specifikovat, které feSeni mame na mysli. Napft. pro druhou odmocninu mtuzeme chtit feseni se
zapornou imaginarni ¢asti; potom lze psat /—1 = —i.

Zakladni operace s komplexnimi Cisly

Séitani a od¢itani komplexnich ¢isel je definovéno po slozkéch, tedy napt. (241)+ (4 —3i) =
= 6—2i. Pfi ndsobeni musime roznasobit vSechny ¢leny, tj. (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad+cb)i.
Cislem komplexné sdruzenym k ¢&islu z = a + bi rozumime &islo Z = a — bi. Nékdy se misto
znaceni z pouziva téz znaceni z*.

Viimnéte si, ze zZ = a® 4 b® je redlné &islo. To dava navod, jak délit komplexni &isla, plati
totiz _

Z1 o Z122

22 2222 ’

Dalsi zajimavé vlastnosti komplexniho sdruzeni uz pouze vyjmenujeme, laskavy ¢tenaf si mize
vSe sdm overit.

- _ _ o 21 Z1
21:‘:22 :Zl:l:ZQ7 Z1z22 = Z1%2, (*) = —.

Algebraicky a goniometricky tvar komplexniho Cisla

Stejné jako miizeme realné ¢islo reprezentovat bodem na ¢iselné ose, muzeme komplexni
¢islo chapat jako bod, ktery lezi v roviné, které se fikd Gaussova rovina. Kartézské soutadnice
(a,b) bodu v Gaussové roviné odpovidaji éislim a,b v jiz zmifiovaném algebraickém tvaru
komplexniho ¢isla a + bi.

Polohu bodu v roviné vSak mizeme popsat i pomoci polarnich souradnic, které udavaji
vzdélenost bodu od pocéatku soufadného systému (bézné znacenou r ¢i ) a thel, ktery svird
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jeho pruvodié s osou = (ozna¢me ho ). Souradnicim r a ¢ odpovida éislo z = r (cos ¢ + isin p).
Mluvime pak o komplexnim ¢isle v goniometrickém tvaru.

Cislu r ¥ikdme absolutni hodnota komplexniho &isla a znacime ji |z|. Ziejmé plati |z|? = 2Z.
Z vlastnosti komplexniho sdruzeni pfimo plynou néasledujici vlastnosti absolutni hodnoty:
al_ lal

|Z12§2|:|2,’1‘~|2,’2|7 = ‘Z2|

22

Komplexni exponencidla

Na realnych ¢islech lze nadefinovat exponencidlni funkci exp x pomoci nasledujicich vlast-
nosti:
(Vz,y € R) exp(z +y) = expzexpy, (Vz € R) expx > 1+ z.

Skutec¢né, lze dokazat, Ze tyto podminky spliiuje pravé jedna funkce, a oznac¢ime-li e = exp 1
tzv. Eulerovo ¢islo, mizeme psat expx = e”.

Pfirozeny zpusob, jak rozsifit exponencidlu na C, je pozadovat platnost prvni podminky
pro vSechna C. Stac¢i znat vzorec pro exponencidlu ryze imaginarniho ¢isla. To je tzv. Fuleruv
vztah

e'¥ = cos o + isin . (22)

Ctenaf si miize sAm ovéFit, Ze toto rozsifeni skuteéné zachova v platnosti vyse zminénou vlast-
nost e*1 T2 = e,

Uvedeny vztah ndm v mnoha pfipadech velice zjednodusi praci. Jeho uzite¢nost tkvi v tom,
Ze exponenciala je velmi ,,pékna“ funkce, se kterou se snadno pocita. Naptiklad goniometricky
tvar komplexniho &isla se pouzitim tohoto vztahu redukuje na z = re'?. Cisla v tomto tvaru
muzZeme napf. velmi jednoduse nésobit (ndsobime absolutni hodnoty a séitdme thly). Vidime,
e napf¥. nasobeni komplexniho &sla faktorem €' odpovida jeho otoéeni o tthel ¢ v Gaussové
roving. Dosadime-li —¢ do (22), dostdvame ze sudosti resp. lichosti cosinu resp. sinu

—ip ..
e ¥ =cosp —ising.

Odtud pak muzeme vyjadrit funkce sinus a cosinus takto:

. el? — e~i¥ e'? 4 e~
sinp = ———— cosp = —————
2i 2

Z téchto vztaht a z vlastnosti exponencidly mtzeme snadno odvodit tfeba souctové vzorce pro
funkce sin x a cos z. Podobné napt. Moiverova véta

(cos +isin )™ = cos np + isin nyp,

se pii znalosti komplexni exponencialy redukuje na vztah (¢'?)" = e,
Kmity a viny

Nejvetsi uplatnéni ve fyzice vSak vztah (22) nachdzi pfi popisu vselikého vinéni a kmiténi.
Pokud ke klasickému vztahu pro harmonické kmity y = A cos(wt + ¢o) pficteme libovolnou
imaginarni ¢ast, téméf nic se v praxi nezméni pii s¢itani a od¢itani, derivovani a integrovani,
néasobeni komplexnim ¢islem, protoze vSechny tyto operace funguji na komplexnich éislech ,,po
slozkach“. Staci si pouze pamatovat, ze realité odpovida realna ¢ast cisla.
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Jednu z moznosti, jak Sikovné pfidat imaginarni ¢ast, ukazuje nasledujici vztah
y = Aoei(threDn) — A\oeth7 (23)

kde //l\o je komplexni amplituda, do které muzeme zahrnout pocatecni fazi (/TO = Aoei*"").
Podobné vilnéni popsané vztahem u = Ag cos(wt — kz + ¢o) muzeme popisovat ve tvaru

iwt —ikx
[§] .

yzﬁoe

Komplexni symbolickd metoda pro reseni obvodi RLC

Ztejmé neexistuje lepsi piiklad, nez tato metoda pro RLC obvody, jako odpovéd na otazku,
k ¢emu vlastné je prepsani harmonickych kmitt do komplexnich ¢isel dobré.

RLC obvody jsou obvody, ve kterych se kromé rezistoru vyskytuji jesté dalsi dvé linearni
soucastky — kondenzatory a civky. Pro vSechny t¥i plati analogie Ohmova zakona i pro har-
monicky stfidavy signal, totii Ze pomeér amplitudy napéti a proudu je pro danou soucastku

Fazové jsou ovSem napéti a proud na civce a kondenzatoru vici sobé posunuté, a protoze
Kirchhoffovy zédkony neplati pro amplitudy, ale pro okamzité hodnoty napéti a proudt, musime
se vydat bud cestou pomérné nepfehlednych Gprav vztahd se siny a cosiny, kde je navic tfeba
neustale kontrolovat znaménko fazového posunuti, pfipadné pouzit metodu tzv. fdézori, kde
se harmonické kmity reprezentuji jako primét rovnomérného pohybu po kruznici do jedné
primky.

Na stejném principu jako fazory funguje i komplexni metoda. Jeji vyhoda spociva v jed-
noduchosti popisu — je-li proud v civce i = Ie“"t, pak napéti je u = 1wLIe“"t podobné kon-
denzatorem s napétim u = Ue'? prochézi proud i = iwCUe“!. Protoze ¢len eWt bude zfejmé
u vSech velic¢in spole¢ny, staci napsat Kirchhoffovy zakony pro komplexni amplitudy.

Oproti stejnosmérnym obvodum se tedy zméni pouze tolik, Ze napéti a proudy jsou kom-
plexni ¢isla (jejichz absolutni hodnota odpovida amplitudé a argument fazi). Podil komplexniho
napéti a proudu na souéastce ¢i skupiné soucastek se nazyva impedance (je to vlasné zobecnény
odpor), pfi¢emz impedance civky je Zr = iwL a impedance kondenzatoru Z¢ = 1/iwC. Im-
pedance rezistoru je pochopitelné redlné, Zr = R. VSe ostatni je stejné jako u stejnosmérnych
obvodu.

Priiklad: Vyfesme, jaky proud teCe sériovym RL obvodem, zname-li amplitudu a frekvenci
napéti zdroje. Celkova impedance je Z = R + iwL. Napéti na zdroji zvolime U = U (U
je komplexni veli¢ina, ve které je obsazena informace o amplitudé i fazi, U je amplituda).
Samozfejmé jsme mohli zvolit napf. U=-U&U=iU.U prvni veli¢iny, kterou zavadime,
mame totiz vzdy mozZnost volby pocatecni faze. Pochopitelné jsme si vybrali nejjednodussi
moznost — nulovou fazi. Pro komplexn{ proud pak plati I = U/Z = U/(R + iwL). Amplituda
proudu je tedy I = |IA\ = U/vR?+ w?L? a fdzové posunuti vzhledem k napéti je Ay =
= —arctg(wL/R) (proud se zpozduje za napétim).

Komplexni analyza

Kdo jiz umi derivovat, muze se zamyslet nad tim, jak je to s derivaci komplexni funkce
komplexni proménné. Tato derivace se definuje takto

f'(z0) = lim M

|z=29]—0 zZ—20
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Ddlezité na této definici je to, ze tato limita musi byt stejnd nazavisle na sméru, kterym
se z priblizuje k zo. Pokud misto komplexni funkce komplexni proménné f(z) budeme na
chvili uvazovat dvé realné funkce dvou realnych proménnych u(z,y) a v(z,y) takové, ze plati
f(z+yi) = u(z,y)+iv(z, y), zjistime, Ze aby mohla (komplexni) derivace funkce f(z) existovat,
musi platit

ou _ Ov ou  Ov
dx Oy’ oy Oz’

Toto jsou takzvané Cauchy-Riemannovy podminky. Funkce, ktera je na néjaké oblasti splniuje a

ma tedy na této oblasti derivaci, se nazyva holonomni. K zajimavym vlastnostem holonomnich

funkci patii napt. to, Ze kazda takova funkce mé na prislusné oblasti derivace libovolného fadu

a rovna se své Taylorové fadé. Jeji redlnd i imaginarni ¢ast jsou diky Cauchy-Riemannovym

podminkdm fesenim Laplaceovy rovnice (0%u/dz? + 8%u/0y* = 0, 9*v /82> + 3*v/8y? = 0).

K holonomni funkcim na celé mnoziné C patfi nap¥. libovolné polynomy a mocninné fady,
exponencidla a pomoci ni definované funkce sinus a cosinus. Déle napt. soucin dvou holo-
nomnich funkci je holonomni funkce apod. Kazdopadné se jedna o vlastnost, kterou ma (ale-
spoil na urcité oblasti) vétsina bézné uzivanych funkci.

Diky Cauchy-Riemannovym podminkam lze s uzitim Stokesovy véty o kiivkovém integralu
dokazat, ze kiivkovy integral z holonomni funkce pfes uzavienou kiivku je nulovy. Ve spojeni
s dalsi dilezitou vétou — residuovou vétou — toto dava velmi silny nastroj pro vypocet jistého
typu urcitych integrald, ale to uz skutecné presahuje ramec naseho serialu.

Uloha I.S ... komplexni ¢&isla

a) Spoctéte redlnou a imaginarni ¢ast sin(a + bi).

b) Pomoci komplexni symbolické metody odvodte vztah pro rezonanéni frekvenci paralelniho
RLC obvodu, tj. naleznéte frekvenci, pro kterou ma pfi konstatnim napéti celkovy proud
v obvodu minimalni amplitudu.

¢) Sectéte pomoci komplexnich ¢éisel nasledujici fady. (Ndvod: fada A 4+ Bi je geometrick.)

oo [e o]
A= Z e " cos(ny), Z % sin(ny).
n=0 n=0

resent str. 89

Kapitola 2: Limity a derivace

Resme jednoduchy tkol. Ze ¢tvercového plechu o délce strany a chceme vyrobit naddobu tak,
ze odstiihneme z jeho rohi ¢tvercové dily o délce strany b a zbyly kus ohneme do vysledného
tvaru. Otazkou je, jak velké maji byt odstfizené Casti, aby byl objem nadoby co nejvétsi.

Snadno zjistime, ze objem nadoby zavisi na b jako

V(b) = b(a — 2b)°. (24)

Nyni se podivejme, jak se zméni vysledny objem nadoby, zménime-li hodnotu b o Ab. Dosaze-
nim do (24) a odectenim ptivodni hodnoty V dostavdme

V(b + Ab) — V(b) = (a — 2b)(a — 6b)Ab + 4(3b — a) Ab° + 4Ab°. (25)
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Uvazujme zménu o velmi malou hodnotu Ab. Vidime, Ze ve vzorci (25) vystupuje Abv 1., 2. a
3. mocniné. Pokud je vSak Ab mala (napt. 1076), bude mit jeji 2. a 3. mocnina zanedbatelnou
velikost oproti 1. mocniné. Vzorec (25) v tomto pfipadé prechazi na

V(b+ Ab) — V(b) ~ (a — 2b)(a — 6b)Ab (26)

Dale uvazujme takto. Pokud méa nadoba maximalni mozny objem, urcité se pii jakékoliv
malé zméné b nezvétsi. Hodnota V(b + Ab) — V(b) tedy urcité nebude kladna. Pro malé hod-
noty Ab vSak nemuze byt ani zipornd, protoze pokud by tato situace nastala, byla by hodnota
V(b4 Ab) — V(b) pro —Ab kladna (jak vidime z (26)) a to je ve sporu s pfedpokladem o ma-
ximéalnosti objemu. Z toho plyne, Ze pro jakoukoliv malou zménu Ab se hodnota V nezméni
(pFesnéji Feceno, nezmeéni pii zaokrouhleni na fad této zmény). Pii pohledu na rovnici (26)
vidime, Ze toho je mozno dosdhnout jen v pfipadé, Ze hodnota (a — 2b)(a — 6b) je nulova. To
je splnéno v pripadé, ze a = 2b nebo a = 6b. Pro a = 2b je vsak V = 0. Hledanym feSenim je
tedy b= a/6.

Postup naznaceny na tomto piikladé se da znac¢né zefektivnit a rozsah problémi, které se
daji fesit obdobnym pristupem, je obrovsky. Zakladni matematické pojmy potiebné k tako-
vymto vypoctim si nyni vysvétlime.

Zavedme pojem limity funkce. Jeji vyznam mozné neni na prvni pohled ziejmy, ale vyplyne
z nasledujiciho textu, takze se jej pokuste alespon ¢astecné pochopit. Nejprve odstrasujici
definice:

lim f(z)=A &L ve>0,36>0,Va € (zo — d,20) U (o, w0 +0) : | f(z) — Al <e. (27)
T—To

Nyni se pokusme vylozit, co vlastné tento vzorec znamend. Limitou funkce f(z) pro x
blizici se k xo je ¢islo A (leva strana ekvivalence je standardni oznadeni pro limitu), pokud
plati vyrok na pravé strané implikace.

Ten pak fika, Ze pro libovolné zadané kladné ¢ musime vzdy najit takové kladné §, aby se
funk¢ni hodnota v intervalu $itky 26 kolem z¢ lisila od A o méné nez ¢ (sledujte levy obrézek).
Je dobré si uvédomit, ze pokud nalezneme k néjakému e; pfislusné §, muzeme kazdému 2 > &1
prifadit stejné 6. Staci tedy splnit podminku v definici (27) pro libovolné malé €. VSimnéte
si také toho, ze hodnota limity v bodé zo vibec nezavisi na hodnoté funkce f v tomto bodé.
Limita funkce tedy jakymsi zptusobem vystihuje to, kam se blizi hodnoty f, pokud se jeji
argument blizi k hodnoté zo (muZe nastat i p¥ipad, kdy se tyto hodnoty nikam neblizi, pak
fekneme Ze limita neexistuje).

2e / fxo +h)
/
A P f(z0)
26
0 Zo 0 o zo+ h
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Pokud by se vam zdalo, ze pojem limity je iplné zbytecny, protoze se vzdy rovna funkéni
hodnoté v bodé zo (jak by mohl napovidat obrazek), mylite se. Toto tvrzeni plati jen pro
spojité funkce (vlastné je to definice spojité funkce). V mnoha zajimavych pfipadech ale ndmi
zkoumand funkce ve studovaném bodé spojitd neni, a tak se bez limit zkratka neobejdeme.

Nyni se na chvili vratme k naSemu motiva¢nimu pfikladu. Jak vidime, hodila by se nam
metoda, kterd by umoznila kvantitativné popsat a vypocitat rychlost ristu funkce, abychom
dokézali fesit podobné piiklady (a jak se pozdéji ukdze, také obrovskou spoustu zcela jinych)
bez nutnosti pouzivani krkolomnych operaci podobnych tém, které jsme pouzili. A k tomu ndm
poslouzi takzvand derivace funkce. Za¢néme opét definici:

af _ o feth) —f@)
dx h—o0 h ’

Vyznam asi nejsnaze pochopite z obrazku vpravo. Jak vidite, jednad se o limitu podilu
velikosti prirustku funkéni hodnoty ku prirastku velikosti argumentu. V bodé zo ma tento podil
vyznam smérnice sefny grafu funkce f s priseciky v bodech [zo, f(z0)] a [zo + h, f(zo + h)]
(smérnici pfimky dané rovnici y = px + ¢ rozumime ¢&islo p). Tato secna se pro zmensujici
hodnotu h blizi k te¢né ke grafu funkce f. Derivace ma tedy vyznam smérnice tec¢ny ke grafu
funkce v bodé [zo, f(x0)].

Poznamka: V definici derivace vystupuje parametr x, takze ackoliv je derivace definovana
jako limita a to je ¢&islo (viz. definice), je to vlastné funkce (jejim argumentem je ). Derivace je
tedy zobrazeni, které z funkce udéla opét funkci (a to je zvlastni pfipad takzvaného operdtoru).
Pokud ptivodni funkci znac¢ime f, zderivovanou funkci obvykle zna¢ime f’ (a tuto znovu zde-
rivovanou f” atd.). Zavisi-li ngjaka fyzikalni veli¢ina na vice parametrech a neni zfejmé, jako
funkci kterého parametru ji zrovna chapeme, drzime se radéji uz uvedeného znaceni df/ dz.
Vyjimku predstavuji derivace podle ¢asu, které jsou tak casté, ze se vyplati mit pro né zvlastni
znaceni du/ dt = @ (nad veli¢inu se piSe tecka, v piipadé druhé derivace dvé tecky).

Stejné jako pfi vypoctu limit, i p¥i pocitani derivaci zpravidla nevychézime z definice.
7Z didaktickych duvoda si vSak takovyto postup miiZeme ukazat. Spocitejme tedy derivaci
funkce f(z) = z* z definice.

df . (z+h)?—2? .

L — 1 A A | 2 = 2.

de ~H T h py (et h) =2
Mnohem praktictéjsi je ale zapamatovat si pravidla pro derivovani nékolika zékladnich funkci,
déle souctu, soucinu a slozeni dvou funkci. Vybaveni témito znalostmi pak hravé zderivujete
téméf cokoliv. Nejdfive tedy jak vypadaji derivace elementarnich funkci.
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Derivace nékterych funkci v tabulce jsou pomoci pravidel, ktera si za chvili vypiseme, pfimo
odvoditelné ze znalosti derivaci jinych funkci, napf#. funkci y = tgx 1ze derivovat jako podil
y = sinz/ cosz. Vrhnéme se tedy na slibend pravidla. f, g jsou funkce, a,b konstanty, ftje

inverzni funkce k f.

y=af Yy =af’
y=af £bg y=af +bg
y=fg v =1fgd+1fg
! !
y:j y/:f92f9
g g

Pokud jste nepochopili po prvnim pfec¢teni vSechna pravidla (napf. to pro derivovani slozené
a inverzni funkce), nic se nedgje, v pristim dile se k nim jesté vratime.

Uloha II.S ... limity a derivace

a) Dokazte, Ze téleso, které ma v ase t polohu = = gt* /2+wvot+xo, se pohybuje se zrychlenim g.

z?—4x+3

b) Spoditejte 911311 o e B

¢) Nahradte co nejlépe funkci f v okoli bodu z = 0 linearni funkei, vite-li, ze f(0) = 3 a

7'(0) = -2

d) Jaky je pomér vysky a priméru podstavy vélce, ktery mé pfi daném povrchu maximalni

objem?

resent str. 90
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Kapitola 3: Integraly

Tteti dil seridlu bude pojednévat o integralnim poctu. Pro zacatek malé upozornéni; pokud
jste si zatim nepfecetli druhy dil (ten byl o derivacich) a derivovat neumite, urcité si ho prectéte.
Dale bych doporudéil tém, ktefi nejsou v derivovani zcela zbéhli (i kdyz jste bez problému
minuly dil pochopili), aby si alesponi zbézné ptecetli néjakou knihu, kterd o této problematice
pojednava podrobnéji, a propoéitali co nejvice pfikladd (minuly dil se d& povazovat jen za
velmi struény tvod).

A nyni k integrovani. Zaéneme definici takzvané primitivni funkce. Rekneme, ze funkce F'(x)
je primitivn{ funkei k funkei f(z), pokud plati vztah

L F(@) = f()

Integrovanim pak rozumime proces, ktery nas pfivede od funkce f k funkci F'. Integrovéni je
tedy opakem derivovani. Funkce I’ byva nazyvana téz neurcity integral funkce f nebo jednoduse
integral z f. Tedy napf¥iklad funkce F(z) = 1/3z% 4 3 je primitivni funkci k f(z) = 22, protoze
F' = f. Vsimnéte si, ze pokud F je primitivni funkci k f, pak i funkce F' + C, kde C je
libovolna konstanta, je primitivni funkci k f. Toto tvrzeni plyne ihned z pravidla pro derivovani
souc¢tu dvou funkci a toho, Ze derivace konstanty je nula. Primitivni funkce tedy neni urcena
jednoznacné. Vztah mezi funkci a jejim integralem se pak znaci

/f(m) dz = F(z) + C.

Clen dr mtizete chapat tak, Ze iika, podle které proménné integrujeme, tedy podle které

to nemusi byt zfejmé). Jeho vyznam je vSak ponékud hlubsi a vyplyne z nasledujiciho textu.
Ur¢ity integral

S pojmem primitivni funkce Gzce souvisi urcity integrdl. Uréity integral funkce f(z) z bodu a
do bodu b je definovan takto: Ozna¢me S, soucet nasledujici rady

~—b—a k(b —a)
Sn—kz_on+1f<a+ b ) (28)

Interval (a, b) rozdélime pomoci n délicich bodt na n+1 stejné dlouhych intervalt. Nad kazdym
z téchto intervalti nakreslime obdélnik stejné vysky jako funk¢ni hodnota f v levém krajnim
bodu tohoto intervalu. Suma (28) mé pak vyznam souctu obsaht téchto obdélniku. Je ziejmé
Ze pro rostouci n je aproximace plochy pod grafem funkce f pomoci takovychto obdélniki stale
presnéjsi. Urcitym integralem funkce f od a do b pak nazveme cislo

b
/ f(z)dx = nan;c Sh.
a
Symbol na levé strané rovnosti je standardnim znacenim pro urcity integral. Limita na pravé
strané je limitou posloupnosti ¢isel S, (pokud nevite, co je to limita posloupnosti, pak vézte, ze
je to cislo, které charakterizuje, kam se blizi hodnoty S,, pro velka n, a jeji definice je podobné
definici limity funkce). Vyznam ¢lenu dz tedy spoéiva v tom, Ze si miizeme urcity integral
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pfedstavit jako sumu (28) pfi ,nekoneéné“ jemném déleni intervalu (a,b) tak, Ze vzdalenost
mezi dvéma délicimi body je dz. V tomto pfipadé s¢itdme hodnoty f(x)dz.

Urcity integral je tedy ,véc“, ktera pfifadi dvéma ¢islim a a b a dané funkci ¢islo. Toto
¢islo ma vyznam obsahu plochy pod grafem této funkce mezi body a a b.

Jaky je vztah mezi uréitym a neurcitym integralem? Jiz zminénda tzk4a souvislost mezi ur-
¢itym a neur¢itym integrélem je déna nasledujicim velmi dilezitym vztahem (takzvana New-
ton-Leibnitzova formule)

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

kde F je jakakoliv pevné zvolena primitivni funkce k f. Mame tedy jednoduchou (a v podstaté

také jedinou realné pouzitelnou) metodu, jak uréité integraly pocitat.
Jak integraly pocitat?

Pravidla pro vypocet integralti jsou vlastné jen obracend pravidla pro vypocet derivaci
(bohuzel nejsou vzdy tak piimocara jako v pripadé derivovani). Maly piiklad. Derivace funkce
y=2z"jey =nz" ! Integrdl z y = 2" je tedy Y = i—_: + C (jak se snadno presvédéime zde-
rivovdnim). Analogicky zjistime, jak integrovat dalsi elementarni funkce pohledem do tabulky

jejich derivaci. Tyto zdkladni integrély (az na konstantu) jsou shrnuty v nésledujici tabulce

y=a Jydz = ax
y==x fydx:xz/Q
y=x",r#—1 fydxzﬁllxr“
Yy =sinx Jydz = —cosz
Y = COST fydx:sinx
y=1/cos’z Jydz =tgx
y=e" Jydz =e”
y=1/z Jydz =In|z|
y=1/y/1— 2 Jydz = arcsinz
y=1/(1+z?) Jydz = arctgz
y = sinhx Jydz = coshz
y = coshz fydm:sinhaz
y=1/cosh’z Jydz =tghz

Pro integral sou¢tu dvou funkci plati

/(f(x)+9(93))da?:/f(x) dac—i—/g(a:)dac.

Situace se vSak komplikuje v p¥ipadé slozitéjsich funkei. Pro vypodet integrilu ze sou¢inu nebo
sloZeni vice funkci totiz neexistuji jednoducha pravidla, kterd by vypocet prevedla na vypocet
integrali elementarnich funkci tak, jako v pripadé derivaci. Existuji vSak pravidla, pomoci
kterych prevedeme takovéto integraly na integraly jednodussi.

Integrace per partes

Metoda takzvané integrace per partes (po ¢astech) je odvozena od pravidla pro derivaci
soucinu dvou funkci. Pfipomenme, ze toto pravidlo zni

(@) = F@) S gw) + gla) & 1),
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Zintegrovanim této rovnice a pfeusporadanim clent dostavame

[ 1@ 5 9(@) do = f@)al@) - [ 9(o) 5 f@) o

Pro zjednoduseni miizeme ddle oznacit ¢'(z) = h(z), a tedy g(x) = H(z), kde H(x) je primi-
tivni funkce k h(z). Dostavame pak

[ 1@h@ ds = f@n@) - [ He) 1@ (29)

Pouziti této metody mizeme demonstrovat na nasledujicim prikladé. Chceme spocitat integral

z funkce y = zsinz. Polozime f(z) = z a h(z) =sinz. Tedy f'(z) =1 a H(z) = —cosz + C1
(viz tabulka integral). Dosazenim do (29) dostavame

/msinxda: =x(—cosz+ Ch) — /(—cosx + C1)dz + C.
Zbyva tedy vypocitat integral na pravé strané, ale to jiz neni problém. Dostavame
/xsinwdx = —zcoszx +sinz + C.

O spravnosti tohoto vysledku se muzete presvédcit jeho zderivovanim.

Substituce

Dalsi dulezitou metodou pro vypocet integrali je metoda substitu¢ni. Stejné jako je metoda
per partes odvozena od vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkci, je metoda substitu¢ni zaloZzena
na vzorci pro derivaci slozené funkce. Ten vypada nasledovné

(f(g(2))) = f'(9(x))g' (x).
Po zintegrovani a pieznaceni f' = h, f = H dostavame
[ otang @) de = H(g(a)) + C.
V praxi pfi po¢itani integralt substituci postupujeme nésledovné: Funkci g(z) substituujeme

novou proménnou y = g(z). Nepfesné matematicky, ale §ikovné pro pfedstavu, mizeme funkci y
zderivovat a napsat dy = ¢’ dz. Pak miizeme dosadit a psat

/ h(g(2))g () dz = / h(y)dy = H(y) + C = H(g(x)) + C.

Pro vyjasnéni neni nic lepsiho, nez spocitat piiklad. Zintegrujme tedy funkci f(z) = tgx.

/tgmdmz/smx dz
cosx

Zavedeme substituci y = cosx, dy = — sin x dx, dosadime a ziskdme vysledek

/tgmdmz—/%:—ln\y\—i—C:—lnkosmH—C.
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Aplikace

S neurcitymi integraly se ve fyzice setkdvame vétsinou v pfipadech, kdy odnékud zname
derivaci funkce, kterd néds zajimé (vétSinou zndme jen vztah svazujici hledanou funkeci a jeji
derivace — tzv. diferencialni rovnici, ale o téch si povime az v pfistim dile), a vysledek je tedy
primitivni funkci k této derivaci. Napfiklad vime, Ze ¢asové derivace polohy télesa padajiciho
volnym padem je gt + vo. Pro polohu tohoto télesa tedy plati

1
z(t) = /(gtJon)dt = §gt2 +vot + C.

Konstanta C' pak ma vyznam pocéatecni polohy.
Urcité integraly pak nachézeji uplatnéni pfi vypoctu velic¢in jako je objem, moment setr-

zpusobem sc¢itat malé prispévky (k objemu, hmotnosti, intenzité pole atd.).

Poznadmka: V tomto textu se dopoustime velkého mnozstvi drobnych nepfesnosti usnad-
nujicich vyklad. Rozhodné se tedy nejednd o matematicky korektni pojednani o integralnim
poctu, ale spiSe o jakysi tvod do problému slouzici k ziskani intuitivni predstavy.

Uloha III.S ... integraly

a) Spoditejte integraly funkci y = 2%e”, y = sin® 2 cos® x.

b) Urlete obsah obrazce, ktery je ohrani¢en funkcemi y1 = +/|z| + /1 — |z|, y2 = /|z| —
v/1 — |z|. Tento obrazec nakreslete.

resent str. 91

Kapitola 4: Diferencialni rovnice

V druhém dile seridlu jsme si ukézali aplikaci derivaci na vypocet extrému funkce. To je
vSak jen mald ¢ast z moznych vyuziti diferencidlniho poctu ve fyzice. Teprve v rukou fyzika
znalého teorie diferencidlnich rovnic se derivace stavaji silnym néstrojem pro feSeni fady tloh
z mnoha obort fyziky. V mnoha pfipadech totiz nedokazeme popsat zkoumany déj pfimo, ale
pouze v feci derivaci. Timto postupem pak dospéjeme k rovnici pro neznamou zavislost a jeji
derivace — takzvanou diferencidlni rovnici. Demonstrovat to muzeme napfiklad na néasledujici
uloze.

Do nadoby plné roztoku soli pritéka konstantni rychlosti ¢istd voda a stejnou rychlosti
roztok odtékd (koncentrace je v celé nadobé stejnd). Jak bude zédviset koncentrace C' soli
v nddobé na ¢ase? Pokud by mél roztok vytékajici z nddoby stale stejnou koncentraci, bylo by
feseni jednoduché. Koncentrace by linearné klesala az do vyprazdnéni (protoze za jednotku ¢asu
by z nddoby vyteklo vzdy stejné mnozstvi soli). To vSak v naSem pripadé neplati. Koncentrace
vytékajiciho roztoku se v8ak d& povazovat za konstantni v pribéhu velmi (infinitezimalné)
kratkého casového intervalu dt. Zménu koncentrace za tento casovy interval tedy muizeme
spocitat jako

dC = —kC dt, (30)

kde dC je zména koncentrace a k je kladna konstanta charakterizujici rychlost vytoku roztoku.
Minus na pravé strané znaéi to, ze koncentrace s ¢asem klesa (tj. jeji zména je zapornd). Tento
vztah predstavuje jiz ¢asteéné rozfeSenou diferencialni rovnici (v zdkladnim tvaru by méla
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tvar C' = —kC). Resit ji mizeme vydélenim rovnice koncentraci C' a integraci obou stran.
Dostavame

InC = -kt + A, (31)

C =Be ™, (32)

kde A je integraéni konstanta a B = e”. Hodnotu B mtZeme urdit ze znalosti pocatecni
koncentrace dosazenim ¢t = 0 tedy B = (. Vidime, Ze koncentrace soli klesid exponencialné.

Zavedme nyni nékolik uziteénych pojmii. Rddem diferencialni rovnice budeme rozumét Fad
nejvyssi derivace vystupujici v této rovnici (napiiklad rovnice y"’ + 3y’ = 0 je t¥etiho fadu).
Rekneme, ze diferencialni rovnice je linedrni, pokud plati, Ze soucet jejich libovolnych dvou fe-
Seni a nasobek libovolného feseni konstantou je opét feSenim. Dale délime diferencialni rovnice
na nehomogenni a homogenni (s pravou stranou a bez pravé strany). V nehomogenni rovnici
vystupuje kromé neznamé funkce jesté dalsi (zadand) funkce, kterd nehraje roli koeficientu
(tedy neni vyndsobend nezndmou funkei ani zaddnou jeji derivaci). Tuto funkci pak vétSinou
piSeme na pravou stranu znaménka = (odtud plyne alternativni nazev). Pfikladem takové rov-
nice je y”’ +4x?y = sinz. V homogenni rovnici pak z4dna takovato funkce nevystupuje. Pokud
se v diferencialni rovnici vyskytuji pouze obycejné derivace, fikame ji obycejnd diferencidlni
rovnice. V opatném pripadé pak mluvime o diferencidlnich rovnicich parcidlnich.

Pro ziskani pfedstavy o problematice uvedme stru¢ny prehled zdkladnich typu diferencial-
nich rovnic a metod jejich feSeni.

a) Diferencialni rovnice prvniho Fadu

Velmi ¢asto se setkdvame (viz motivacéni p¥iklad) s rovnicemi typu

W _ 1) gly(a). (33)

Takovou rovnici mtzeme fesit takzvanou metodou separace proméngch. Princip této metody
spoéiva v tom, Ze s derivaci mizeme vét§inou pracovat jako se zlomkem (divdme se na ni jako
na podil dvou malych pFiriistki). Rovnici tedy miizeme vynéasobit vyrazem dz a vydélit funkei
g(y). Dostavame 4
Y
o f(z)da, (34)

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi (to znamend, ze vyrazy obsahujici y jsou vSechny
na jedné strané rovnitka a vyrazy obsahujici = jsou vSechny na druhé strané). Tuto rovnici
muzeme Fesit integraci obou stran. Pokud bychom chtéli integrovat rovnici v pivodnim tvaru,
dostali bychom na pravé strané integrél podle z z funkce zdvisejici na y(z). To znamend, ze
bychom pro provedeni integrace museli funkci y, tedy hledané feseni, znat a tim bychom se
dostali do ,zacarovaného* kruhu.

Jako piiklad uvedme vypodet zavislosti koncentrace C' chemikalie, kterd se ticastni reakce
Fidici se takzvanou kinetikou 2. fadu. Pro C pak plati

dC 2

— = —kC". 35

T (35)
Rovnice se separovanymi proménymi mé pak tvar

dC

roc i —kdt. (36)
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Integraci obou stran dostavame

1
—— =—kt+ A 37
G +4, (37)
kde A je integra¢ni konstanta. Jeji hodnotu muzeme uréit dosazenim ¢ = 0. Tim dostévame
A =—1/Cy (Cy znadi pocateéni koncentraci). Po upravé dostavame
Co
C=—F—. 38
1+ Cokt (38)
b) Metoda variace konstant a rovnice typu
d
@ Ta@y =b). (39)

dz
Pfislusnou homogenni rovnici (pfipad b = 0) bychom dokazali vyTesit pomoci separace promén-
nych. Vsimnéte si, ze pokud bychom nalezli jedno (takzvané partikuldrni) feSeni rovnice (39),
dokézali bychom jiz snadno sestavit obecné feseni pri¢tenim obecného feseni pfislusné homo-
genni rovnice. Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze rozdil libovolnych dvou FeSeni (39) fesi pfislusnou
homogenni rovnici (jako cviceni doporuc¢ujeme dikaz provést). Obecnym fesenim diferencidlni
rovnice myslime funkci obsahujici nékolik konstant (v nasem p¥fipadé jednu), jejichz vhodnou
volbou dostaneme jakékoliv feseni. Tedy napfiklad vztah (38) pfedstavuje obecné feseni (po-
kud na Cy pohlizime jako na obecnou konstantu) rovnice (35). Dodejme jesté, ze v obecném
feSeni diferencidlni rovnice n-tého Ffadu musi vystupovat n konstant, nebotf pfi jejim FeSeni
musime n krat integrovat.
A jak hledat partikularni feseni? Vyjdeme z feSeni homogenni rovnice. To mé vzdy tvar

y=Ce @, (40)

kde C je libovolna konstanta a A(z) je primitivni funkei k a(x) (vzpomeiite si tfeba na moti-
va¢ni priklad). K tomuto tvaru snadno dosp&jeme fesenim piislusné homogenni rovnice meto-
dou separace proménych. Jadro metody variace konstant spocivd v tom, ze budeme piedpo-
kladat partikularni feseni ve tvaru

yp = Cla)e™ ). (41)

Predpokladame tedy, Zze misto konstanty C' vystupujici v feSeni homogenni rovnice, bude v par-
tikularnim feseni vystupovat funkce. Problém nalezeni partikularniho feSeni se tedy redukuje

na nalezeni funkce C(z). Dosazenim y,, do rovnice (39) dostavame po tipravé (ozna¢me e~ 4(®) =
= u(z))
C'u+ Cu' + aCu = b, (42)
C'u+C(u +au) =b, (43)
b
C'=-. 44
> (44)

Pro funkci C(x) tedy dostdavame jednoduchou diferencidlni rovnici fesitelnou pfimou integraci.
Pro prehlednost zopakujme postup jesté jednou. Nejprve jsme vytesili prislusnou homogenni
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rovnici metodou separace proménych. Dostali jsme feSeni ve tvaru (40). Dale jsme pfedpokla-
dali, Ze partikularni feSeni bude mit tvar (41) a nezndmou funkci C(z) jsme uréili dosazenim
yp do pivodni (nehomogenni) rovnice. Tim jsme problém pfevedli na vyfeSeni rovnice (44).
Obecné feseni pak je

yo = C(@)u(w) + Ku(x), (45)

kde K je libovoln4 konstanta. Postup si mtizete procvi¢it na feseni rovnice 3’ +2xy = e cosz
(obecné feseni je y = (sinz + K)EFI2 ).

Poznamka: Metoda variace konstant se da aplikovat i na slozitéjsi nehomogenni diferenci-
alni rovnice, naptiklad na rovnice vyssich rada v pfipadé, ze je prislusnd homogenni rovnice
linedrni. V tomto piipadé ale hledame sadu n funkci, kde n je f4d rovnice, které ,vzniknou“
z n integrac¢nich konstant. Mame pro né vSak jen jednu rovnici, kterou ziskdme dosazenim
variovaného feSeni rovnice homogenni do nehomogenni. Tato volnost se v praxi odstranuje
dodefinovanim dal$ich podminek na tyto funkce tak, aby byla vyslednd soustava rovnic co
nejjednodussi. Muzete si sami vymyslet nehomogenni rovnici vyssiho fadu a vyftesit ji. Pomoci
variace konstant mizeme fesit také soustavy rovnic.

¢) Homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého Fddu s konstantnimi koeficienty

Jednd se o rovnice typu (n v zdvorce v exponentu znaci n-tou derivaci)

v +an 1y Y+ +agy = 0. (46)
Takovéto rovnice se daji Fesit velmi jednoduSe. Staéi piedpoklddat feSeni ve tvaru y(x) = e
(misto obratu ,pfedpokladat FeSeni ve tvaru“ se mizete setkat i se slovem ,ansatz“, jehoz
vyznam je obdobny) a dosazenim zjistit pfipustné hodnoty parametru k (takto prevedeme di-
ferencidlni rovnici na takzvanou charakteristickou rovnici, coz je rovnice polynomialni). Pokud

bude mit charakteristicka rovnice n ruznych kofenu ki, ..., k,, miZeme obecné feSeni psat ve
tvaru
y = cleklz + Czekﬂ + -+ Cnek”z, (47)
kde ci1,...,cy jsou konstanty. Postup mizeme demonstrovat na nasledujici rovnici
Yy +2y =3y =0. (48)

Po dosazeni 3y = e*® a vydéleni celé rovnice exponencislou dostavame
k* 42k —3=0. (49)
Korfeny této (kvadratické) rovnice jsou k1 = 1 a k2 = —3. Obecné feSeni (48) je tedy
y=ce’ + coe 3%, (50)
V pripadé, kdy mé charakteristickd rovnice alesponn jeden vicendsobny kofen, nemize byt
(47) obecnym FeSenim, protoze by obsahovalo méné nez n konstant. Pfedpoklad o tvaru fe-
Seni v tomto pripadé tedy neni zcela spravny. Da se ukazat, ze je-li k; m-nasobnym kofenem
charakteristického polynomu, pak rovnici (46) fesi kromé funkce efi® také funkce zlei® | =

= 1,...,m — 1. Stad¢i dosadit do (46) exponencidlu vynasobenou mocninnou 'fun'kc'L pouzit
Leibnitzovu formuli pro i-tou derivaci souéinu dvou funkci (fg)( = E;:o (;) F@Dg=9  (kterd
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vypadd Gplné stejné jako binomickd véta), uvédomit si, ze m-nésobny kofen polynomu je za-
roven kofenem i jeho 1. az m — 1-té derivace, a diikaz je hotov. Obecné tedy pfi feSeni (46)
postupujeme tak, Ze nejprve predpokladame feseni ve tvaru exponencidly, a pokud mé charak-
teristicka rovnice vicenasobné kotfeny, doplnime do obecného feseni jesté prislusné exponencialy
vynasobené obecnym polynomem stupné m—1, kde m je ndsobnost korenu. Jako cviceni vyfeste
rovnici " — 3y” + 4y = 0 (feSenim je y = (c1 + c2x)e®® 4 cze™).

Poznamka: Stupen charakteristického polynomu se rovna rfaddu diferencidlni rovnice, takze
pfi feSeni rovnic fddu vyssiho nez druhého nastava problém s nalezenim jeho kofent (s trochou
namahy je mozné nalézt koreny polynomu tifetiho a ¢tvrtého fadu, u polynomu vyssiho fadu je
to vSak jiz obecné nemozné a musime pristoupit bud k hadani nebo k numerickym metodam).
Nastésti se vSak ve fyzice setkdvame s diferencidlnimi rovnicemi tfetiho a vyssiho radu jen velmi
zfidka a u fyzikalné nemotivovanych diferencidlnich rovnic (jako je ta posledni) se kofeny daji
vétsinou uhodnout nebo nalézt metodou pokus omyl (protoZze tyto rovnice byvaji sestaveny tak,
aby se daly snadno Fesit). Muze se ndm také stat, ze kofeny charakteristického polynomu budou
komplexni. To vSak ni¢emu nevadi. Staci, kdyz si vzpomenete na vzorec pro exponencialu
komplexniho ¢isla z prvniho dilu seridlu, a uvidite, Ze v tomto pripadé dostaneme oscilujici
feseni (vyfeste si rovnici pro harmonicky oscilator 3" + w?y = 0).

Metoda charakteristického polynomu vyuziva toho, ze jsme ,,uhodli“ tvar feSeni, a dosaze-
nim jsme pouze urcili hodnoty parametrt k;. Takovyto postup se da aplikovat i na jiné typy
diferencidlnich rovnic. Otazkou vsak je, v jakém tvaru predpokladat feseni v jinych ptfipadech
nez u rovnic typu (46). V obecném ptipadé miizeme hledat feseni ve tvaru Taylorova rozvoje

y= Zakyk. (51)
k=0

To vlastné neni témér viitbec zadny predpoklad, protoze ve tvaru Taylorova rozvoje mtizeme
napsat celou fadu funkci. Bohuzel ne uplné kazda funkce se rovna svému Taylorovu rozvoji.
Jako piiklad uvedme y = |z| rozvinutou v okoli bodu « = 1, nebo zajimavéjs funkei y = e~ /%"
dodefinovanou v bodé z = 0 nulou (jako cviéeni si nakreslete jeji graf), jejiz Taylorav rozvoj
okolo bodu 0 je identicky nulova funkce — a ta se evidentné nerovna rozvijené funkci v zadném
bodé kromé nuly. Nastésti vSak pro vétsinu normalnich funkci plati to, ze se svému Taylorovu
rozvoji rovnaji alesponn na omezeném intervalu

Dosazenim fady (51) do vySetfované rovnice pak dostaneme opét mocninnou fadu, ale s ji-
nymi koeficienty. Ty se pak musi rovnat koeficientim Taylorova rozvoje pravé strany rovnice,
coz byva Casto nula. Takto ziskdme (typicky rekurentni) vztah pro koeficienty aj. Naptiklad
fesenim rovnice y' — y = 0 touto metodou dostdvame pro koeficienty aj (z nulovosti koefici-
entu u 27) podminku jaji1 — a; = 0. Vysledkem je tedy fada pro funkci e”, kterd evidentné
fesi ptivodni rovnici. Ne vzdy vSak lze fadu pro feSeni secist zpét na elementarni funkci (ele-
mentarni funkci rozumime napiiklad exponencialu, logaritmus, sinus atd.) tak, jako tomu bylo
v poslednim piikladé. To je ale svym zptisobem vyhoda, protoZe to znamena, Ze je tato metoda
pouzitelna i v pripadech, kdy studované diferencidlni rovnice nema feseni mezi elementarnimi
funkcemi (a takovych ptipadt je ve fyzice velmi mnoho). Navic miZzeme nékteré vlastnosti
feSeni (napiiklad chovani pro veké argumenty) nahlédnout bez znalosti sou¢tu p¥islusné fady
pouze z vlastnosti jejich koeficienta.
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Soustavy diferencidlnich rovnic

Soustavou diferencidlnich rovnic rozumime soustavu rovnic svazujici nékolik neznamgych
funkci a jejich derivace. Uvedme maly priklad

ff=2f—-g, (52)
g =4f—g

Nejjednodussi metoda feSeni je prevedeni této soustavy na jednu diferencidlni rovnici vyssiho
fadu (fad vysledné rovnice je roven poétu ptivodnich rovnic). V uvedeném piikladé to prove-
deme dosazenim za g = 2f — f’ z prvni rovnice do druhé (dostavame g’ = f'+2f), zderivovanim
prvni rovnice (dostavame f” = 2f’ — ¢’) a dosazenim za g’ z druhé do prvni (zderivované)
rovnice dostavame

= f+2f=0. (53)
Tuto rovnici jiz snadno vyfesime metodou charakteristického polynomu. Funkci g pak dopo-
¢itdme napiiklad z prvni (nezderivované) rovnice dosazenim f. Tato metoda se tedy podoba
metodé Feseni soustavy (algebraickych) linedrnich rovnic. Na rovnici (52) mizeme pohlizet také
tak, ze dvojice funkci f, g tvofi slozky vektoru. Rovnici bychom pak mohli napsat v fe¢i matic
(pokud nevite, jak se pracuje s maticemi, tak bud nahlédnéte do pfislusné literatury, nebo
odlozte ¢teni nasledujiciho odstavce a vrafte se k nému az po precteni pristiho dilu seridlu,
ktery bude pojedndvat o linedrni algebie)

()= 2) ()

Oznaéime-li vektor u = (f, g) a pfislusnou matici A, mizeme zapsat rovnici (52) v kompaktnim
tvaru
u = Au. (54)

Pokud by bylo A obycejné ¢islo a u obycejna funkce, byla by feSenim evidentné funkce u =
= Ce?®. Vézte, 7e FeSeni vypada v pripadg, Ze u je vektor a A je matice, Gplné stejné. Otazkou
je ov8em, co je to exponencidla matice. Ta je definovana pomoci Taylorovy fady (narozdil od
exponencidly dokdZzeme mocninu matice spoéitat pfimo) jako

oo} An
o = Za I (55)

kde za nultou mocninu matice bereme takzvanou jednotkovou matici I (plati Ju = u pro
kazdy vektor u). Vypoclet exponencidly matice z definice je vSak ve vétsiné piipadil téméf
neproveditelny (jak uz to vétSinou byva) a existuji jednodussi zptisoby. Jednim z nich je na-
ptiklad prevedeni matice na takzvany diagonalni tvar, jehoz exponenciéla se dé spocitat velmi
jednoduse.

Jinou moznosti je vyuziti nasledujici véty. VSimnéte si, ze véta plati i pro pfipad, kdy A
je Cislo a ne matice, protoze na néj mizeme nahlizet jako na matici 1 X 1. V tomto pfipadé je
platnost tvrzeni jednoduchym disledkem reziduové véty zminované v prvnim dile serialu.

z

A 1 e

e =— ] ——,

2ni Jp 2l — A

kde T znad¢i uzavienou kiivku v komplexni roviné obihajici spektrum matice A, ale to uz
ponékud presahuje rdmec naseho serialu.

(56)
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Uloha IV .S ... diferencidni rovnice

a) Organizator FYKOSu vypil velmi rychle ldhev tvrdého alkoholu. Alkohol se z zaludku
vstfebdva do krve rychlosti tmérnou jeho mnozstvi (v zaludku) s konstantou imérnosti «
a z krve je odbouravan jatry podle stejného vztahu, tentokrat vSak s konstantou timérnosti
0. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici tyto déje, urcete zavislost mnozstvi alkoholu
v krvi na Case, urcete Cas, ve kterém je koncentrace maximalni, a vypocitejte ji.

b) Snek plazici se rychlosti 1mm-s~! se v &ase ty postavi na zacatek gumového lana dlou-
hého 1m a zacne se plazit. Ve stejném okamziku se lano zaéne napinat rychlosti 1 m-s—*
(je nekone¢né pruzné, takze nikdy nepraskne). Rozhodnéte, zda $nek dosdhne konce lana
v kone¢ném case a pokud ano, spocitejte, za jak dlouho se tak stane.

¢) Takzvana redukovand Gaussova rovnice mé tvar

zy +(y—a)y —ay=0

Predpokladejte feSeni ve tvaru Taylorova polynomu, urcete vztah pro jeho koeficienty a
vySetfete asymptotické chovani feSeni (tj. urcete jakou funkci by se dalo vystihnout jeho
chovani pro velka z). Uréete pro jaké hodnoty koeficientti v a a je koneény tento integral

/ eng(a,'y,m)dx,
0

kde F(a,v,z) znaél feSeni Gaussovy rovnice (takzvand redukovand hypergeometrickd
funkce). Pozndmka: Pokud ozna¢ime E = —1/ a?, dostaneme z posledni rovnice pro E za-
jimavou podminku. A pokud se vam pfi pohledu na ni zac¢ind vybavovat vzorec pro mozné
hodnoty energie elektronu v atomu vodiku, pak vézte, ze podobnost s vasim vysledkem
neni viibec ndhodna.

resSenti str. 92

Kapitola 5: Linedrni algebra

Narozdil od predchézejicich dild, jejichz vysledky byly pfimocare aplikovatelné na reseni
fyzikalnich problémi, bude matematicky aparat probrany v tomto dile o néco abstraktnéjsi.
Zdturaznéme také, ze v tomto dile se kvili zjednoduseni vykladu dopustime jesté vice nepfes-
nosti nez v dilech predchazejicich.

Zavedme nyni takzvany linedrni vektorovy prostor (zkracené vektorovy prostor ¢i jen pro-
stor). Vektorovy prostor je mnozina prvki, takzvanych vektord (vyznam pojmu vektor je mno-
hem obecnéjsi, nez jen orientovana tsecka v nasem trojrozmérném euklidovském prostoru), na
které jsou definovany operace s¢itani dvou vektorti a nasobeni vektoru c¢islem. Pro vektorovy
prostor musi dale platit, Ze soucet libovolnych dvou prvkt a nasobek libovolného prvku ¢islem
je opét prvkem tohoto prostoru - rikdme, ze vektorovy prostor je uzavieny vici operaci s¢itani
a nasobeni. Na vektorové prostory jsou kladeny jesté dalsi podminky, které ale nejsou prilis
dilezité a ve vétsiné pripadi jsou splnény.

Jednoduchym piikladem takového prostoru je ,nés“ trojrozmérny prostor. Vektory jsou
v tomto pripadé vSem znamé ,Sipecky*, s¢itani a nasobeni je definovano po slozkach a to, ze
soucet dvou vektort ¢i ndsobek vektoru éislem lezi opét v tomto prostoru, je jasné (z definice
vektorového prostoru ale vidime, ze pokud bychom tento prostor rozdélili napiiklad na dva
~2mensi prostory“ rovinou prochazejici po¢atkem souradné soustavy, pak by tyto prostory diky

77



FYKOS, XVI. roénik

neuzavienosti na nasobeni zapornymi ¢isly nebyly vektorovymi prostory). Tento prostor je
standardné oznagovan E3. Jingm piikladem vektorového prostoru je mnozina viech polynomi
nejvyse n-tého stupné (polynomem n-tého stupné rozumime funkci p, (z) = >7_, anz™, kde ax
jsou konstanty). Polynomy mtizeme jednoduse séitat i nasobit ¢islem a vysledek téchto operaci
je opét polynom nejvyse n-tého stupné (piiklad pro n = 2, soudet vektort vi = 32 —4x +5
a vy = —3z% + 2 je v1 + v2 = —4x + 7). Jako posledni piiklad uvedme vektorovy prostor
uspofddanych n-tic redlnych &isel (séitdni a ndsobeni je definovdno po slozkach). Takovyto
prostor byva standardné oznacovan jako R"™. Jako cviceni vymyslete dalsi priklady vektorovych
prostor.

Pro dalsi vyklad budeme potiebovat nasledujici pojmy. Linedrni kombinaci vektora
v1, ...,V budeme rozumét vyraz Zle a;vi, kde a; jsou d¢isla, takzvané koeficienty linedrni
kombinace (linearni kombinace vektori je opét vektor). O vektorech vi,...,v, Fekneme, Ze
jsou linedrné nezdvislé, pokud nelze zadny z téchto vektori vyjadiit jako linedrni kombinaci
ostatnich (tedy pokud je n&jaka linedrni kombinace vSech téchto vektorti nulova, pak musi byt
nulové vSechny jeji koeficienty).

Dalsim dtlezitym pojmem je bdze vektorového prostoru. Z kazdého vektorového prostoru V
muzeme vzdy vybrat nékolik vektort vy,...,v, tak, aby se dal libovolny vektor tohoto pro-
storu vyjadrit jako jejich linedrni kombinace. Pokud jsou vektory vi, ..., v, navic linearné ne-
zavislé, fekneme, ze tvori bazi prostoru V. Naptiklad za bazi ,naseho® trojrozmérného prostoru
muzeme zvolit t¥i vektory ez, ez, e3 délky jedna, rovnobézné se souradnymi osami kartézské
soufadné soustavy. V pripadé prostoru polynomu nejvyse tfetiho stupné budou bazi naptiklad
funkce x*, x2, z, 1 ale miizeme zvolit i jinou bézi jako 2® + 22+ x4+ 1,2 + 2+ 1,2 +1,1 (ovéite,
Ze tyto funkce spliuji pozadavky kladené na bézi).

Pocet prvka baze pak udava takzvanou dimenzi vektorového prostoru (podle takzvaného
Steinitzova lemmatu m4 kazda baze vektorového prostoru stejny pocet prvki). Tedy napiiklad
,148“ prostor ma dimenzi 3 a prostor polynomi nejvyse tiettho stupné ma dimenzi 4 a prostor
vSech pétic redlnych ¢isel ma dimenzi 5. (Na prostorech dimenze vyssi nez 3 neni viibec nic
,mystického“. Nemusite si je nijak pfedstavovat, staci, kdyz vime, jak s nimi pocitat). Kazdy
vektor z n-dimenzionalniho prostoru tedy mtZzeme popsat n-tici ¢isel predstavujicich koeficienty
u jednotlivych prvki baze (diky tomu jsou vSechny prostory o stejné dimenzi jistym zptsobem
ekvivalentni). Témto ¢islam Fikdme slozky ¢i soufadnice vektoru v dané bazi.

Na nékterych vektorovych prostorech mizeme zavést takzvany skaldrni soucin. Skalarni
soudin je zobrazeni, které dvojici vektori x,y z prostoru V pfifadi ¢islo (znacime x - y) a
spliiuje nasledujici podminky

x-(y+z)=x-y+x-z
(Ax) -y =Ax-y,
X y=y-x,
(Vx#0) = x-x>0
(prubem zde znaéime komplexni sdruzeni — na redlnych prostorech je tedy skaldrni souéin
komutativni). Napfiklad na ,naSem* prostoru miizeme skalarni soucin dvou vektorii zadanych
v kartézské bazi spocitat jako a1b1 + a202 + asbs, kde a4, b; jsou jejich souradnice. Na prostoru

R™ se pak skalarni souin po¢ité jako x -y = > | a:b;, kde a;, b; jsou soufadnice nésobenych
vektorti v bazi tvofené vektory (1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),.... Moznosti jak definovat
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skalarni sou¢in mame vice, ale vSechny jsou jistym zptsobem ekvivalentni. Dodejme jesté, ze
délku (jinak normu) vektoru mtizeme spocitat jako |a| = /a - a.

Vénujme nyni pozornost linedrnim zobrazenim (jinak také linedrnim operdtorim) na vek-
torovém prostoru V. Linedrni zobrazeni A na prostoru V je zobrazeni, které kazdému vektoru
x1 € V ptifadi vektor z2 € V (piSeme A : V — V) a spliiuje nasledujici podminky

(Vz € V,Va € R) A(az) = aA(z), (57)

(Vazl, T2 € V) A(Jil =+ 132) = A(ml) + A(CCQ) (58)

Zvolime-li na prostoru V néjakou bazi, bude kazdy vektor popsan n-tici ¢isel (souradnic). D4
se ukézat, ze kazdé linearni zobrazeni se d4 popsat pomoci n? &sel Aij, kde i,5 = 1,...,n
(jejich hodnoty zavisi na volbé baze) tak, ze soufadnice vzoru ai,...,a, a obrazu bi,...,bn

jsou svazany vztahem

bi = ZAijaj. (59)
j=1

Veli¢iny A;j, kde 4,5 = 1,...,n nazyvame matice a zapisujeme je do ¢tvercové tabulky tak, ze
hodnota anm je zapsana v n-tém fadku a m-tém sloupci. Naptiklad matici A;; =1, A2 = —2,
A1 = 2, Asa = 3 zapiSeme jako
1 -2
. 60
(5 %) (60)

Souradnice vektoru pak obvykle zapisujeme do sloupce. Vysledek ptsobeni zobrazeni A na vek-
tor a spocitdme podle (59), coz v tomto druhu znaceni znamend, ze i-tou soufadnici vysledku
ziskdme ,skaldrnim vynésobenim® i-tého fadku matice s vektorem a (nejednd se skuteény
skaldrni soucin, ale formélné vypadaji tyto operace stejng). Takovyto proces pak nazyvame
nasobeni matice vektorem. Napiiklad soucin matice (60) s vektorem o soufadnicich (—5,6)
bude (pfi ndsobeni zapisujeme vektor na pravou stranu matice)

1 -2 =5\  [(=5-146-(-2)\ [-17 (61)
2 3 6 ) —5-2+3-6 - 8 '
Stejné jako vektory muzeme i matice séitat a nésobit ¢isly. S¢itdni matic a ndsobeni matice
¢islem je definovano po slozkach, tedy napriklad

2 -1 -1 2 11
(3 2>+(4 —2)‘(7 0)’ (62)
4 1 12 3
3. = . 63
(2 0)=(%0) ©
To, Ze je rozumné definovat tyto operace pravé takto, mizeme oduvodnit tim, Ze soucet matic A
a B odpovidajicich zobrazenim Z4 a Zp je diky této definici matice odpovidajici zobrazeni

Za + Zg, coz je vysledek, ktery od séitdni matic ,o¢ekdvame* (ovéite). Matice vSak mlizeme
také nasobit. Souéin dvou matic A, B je definovan jako

Cij = ZAkiBij (64)
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(souéin dvou matic je opét matice). Tato definice je motivovana tim, ze pozadujeme, aby souéin
dvou matic byla matice odpovidajici sloZeni pfislusnych zobrazeni. Skute¢né, miZzeme psat

ﬁk = ZAI” <Z BijOé]'> = Z <Z AmB”> Q. (65)
k2 J J K2

Odtud vidime, Zze postupné nasobeni vektoru a maticemi B a A je ekvivalentni jeho vynasobeni

jednou matici C' danou vzorcem (64).

ZapiSeme-li ndsobené matice A, B jako tabulky, ziskdme prvek lezici na n-tém fadku a
m-~tém sloupci jejich soucinu tak, ze ,skaldrné vynasobime“ n-ty fadek A s m-tym rfadkem B
(poloha maticového elementu, ktery timto zptisobem spocitame, je stejné jako poloha pruseciku
piislusného fadku a sloupce). Radéji nez definici (64) si zapamatujte pravidlo ,fadek krat
sloupec* (které se velmi podobé pravidlu pro nasobeni matice a vektoru). Jako cviceni ovétte
nasledujici rovnost

1 0 3 0 2 3 9 17 9
0 2 4 -1 0 -2 ) =10 20 4]. (66)
1 10 3 5 2 -1 2 1

Vsimnéte si, ze matice A a B nehraji pti jejich ndsobeni stejnou roli (vzdy nasobime fadek prvni
matice se sloupcem druhé matice). Diky tomu je nasobeni matic nekomutativni. To znamena,
ze soufin AB se obecné nerovné soucinu BA. O tom se muzeme presvédcit na néasledujicim
piikladé (ovétte)

(3 )m= (O ) oan= (P ) (L)) e

»Mirou nekomutativity” dvou matic je jejich komutdtor. Ten je definovan jako [A, B] = AB —
BA. Napriiklad komutétor matic z (67) je

[A,B] = <g *02> : (68)

Pokud je komutator dvou matic nulova matice (vSechny jeji prvky jsou nulové), fikdme, zZe tyto
matice komutuji.

Zavedme nyni nékolik uzite¢nych pojmii. Matice je requldrni, pokud kazdy nenulovy vektor
zobrazi opét na nenulovy vektor. V opaéném piipadé fikame, Ze je matice singuldrni (analogicky
muzeme regularitu definovat takto; matice je regularni, pokud je dimenze prostoru obrazu vSech
vektort z prostoru V stejnd jako dimenze V).

Jednotkovd matice je matice, kterd pro vSechny vektory u spliuje vztah Iu = u (kromé
symbolu I se jednotkova matice nékdy oznacuje také jako E ¢i 1). Jakykoliv vektor se tedy pii
vynasobeni jednotkovou matici nezméni. Jednotkovd matice vypada ve vSech bazich stejné, a
to (n je dimenze prostoru)

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Nésobeni jednotkovou matici nezméni kromé vektoru ani libovolnou matici (ndsobeni matic je
zavedeno tak, aby odpovidalo slozeni dvou zobrazeni).

Matici inverznik matici A nazjvame takovou matici A~', pro kterou plati AA™! = A=A =
= I. Matice inverzni k matici A vSak neexistuje vzdy, ale pouze tehdy, je-li A regularni. Pro
vypocet inverzni matice existuje jednoduchy algoritmus. Vyjdeme z toho, Ze rovnost AB = C
zlstane zachovana, pokud provedeme stejné Fadkové tpravy na maticich A a C' (naptiklad
pfi¢teme n-ty fadek matice A k jejimu m-tému fadku a zaroven pfi¢teme n-ty fadek matice C
k jejimu m-tému radku, ddle mizeme Fadky prohazovat a ndsobit konstantami). Tedy pokud
zapiseme rovnost AA™' = I, (A je zadana matice) miZzeme simultdnné upravovat A a jed-
notkovou matici na pravé strané za zachovani rovnosti. Pokud provadime tyto upravy tak,
7e z matice A ,vyrobime“ jednotkovou matici, dostdvame IA~! = B, kde B je matice zis-
kana tupravami I. Pfi pohledu na posledni vzorec vidime, ze pravé B je hledanym vysledkem
(B=TA"" = A™'). Postup si ukdzeme na nasledujicim piikladé

o) =6 1)) - (5 1)-
=(o2)a= (5 V)= (0 D= (4 )

Spravnost vysledku snadno ovéfime vynasobenim (provedte)

11 2 —-1/2\ (1 0
G )06
Jako cvi€eni si vymyslete matici 3 x 3 a invertujte ji (pokud nebude inverze moznd, zvolili jste
singularni matici).

Rekneme, 7e matice A je symetrickd, pokud plati A;; = Aj;. Pokud plati A;; = —Aji,
fekneme, Ze A je antisymetrickad.

Transpozici matice A rozumime matici AT vzniklou z A piehozenim Fadki a sloupct (tedy
Aij = A};) V ,tabulkovém* zapisu odpovida transpozici ,otoceni“ matice okolo jeji diago-
naly (diagondlni prvky matice jsou ty, které lezi na ,spojnici“ levého horniho a pravého dolniho
rohu). Symetrickd matice se pfi transpozici nezméni, transpozice antisymetrické matice je ekvi-
valentni jejimu vynasobeni ¢islem —1.

Velmi dtlezité jsou pojmy vlastni ¢islo a vlastni vektor matice (je na nich vybudovana cela
kvantovd mechanika). Vlastni vektor matice A je kazdy nenulovy vektor v takovy, Ze plati
Av = \v. Cislu A pak ifkédme vlastni ¢islo matice A. Napiiklad jednotkova matice mé jediné
vlastni ¢islo 1 a kazdy (nenulovy) vektor je jejim vlastnim vektorem. Nazna¢me postup vy-
poc¢tu vlastnich ¢isel. Rovnost Av = A\v jisté zlistane zachovana, i pokud jeji pravou stranu
vynasobime jednotkovou matici. Tim dostdvidme Av = IAv. Déle muZeme tento vyraz upra-
vovat takto Av — IAv = (A — Al)v = 0. Hledame tedy takova A, pro kterd je matice A — Al
singularni (musi zobrazit nenulovy vektor v na nulovy). Matice je singuldrni pravé tehdy,
kdyz je nulovy jeji determinant. Determinanty se nebudeme blize zabyvat. Uvedme pouze,
Ze se jednéd o zobrazeni které kazdé matici prifadi ¢islo. Pro matici 2 X 2 ho spoc¢teme jako
detA = Aq11A22 — A12A421 a pro matici 3 (podle takzvaného Sarrusova pravidla) jako detA =
= A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21 Azs — A13Aaa Az — A12A21 A3z — A11A23 A3z . Diky tvaru
determinantu se tak problém hledani vlastnich ¢isel matice n x n prevede na hledani kofenti
polynomu n-tého stupné. Vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu A; pak nalezneme jako
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prvky jaddra matice A — \;I. (Jadro matice je mnozina vSech vektort, které se plisobenim této
matice vynuluji (je dalsim p¥ikladem vektorového prostoru). Singularita matice A — A\;I ndm
zarucuje to, Ze jeho dimenze bude alespor 1).

Na zacatku vykladu jsme zdidraznili, Ze matice odpovidajici danému zobrazeni vypada
rizné v ruznych bazich. Struéné popisme, jak ze znalosti matice v jedné bézi spocteme jeji
tvar v bazi jiné. Predpoklddejme, Ze zname matici A v béazi tvofené vektory e1,...,en, a
zajima nas jejl vyjadieni v bazi ¢1,...,pn, pfiCemz zndme vztah svazujici vektory staré a
nové baze p; = Cie1 + - - - + Cinen. Koeficienty Cs; tvori takzvanou matici prechodu od baze
e; k bazi ;. Vektor ve staré bazi v pak ziskdme z vektoru v’ v bazi nové jako v = Cv’
(rozmyslete). Nyni mzeme postupovat takto: Vektor v nové bazi mizeme pfevést do baze
staré pusobenim matice C. Ve staré bazi provedeme linearni zobrazeni vyndsobenim matici A.
Obdrzeny vysledek jesté musime prevést zpét do nové baze, coz provedeme vynasobenim matici
C~1. Vysledkem je tedy vektor C"1ACv’. Odtud vidime, Ze matice A bude mit v nové bazi
tvar

A'=CcAC.

Rikame, ze matice A a A’ jsou podobné. Jako cviceni si rozmyslete, pro¢ maji podobné matice
stejné vlastni ¢isla a pro¢ vypada jednotkova matice ve vSech bazich stejné.

Ukazme si nyni nékolik jednoduchych aplikaci. Pomoci matic mtizeme elegantné popsat
rotace vektorti v roving a v (,,nasem*) prostoru (rotace je linearni zobrazeni). Za¢néme popi-
sem rotaci v roviné. Pro popis vektort pouzijeme kartézsky systém soufadnic (tomu odpovida
volba béaze tvorené dvéma kolmymi vektory ez, ez délky 1 rovnobéznymi se soufadnymi osami).
Kazdy vektor v tedy bude popsan soufadnicemi x,y. Zajima nas, jaké budou souradnice vek-
toru v’ vzniklého rotaci v o tihel . Z obrazku snadno zjistime, Ze vektor e; (o soutadnicich
(1,0)) se pfi otoceni o thel ¢ proti sméru hodinovych ruéic¢ek zméni na vektor o soufadnicich
(cos ¢, sin ). Vektor ez (jeho souradnice jsou (0, 1)) se p¥i této rotaci zméni na (— sin ¢, cos p).
Protoze vektor v o soutadnicich (z,y) mizeme napsat jako v = ze; + yez, budou slozky oto-
¢eného vektoru v’ (diky linearité rotace) ' = zcos¢ — ysinp,y’ = zsing + ycos p. Rotaci
o uhel ¢ v roviné tedy odpovidd matice

cosp —singp

sinp cosp )
Jako cviceni vynasobte dvé matice odpovidajici rotacim o thly a a (3, interpretujte vysledek
(viz motivace pro definici ndsobeni matic) a na jeho zdkladé odvodte soudtové vzorce pro
sin(a + ) a cos(a + B) (obdrzené vysledky porovnejte s tabulkami).

Pti konstrukei matic popisujicich rotace v prostoru mizeme postupovat analogicky. Napti-
klad matice pro rotaci okolo osy z bude mit tvar

cosp —sing 0
sinp cosep 0
0 0 1

Matice popisujici rotace okolo os x a y si spocitejte sami.

Jinou jednoduchou ,fyzikalni“ aplikaci nachazi vysSe nastinény matematicky aparat v geo-
metrické optice. V dalsim se omezime na takzvanou ,paraxialni“ aproximaci, tedy budeme
uvazovat jen paprsky v blizkosti optické osy, které s ni sviraji maly uhel. Pro malé ahly ¢
plati ¢ ~ sinp ~ tg e, o ¢emz se mizete snadno presvédcit pomoci kalkulacky (thly mérime
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v radidnech). VySetfujme chod paprsku soustavou centrovanych ¢oéek. Paprsek popiseme vek-
torem, jehoz prvni slozka bude odpovidat vzdélenosti paprsku od osy (v daném misté) a druha
slozka bude odpovidat hlu, ktery svird s optickou osou (tento vektor neni vektor sméru sifeni
paprsku, ale jakysi ,stavovy* vektor, kterym popisujeme stav paprsku v daném bodé optické
osy). Sifeni paprsku prostfedim pak miiZeme popsat pomoci nésobeni ,stavového vektoru“
maticemi. Chod paprsku prostfedim délky a bez lamavych ploch muzeme popsat nasobenim
matici (nezapomeiite, ze pouzivime paraxialni aproximaci)

(0 3)

Tvar této matice vyplyva z toho, ze thel svirany paprskem a osou se nezméni a vzdalenost
paprsku od osy se zméni o ' — x = atgy ~ ap. P¥i prichodu z prostiedi o indexu lomu n;
do prosttedi o indexu lomu ny oddélenych ldmavou plochou o poloméru R (polomér budeme
povazovat za kladny, pokud lezi jeji stfed vpravo od této plochy (paprsek se $iif zleva)) se pak
wStavovy* vektor paprsku transformuje matici (rozmyslete)

ny ny—ns .
TT2 Rny

Chod paprsku libovolnou soustavou ¢ocek tedy muzeme popsat ndsobenim stavového vektoru
maticemi. Diky nekomutativité maticového nasobeni je nutné matice nasobit ve spravném
poradi, odpovidajicimu potadi prichodu paprsku jednotlivymi ¢4stmi soustavy (napiiklad pti
zaméné poradi nasobeni dvou matic odpovidajicich prichodu plochami o polomérech R a —R
dostaneme matici odpovidajici tenké rozptylce misto tenké spojky).

Na poslednim misté strucné vysvétlime vyuziti matic pfi popisu setrvacnych vlastnosti
té&lesa. Neni pravdou (jak byva Casto chybné uvadéno), Ze moment hybnosti rotujiciho télesa
L ma v obecném pfipadé stejny smér jako vektor jeho thlové rychlosti 2. D4 se ukazat, ze
existuje linearni transformace, svazujici vektor L v bézi spojené s rotujicim télesem, s vektorem
12 popsand matici I (L = I82)-takzvanym tenzorem setrvacénosti, kterd méa pro hmotny bod
tvar

2 2
ry + 13 —7rire —rirs
2 2
I=| —rors ri+ry —rars |,
2 2
—T3ri —Tr3ry  T1+ T3

kde r; jsou slozky polohového vektoru tohoto bodu. Pro obecné téleso bychom tenzor se-
trvacnosti spocitali pomoci objemového integralu. Nerovnobéznost vektort L s vektorem 2
bude to s osou ,hazet“ (v prostoru vektor L obihd po kuzeli, takze pro udrzeni polohy osy na
ni musime pusobit podle druhé impulsové véty nenulovym a navic nekonstantnim momentem
sily). Existuji vSak vyznacéné sméry, takzvané hlavni sméry momentu setrvacénosti. Jedna se
o sméry dané nam jiz znamymi vlastnimi vektory tenzoru setrvac¢nosti. P¥i rotaci okolo osy
dané jednim z vlastnich smérii plati, ze I = A2 (viz. definice vlastnich vektori1). Vektor L je
v tomto pripadé konstantni, takze téleso rotuje bez ,hazeni“. Symetrie tenzoru setrvacnosti
pak zarucuje kolmost vlastnich smért. Diky tomu se da kazdé téleso co do setrvacnych vlast-
nosti nahradit homogennim elipsoidem. Symetrie tohoto elipsoidu pak vzdy vystihuje symetrii
puvodniho télesa. Zajimavym dusledkem tohoto faktu je to, Ze krychle a pravidelny ¢tyfstén
maji stejné setrvacné vlastnosti jako koule, tedy maji stejné momenty setrvacnosti vici véem
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hrani s tabulkami cisel, spocitejte si moment setrvacnosti krychle a ¢tyfsténu vici libovolné
ose pomoci objemového integralu.

Uloha V.S ... algebra
a) Dokazte, ze vektory vi = (1,2,3),v2 = (—1,0,1),v3 = (1,1, 1) jsou linedrné zavislé.
b) Vyfteste nasledujici soustavu diferencidlnich rovnic pomoci vypoétu exponencidly matice

'\ (a —b x
(y’) a (b a ) (y)
Diskutujte tvar trajektorie feSeni v roviné z,y v zavislosti na znaménku parametrt a, b.

Néapovéda: Zjistéte zda ,nahodou” neexistuje jistd podobnost mezi matici této soustavy
a komplexnim ¢islem a + bi a vzpomerite si na vzorec pro exponencidlu komplexniho cisla
z prvniho dilu serialu.

c¢) Napiste matice R1, Rz, Rs popisujici prostorové rotace o tthel «/2 okolo os z,y a z a spo-
Citejte komutatory [Ri, R2], [R1, R3] a [R2, Rs).

Jako nepovinny bonus se muzete pokusit své vysledky zapsat v jednotném tvaru po-
moci takzvaného Levi-Ciittova € [¢ti: leviéivitoval. Levi-Civittovo € je symbol se tfemi
indexy €ijx,1, 7,k = 1,2, 3, ktery nabyva nasledujicich hodnot: Maji-li alesponn dva z jeho
indext stejnou hodnotu, je €;;, = 0. Déle €123 = 1 a pro vSechny ostatni permutace in-
dext (1,2, 3) ziskdme jeho hodnotu tak, Ze vyjdeme z posloupnosti 1,2, 3, kterou budeme
postupné modifikovat pfehazovanim poloh dvou ¢&isel (napf. (1,2,3) — (2,1,3)) a to tak
dlouho, dokud nedospéjeme k permutaci indexti, kterd nas zajima. Pokud byl pocet kroka
(pfehozeni dvou éisel) sudy, bude ;5 = 1 a v opaéném pFipadé je €;;5 = —1 (jedna se
o totalné antisymetricky tenzor t¥etiho ¥adu).

resent str. 95

Kapitola 6: Vicerozmérné integraly

Ve tfetim dile jsme si ukazali, jak pocitat integraly funkci jedné proménné. Také jsme si
fekli, Ze integrovat musime vzdy, kdyZ chceme néjakym zptisobem séitat infinitezimalné malé
prispévky. Napriklad kdyz chceme znat hmotnost salamu, ktery ma v kazdém misté jiny prufez
p, musime tento saldm myslenkové rozkrajet na velmi (infinitezimédlng) tenké platky tloustky
dz a seéist (zintegrovat) hmotnosti téchto platki. Je-li hustota saldmu ¢ a jeho délka I, bude
jeho hmotnost m = fol op(z) dz.

Obdobnym zplisobem vsak ¢asto musime séitat (integrovat) ,infinitezimalné malé“ pfi-
spévky rozlozené nikoliv jen na piimce, ale v né€jakém objemu nebo plose. V tomto dile si
ukazeme, jak takovéto integraly pocitat.

Pro zacétek uvedme jednoduchy piiklad. Podobné, jako jsme spocitali hmotnost saldmu,
muZeme spocitat napiiklad hmotnost ¢tvercového plechu, ktery ma v kazdém bodé jinou
tloustku. V tomto pfipadé ale budeme s¢itat hmotnosti malych elementt rozloZzenych po plose.
Zavedme si soufadnice tak, aby jeden roh plechu lezel v bodé (0,0) a aby byly soufadné osy
rovnobézné s jeho stranami. Délka jeho strany je 1, jeho hustota je o a zavislost tloustky
na poloze je dana funkci d = 10 + z? — zy?. Plech si miZeme myslenkové rozdélit na tenké
prouzky sifky dz rovnobézné s osou y. Kazdy z téchto prouzkd pak mizeme rozdélit na malé
¢tverecky o délce stran dz a dy. Celkovou hmotnost pak spocitame tak, Ze nejprve spocitame
hmotnost jednoho prouzku s danou z-ovou soufadnici (integraci funkce d podle proménné y,
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pfi¢emz budeme povazovat = za konstantu) a poté se¢teme hmotnosti téchto prouzku (fikdme,
Ze integrujeme funkci d(x,y) pfes ¢tverec). Hmotnost prouzku leziciho v bodé x Sirokého dz je

1
dm = o U (10 + 2% — 2y?) dy} dz =0 (10 +a2% - %x) dz. (69)
0

Nyni se¢teme hmotnosti jednotlivych prouzkt integraci pfes « a dostaneme vyslednou hmotnost

' 1 11 1
m=@/ (10+x2—*w)dw=g<10+7—7)=g<10+—)4 70
0 3 3 6 6 ( )

Hmotnost plechu samoziejmé nezavisi na zpusobu, jakym jsme si ho myslenkové ,rozkrajeli“.
Mohli bychom tedy postupovat také tak, ze bychom nejprve spocitali hmotnost prouzku rovno-
bézného s osu = a poté secetli hmotnosti téchto prouzki. Skutecné, timto postupem dostaneme

1 1 1
m:g/ [/ (10+x2—xy2)dx}dy:g/ <1O+%—%y2)dy:g(10+%>, (71)
o LJo 0

coz je stejny vysledek jako (70).

Obecné pokazdé, kdyz pocitdme vicerozmeérny integrél, si oblast pfes kterou integrujeme
(napriklad étverec z minulého piikladu) vhodnym zptisobem rozdélime na elementérni ,,buiky*
a cely integral pak spocitdme postupné pomoci obyc¢ejnych jednorozmérnych integrala. Vysle-
dek pfirozené nezavisi na tom, jak jsme oblast rozdélili a v jakém poradi poc¢itame jednotlivé
integraly.

Ne vzdy je ale situace tak jednoducha jako v minulém piikladu. V ném jsme totiz integrovali
pfes étverec, takze meze jednotlivych integrali byly pevné (0,1). Pokud ale integrujeme pies
takovéto problémy si ukazeme na dalsim piikladé. Uvazujme opét plech z prvniho ptikladu.
Tentokrat ho vSak roziiznem podél uhlopficky spojujici rohy o soufadnicich (1,0) a (0,1) a
budeme pocitat hmotnost pouze jednoho z takto vzniklych trojuhelniki (naptiklad (1,0), (0, 0)
a (0,1)). Ten si opét myslenkové rozdélime na tenké prouzky $itky dz rovnobézné s osou z.
Tyto prouzky ale nebudou vSechny stejné dlouhé. Délka prouzku leziciho v pasu x,z + dx je
1 — = a jeho hmotnost je tedy dana integralem pres y.

dm = (/01_1 10 + 2° — xy° dy) de = (10(1 —z)+a2*(1—x)— éx(l - :v)3) (72)

Celkova hmotnost plechu pak bude souétem hmotnosti vSech téchto prouzku

1
m:g/ <10(1—x)—|—;r:2(1—x)—1:10(1—1:)3) dx:4+1—1. (73)
0 3 15
Rozhodné doporucujeme pti vypoctu jakéhokoliv vicerozmérného integralu kreslit obrazky —
pomohou vam pii rozhodovani o tom, jak je vyhodné délit integracni oblast a jak zéviseji meze
jednotlivych integrald na souradnicich. Jako cviceni si mizete spocitat hmotnost tohoto plechu
tak, Ze si ho rozdélite na prouzky rovnobézné s jeho preponou a poté seCtete jejich hmotnosti
(doporucujeme si v tomto pfipadé nato¢it souradné osy kartézskych soufadnic tak, aby byla
prepona rovnobézna s jednou z téchto os). Zdiraznéme jesté, ze ackoliv vysledek vicerozmérné

integrace nezavisi na poradi provedeni jednotlivych jednorozmeérnych integraci, dostali bychom
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napiiklad prohozenim pofadi integraci (72) a (73) (bez dodateénych uprav) chybny vysledek.
Meze integralu (72) totiz zavisi na proménné z, takze pokud bychom bezmyslenkovité provedli
nejprve integraci podle x, zustala by tato proménna v horni mezi integralu podle y a dostali
bychom tak nesmyslny vyraz. Pofadi integraci tedy prehazovat mtzeme, ale musime je provést
spravnym zpusobem. Pamatujte si, Zze pokud integrujete podle néjaké proménné, pak se tato
proménnd nesmi vyskytovat v zddné z mezi, ale pouze ve funkci kterou integrujeme.
Dilezitou aplikaci vicerozmérnych integralt je vypocet objemi, povrcht a obsahu téles. Ob-
jem (povrch, obsah) télesa spoéitame jednodusSe tak, ze zintegrujeme funkci 1 pfes zkoumany
objem (povrch, obsah, ...). Ovéfme napfiklad zndmy vztah pro obsah kruhu o poloméru R.
Kruh si rozdélime na tenké prouzky sitky da rovnobézné s osu y. Obsah celého kruhu pak spo-
¢itame tak, ze nejprve spocitame obsah jednoho prouzku a poté tyto obsahy se¢teme. Mtzeme

tedy psat
R VERZ =22
S = / / 1dy | dz =
—r \J_vm—=

R /2
= 2/ 2VR? —z%2dx = 4/ R?cos®tdt = nR>. (74)
0 0

P1i integraci jsme mohli zménit meze vnéjsiho integralu, protoze obsah kruhu je dvojnasobkem
obsahu ptlkruhu (pokud bychom poéitali integral v nezménéné podobé, dostali bychom se
do problémt s monotonii substituujici funkce), a dale jsme zavedli substituci x = Rsint.
Pokud bychom chtéli pocitat napiiklad objem koule, museli bychom ji rozfezat nejprve na
tenké kruhy a tyto kruhy bychom dale rozdélili stejnym zpisobem jako v predchozim ptikladé.
Celkovy objem by pak byl dan integradlem (pocitdme objem pouze jedné osminy koule, ktery

nasobime osmi)
R VvV RZ—22 / R2—x2—y?
V= 8/ / / 1dz | dy | dz. (75)
0 0 0

Jako cviceni dopoditejte tento integral. Muzete si také spocitat objem ctyfrozmeérné koule
zobecnénim vyse uvedeného postupu. Doporu¢ujeme opét spocitat pouze objem jedné Sestnéc-
tiny této koule lezici v prvnim kvadrantu. Pokud se doberete k ¢islu n?R*/2, postupovali jste
spravneé.

Vratme se nyni na chvili k obyéejnym integralim a ukazme si, jak spocitat délku kiivky dané
grafem néjaké funkce y(x). K tomu potiebujeme znat délku elementu této kiivky leziciho v pasu
xz, x + dx. Tento element muzeme diky malosti dx povazovat za piimy a jeho délku spocitat
pomoci Pythagorovy véty. Domyslime si k nému dvé odvésny rovnobézné se soufadnymi osami,
pfi¢emz jedna z téchto odvésen bude mit délku dx a délka druhé bude odpovidat prirtstku dy
funkéni hodnoty funkce y na intervalu dz. Tento p¥irtistek snadno spoéitame jako dy = 3’ dz.

Délka elementu nasi kiivky tedy bude di = \/(dz)? + (v dz)? = dz - /1 + (v')?. Délka tiseku

kfivky leziciho mezi body * = a a x = b pak bude

l:/abdz:/abmdm. (76)

Analogicky bychom mohli spocitat, ze povrch elementarni plosky vyfiznuty z plochy dané
funkei f(z,y) lezici nad obdélnickem dz, dy je

2 2
ds = \/1 + (%) + (%) dz dy. (77)
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Pro demonstraci spocitejme povrch plochy lezici nad ¢tvercem s vrcholy o soufadnicich
(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), ktera je déna funkci f(z,y) = 2(z*/? 4+ 3*/?)/3. Parcialni derivace f
podle z a y jsou Of/0x = \/x, 0f /0y = ,/y. Dosazenim do (77) dostavame pro velikost
elementarni plosky dS = /1 + |z| + |y| (na absolutni hodnoty mizZeme v dal$im zapomenout)
a celkovy povrch je tedy

1 1 2 1
s:/ / \/1+x+ydxdy:§/ [(2+y)3/27(1+y)3/z]dy:
0 0 0

4

15

Z predchéazejicich prikladd je patrné, ze pouziti kartézskych souradnic je pfi vypoctu né-
kterych vicerozmérnych integréli nevyhodné (meze jednotlivych integrila vyjadfené v téchto
soufadnicich jsou slozité). Casto se proto vyuZiva jinych soufadnych systémtl. Z nich jsou
nejbéznéjsi polarni a sférické souradnice. Polarni souradnice popisuji bod v roviné pomoci pa-
rametri znacenych r a . Jejich vyznam je vzdalenost bodu od pocatku souradné soustavy
a thel, ktery svird privodié (vektor mifici na tento bod) s pevné danym smérem (zpravi-
dla danym osou z). Pomoci sférickych soufadnic r,9, ¢, po fadé znacicich vzddlenost bodu
od pocatku souradné soustavy, tihel, ktery svird pruvodi¢ s osou z, a thel, ktery svird pro-
jekce pruavodice do roviny xy s osou x, pak popisujeme polohu bodu v prostoru. Pfi pouziti
jinych, nez kartézskych souradnic (ozna¢me je ¢i,...,¢n) vSak objem oblasti vymezené sou-
fadnicemi (q1,q1 + dgi1),. .., (Gn,gn + dgn) neni dV = dgi dqgz - - - dg». Napfiklad pfi pouziti
polarnich soufadnic je element plochy dan vyrazem dS = rdrdy a v souradnicich sférickych
je element objemu dV = 7?sin®¥drdydy. Pouzijeme-li jiné nez polarni nebo sférické sou-
fadnice, mtzeme velikost elementu objemu budto uhddnout, nebo mtZzeme postupovat takto:
Vyjadiime kartézské souradnice v zavislosti na novych soufadnicich a dostaneme tak vztahy
1= fi(qis- -y qn)s- - Tn = fu(q1,-..,qn) (napiiklad ve sférickych souradnicich bychom do-

stali ©1 = rsind cos ¢, x2 = rsindsin p, 3 = r cos ). Spocitdme parcidlni derivace g—Z‘, které
J

(35/2 _%/2 1) ~ 141 (78)

zapiSeme do matice a spocitame jeji determinant detg—z" (ten byva oznacovan jako Jacobiho
determinant ¢ Jakobidn). Element objemu pak bude mit tvar dV = det gzj dqi dgz - - - dgn,
pokud si uvédomite, ze geometricky vyznam absolutni hodnoty determinantu ‘matice je objem
rovnobéznosténu daného vektory tvorici jeji fadky a rozmyslite si vyznam parcialnich derivaci
g;’f, zjistite, ze toto tvrzeni je docela prirozené.

Uzite¢nost sférickych soufadnic mizeme demonstrovat na vypocétu objemu koule (srovnejte
se slozitosti (75)). V téchto soufadnicich je koule dana rovnicemi ¢ € (0,2w), ¥ € (0,m),
r € (0, R, kde R je jeji polomér, rozmyslete si, pro¢ tthel ¢ probihd hodnoty z (0, 2« ), ale Ghel
9 probihd jen hodnoty z (0, 7). Objem koule je tedy dén integralem

R 27 ™ R 4
V:/ / / 1-r2sin19d19d<pdr:4ﬂ/ r?dr = = R?. (79)
o Jo Jo 0 3

Jako cviceni vypoéitejte objem elipsoidu daného rovnici (2)? + (£)* + (£)* = 1. K vypoctu
pouzijte takzvané eliptické souradnice r, 9, ¢ (znaceni je stejné jako u soufadnic sférickych diky
jejich podobnosti) dané vztahy x/a = rsindcosp,y/b = rsindsinp, z/c = rcos? (spravny
vysledek je V = “abe).

A na zavér: Pokud vam nebylo néco v tomto nebo v predchézejicich dilech seridlu jasné,
napiSte s FeSenim této série (nejlépe pfimo do FeSeni seridlu), na co byste se chtéli zeptat.
V posledni dilu seridlu se pokusime vase dotazy zodpoveédét.
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Uloha VI.S ... vicerozmérné integraily

a) Spocitejte primérnou vzdalenost cestovatele ndhodné se pohybujiciho po severni polokouli
od severniho pélu k rovniku (pfedpokladejte, Zze cestovatel se pohybuje rovnomérné po
celém povrchu polokoule, za vzdalenost berte délku cesty po povrchu Zems).

b) Uvazujte nekonecéné vysokou rotacné symetrickou véz, jejiz polomér ve vysce h nad zemi je
r=a/(1+ (h/a)), kde a = 1 m. K dispozici mame barvu, jejiz kryci schopnost je 10m? na
litr. Rozhodnéte, zda potfebujeme vice barvy na natfeni nebo naplnéni této véze barvou.

¢) Trpaslici se rozhodli, ze pomohou Snéhurce pfi vafeni. Snéhurka tedy rozkréjela jeden (do-
konale kulaty) brambor na sedm stejné tlustych platka a rozdala je trpaslikiim k oskrabani.
Rozhodnéte, ktery z trpasliki bude mit nejvice prace (trpaslikem vynalozené usili je Gmérné
povrchu oskrabané slupky).

resent str. 97

Dovétek

Na zavér seridlu bychom radi poznamenali, Ze text rozhodné nebyl urcen k tomu, aby jej cely
pochopil ¢tendr, ktery se s problematikou setkava poprvé. Naopak (mozné ne zcela vydafenym)
zémérem autora bylo, aby si z kazdého dilu néco odnesli jak zacinajici, tak pokrocilejsi, nebot
vek a znalosti Fesiteld se zdkonité lisi. Proto je naprosto normalni, jestli jste néco nepochopili
(pro zajimavost uvedme, Ze se vzorcem (56) ze ¢tvrtého dilu seridlu se nesetkd ani student
MFF béhem prvnich sedmi semestrii zakladniho kurzu matematiky a vétsina z nich ani po
zbytek studia . ..).

Doufame tedy, ze jsme vas neodradili od dalsiho badani v oblasti matematiky, ¢i snad
dokonce piirodnich véd vibec, a ze vase touha po poznani nebude podlomena nékolika pripad-
nymi netspéchy.
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Reseni tloh ze serialu

Uloha 1.8 ... komplexni &isla (4 body; primeér 2,24; vesilo 21 studenti)

a) Spoctéte redlnou a imagindrni ¢ést sin(a + bi).

b) Pomoci komplexni symbolické metody odvodte vztah pro rezonanéni frekvenci paralelniho
RLC obvodu, tj. naleznéte frekvenci, pro kterou ma pfi konstantnim napéti celkovy proud
v obvodu minimalni amplitudu.

¢) Sectéte pomoci komplexnich ¢isel ndsledujici Fady. (Ndvod: fada A + Bi je geometricka.)

oo oo

A= Z e ™ cos(np), B= Z e " sin(ny).

n=0 n=0

a) Vyjadfeme si sin(a+ bi) pomoci Eulerova vztahu. Pro sin z dostaneme (jak jiz bylo uvedeno
v seridlu): sinz = (e'* — e™'¥)/2i. Nyni dosazenim a + bi za x obdrzime

1/ s VS 1 /. _ .
sin(a + bl) _ Z <e1(a+b1) —e l(a+b1)) _ Z (elae b e 1aeb> _
= f% (efb(cosa +isina) — e’(cosa — isina)) =
i

1
— —i(efl7 — eb) cosa -+ 5(6717 + eb) sina.

Tedy redlna a imaginarni ¢ast éisla sin(a + bi) jsou rovny

(e’ —e ®) cosa.

N =

Re (sin(a + bi)) = %(eb +e ") sina, Zm (sin(a+ bi)) =

b) V pfipadé paralelniho zapojeni je pfevracend hodnota vysledné impedance rovna souctu
prevracenych hodnot impedanci jednotlivych ¢lentt obvodu. Aplikace tohoto poznatku dava

Naés ovsem zajima pouze velikost proudu, nikoliv jeho faze. Potom

= (3) (o)

K rezonanci bude dochazet, jestlize se druhy ¢len pod odmocninou bude rovnat nule. Tedy

w? = % V pripadé paralelni rezonance nastavd minimum proudu. Velikost proudu neni

pro w — oo nijak omezena.
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¢) Dle navodu vyuzijeme toho, ze fada A+ Bi je geometricka, a tedy ji bude mozno za jistych
predpokladi secist. Tedy

A+Bi:267" cos(nyp) +1Ze "% sin(ng),

A+Bl Ze—né ing Z( —éeicp)n.

n=1

Jedn4 se proto o geometrickou Fadu s kvocientem e ~°e'?. Aby byla fada konvergentni,
musi byt velikost kvocientu mensi nez jedna. Velikost ¢'¥ je rovna jedné, a proto musi byt
velikost €® mensi nez jedna. Cili § > 0. Znamy vztah na soudet nekoneéné geometrické
fady zacinajici jednickou je s = ﬁ, kde g je kvocient. Pfimym dosazenim dostaneme

1 1
ST1 eteiv  1_e9 cosp —iedsing
_ 1—e7° cosgoJrie*‘; sinp 1fef‘scos<p+ief‘ssingo
(1—e9cosp)2+ (e fsinp)2  14+e 20 —2e9cosp

Potom tedy je soucet fady A roven realné ¢asti tohoto souc¢tu a obdobné soucet fady B
imaginarni ¢asti.
1—e %cos %)
1+e 20 —2e9cosp’
e % sin ®
1+e20 —2edcosp’

A=TRes=

B=Im s=

Uloha II.S ... limity a derivace (4 body; primér 8,64; tesilo 39 studentii)

a) Dokazte, ze téleso, které ma v ¢ase t polohu © = gt? /2 +vot + xo, se pohybuje se zrychle-
nim g.

b) Spocitejte lim %345

¢) Nahradte co nejlépe funkci f v okoli bodu x = 0 linedrni funkci, vite-li, ze f(0) = 3 a
f1(0) =~

d) Jaky je pomér vysky a priméru podstavy valce, ktery ma pri daném povrchu maximélni
objem?

a) Jak bylo uvedeno v seridlu, je okamzita rychlost prvni derivaci drdhy podle ¢asu. Stejné
tak okamzité zrychleni je prvni ¢asovou derivaci rychlosti. Tedy ve vysledku je okamzité
zrychleni druhou ¢asovou derivaci drahy dle ¢asu. Pro funkci ze zadani dostaneme v = & =
=gt+vvaa=v=g.

b) Zadana funkce je v bodé 1 zjevné nespojita. Proto ji nahradime v jistém okoli bodu 1 funkci
spojitou, ktera ji je na tomto okoli rovna. Potom bude limita ptivodni funkce rovna funkéni
hodnoté nové funkce v bodé 1. Nejsnéze to provedeme tak, Ze Citatel i jmenovatel vydélime
vyrazem (z — 1). Tedy dostaneme

lim 274x+3_limx73_71
1H1x2+2$—37zalx+37 2
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¢) V bodé nejlépe funkci nahrazuje jeji teéna. Vime, ze smérnice teény je rovna derivaci funkce
v daném bodé. Déle zname jeden bod, kterym tecna musi prochézet, jeji rovnice tedy je
y=—2x+ 3.
d) Pro vélec plati
S = 2nr® + 2nrh, V =xr?h,

kde r je polomér podstavy a h vyska valce. Jelikoz je dan povrch, vyjadiime objem vélce
pomoci jeho povrchu.

1
S=2nr(h+r) = h=—-1r = V= 557‘—117"3.

Pro urceni extrému objemu vypoc¢teme prvni derivaci objemu podle r. To, Ze prvni
derivace nabyva nulové hodnoty, sice neznamend vzdy, Ze funkce ma v daném bodé extrém,
ale neni tézké presvédcit se, ze pro nas pripad funkce extrému nabyva napf. dosazenim
blizkych hodnot vypocteného r.

v S 2 B 2
=3 3rr® =0 = S = 6nre.

Dosazenim do vztahu pro S dostaneme, ze h = 2r.

Uloha III.S ... integraly (4 body; primeér 8,40; vesilo 30 student)

a) Spoditejte integraly funkei y = 2*e”, y = sin® x cos” z.

b) Uréete obsah obrazce, ktery je ohrani¢en funkcemi y; = +/|z| ++/1 — |z], y2 = /|z] —
v/1 — |z|. Tento obrazec nakreslete.

a) Budeme integrovat dvakrat per-partes, abychom se zbavili funkce z* pred e”
F(z) =2, f(z)=2u,
g(z) =€*, G(z)=¢e",

n /a: o do = /F 2)de = F(2)G(x) —/f(a:)G(x) dz = 2% —2/a:em, (80)

zintegrujeme podruhé per-partes
L :;1:26“—2/;15635 :a:2ex—2xex+2/ex =e" (2° —22+2) +C.

Relativné dost Fesitelt nenapsalo konstantu na konec vyrazu. Primitivni funkce k dané
funkci neni jen jedna, ale je jich hned nékolik — tedy lépe fe¢eno nekonecné mnoho. A déle
spousta Tesiteld psala konstanty tam, kde nemusi byt. Takze pro pofadek — kdyz provadime
substituci, k funkci g hleddme primitivni funkci, k integraci per-partes ale nepotiebujeme
vSechny primitivni funkce, ale sta¢i ndm pouze jedna, proto zde konstantu nepiSeme. Ve
vyrazu (80) také nemusime psat konstantu, protoze ta je schovdna v druhém integralu.

Druhé funkce je lichd v sinu, a proto je nejvyhodnéjsi pouzit substituci y = cos x. Potom
dy = —sinz dz. Jesté ovérime, Ze substituce je definovana na definiénim oboru integralu a
vSude ma vlastni derivaci, coz u cosinu je splnéno. Pak uz mizeme psat

I, = /sin3w0052xdm =— /(1 — cos” z) cos® x(—sinz) dz =

2\ 2 4 2 y5 ?JS
:—/(l—y)y dy:/y dy—/y dy:g—ngC,
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a jesté musime zpatky dosadit substituci

COS5 X COS3 x

5 3

5 3
Yy Yy
[:——— C:
2 5 3+

+C.

b) Nejprve zjistime definiéni obor funkci, D, = (-1;1). y
Funkce jsou sudé, a tedy plochu nemusime pocitat jako
dva integaly, celkova plocha bude dvojnasobek plochy y1(2)
mezi funkcemi na intervalu (0;1).

Obsah plochy mezi dvéma funkcemi se spocita jako
urdity integral fab ly1(z) — y2(x)|. Snadno pak ovérime,
ze y1 je na celém svém defini¢nim oboru vétsi nez ys, a
proto mizeme pocitat

s=2 [ ) -menae=2 [ (ViT+
+m_m+m)dx:4/olmdx.

Zavedeme substituci z = 1 — z, dz = — dz, musime ale
také zménit meze urcitého integralu

0 ! 2 tog
S=f4/ zl/zdz=4/ zl/zdz=4{fz3/2] = .
1 0 3 o 3

Uloha IV .S ... diferencidlni rovnice (5 bodi; primér 3,90; vesilo 10 studentii)

a) Organizator FYKOSu vypil velmi rychle ldhev tvrdého alkoholu. Alkohol se z zaludku
vstfebava do krve rychlosti umérnou jeho mnozstvi (v zaludku) s konstantou umérnosti «
a z krve je odbouravan jatry podle stejného vztahu, tentokrat vsak s konstantou umérnosti
0. Sestavte diferencialni rovnici popisujici tyto déje, urcete zavislost mnozstvi alkoholu
v krvi na case, urcete cCas, ve kterém je koncentrace maximalni, a vypocitejte ji.

b) Snek plazici se rychlosti 1 mm-s~! se v &ase to postavi na zacatek gumového lana dlou-
hého 1 m a zacne se plazit. Ve stejném okamziku se lano za¢ne napinat rychlosti 1 m-s~!
(je nekonec¢né pruzné, takze nikdy nepraskne). Rozhodnéte, zda $nek dosdhne konce lana
v kone¢ném case a pokud ano, spocitejte, za jak dlouho se tak stane.

¢) Takzvana redukovand Gaussova rovnice m4 tvar

Obr. 26. Graf zadanych funkci

ay" +(y—z)y —ay =0.

Predpokladejte feseni ve tvaru Taylorova polynomu, urcete vztah pro jeho koeficienty a
vySetfete asymptotické chovani feseni (tj. urcete jakou funkci by se dalo vystihnout jeho
chovéni pro velkd x). Urcete pro jaké hodnoty koeficientd v a « je koneény tento integral

/ eifF(a7’Y7I)d‘T7
0
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kde F(a,v,x) znadi feSeni Gaussovy rovnice (takzvand redukovand hypergeometricka
funkce). Pozndamka: Pokud ozna¢ime E = —1/ o?, dostaneme z posledni rovnice pro F za-
jimavou podminku. A pokud se vam p¥i pohledu na ni za¢ina vybavovat vzorec pro mozné
hodnoty energie elektronu v atomu vodiku, pak vézte, ze podobnost s vasim vysledkem
neni viibec nahodna.

a) Mnozstvi alkoholu v zaludku (ozna¢me A) podle zadani klesa rychlosti Gmérnou A, takze
se vyviji podle diferencialni rovnice

E = _OZA.

Tuto rovnici vyfeSime metodou separace proménnych

[4 - [ aa

InA=—at+C.

V case t = 0 je mnozstvi alkoholu v zaludku rovno jeho poéateénimu (vypitému) mnozstvi
Ay, takze integracni konstanta ma hodnotu In Ag. Mnozstvi alkoholu v zaludku tedy klesa
podle vztahu

A = Aoeiat.

Koncentrace alkoholu v krvi (ozna¢me B) je zvySovana jeho vstfebavanim z traviciho
astroji, ale zaroven je snizovana odbouravanim jatry. Vyviji se tedy podle rovnice

dB dA
@ __ %4 4B
dt dt A
Dosazenim za dA/ d¢t dostaneme
‘fo + 8B = aAge™ ™ (81)

Tuto nehomogenni diferencialni rovnici vyfesime metodou variace konstant. Nejprve vyfte-
$ime prislusnou homogenni rovnici. Na ni mizeme pouzit naptiklad metodu charakteristic-
kého polynomu. Budeme predpokladat, Ze fedeni ma tvar B = Ce. Tim dostaneme

AB + 8B =0,

tedy A = —3. Reseni homogenni rovnice nyni dosadime do ptivodni rovnice (81) a budeme
predpokladat, ze konstanta C', kterd v ném vystupuje neni konstantni, ale je zavisla na
case. Dostavame

%efﬁt — BCe Pt 4+ BCe™ Pt = adge™ ™,
ac _ (B—a)t
FT aAge .

Posledni rovnici vyresime integraci podle ¢asu

A _
QAg e(,@ oz)t+K7

o= 5%
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kde K je integra¢ni konstanta. Reseni (81) m4 tedy tvar

OéAo
08—«
Jedné se dokonce o obecné feseni, protoze v ném vystupuje obecny nasobek feSeni homo-

genni rovnice. Hodnotu K uréime z pozadavku, aby v ¢ase t = 0 bylo B = 0 (na zacatku
je organizdtor stiizlivy). Zavislost B na case je tedy

B = et + Ke Pt

B= ;ﬁ‘"a (e*‘” - e*‘”) : (82)
Z (81) vidime, ze B je maximalni, kdyz oA = BB. Tato rovnost je splnéna v case
t= L In 2
a—p " p

Dosazenim do (82) dostdvame pro maximalni koncentraci

_ aAy @ H%W_ a =
B“““‘ﬁa((ﬂ) (5) )

b) Polohu $neka popiSeme parametrem z udévajicim jeho relativni polohu vuéi konci vldkna
(na zadatku je x = 0 a na konci = 1). Za kratky éasovy okamzik dt se $nek posune viéi
mistu, na kterém zrovna stoji, o malou vzdalenost ds = wvsdt, kde vs je rychlost $neka
(protazeni tseku ds je zanedbatelné). V case t je délka lana | = o + vit, kde v; je rychlost
konce lana. Zména relativni polohy s$neka za c¢as dt je tedy

_%_ vs dt
T 7l0-|—’l)lt.

dx
Tim dostavame rozseparovanou diferencidlni rovnici, kterou vyfesime integraci obou stran

/ / ds v dt
de = | — = ,
l lo + vt

e pyte
v )

€r=

V case t = 0 je z = 0, takZe integracni konstanta C' ma hodnotu

Vs lO
——Iln—.
) )

C =
Relativni poloha $neka tedy na case zavisi jako

x=&1n<1+1£>.
(W lo

Na konec lana se Snek dostane v momenté, kdy = = 1, coz nastane za Cas

p=bo (e”'/”-= - 1) = ("% )5 a0 10%34 s,
()
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c) Reseni rovnice 23" + (v — 2)y’ — ay = 0 budeme predpokladat ve tvaru y = > 00 anz".

7 podminky nulovosti koeficient u vSech mocnin z dostaneme vztah pro koeficienty a,,

n(n+ 1)ans1 +vy(n+ 1)ansys — (n+ a)an =0,
(n+ a)ag

it D(nt7) (83)

An+4+1 =

Pro velkd n budou « i 7 oproti n zanedbatelné, takze (83) prejde na

Qn
Apt1 N —
n
a koeficienty a,, tedy klesaji zhruba jako a,, = ¢/n!, kde c je néjakd konstanta. Stejny Taylo-
ruv rozvoj méa funkce e® a feseni redukované hypergeometrické rovnice se tedy asymptoticky
chové jako exponenciala (pokud ¢ # 0). Zadany integral tedy v obecném pfipadé neni ko-
necny, protoze i po vynasobeni klesajici exponencialou e=*/? se feSeni stale asymptoticky
chova jako ¢*/2. P¥i pohledu na (83) vsak zjistime, ze pokud bude « nekladné celé ¢islo, bu-
dou od urcitého n (n = —a) vSechny koeficienty a, nulové. V tomto pfipadé se tedy Feseni
Gaussovy rovnice zredukuje na pouhy polynom. A vzhledem k tomu, ze f0°° zFe % dx je
konecny pro vSechna k a ze soucet konecné mnoha konecnych ¢isel je kone¢ny, bude kone¢ny
i zadany integral. Podminka koneénosti tedy zni o =0, —1,—2,—-3,.. ..
Poznamka nakonec. Pokud ani argumenty uvedené ve ¢tvrtém dile seridlu ndhodou nepodlomily
va$i pfipadnou duvéru v to, ze kazda funkce ma Taylorav rozvoj, zamyslete se nad tim, proc¢
jsme naznacenym postupem ziskali pouze jedno Feseni, ackoliv jsme Fesili diferencialni rovnici
druhého radu.

Uloha V.S ... algebra (5 bodi; primér 4,31; vesilo 13 student)

a) Dokazte, ze vektory v = (1,2,3),v2 = (—1,0,1),v3 = (1,1, 1) jsou linedrné zavislé.
b) Vyfeste nasledujici soustavu diferencidlnich rovnic pomoci vypodtu exponencialy matice

x’ _fa b T
y) \b a/\y
Diskutujte tvar trajektorie feSeni v roviné x,y v zavislosti na znaménku parametri a,b.
¢) NapiSte matice R;, Rz, Rs popisujici prostorové rotace o tthel w/2 okolo os xz,y a z a

spocitejte komutdtory [Ri,Rz], [Ri1, R3] a [R2, Rs]. Jako bonus se miiZete pokusit své
vysledky zapsat v jednotném tvaru pomoci takzvaného Levi-Civittova €.

a) Linearni zavislost vektort v1, vz, vs, ovéfime tak, Zze nalezneme tii &isla aq, a2, oz, z nichz
je alespoii jedno nenulové, a plati a1v1 + azv2 + azvs = 0 (symbol ,,04 na pravé strané této
rovnosti pfedstavuje nulovy vektor a nikoliv éislo 0!). Nulovy vektor mé nulové vSechny
slozky. Odtud dostavame pro koeficienty o podminky

ar—az+a3 =0, 201 4+a3=0, 3a1+ a2+ a3=0.

Tuto soustavu rovnic mizeme vyfesit metodou Gaussovy eliminace. Dostavame

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
1]~|0 2 —1]~[0 2 -1]. (84)
3.1 1 0 4 -2 0 0 0
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Vidime, ze posledni fadek této matice se vynuloval, coz znamend, Ze a3 musi spliovat
podminku 0 - a3 = 0 a miZzeme ho tedy volit libovolné (nap¥. 2). Linedrni zavislost je
timto dokazéana. Pro tiplnost mizeme jesté dopocitat zbylé koeficienty a1, a2. Pohledem na
posledni matici v (84) snadno zjistime, ze az = 1,1 = —1 (zvolili jsme oz = 2). Jinou
metodou, jak dokazat linedrni zavislost zadanych vektort, je koeficienty a uhadnout.

b) Pomoci matice
a —b
(5 ) (85)

muiZeme reprezentovat komplexni ¢islo a + bi. Skuteéns, necht © = a +bi a y = ¢ + di
jsou dvé komplexni ¢isla. Soucet a souéin téchto ¢isel je z +y = (a+b) + (c+d)ia xy =
= (ab — cd) + (ad + be)i. Pokud témto ¢islim prifadime matice podle (85) (oznacme je
X,Y), bude soucet a soudin téchto matic (ovéite)

at+c —b—d ac—bd —ad—bc
X+Y7<b—|—d a+c)’ XY*YX*(ad—Q—bc ac—bd)'

Diagonélni a nediagonalni prvky vyslednych matic tedy odpovidaji readlné a imaginarni
¢asti souétu (soucinu) éisel x,y, tak jako v (85). Dale uvazujme takto. Exponencidla ma-
tice je definovana pomoci Taylorovy fady eX = 3°°°  X™/nl. V této definici vystupuj
pouze operace s¢itani a nasobeni, které (jak jsme ovéfili vySe) jsou zachovany pii zobra-
zeni mezi komplexnimi éisly a maticemi typu (85) (obraz souétu je soucet obrazli a ob-
raz soudinu je soulin obraztll). Exponenciadlu matice M typu (85) tedy miizeme spocitat
tak, ze ji pfifadime komplexni éislo m, spocditdme jeho exponencidlu (s vyuzitim vzorce
elattl) — e%(cosb +isinb) z prvniho dilu seridlu) a vysledku piifadime zpét matici, kterou
prohlasime za exponencialu M.

Stadi si jiz jen vzpomenout na ¢tvrty dil seridlu, ve kterém bylo uvedeno, Ze feseni sou-
stavy diferencidlnich rovnic %v = Av, kde v je vektor, jehoz slozky jsou neznamé funkce,
a A je matice soustavy, lze zapsat jako v(t) = et vy, kde v je vektor pocateéni podminky
(vSimnéte si, ze tato formule vypadd formalné aplné stejné jako v jednodimenzionalnim
piipadé).

Resenim zadané soustavy je tedy

(x) at(cosbt —sinbt) (xo)

(t)=e . .

y sinbt  cosbt Yo
V tomto vysledku pozndvame ndm znadmou matici pro rotaci o thel bt okolo pocéatku (vy-
nésobenou faktorem e®'). Vektor (z,y) se tedy s dasem vyviji tak, Ze se otaéi okolo podatku
s thlovou rychlosti w = b a zaroven se méni jeho délka Gmérné faktoru e®’. Trajektorie
feSeni tedy tvori spirdly. Smysl rotace je ddn znaménkem parametru b a znaménko para-
metru a rozhoduje o tom, zda se spirala zaviji nebo rozviji. Ve specidlnim pfipadé a = 0
pak trajektorie tvori kruznice.

Pokuste se na zadkladé téchto vysledka rozhodnout, za jakych podminek bude po-
loha (0,0) stabilni, tj. kdy se FeSeni s pocateéni podminkou danou vektorem (0,0) vréti
zpét do blizkosti tohoto bodu v piipadé, ze ho malinko postréime mimo pocatek souradné
soustavy.

¢) Matici Rs popisujici rotaci o ahel w/2 okolo osy z snadno nalezneme, zndme-li matici
popisujici rotaci o obecny thel ¢ okolo této osy (ta byla uvedena v patém dile) pouhym
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dosazenim ¢ = 1 /2, dostdvame

0 -1
Rs=|1

0
0]. (86)
0 1

0
0
Zbylé dvé matice R1, R ziskdme bud tak, Ze si uvédomime, jak si vyméni role osy z,y, z
pii ostatnich rotacich, a pfehodime piislusné fadky a sloupce v (86). Jinou moznosti je si
pfimo rozmyslet, jak se pfi téchto rotacich méni bazové vektory e, ez, es. Naptiklad pfi
rotaci okolo osy x se e; nezméni, e; pfejde na e3 a e; prejde na —ex (pro Rz muZzeme
postupovat analogicky). Dostdvame

1 0 0 0 0 1
Ri=|100 —-1|, R=[0 1 0
01 o0 -1 0 0
Komutatory téchto matic jsou
0 -1 1 01 1 0 1 1
[Ri,R2]=|1 0 1|, [Re,Rs]=|1 0 -1, [Rs,Ra]=| 1 0 1
1 1 1 1 0 -1 1 0

Uloha VI.S ... vicerozmérné integraly (5 boddi; primeér 8,73; vesilo 11 student)

a) Spoditejte priimérnou vzdalenost cestovatele nahodné se pohybujiciho po severni polokouli
od severniho pdlu k rovniku (pfedpoklddejte, zZe cestovatel se pohybuje rovnomérné po
celém povrchu polokoule, za vzdélenost berte délku cesty po povrchu Zemsé).

b) Uvazujte nekonecné vysokou rotacné symetrickou véz, jejiz polomér ve vysce h nad zemi je
r=a/(1+(h/a)), kde a = 1 m. K dispozici mame barvu, jejiz kryci schopnost je 10 m® na
litr. Rozhodnéte, zda potiebujeme vice barvy na natfeni nebo naplnéni této véze barvou.

¢) Trpaslici se rozhodli, ze pomohou Snéhurce p¥i vafeni. Snéhurka tedy rozkrijela jeden (do-
konale kulaty) brambor na sedm stejné tlustych platku a rozdala je trpaslikim k oskrabani.
Rozhodnéte, ktery z trpaslikit bude mit nejvice prace (trpaslikem vynaloZzené usili je tmérné
povrchu oskrabané slupky).

a) Pramérnou vzdélenost cestovatele od pélu (rovniku) spoéteme takto: Pravdépodobnost na-
lezeni cestovatele v oblasti o plose S je %, kde R je polomér Zemé. Jeho prumérnd vzda-
lenost od pdlu pak bude rovna souctu vzdalenosti vSech elementarnich plosek dS lezicich
na severni polokouli (mist, kde se mtze cestovatel nachazet) od pélu vazenych pravdépo-

dobnosti nalezeni cestovatele na dané plosce. Tedy

2 /2 1 /2
<dp>:/ / RY 2R2sin19d19dgo:R/ ¥sind dv = R.
0 0 2t R 0

Analogicky nalezneme stfedni vzdalenost od rovniku jako
(dR) = /2“ /“/2 R(r/2—0)— R?sinddddp = R™ —dp = R(~ — 1)
A A 27 R LT S R
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b) Objem (povrch) véze spoéitdme pomoci vzorce pro vypocet objemu (povrchu) rota¢niho
télesa. Dostavame

oo 2 [e%s)
a 2 —a 3
V= % ) qn= S -
/0 1T<l—|—h/a) e L-I—h/a]o e

o0 a dr\?
= 2n——1 /1 — | dh.
5 /0 “Trna\ T (dh)

Vyraz pod odmocninou v tomto integralu mé vzdy hodnotu alespoi jedna a proto mizeme
povrch zdola odhadnout tak, Ze jej nahradime jednic¢kou (zmensime-li hodnotu integrované
funkce, zmensi se i cely integral), tedy

a pro povrch

e a o 2 co
S>/0 2’1‘(1+h/adh—[2ﬁa 1n(1+h/a)]0 = o0.

Povrch véze je tedy narozdil od objemu nekonecny, a proto ji mizeme barvou naplnit, ale
nikoliv nat¥it.

¢) Spocitejme povrch slupky velmi tenkého ,chipsu“ tloustky dz ukrojeného ze sférického
bramboru, jehoz stied lezi ve vzdalenosti d od stfedu bramboru. Obvod takového chipsu je
21V R? — d?, kde R je polomér bramboru. Jeho slupka vSak svird s osou rota¢ni symetrie
chipsu thel cos ¢ = /1 — d?/R2. Povrch slupky chipsu je tedy

_ 2wV R? —d?
\/1—d?/R?

Vidime, ze vysledek je nezavisly na vzdalenosti chipsu od stfedu bramboru, tedy povrch
libovolného platku bramboru (ten si mizeme predstavit jako slozeny z chipsi) zavisi pouze
na jeho tloustce, a nikoliv na misté, ze kterého byl ukrojen. VSichni trpaslici tedy budou
mit stejné prace.

ds dx = 2xRdz.
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Kategorie 4. rocniku

Viysledkova listina

XVI. roc¢niku

vysledkovd listina

jméno skola 3

Student Pilny MFF UK 194

1. Jaroslav Trnka G Na Prazacce 164

2. Lukas Chuvdtal G Brno Bystrc 118

3. Jan Prachat G F. M. Pelcla 81

4. Tibor Vansa G Matiéni 66

5. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla 63

6. Karel Tuma G Maticni 54

7. Jirt Lipovsky G Bystfice n. Pernstejnem 32

8. Lukas Vozdecky G Vejrostova, Brno 29

9. Viclav Cvicek G Petra Bezruce 26

10.—-11. Marek Pavli SOU Litovel 23

Jan Perny G Nova Paka 23
Kategorie 3. rocnikii

jméno skola b

Student Pilny MFF UK 194

1. Matous Ringel G Broumov 181

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim 134

3. Alexandr Kazda G Nad Aleji, Praha 129

4. Jan Molacek G J. K. Tyla 69

5. Lucie Strmiskovd G Kyjov 53

6. Vojtech Krejcirik G Kromériz 50

7. Pavel Hdla G Cesky Krumlov 49

8.—9. Petr Dostdl G Zamberk 46

Martin Rybdr GOA Blansko 46

10. Jan Ondrus G F. M. Pelcla 38

11.—-12. Michal Rizek G Arcibiskupské 36

Vladimir Sommer G Zd4r nad Sazavou 36

13. Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové 35

14. Hynek Hanke G Budéjovicka, Praha 33

15. Jan Fazekas ISS Sokolov 28

16. Jakub Zavodny G Bratislava, Grosslingova 27

17. Jana Hrudikovd G Prerov 23
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Kategorie 2. rocniki

jméno skola b

Student Pilny MFF UK 194

1. Anton Repko G Sv. Mikulasa, Presov 104

2. Petr Houstek G Pelhfimov 64

3. Peter Greskovic G Svidnik 57

4. Lenka Rychtrovd G Louny 43

5. Michal Humpula G Uhersky Brod 33

6. Martin Takac G Nové Zamky 30

7. Mdria Sedivd G Ludovita Stira 23

8. Hana Suchomelovd G Ludovita Stara 21
Kategorie 1. rocnikii

jméno skola 3

Student Pilny MFF UK 194

1. Tereza Klimosovd G Langkroun 51

2. Jan Valasek G Broumov 41

3. Jana Vrdbelova G Ludovita Stara 36

4.-5. Michal Sivdk G Ludovita Stara 30

Viadimir Sivdk G Ludovita Stuara 30

6. Jan Bednar COP Hronov 27

7. Ondrej Bogdr ZS Trencin 21

Ve vysledkovych listindch jsou pouze nejlepsi resitelé. Kompletni vysledkové listitny véetné bo-

dovdni jednotlivych uloh jsou na nasich webovych strdnkdch.

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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