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Zadani I. serie

Termin odeslani: 21. listopadu 2002

Mili pratele!

Vitame vas v XVI. ro¢niku Fyzikalniho korespondenc¢niho seminare Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy.

S prvni sérii nam prosim poslete na zvlastnim papiru vase jméno, pfijmeni, datum narozeni,
adresu pro korespondenci, e-mail (méte-li), skolu, t¥idu, kategorii (2006 minus rok maturity,
coz odpovidé roéniku na étytletém gymnaziu, mladsi fesitelé uvedou kategorii 1). Reseni kazdé
ulohy piste na zvldstni papir a vSechny papiry podepiste.

Neni tfeba posilat feseni vSech tloh, fesitelé, kteri spocitaji vse, jsou spise vyjimkou.

U experimentalni tlohy nezapomerte, Ze experiment je tfeba nejen navrhnout, ale i provést,
namérené hodnoty zpracovat, spocitat z nich vysledek a provést diskuzi chyb. Odmeénou vam
bude vyssi pocet bodti, jimz je experimentalni tloha hodnocena.

Podrobnéjsi informace najdete v pfilozeném letaku nebo na http://fykos.mff.cuni.cz. Pre-

jeme vam spoustu prijemnych chvil stravenych s nasim seminarfem. .o
J P PHy Y Y Honza Houstéek

Uloha I.1 ... odpory

Pro sit na obr. 1 (vSechny odpory jsou stejné, jejich velikost
oznaéme R) uréete odpor mezi dvéma vrcholy Sestitthelniku (uvazte
vSechna moZzna zapojeni).

Uloha I.2 ... Archimédes
Pokuste se bez pouziti rovnic a vzorct vyresit nasledujici dvé
ulohy. Pozor, vase feseni musi byt i tak naprosto exaktni.

a) V nadobé s vodou plave kus ledu. Co se stane s hladinou, az led
roztaje?

b) Na misky rovnoramennych vah jsou polozena stejné tézka télesa. Obr. 1
Co se stane, kdyz jednu misku ponotime do vody?

Uloha I.3 ... hracka
Organizator Fykosu dostal k narozeninam hracku, kterd je schématicky
vyobrazena na obr.2. Hracka, ktera slouzi také jako zalozka, se skladd z ma-
lého cinového kalisku spojeného provazkem délky [ s cinovou kulickou.
Poradte organizatorovi, jakou rychlost méa udélit kulicce, aby spadla do
kalisku. Uvazujte, Ze kalisek je v klidu, je velmi maly pfi porovnani s délkou
provazku a ztraty mechanické energie lze zanedbat.

Uloha 1.4 ... visici drat

Odhadnéte rozdil elektrickych potenciilti mezi konci dratu délky [ visiciho
v gravita¢nim poli, ktery vznikd ptisobenim gravitace na volné elektrony. Jak O
presny voltmetr bychom potfebovali k jeho zméreni? Obr. 2
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Uloha I.P ... gravitace
Odhadnéte rozdil mezi intenzitou gravitacniho pole na povrchu Zemé a na vrcholu hory a
pokuste se spocitat, jaké parametry musi mit hora, aby byl tento rozdil nulovy. (Pokuste se

s

alespori o kvalitativni odhad, tj. rozhodnéte, zda je pole na hote silngjsi nebo slabsi.)

Uloha I.E ... reakéni doba

Zmétte rychlost vedeni vzruchu nervu.

Ndvod: Zméite svou reakéni dobu na opticky nebo zvukovy podnét (v tomto pfipadé mi-
zeme predpoklddat, ze vzruch dorazi do mozku okamzité). Poté zméfte rychlost své reakce na
dotek konce ruky nebo nohy. Porovnanim vysledkd pak stanovte rychlost vedeni vzruchu. Ne-
zapomerite, Ze pro spravné statistické zpracovani potfebujete namérit minimadiné deset hodnot.

Serial na pokracovani

Letos$ni seridl bude pojednavat o matematickém aparatu fyziky. V prvnim dile si povime
néco o komplexnich ¢islech a jejich vyuziti ve fyzice.

Kapitola 1: Komplexni Cisla

V redlnjch éislech nelze odmociiovat zaporné &isla, nebot rovnice 2 + ¢ = 0 nemé pro
kladné a feseni. Definujme ¢islo i, tzv. imaginarni jednotku, vztahem

2= _1. (1)

Komplexnim ¢islem pak rozumime ¢islo, které se sklada z realné a imaginarni ¢asti, nap¥. 3+ 2i
(mtizeme na néj nahlizet jako na soudet redlného a ryze imaginarniho éisla, pfesto se véak jedné
o jedno ¢islo.) Mnozinu v8ech komplexnich éisel obvykle zna¢ime C.

Hned na tomto misté bychom radi ujasnili pojem odmocniny v komplexnich ¢islech. Za-
timco v redlnych ¢islech obvykle mame na mysli funkci definovanou na nezdpornych cislech,
v komplexnim oboru odmocninou myslime viceznacnou funkci, jejiz hodnotou je mnozina vSech
¢isel, kterd umocnéna na prislusnou mocninu déavaji odmocnované ¢islo. V praxi to vétsinou
znamenad, ze pokud chceme odmocninu z komplexniho ¢isla pouzit, musime néjakym zptsobem
specifikovat, které feSeni mame na mysli. Napf. pro druhou odmocninu mizeme chtit feseni se
zadpornou imaginarni ¢asti; potom lze psat v/—1 = —i.

Zakladni operace s komplexnimi Cisly

Séitani a odéitdni komplexnich ¢isel je definovéno po slozkach tedy napt. (2+41) + (4 —3i) =
= 6—2i. Pfi nasobeni musime roznasobit vSechny ¢leny, tj. (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+(ad+cb)i.
Cislem komplexné sdruzenym k ¢&islu z = a + bi rozumime &islo Z = a — bi. Nékdy se misto
znaceni z pouziva téz znaceni z*.

Vsimnéte si, ze 2Z = a® + b2 je realné &islo. To dava navod, jak délit komplexni ¢isla, plati
totiz B

Z1 o 2172

29 29%292 ’
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Dalsi zajimavé vlastnosti komplexniho sdruzeni uz pouze vyjmenujeme, laskavy ctenaf si mize
vSe sdm overit.

- _ o 21 Z1
21i22221iZ2, Z122 = 2172, (*) = —.

22 Z2

Algebraicky a goniometricky tvar komplexniho Cisla

Stejné jako muzeme redlné ¢islo reprezentovat bodem na éiselné ose, mizeme komplexni
¢islo chapat jako bod, ktery lezi v roviné, které se fikd Gaussova rovina. Kartézské souradnice
(a,b) bodu v Gaussové roviné odpovidaji éislim a,b v jiz zmifiovaném algebraickém tvaru
komplexniho ¢isla a + bi.

Polohu bodu v roviné v8ak muzeme popsat i pomoci polarnich souradnic, které udéavaji
vzdalenost bodu od pocatku soufadného systému (bé&zné znadenou r ¢ p) a thel, ktery svira
jeho privodi¢ s osou z (ozna¢me ho ¢). Soufadnicim r a ¢ odpovida ¢islo z = r (cos ¢ + isin p).
Mluvime pak o komplexnim ¢isle v goniometrickém tvaru.

Cislu r ¥ikdme absolutni hodnota komlpexniho &isla a znacime ji |z|. Zfejmé plati |z|* = 2Z.
7 vlastnosti komplexniho sdruzeni pfimo plynou nasledujici vlastnosti absolutni hodnoty:

|21]

e

Z1

|z122] = [21] - [22],
z2

Komplexni exponenciala

Na realnych ¢islech lze nadefinovat exponencidlni funkci exp x pomoci nasledujicich vlast-
nosti:
(Vz,y € R) exp(z +y) = expzexpy, (Vz € R) expx > 1+ z.

Skutec¢né, lze dokazat, Ze tyto podminky spliiuje pravé jedna funkce, a oznac¢ime-li e = exp 1
tzv. Eulerovo ¢islo, mizeme psat expx = e”.

Pfirozeny zpusob, jak rozsifit exponencidlu na C, je pozadovat platnost prvni podminky
pro v8echna C. Stac¢i znat vzorec pro exponencidlu ryze imaginarniho ¢isla. To je tzv. Fuleruv
vztah

e'¥ = cos o + isin . (2)

Ctenaf si miize sAm ovéFit, Ze toto rozsifeni skuteéné zachova v platnosti vyse zminénou vlast-
nost e*1 T2 = e,

Uvedeny vztah ndm v mnoha pfipadech velice zjednodusi préaci. Jeho uzitecnost tkvi v tom,
Ze exponenciala je velmi ,pékna“ funkce, se kterou se snadno pocita. Naptiklad goniometricky
tvar komplexniho &isla se pouzitim tohoto vztahu redukuje na z = re'?. Cisla v tomto tvaru
muZeme napf. velmi jednoduse nasobnit (ndsobime absolutni hodnoty a s¢itame thly.) Vidime,
e napf¥. nasobeni komplexniho &sla faktorem €' odpovida jeho otoéeni o tthel ¢ v Gaussové
roving. Dosadime-li —¢ do (2), dostavame ze sudosti resp. lichosti cosinu resp. sinu

—ip P
e = cosp —isine.

Odtud pak muzeme vyjadrit fukce sinus a cosinus takto:

e¥ —e ¥ ¥ +e ¥

singp:T, cos p = 3
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7Z téchto vztaht a z vlastnosti exponencialy mtizeme snadno odvodit tfeba souctové vzorce pro
funkce sin x a cos z. Podobné napt. Moiverova véta

(cos ¢ +isin )™ = cos np + isin nep,

se pii znalosti komplexni exponencialy redukuje na vztah (e'?)" = e,
Kmity a viny

Nejvetsi uplatnéni ve fyzice vSak vztah (2) nachézi pfi popisu v8elikého vinéni a kmitani.
Pokud ke klasickému vztahu pro harmonické kmity y = A cos(wt + ¢o) pFicteme libovolnou
imaginarni ¢ast, témér nic se v praxi nezméni, pfi s¢itani a odcitani, derivovani a integrovani,
nésobeni komplexnim ¢islem se totiz nic nezméni, protoZze vSechny tyto operace funguji na
komplexnich ¢islech ,,po slozkidch®. Staci si pouze pamatovat, ze realité odpovidé realnd cast
cisla.

Jednu z moznosti, jak sikovné pfidat imaginarni ¢ast, ukazuje nasledujici vztah

y = Aoeiwt+ap0 _ goeiwt7 (3)

kde Ao je komplexni amplituda, do které muZeme zahrnout pocatecni fazi (ﬁo = Age'¥).
Podobné vinéni popsané vztahem u = Ag cos(wt — kx + o) miZeme popisovat ve tvaru

~ ot —ik
y:Aoe“"e 13:.

Komplexni symbolickd metoda pro feseni obvodii RLC

Ztejmé neexistuje lepsi priklad nez tato metoda pro RLC obvody jako odpovéd na otazku,
k ¢emu vlastné je prepsani harmonickych kmitt do komplexnich ¢isel dobré.

RLC obvody jsou obvody, ve kterych se kromé rezistort vyskytuji jesté dalsi dvé linearni
soucastky — kondenzaroty a civky. Pro vsechny tfi plati analogie Ohmova zakona i pro har-
monicky stfidavy signal, totiz Ze pomér amplitudy napéti a proudu je pro danou soucastku
konstatni (u civky a kondenzatoru tento koeficient zavisi jesté na frekvenci).

Fazové jsou ovSem napéti a proud na civce a kondenzatoru vici sobé posunuté, a protoze
Kirchhoffovy zédkony neplati pro amplitudy, ale pro okamzité hodnoty napéti a proudt, musime
se vydat bud cestou pomérné neptehlednych tprav vztahd se siny a cosiny, kde je navic tfeba
neusale kontrolovat znaménko fazového posunuti, pfipadné pouzit metodu tzv. fdazori, kde se
harmonické kmity reprezentuji jako primét rovnomérného pohybu po kruznici do jedné piimky.

Na stejném principu jako fazory funguje i komplexni metoda. Jeji vyhoda spociva v jed-
noduchosti popisu — je-li proud v civee i = fei“’t, pak napéti je u = iwaei‘”t7 podobné kon-
denzétorem s napétim u = Ue'! prochézi proud i = iwCUe*t. Protoze ¢len ! bude zfejmé
u vsech veli¢in spole¢ny, staci napsat Kirchhoffovy zakony pro komplexni amplitudy.

Oproti stejnosmérnym obvodim se tedy zméni pouze tolik, Ze napéti a proudy jsou kom-
plexni ¢isla (jejichz absolutni hodnota odpovid4 amplitudé a argument fazi). Podil komplexniho
napéti a proudu na soucastce ¢i skupiné soucastek se nazyva impedance (je to vlasné zobecnény
odpor), pfi¢emz impedance civky je Zr = iwL a impedance kondenzatoru Z¢ = 1/iwC. Im-
pedance rezistoru je pochopitelné redlna, Zr = R. VSe ostatni je stejné jako u stejnosmérnych
obvodi.

Piiklad: Vyfesme, jaky proud tece sériovym RL obvodem, zname-li amplitudu a frekveng
napéti zdroje. Celkovd impedance je Z = R + iwL. Napéti na zdroji zvolime U = U (U

4
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je komplexni veli¢ina, ve které je obsazena inforr/{lace o amplitudé i fazi, U je amplituda).
Samoziejmé jsme mohli zvolit napf. U = —U ¢i U = iU. U prvni veli¢iny, kterou zavadime,
mame totiz vzdy moznost volby pocatecni faze. Pochopitelné jsme si vybrali nejjednodussi
moznost — nulovou fazi. Pro komplexni proud pak plati I= ﬁ/Z = U/(R + iwL). Amplituda
proudu je tedy I = |IA\ = U/vVR?+ w?L? a fdzové posunuti vzhledem k napéti je Ap =
= —arctg(wL/R) (proud se zpozduje za napétim).

Komplexni analyza

Kdo jiz umi derivovat, mize se zamyslet nad tim, jak je to s derivaci komplexni funkce

komplexni proménné. Tato derivace se definuje takto
f'(z0) = lim J(2) = J(z0) f(zo)‘
l==20l—0 2 — 20

Dulezité na této definici je to, Ze tato limita musi byt stejnd nazavisle na sméru, kterym
se z priblizuje k zo. Pokud misto komplexni funkce komplexni proménné f(z) budeme na
chvili uvazovat dvé realné funkce dvou realnych proménnych u(z,y) a v(z,y) takové, ze plati
f(z+yi) = u(z,y)+iv(z,y), zjistime, ze aby mohla (komplexni) derivace funkce f(z) existovat,
musi platit

ou _ Ov ou  Ov

or oy’ oy oz’
Toto jsou takzvané Cauchy-Riemannovy podminky. Funkce, ktera je na néjaké oblasti spliiuje a
ma tedy na této oblasti derivaci, se nazyva holonomni. K zajimavym vlastnostem holonomnich
funkci patii napt. to, ze kazda takova funkce ma na prislusné oblasti derivace libovolného fadu
a rovné se své Taylorové fadé. Jeji redlna i imagindrni ¢ast jsou diky Cauchy-Riemannovym
podminkém Fesenim Laplaceovy rovnice (0%u/0z* + 8%u/0y* = 0, 9*v/dx? + 8*v/dy* = 0).

K holonomni funkcim na celé mnoziné C patii napt. libovolné polynomy a mocninné fady,
exponenciala a pomoci ni definované funkce sinus a cosinus. Déale napt souc¢in dvou holonomnich
funkci je holonomni funkce apod. Kazdopadné se jednd o vlastnost, kterou ma (alesponi na
urcité oblasti) vétsina bézné uzivanych funkci.

Diky Cauchy-Riemannovym podminkam lze s uzitim Stokesovy véty o kiivkovém integralu
dokazat, ze kiivkovy integral z holonomni funkce pfes uzavienou kiivku je nulovy. Ve spojeni
s dalsi dilezitou vétou — residuovou vétou — toto dava velmi silny nastroj pro vypocet jistého
typu uréitych integrila, ale to uz skutecné presahuje rdmec naseho seridlu.

Uloha I.S ... komplexni ¢&isla

a) Spoctéte redlnou a imagindrni ¢ast sin(a + bi).

b) Pomoci komplexni symbolické metody odvodte vztah pro rezonanéni frekvenci paralelniho
RLC obvodu, tj. naleznéte frekvenci, pro kterou mé pfi konstatnim napéti celkovy proud
v obvodu maximalni amplitudu.

c) Secététe pomoci komplexnich ¢isel nésledujici fady. (Ndvod: fada A + Bi je geometricka.)

A= Z e ™ cos(ny), B= Z e " sin(ny).
n=0 n=0

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.



