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Mili resitele!

XVI. roénik FYKOSu je u konce. V tomto letdku najdete feseni 5. a 6. série, konecénou
vysledkovou listinu a posledni dil seridlu (tentokrat uz bez uloh).

Doufame, ze se vam semindr libil, ze jste si zasoutézili, ale hlavné se také néco nového
naudili. S maturanty se téSime na shleddni v fadach organizatord, s ostatnimi pak v priStim

vasi organizdatori

Uloha V.1 ... prsi, prsi (4 body; primeér 1,85; vesilo 13 studentti)

V destovém mraku je mnozstvi malych kapicek vody, jejichz hustotu (tj. celkovou hmotnost
kapicek v néjakém objemu lomeno timto objemem) oznac¢me i, hustotu vody go. Spojenim
nékolika kapicek vznikne vétsi kapka, ktera zacne padat a postupné na sebe nabaluje dalsi a
dalsi kapicky. Spocitejte, jak se bude ménit polomer padajici kapky, a s jakym zrychlenim se
bude pohybovat.

Pro jednoduchost neuvazujte odpor vzduchu pusobici na kapku a malé kapicky povazujte
za nehybné.

Spocitejme nejdrive, jak vypada nabalovani kapicky. Pohybuje-li se kapicka o poloméru r
rychlosti v, tak za interval® asu d¢ projde objemem dV = wr?v dt a zvysi tedy svou hmotnost
o dm = nrlvp; dt.

Tento prirtistek hmotnosti ma za nasledek zvétseni poloméru kapky o dr, pro které plati
dm = 4nr?go dr, tedy po dosazeni za dm

01 01 01
dr=—-vdt=——-ds = r=—-:s
400 400 400

Implikace plati proto, Ze na pocatku, kdy je urazena draha s nulova, je podle zadani i polomér
kapky nulovy (kapka vznikne spojenim nékolika mikroskopickych kapicek).

Velikost kapky je tedy pfimo imérna draze, kterou ve vzduchu urazila. Pfistupme k odvo-
zeni jejiho pohybu. Predpokladejme, Ze se jedna o rovnomérné zrychleny pohyb? se zrychlenim a
a vyjadfeme Casovou zavislost rychlosti, drahy a poloméru:

v =at,
1
= — t s
S 2&
_ o5 _ guat?
400 800

D velmi kratky, viz 2. dil letosniho seridlu

2 Pro rejpaly znalé diferencidlniho poétu — toto je zcela legitimni zptisob feSeni diferencidlni
pohybové rovnice, fika se tomu ansatz.
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Napi$me nyni II. Newtoniiv zdkon ve tvaru se zménou hybnosti (tvar F' = ma nelze pouzit
kvili proménlivé hmotnosti)

m —F—dp—dmv—ma+v dm = 2 dm _ —a
A T ar m a I *
Dosadme za m a dm
2 3@11)
g—a=4g_—_5  Trvn=
3T 00 4007

a nyni jesté zav ar

Vidime, ze predpoklad o rovnomeérné zrychleném pohybu byl spravny. Na prvni pohled
zarazejici fakt, ze zrychleni nezavisi na 91, je kupodivu v poradku, rozmyslete si proc!

Honza Housték
honza®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.2 ... Apollo (4 body; primeér 2,92; fesilo 18 studenti)
Odhadnéte, za jak dlouho se Apollo dostane na orbitu Mésice, neplytva-li zbytecné palivem.
Nezapomerite uvést, jaké zjednodusujici predpoklady jste pfi vypoctu provedli.

Kdyz zanedbame pritazlivou silu Mésice, tak se raketa bude pohybovat po orbité. Ted jesté
musime uvazit, jakou orbitu vybereme, aby raketa priletéla na Mésic s co nejmensi rychlosti
vici nému. To znamend, Ze smér rychlosti bude ve vzdalenosti Mésice Rys kolmy ke svému
pruvodidi, tedy orbita tam bude mit apogeum. Perigeum orbity bude urcité u Zemé. Z poloosy
orbity uz jsme schopni lehce urcit cas podle tretiho Keplerova zakona

o _ Ry
T2 T3
kde a je poloosa orbity rakety, T je doba obletu rakety (dvojnasobek doby doletu), Ras je

vzdalenost Zemé od Mésice a Ths doba je obletu. Kdyz uvazujeme a = Ry /2 (rozméry Zemé
a Mésice v nasem piiblizeni muZzeme zanedbat) dostaneme pro dobu obéhu

a 2 13/2
T=Ty—"=Tu=
M Rt My
Po dosazeni Ty = 27 dni dostaneme pro dobu obéhu
T
5 = 4,8 dne.

naji sily tzv. Lagrangev bod a uvazovali zemskou orbitu do tohoto bodu a mési¢ni orbitu z
tohoto bodu. Toto feSeni je trochu komplikovanéjsi, ale zlepsi nas vysledek ve druhém fadu.
Nejvétsi obtiz je spocitani polohy toho bodu, coz se da jediné numericky.

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V.3 ... elektricky minigolf (8 body; primér 2,20; tesilo 20 studentii)

Méjme dvé na sebe kolmé nevodivé tyée a na nich nabité kulicky (viz obr. 1), které se po

nich mohou po tycich volné pohybovat. Kulicky maji stejnou hmotnost m a naboje q a —2q.
Na pocatku jsou v klidu a jejich vzdalenost od priiseciku tyci je d a 2d. Urcete, kde se bude
nachdzet druha kulicka v okamziku, kdy prvni dosahne priiseciku tyci.

Uvedeme zde dva zpusoby feseni. V prvnim odvodime,

ze v soustavé spojené s jednim z naboju vysledna sila pi-

sobi ve sméru jejich spojnice. V druhém odvodime, Ze po- aOm
mér vzdalenosti ndboji od stfedu se nemeéni. Z obou téchto

faktd ihned plyne, Zze naboje se srazi uprostied. d

)

V klidové soustavé na oba naboje ptisobi elektrostaticka m
sila F. ve sméru ke druhému néboji (o velikosti dané O—
Coulombovym zdkonem) a reakce tycky ve sméru kol- II 2d —2¢
mém na tycku (o velikosti takové, aby vyslednice sily
na jeden naboj ptsobila ve sméru tycky). Reakci na na-
boj g ozna¢me F1, na druhy F5. Dilezité si je uvédomit, ze celkova sila ptisobici na druhy
naboj je stejna jako F1, je to diky kolmosti tycek a toho, ze elektrostatické sily jsou velikosti
stejné a smérem opacné. Kdyz se nyni presuneme do soustavy spojené s druhym nabojem,
musime zavést setrvacnou sily rovnou —F7i, tedy v této soustavé bude na prvni naboj pt-
sobit pouze F. ve sméru na druhy naboj. CoZ jsme chtéli ukézat. Pokud se ztracite v tom,
ktera sila, je kterd, nakreslete si obrazek.

Z podobnosti trojuhelnikt vime, ze na zacatku pro velikosti sil plati 2F, = Fi, kde F} je
reakce na prvni naboj a také velikost vysledné sily pisobici na druhy naboj a vice versa.
Tedy na prvni naboj na zacatku piisobi polovi¢ni celkova sila nez na druhy. Jelikoz naboje
maji stejnou hmotu, je i zrychleni prvniho poloviéni nez druhého. Diky nulové pocatecni
rychlosti a tomu, ze draha je druhd derivace zrychleni, je i drdha prvniho naboje za ele-
mentarné maly ¢as poloviéni. Stejné tak by tvrzeni o drahach platilo, pokud by pocatecni
rychlost prvniho néboje byla polovi¢ni nez u druhého. Tedy za elementarné maly cas se
systém dostane do stavu, ve kterém je pomér vzdalenosti ndboji od stfedu stejny jako na
zacatku. Tedy se pomér nezméni béhem celého pohybu. Coz jsme chtéli ukézat.

Obr. 1. Naboje na tycich

Miro Kladiva € Lenka Zdeborova
miro@fykos.mff.cuni.cz, lenka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V .4 ... sit (4 body; primer 3,09; Tesilo 11 studenti)

Spoctéte odpor mezi body A, B na nekonecné siti na obrazku 2. VSechny hrany sité maji

stejnou délku a odpor.

Nech BUNO? prud vteka do uzlu A a vyteka z uzlu B. V uzle A sa rozdeluje a pokrac¢uje do

uzlov A; a A,. Odtial tecie ast do uzlov D a D’. Medzi bodmi D, D’ netecie ziaden prad. Rovina
kolm4 na priamky 1-4 a prechadzajtca uzlami A,B rozdeluje sief na dve symetrické casti. Ak
by tiekol prad z uzlu D do uzlu D’, potom by musel tiect rovnako velky prid aj opa¢nym
smerom. Rovnako nebude tiect Ziaden prad ani medzi uzlami C, C’, ani medzi Iubovolymi
susednymi uzlami leziacimi na drote 2 a 4.

3)

bez 1jmy na obecnosti, pozn. red.
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Al A A,
Obr. 2

Prekreslime si schému vynechanim odporov, ktorymi netecie prad.

3___ —_—

Obr. 3

Podla obrazku 3 vidime, Ze priecky medzi dratmi 1 a 3 tvoria dva a dva odpory zapojené
vocli sebe paralelne. Pre celkovy odpor jednej tejto priecky plati

2R -2R

P 2R4+2R

Prekreslime si siet na jednoduchsiu schému.

A
Obr. 4

Toto je nekoneénd siet, ktord sa da rozdelit na dve

Casti (vpravo a vlavo od uzlov A, B), zapojené voéi sebe R/2 R/2

paralelne. Zoberme si pravi polovicu nekonecnej siete. Jej
odpor nech je Rp. Po vlozeni dalSej jednotky sa odpor
nezmeni (vid obr. 5).

Celkovy odpor polovice nekonecnej siete je

Rp

Rp =

2

1_1,

LR -
R 2

Po vyjadreni
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Rp = RV3.
Zlozenim pravej a lavej strany siete (Rp = Rp,) dostaneme

RpRy, Rp /3
Rcelk = - 5 = 7

Rp + Ry 2 k.

Pavol Habuda
bzuco®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.P ... praminek vody (4 body; primér 2,30; esilo 10 studentti)
Jaky je geometricky tvar (priifez) kapaliny vytékajici z kohoutku v zdvislosti na vzdélenosti
od hrdla? Pokuste se také odhadnout, v jaké vzdalenosti se proud vody zacne trhat.

Predpokladejme, zZe tvar potrubi a tlak v ném jsou takové, ze voda z kohoutku o kruhovém
prufezu vytéka lamindrné pocatecni rychlosti vo. Jen v takovém pripadé bude mit vytékajici
praminek kruhovy, zuzujici se, prifez. Predpokladejme, Ze rychlost v dané vysce je v celém
prufezu konstantni. Pak bude platit rovnice kontinuity v nejjednoduzsim tvaru, tj. priatrez krate
rychlost v dané vysce bude konstanta.

Dale predpokladejme, ze voda je dokonald tekutina a jeji proudéni je nevifivé, coz oboji
bude platit dostatecné presné. Pak mizeme napsat Bernoulliho rovnici, tj. pro vzdalenost h
od kohoutku, ¢ hustotu vody, v rychlost proudéni, p tlak v daném misté a g tihové zrychleni

%QUQ +hog+p= %QUS + po.
Poslednim predpokladem nutnym pro vyfeseni bude polozeni p = po, neboli ze tlak uvnit¥
praminku je vSude stejny.

Nyni je vypocet priméru proudu ve vzdalenosti h od kohoutku otazkou pouhého dosazeni

a vyjadreni.
v= S?;)O = 1/v2 — hg,

Vo

d=dy, | ——.
v3 — hg

A¢ na prvni pohled jsme provedli mnoho ptiblizeni, ve skute¢nosti vSechny jsou dobfe
splnény a tento vysledek souhlasi se skutecnosti. Naproti tomu druhé ¢ast ulohy, tj. odhad
vzdélenosti, ve které se praminek zacne trhat je znac¢né komplikovany. Vysvétleme tedy pouze
kvalitativné, pro¢ se praminek viibec trhat zacne.

Uzsi praminek ma vétsi povrchové zakfiveni a tudiz je v ném vétsi kapilarni tlak. Tedy méa
kapalina tendenci z mista o uzsim prumeéru vytékat. P¥i zuzovani praminku v dutsledku padu
se to samoziejmé neprojevi, kapalina nepotece nahoru. Nesmime ovSem zapomenout na vsu-
dypfitomné povrchové fluktuace, které budou pro dostate¢né izky praminek natolik vyznamné,
ze zuzeni v jejich dutsledku se diky kapilarnimu tlaku zvétsi, az se praminek zcela roztrhne.
Popsat tento jev kvantitativné da ovSsem mnoho prace, pokud byste se 0 ném chtéli néco do-
zvédét, hledejte v literatufe pojem Rayleighova-Taylorova nestabilita. Zavérem pochvala pro
Matouse Ringela, ktery se jako jediny nezalekl a vymyslel, byt velmi zjednoduseny, model

déavajici rozumné vysledky. Lenka Zdeborové

lenka®@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V .E ... paradox zmrzlinaf'e (8 bodi; primér 4,50; vesilo 18 studenti)

Traduje se historka, ze jeden zmrzlinar, kdyz potfeboval rychle vyrobit led, daval do mra-
zaku ohfatou vodu misto studené. Ovéite, zda je skutecné mozné, aby na pocatku teplejsi
voda zmrzla rychleji nez stejné mnozstvi vody studené. Specifikujte pii jakych podminkach se
to miize stat.

Teorie

Je znamo, ze popsany efekt skuteéné existuje. V literatufe ho muzete najit pod heslem
Mpembuv jev. Divod, pro¢ by studend voda méla zmrznout dfive nez tepld, je jasny na prvni
pohled, o duvody, pro¢ by tomu mélo byt naopak, se fyzici pfou dodnes. Shriime zde ty nej-
Castéji uvadéné.

e Vyparovani

Tepla voda se bude zjevné vypafovat intenzivnéji. Tim ztrati néco ze své hmotnosti, ale

hlavné prijde o ty nejenergetictéjsi molekuly. Tim se mize pomérné intenzivné ochladit

(na tomto principu pracuji napiiklad vyvévové zkapaliiovace helia). Bohuzel fyzikalni popis

vypafovani je neobvykle slozity, takze odhadnout, jak velky dopad bude mit na mrznuti

vody, je zna¢né netrivialni.

e SloZeni vody
Bézné dostupna voda obsahuje kromé molekul HoO spoustu dalsich iontti, molekul plyna
apod. Tyto pfimeési hraji vyznamnou roli jako krystaliza¢ni jadra pfi vzniku ledu. D& se
predpokladat, ze v prevarené vodé bude téchto primési méné, coz by mohlo ovlivnit proces
zamrzani. Neni ovSem zdaleka jasné, zda by voda bez pfimési méla zamrzat rychleji nez
voda ,Spinava‘“.
Vznik teplotniho gradientu
Hustota vody se méni s teplotou a tak voda v nadobce bude mit tendence se horizon-
talné vrstvit. Podle nékterych nazord bude toto vrstveni vypadat jinak u studené vody a
u vody puvodné teplé ochlazené na stejnou teplotu. Podle naseho nazoru zde hraje spise
roli to, za jak dlouho se takové rozvrstveni vytvori. Da se predpokladat, Ze u teplé vody se
utvori rychleji. Potom bude nejteplejsi voda u hladiny, coz urychli vypafovani. U studené
vody se bude rozvrstveni vytvaret pomaleji, coz zpomali i vypafovani. Kvantitativni vy-
jadreni tohoto jevu je opét netrividlni a jen proméfeni teplotniho gradientu bez néjakého
infra-snimace prakticky neproveditelné.
e Odvod tepla podlozkou

Nadobka s teplou vodou by mohla rozmrazit led pod sebou v mrazaku a tim zlepsit odvod

tepla.

Experiment

Nase vybaveni se sestavalo ze 2 kelimkt od pomazankového maésla (primeér d = 7,88 cm),
a lednicky s teplotou mrazdku —8 °C a objemem 30 ¢. Tepl4 voda méla ptiblizné 65 °C.

Vyse uvedené divody naznacuji, ze pti chladnuti hraji podstatnou roli i jiné faktory nez jen
pocatecéni teploty. Abychom mohli proméfit jejich kvantitativni vliv, méli bychom uspofadat
sérii experimentt a v kazdém se zaméfit praveé na jeden z vlivi. Pro zacatek jsme méfili mrznuti
vody ve dvou nadobkach o stejné pocatecni teploté.

e Pokus 1

Do prvni naddobky jsme nalili obycejnou vodu z vodovodu, do druhé, peclivé vycisténé,

stejné mnozstvi destilované vody (kterd by méla obsahovat méné piimési). Obé vody zacaly
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mrznout v prakticky stejny okamzik (po 68 minutéch), ale struktura ledového obalu bylo

rozdilna. U destilované vody $lo o hladkou vrstvicku okolo dna, stén a hladiny. Obycejna

voda vytvarela zajimavéjsi krystaly a vrstva nebyla souvisla. K efektu podchlazeni nedoslo,
pravdépodobné vlivem mechanickych vibraci vyvolanych motorem lednicky.
e Pokus 2

Tentokrat jsme pouzili stejnou vodu, ale jednu nddobku jsme uzavteli, ¢imz jsme znemoznili

unikat vodnim param. Voda v oteviené nadobce zmrzla po 60 minutach zatimco v uzaviené

po 83, coz potvrzuje, ze vypafovani je vyznamnym jevem pii procesu ochlazovani.
e Pokus 3

Opét jsme pouzili stejné vody a stejné pocatecni teploty, ale jednu nddobku jsme zespoda

odizolovali. Voda v izolované nadobce zmrzla o trochu pozdéji, ale rozdil (3 minuty) byl na

hranici méritelnosti.

Tyto pokusy ukézaly, Ze jedingym opravdu vyznamnym faktorem pii ochlazovani je vy-
pafovani. Budeme predpoklddat, Ze intenzita vypafovani souvisi s plochou hladiny. Dalsi k
experimenty provedeme s rozdilnymi pocatecnmi teplotami a postupné budeme ménit pomér
plochy hladiny a objemu.

Jak je patrné z tabulky, tepld voda sice vzdy zmrzla pozdéji, ale ¢im byl pomér vétsi, tim
t6snéjsi byl rozdil. Za uréitych okolnosti (napf. s mrazédkem o nizsi teploté) by pravdépodobné
bylo mozné Mpembiiv jev pozorovat.

S/V [Cm_l] thot [min] tcold [min] thot /tc()]d
2,3 85 60 1,42
3,8 70 55 1,30
7,7 27 23 1,17

Zavér

Mpembuv jev jsme sice pfimo nepozorovali, ale potvrdili jsme, Ze pocatecni teploty nejsou
jediny dulezity faktor ovliviiujici dobu ochlazovani. Pokud bychom méli zhodnotit pfispévek
vySe zminénych procest, pak se nam jako hlavni jevi vypafovani. Vliv teplotniho rozvrstveni
jsme samostatné neprométrovali a zahrnuli ho do efektu vypafovani. Naopak jsme nezjistili
zésadni vliv zpusobeny sloZzenim vody ani iinikem tepla podstavou nadobky. To ale mtze byt
zpusobené nasim usporadanim experimentu a za jinych podminek se jejich vliv neda vyloucit.

Literuratura

[1] Vesmir, 11/2002, str. 615
[2] http://library.thinkquest.org/C008537/cool/freeze/freeze.html,
mirror na http://fykos.mff.cuni.cz/cz/rocnik16/freeze/

Michael Komm
michael@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.S ... algebra (5 bodi; primér 4,31; vesilo 18 student)
a) Dokazte, ze vektory v; = (1,2,3),v2 = (—1,0,1),v3 = (1,1, 1) jsou linedrné zavislé.
b) Vyfeste nésledujici soustavu diferencidlnich rovnic pomoci vypocétu exponenciily matice

)-GO
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Diskutujte tvar trajektorie feSeni v roviné x,y v zavislosti na znaménku parametri a,b.

¢) Napiste matice R;, Rz, Rs popisujici prostorové rotace o thel /2 okolo os xz,y a z a
spocditejte komutdtory [Ri,Rz], [Ri1,Rs] a [R2,Rs]. Jako bonus se miiZete pokusit své
vysledky zapsat v jednotném tvaru pomoci takzvaného Levi-Civittova €.

a) Linearni zavislost vektort v1, vz, vs, ovéfime tak, ze nalezneme tii &isla o, a2, oz, z nichz
je alespoii jedno nenulové, a plati a1v1 + @2v2 + azvs = 0 (symbol ,,04 na pravé strané této
rovnosti pfedstavuje nulovy vektor a nikoliv éislo 0!). Nulovy vektor mé nulové vSechny
slozky. Odtud dostdvame pro koeficienty o podminky

ar—az+a3 =0, 201 4+a3=0, 3a1+ a2+ a3=0.

Tuto soustavu rovnic muzeme vyfesit metodou Gaussovy eliminace. Dostavame

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
0 1|~f0 2 —-1|~[0 2 -1]. (1)
31 1 0 4 -2 0 0 0

Vidime, Ze posledni faddek této matice se vynuloval, coZ znamend, Ze as musi spliiovat
podminku 0 - a3 = 0 a muzeme ho tedy volit libovolné (napf. 2). Linedrni zavislost je
timto dokézana. Pro uplnost miZeme jesté dopocitat zbylé koeficienty o, as. Pohledem
na posledni matici v (1) snadno zjistime, Zze az = 1,1 = —1 (zvolili jsme az = 2). Jinou
metodou, jak dokazat linedrni zavislost zadanych vektori je koeficienty o uhadnout.

b) Pomoci matice
a —b
2
5 ) @

muizeme reprezentovat komplexni ¢islo a + bi. Skuteéné, necht z = a +bi a y = ¢ + di
jsou dvé komplexni ¢isla. Soucet a souéin téchto ¢isel je z +y = (a +b) + (c+d)ia xy =
= (ab—cd) + (ad+ be)i. Pokud témto &islim prifadime matice podle (2) (oznacme je X,Y),
bude soucet a soucin téchto matic (ovéite)

a+c —b—d ac—bd —ad—be
X+Y_(b—|—d a+c)’ XY_YX_(ad+bc ac—bd)'

Diagonalni a nediagonalni prvky vyslednych matic tedy odpovidaji redlné a imaginarni ¢asti
soudtu (souéinu) ¢isel z, y, tak jako v (2). Dale uvazujme takto. Exponencidla matice je defi-
novana pomoci Taylorovy fady e* = Y02 o X™/nl. V této definici vystupuji pouze operace
séitani a nasobeni, které (jak jsme ovéfili vyse) jsou zachovany pii zobrazeni mezi komplex-
nimi ¢isly a maticemi typu (2) (obraz soudtu je soudet obrazi a obraz soudinu je soudin
obrazl ). Exponencidlu matice M typu (2) tedy mtzeme spoéitat tak, ze ji pfifadime kom-
plexni ¢islo m, spoéitdme jeho exponencidlu (s vyuzitim vzorce elathl) — go (cosb +isinbd)
z prvniho dilu seridlu) a vysledku pfifadime zpét matici, kterou prohlasime za exponenci-
alu M.

Staci si jiz jen vzpomenout na ¢tvrty dil seridlu, ve kterém bylo uvedeno, Ze FeSeni
soustavy diferencialnich rovnic % v = Av kde v je vektor, jehoz slozky jsou nezndmé funkce
a A je matice soustavy lze zapsat jako v(t) = e*vy kde vy je vektor pocateni podminky
(vSimnéte si, ze tato formule vypadd formalné uplné stejné jako v jednodimenziondlnim

pripadé).
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Resenim zadané soustavy je tedy

T at [ cosbt —sinbt Zo
()o=(S )()

y sinbt  cosbt Yo
V tomto vysledku pozndvame ndm znamou matici pro rotaci o tthel bt okolo poéatku (vyna-
sobenou faktorem e®"). Vektor (x,y) se tedy s ¢asem vyviji tak, Ze se otaci okolo pocatku s
ahlovou rychlosti w = b a zaroveii se méni jeho délka tmérné faktoru e®*. Trajektorie feseni
tedy tvofi spiraly. Smysl rotace je dan znaménkem parametru b a znadménko parametru
a rozhoduje o tom, zda se spirdla zaviji nebo rozviji. Ve specidlnim pfipadé a = 0 pak
trajektorie tvori kruznice.

Pokuste se na zakladé téchto vysledka rozhodnout, za jakych podminek bude po-
loha (0,0) stabilni, tj. kdy se FeSeni s pocateéni podminkou danou vektorem (0,0) vréti
zpét do blizkosti tohoto bodu v pfipadé, Ze ho malinko postréime mimo pocatek souradné
soustavy.

c) Matici Rs popisujici rotaci o thel ©/2 okolo osy z snadno nalezneme, zndme-li matici
popisujici rotaci o obecny uhel ¢ okolo této osy (ta byla uvedena v patém dile) pouhym
dosazenim ¢ = w/2 dostdvame

0 -1 0
Rs=(1 0 O0]. 3)
0 0 1
Zbylé dvé matice R1, R2 ziskdme bud tak, Ze si uvédomime jak si vyméni role osy z,y, z pfi
ostatnich rotacich a pfehodime piislusné fadky a sloupce v (3). Jinou moznosti je si pfimo
rozmyslet, jak se pri téchto rotacich méni bazové vektory ei, e, es. Naptiklad pfi rotaci
okolo osy x se e; nezméni, e; pfejde na e; a e3 prejde na —ez (pro Ry muzeme postupovat
analogicky). Dostévame

1 0 0 0 01
Ri=100 1|, R:=[0 10
01 0 1 0 0
Komutatory téchto matic jsou
0 -1 1 01 1 0 11
[Ri,R2]=1 0 1], [Re,R3]=(1 0 —-11|, [Rs,Ri]= 1 01
1 1 0 1 1 0 -1 10

Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz
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Reseni VI. serie

Uloha VI.1 ... zdhadny obvod (3 body; primeér 2,92; vesilo 13 studenti)

Ke kondenzatoru o neznamé kapacité pfipojime do série civku o indukcénosti L, obvod
pripojime ke zdroji napéti o frekvenci w a naméfime na nekalibrovaném ampérmetru néjaky
proud. Poté do série pripojime jesté jednu civku, stejnou jako ta prvni, a proud v obvodu se
nezméni. Jaka je kapacita kondenzatoru?

Nezkalibrovany ampérmetr zapojeny v obvodu bude ukazovat efektivni hodnotu proudu,
ktera po zapojeni druhé indukce ma byt stejna

Uef . Uef
Zy  Zy’

a tedy si musi byt rovny i velikosti impedanci pfed a po zapojeni druhé indukénosti. V prvnim
pfipadé pro velikost impedance obvodu plati

Zy =1/ (XL — X¢o)? = (wL— w10>2

1 2

1
L—- —|= 2wl - —
'w wC‘ ‘w w

a po zapojeni druhé civky

Musi tedy platit

coz lze splnit pro

pripad

nevede k feSeni. Pro hledanou kapacitu kondenzatoru tedy plati

2
T 3w2L’

V vyse uvedeném feSeni jsme uvazovali idedlni prvky obvodu (nulovy vnitini odpor ampérme-
tru, nulovy odpor civky, zanedbali jejich vzdjemnou indukénost, ... ).

Jan Prokleska
nikola®@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha VI.2 ... moucha a netopyr (4 body; primeér 2,82; vesilo 22 studentii)

Netopyr na lovu leti proti mouse rychlosti 3,14 m-s~!, moucha leti desetkrat pomaleji.
Netopyr vysila ultrazvukovy signal o frekvenci fy, ktery se odrazi od mouchy a vraci k lovci.
Netopyrova sluchadla jsou nejcitlivéjsi na frekvence blizko 61,3 kHz. Urcete fo. Zvuk jaké
frekvenci by moucha slySela, kdyby slysela?

Klicem k feSeni této ulohy je Doppleriv jev. Kazdy si jisté nékdy vSimnul, ze kdyz se
k ndm zdroj zvuku pfiblizuje, slySime zvuk o vyssi frekvenci nez kdyz zdroj stoji. Stejné tak
pfiblizuje-li se poslucha¢ ke zdroji. Musime si ovSsem uvédomit, ze tyto dvé situace nejsou
totozné, nezavisi na vzajemné rychlosti zdroje a posluchace, nybrz na rychlosti zdroje vici
prostiedi, ve kterém se S§ifi zvuk, a na rychlosti posluchace vi¢i tomuto prostfedi. Odvodme
nyni vztahy pro zménu frekvence v obou téchto pfipadech.

a) Poslucha¢ vi¢i vzduchu stoji a zdroj se pohybuje k nému rychlosti v. Rychlost zvuku ve
vzduchu ozna¢me c. Vzdalenost dvou maxim zvukové viny ve vzduchu je X' = A\ — o7, kde
A resp. T jsou vinova délka resp. perioda vysilané viny. Prvni maximum za ¢as T urazi
drahu A, druhé je vyslano o vT dale. Pfepsano do frekvenci a upraveno

C

fr=7

c—v’

b) Zdroj viéi vzduchu stoji, posluchaé se k nému piiblizuje rychlosti v. Cas, ktery ubé&hne,

nez posluchaé¢ mine dvé nésledujici maxima vlny, je 7" = -2, prepsano do frekvenci
) vte?
y=te
P

Uvédomte si rozdil mezi témito dvéma pripady. Pokud by napiiklad bylo v = ¢, tak v prvnim
piipadé posluchac nic neuslysi, nebot zvuk zdroj viibec nepfedbéhne. Az v okamziku, kdy bude
zdroj mijet, uslysi rédzovou vinu. Kdezto v druhém ptipadé uslysi jednoduse dvojnasobnou
frekvenci. A¢ vzajemna rychlost je v obou pfipadech v.

Nas zajima pripad, kdy se pohybuje zdroj v1 i posluchac vz, pak

v+ ¢
c—uv1’

f=1r

kde fo je frekvence, kterou vysila zdroj, a f, kterou slysi pozorovatel.

Kone¢né se vrhnéme na feSeni samotné tlohy. Ozna¢me v, rychlost netopyra, v, rych-
lost mouchy, f frekvenci, kterou nejlépe slysi netopyr, f, frekvenci, kterou slysi moucha, f,
frekvenci, kterou vysila netopyr. Odraz zvuku od mouchy funguje tak, jakoby moucha byla
zdrojem zvuku o frekvenci, kterou slysi. Tedy

c+wv c—v
f:fm n, fm:f =,
C— Um c+ vn
Moucha slysi zvuk o frekvenci
c+ vm C— VUm C— Un
fm—fnc_%, fn—fc+v”c+vm-

Ciselné vychézi f, = 60,1kHz, f,, = 60,7 kHz.

11



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVI éislo 7/7

Zavérem podotknéme, Ze néktefi resitelé tlohu pochopili tak, Ze moucha leti smérem od
netopyra. Jejich vysledky pak vypadaly stejné, jako kdy# za v,, dosadime —v,,. Ciselné samo-

zfejmé trochu jinak. Lenka Zdeborovd

lenka®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.3 ... tekouci sklo (4 body; primér 8,14; tesilo 7 student)
Na starych zamcich byvaji originalni tabulky skla v oknech u spodniho okraje Sirsi nez
u horniho diky teceni. Za sto let se tabulka o rozméru 0,5m X 0,5m tlustd 5 mm rozsiii

o 0,1 mm. Odhadnéte z téchto udaju viskozitu skla a urcete, kolikrat tézsi by musela byt
Zemé, aby toto teceni probihalo turbulentné.

Pfedné vyvratme onen celosvétove rozsifeny mytus. I v Encyklopedia Britannica se mtizete
docist o tom, ze sklenéné tabulky v chramech z 12. stoleti jsou naspodu S$irsi diky tomu, zZe
sklo je vlastné kapalina a za onen velmi dlouhy cas steklo dolu. E. D. Zanotto v ¢lanku ,, Do
cathedral glasses flow?* publikovaném v roce 1998 v American Journal of Physics ukéazal, Ze
kdyby teceni skla za pokojové teploty mélo byt pri¢inou rozsifeni tabulek, trvalo by mu to dobu
srovnatelnou se stafim Zemé, nikoliv nékolik stovek let. Skute¢nou pric¢inou rozsifeni tabulek
je udajné proces jejich vyroby.

Reknéme si na rovinu, pfecenili jsme vas i sebe, pokud jsme si mysleli, ze lze néjak jedno-
duse a spravné odhadnout rozsifeni ” padajici” kapaliny s volnymi povrchy. Vydejme se cestou
analogii a rozmérové analyzy. Tecné napéti (sila na plochu) v pohybujici se skle jde vyjadfit
jako

_dv

T= 7757

kde v je rychlost toku a x vzdalenost dvou blizkych plosek, které na sebe ptisobi onou silou.
Bude-li tok v néjakém smyslu slova ustaleny, bude tato vnitini tfeci sila v rovnovaze se silou
F, ktera tok zptsobuje. F' by mohla byt tmérnd (minimélné fadové) rozdilu mezi tlakem v
misté, odkud sklo tece, a tlakem v misté, kam sklo teCe F' =~ hpg. Konstanta amérnosti bude
mit rozmér povrchu. Tedy fddové mizeme polozit do rovnosti

v

— = hpg.
Uh o9

Rychlost je také pfiblizné v = T'/d, kde T je sto let a d rozsifeni. Tedy pro viskozitu

h? ogT
n= ~

10%°.
y 0

Jelikoz nas postup je dost pochybny, odhadujeme chybu v fadu na £5. Na internetu se d4 najit,
7e viskozita b&zného skla za pokojové teploty je 10'® + 10%! Pa-s. Takze vlastné ani nemiizeme
fict, zda teceni skla za stovky let je nebo neni mozné.

Jednomu z organizatorti se po zna¢ném usili nakonec podafilo za jistych podminek kvan-
titativné vytesit teceni skla 1épe nez jen rozmeérovou analyzou. Bohuzel uz mu nezbyly sily na
publikovani tohoto vysledku do brozury, kterou pravé ¢tete, nicméné se zavazuje, Ze se pokusi
zminéné TeSeni v co nejvice pochopitelné formé otisknout do rocenky.

A jak tézkad by méla byt Zemé, aby proudéni bylo turbulentni? Pokud dosadite do vztahu
pro Reynoldsovo &slo Re = 24 pro proudéni Newtonovské kapaliny o viskozité skla bylo nad-
kritické, musela by kapalina proudit rychleji nez leti svétlo ve vakuu, coz je nesmysl. Duvodem

12
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mize ale byt to, ze pfi tak velkych viskozitach vztah pro Reynoldsovo ¢islo vitbec nemusi pla-
tit nebo jeho kritické hodnoty budou uplné jiné, nez je obvyklé pro bézné kapaliny. Ale i tak
pokud by tiha méla byt takova, aby sklo pod jejim vlivem za pokojové teploty skutecné teklo,
hmotnost Zemé by musela byt tak velkd, ze by se zhroutila do cerné diry atd.

kolektiv organizatoru FYKOSu
fykos@mfF.cuni.cz

Uloha VI.4 ... pevnost nosniku (4 body; primér 8,71; vesilo 7 student)

Uvazujte pruzny nosnik délky l. Energie potiebna k prohnuti jednotky délky tohoto nosniku
na polomeér kfivosti R je E = a/R2, kde a je znama konstanta. Jakou maximalni silou miizeme
tlacit na tento nosnik, aby se neprohnul do strany?

Nejprve spocitejme do jakého tvaru se nosnik prohne, budeme-li na jeho konce tlacit do-
state¢nou silou. Zavedme si soufadny systém tak, Ze nosnik splyva s osou x a jeho stied lezi
v pocatku. Uvazujme element délky nosniku vychyleny o y od osy «. Sila, kterou na nosnik
tlaéime, ohyba uvazovany element momentem sily tmérnym jeho vychylce y (nakreslete si
obrézek). Tomuto momentu bude tmérné kiivost nosniku v daném bodé, kterou mizeme v
pfipadé, ze vychyleni je malé aproximovat vyrazem

1’

_ Y ~ !
1/R= (FYOEE Yy

Tvar nosniku tedy bude fesenim diferencidlni rovnice

"

Yy =—-qay,

kde c je néjaka kladna konstanta. V této rovnici poznavame diferencidlni rovnici harmonickych
kmitd, jejim obecnym fesenim je funkce Asin+/cx + B cos/cz. Vychyleni nosniku v bodech
x = —1/2,2 = 1/2 musi byt nulové, takze nosnik zaujme tvar

TX
y=peos ™, @

kde p je parametr udéavajici vychyleni stfedu nosniku. (Pozadované okrajové podmince odpo-
vidaji i siny a kosiny s mensi periodou, ale jim odpovidajici tvar neni stabilni rovnovaznou
polohou)

Dale uvazujme takto: Pfim4 poloha nosniku je vzdy rovnovazna, jeji stabilita vSak zavisi na
pusobici sile. Stabilitu nosniku vySetfime tak, Ze budeme predpokladat, Ze v disledku néjakého
nahodného vlivu (napiiklad otfesu a podobné) bude nosnik nepatrné vychylen z pfimé polohy.
Pfi tomto vychyleni se pfiblizi konce nosniku o Al, takze pusobici sila vykond praci FFAl. Déle
se nosnik né&jakym zpusobem zaktivi, takZze podle vzorce ze zadani vzroste jeho potencialni
energie. Pokud bude vykonana prace vétsi nez prirtstek potencidlni energie, bude vychylovani
yenergeticky vyhodné“ a proto bude pokracovat az do ustaleni nové stabilni rovnovazné polohy.

Tvar nosniku muze byt pfi ndhodném malém vychyleni libovolny. Uvazujme vS§echna mozna
vychyleni, pfi kterych se nosnik zkrati o néjaké Al. Ze vSech téchto vychyleni bude narust
potencialni energie nosniku nejmensi pro vychyleni, pfi kterém nosnik zaujme tvar stejny jako
by byl v rovnovazné poloze pii dané vzdalenosti jeho konctu | — Al. Takovy tvar nosnik zaujme,
pokud ho upneme do ,,dokonalého svéraku® a pfiblizime celisti o 1. Celisti svéraku vsak budou

13
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v tomto pfipadé na nosnik pulisobit jinou silou nez F', takze nosnik v této poloze rozhodné
stabilni nebude.

Podle predchézejicich vypocta je tedy ze vSech moznych nadhodnych prohnuti energeticky
nejméné narocné prohnuti do tvaru oblouku kosinu a pravé pfi ném proto nejsnaze dojde k
vychyleni do strany. Staci tedy spocitat energetickou bilanci pravé v tomto piipadé.

Zkréceni nosniku ¢l spoc¢itdme pomoci vzorce pro vypocet délky kiivky. Velikost vychylky
popiSeme parametrem p (viz. (4)) a muZeme psét

1/2—Al/2
/ WP =1,

—1/24A1/2
1/2—Al/2 2 2
/ 1+p2COSQEZZ,
—1/24A1)2 21 l
2, 2
P
Al ~
41

kde jsme vyuzili pfiblizného vztahu /1 4 a ~ 1+a/2, ktery plati pro mal4 a. Zménu potencialni
energie pak spocitame jako

1/2 2 4
AE. — 7 Zd :O‘p“
-~ PRCRRERS “

Porovnanim téchto vysledkt dostavame pro kritickou silu, pii které se stane nosnik nestabilnim

4m’a
F = -
Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... elektromagneticky paradox ( body; primér 2,71; tesilo 7 student)

Na dielektricky disk volné se otacejici kolem své osy prilepime zavit supravodivého dratu
v némz tece proud Iy. Dale kolem tohoto zavitu symetricky prilepime elektricky nabité kulicky
o naboji q. Cely disk poté zacneme pomalu zahiivat. V jistém okamziku prestane byt drat
supravodivy, takze v ném prestane téct proud a zméni se magneticky tok pres zavit. V disledku
toho vznikne podle Faradayova zakona okolo tohoto zavitu elektrické pole, které bude piisobit
na prilepené naboje, takze se cely disk zacne otacet. Na druhou stranu musi zistat podle
zakona zachovani hybnosti v klidu. Tak kde je v piedchazejicich iivahach chyba?

Na zachranu zakona zachovani momentu hybnosti mizeme zkusit pouzit nenulovou hmotu
elektronti. Tim ziskdme pocatecni moment hybnosti. Tento moment hybnosti ale nebude za-
viset na ndboji pfipevnéném na disku (na rozdil od elektrické sily). Takze timto paradox
nevysvétlime.

Dalsi pokus na ziachranu momentu hybnosti mizeme provést pres vlastni indukci. Kdyz si
uvédomime, ze ndhlé zmizeni magnetického pole by vyvolalo elektrické pole piisobici nejen na
krajni naboje ale také na nas obvod a naindukovalo by proud opa¢ného sméru. To nés ale taky
nezachrani, protoze tento proud zavisi na odporu, na kterém elektricka sila uvadéjici kotou¢ do
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pohybu opét nezavisi. Ve skutecnosti vlastni indukce zpiisobi exponencidlni pokles magnetické
indukce, misto okamzitého.

Tim vidime, Ze problém nezachovavajiciho se momentu hybnosti ziistava. Reseni je mnohem
fundamentalnéjsi, chceme-li, aby v elektromagnetickém poli platily zakony zachovani, nezbyva
ndm nez zavést (hustotu) moment hybnosti elektromagnetického pole, ktery je tmérny E x B.
Krouzek se pak vlastné odrazi od elektromagnetického pole kolem néj.

Miro Kladiva
miro®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.E ... suseni pradla (8 bodi; primér 4,45; resilo 20 studentt)
Zmérte ¢asovou zavislost mnozstvi vody v pradle pri suseni. Nezapomente podrobné popsat
vSechny dilezité podminky, za kterych jste provadéli méreni.

Méfteni se provadélo na pradle vyzdimaném, aby z ného neteklo, a namérila se jen zavislost
vypafovani, pfi¢emz se mérila zavislost mnozstvi vody na ¢ase. Mnozstvi vody se stanovovalo
z rozdilu hmotnosti mokrého a suchého pradla. Neékteii jste délali méfeni venku, takze se
tam musela objevit néjaka zavislost na vnéjsich povétrnostnich podminkach, ale jinak témér
vSem, co néco namérili, vysla aspon ¢aste¢né linearni zavislost. Ta ale nemuze byt po celou
dobu, protoze v jistém momenté se vysusovani zastavi. Nutné tedy nastane i néjaké zpomaleni
vysuSovani, coz se projevi prechodem linearni zavislosti do zavislosti blizici se nule. Jelikoz my
jsme méfeni neprovadéli, dovolili jsme si pouzit feseni Jardy Trnky. Naméfené hodnoty jsou
vyneseny do grafu na obr. 6.

250 T T T T T
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150 | o, s
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100 | o -
o
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50 o -
>
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Obr. 6. Zavislost hmotnosti na case

Z grafu by se dalo usoudit, ze zavislost je zpocatku dobfe aproximovana pifimkou. Coz
by se dalo vysvétlit tim, Ze plocha, na které je vlhkost, je porad stejnad a proto se i rychlost
vypafovani neméni. Tim ale predpoklddame, ze mnozstvi vody, ktera se drzi na povrchu je
neménné. Kdybychom uvazovali, ze mnozstvi vody na povrchu je imérné celkovému mnozstvi
vody, coz se d& vyjadrit diferencidlni rovnici

Y aN
a v
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kde o je néjaka konstanta imérnosti. Reseni této diferencidlni rovnice vede na exponencilni
zavislost. Tato pravdépodobné urcuje chovani v zavéru usychani. Musime dat ale pozor na to,
ze exponenciala se da na jistém intervalu velmi dobfe vyjadfit linearni zavislosti, takze rozdil
je v ramci chyb méreni nerozlisitelny. Na rozliSeni se musi provést peclivé a podrobné méfeni.

Na urceni linearni zavislosti jsme pouzili metodu nejmensich ¢tvercii. Kterd hleda takové
koeficienty a, b, které minimalizuji soucet ¢tverct odchylek

Z (azi +b—y;)*.
7Z tohoto predpokladu dostavame vyrazy pro koeficienty linearni zavislosti ve tvaru

)

582 _ £2
3
- — _ I
x2 — 12

kde Z udava stfedni hodnotu x. Daty jsme prolozili tuto pfimku proto, abychom ziskali kon-
krétni hodnoty. Pro nase téely ale sta¢i potvrzeni, ze dana zavislost je linedrni (tady by stacila
i mnohem jednodussi metoda proloZeni pfimky rukou, ale pro¢ nevyuzit moznosti dnesni tech-
niky, ktera tento vypocet udéla za nas). Abychom ovérili, Ze zavislost neni jenom exponencialni,
tak jsou na obr. 7 vyneseny i logaritmy namétenych veli¢in, kde jasné vidime, Ze ziskana za-
vislost neni na celém oboru linearni, jak by exponencidlni zavislosti odpovidalo.

log m = log (moe™*") = logmo — at.

55 ¢ 1 T T T T
o
AR
o
o

4.5 © —

I
<

3.5 .

log(m/g)
&

2.5 -

3

1.5 o T
1 I I I I I o

0 50 100 150 200 250 300

t[min]
Obr. 7. Zavislost zjevné neni exponencialni

Na zavér muzeme Fict, ze dany proces se da témér v celém pribéhu aproximovat linedrni
zavislosti. Poznamenejme, ze mnoho z vas prolozilo kfivku jenom linearni lomenou ¢arou, coz
neni piilis vhodné, lepsi je ponechat spis body a pokusit se nanést jednu pfimku, aby co nejlépe
vystihovala alespon ¢ast méfeni. . .

Y P Miro Kladiva

miro®@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha VI.S ... vicerozmérné integraly (5 boddi; primeér 3,73; vesilo 11 studentii)

a) Spodcitejte priumérnou vzdélenost cestovatele ndhodné se pohybujiciho po severni polokouli
od severniho pdlu a od rovniku (pfedpoklddejte Ze cestovatel se pohybuje rovnomérné po
celém povrchu polokoule, za vzdélenost berte délku cesty po povrchu Zemsé).

b) Uvazujte nekone¢né vysokou rotacné symetrickou véz, jejiz polomér ve vysce h nad zemi je
r=a/(1+(h/a)), kde a = 1 m. K dispozici mame barvu, jejiz kryci schopnost je 10 m® na
litr. Rozhodnéte, zda potiebujeme vice barvy na natfeni nebo naplnéni této véze barvou.

¢) Trpaslici se rozhodli, Ze pomohou Snéhurce pii vafeni. Snéhurka tedy rozkréjela jeden (do-
konale kulaty) brambor na sedm stejné tlustych platkii a rozdala je trpaslikiim k oskrdbani.
Rozhodnéte, ktery z trpaslikii bude mit nejvice prace (trpaslikem vynalozené usili je tmérné
povrchu oskrabané slupky).

a) Pramérnou vzdélenost cestovatele od pélu (rovniku) spoéteme takto: Pravdépodobnost
nalezeni cestovatele v oblasti o plose S je Tim kde R je polomér Zemé. Jeho prumérna
vzdalenost od pdlu pak bude rovna souctu vzdéalenosti vsech elementarnich plosek dS le-
zicich na severni polokouli (mist,kde se muze cestovatel nachézet) od rovniku vézenych
pravdépodobnosti nalezeni cestovatele na dané plosce. Tedy

2 /2 1 /2
(dp) = / / RY——R*sin?ddd dp = R/ dsin¥dd = R.
0 0 2’TYR 0

Analogicky nalezneme stfedni vzdalenost od rovniku jako

27 /2 1 T T

dr) = 219 *sinddddp = R~ —dp = R(% — 1).

) = [ [ Rw/2 = 0) g R sin0 @i do = R —dp = R(G -1)

b) Objem (povrch) véze spoc¢itdme pomoci vzorce pro vypocet objemu (povrchu) rota¢niho
télesa. Dostavame

[eS) 2 oo
a 2 —a 3
V= —— | dh= —_— =
/0 “<1+h/a) " [Hh/a]o "

a pro povrch

; a dr)?
— imtt mM— 1 R .
S = intyn fty T ha + <dh) dh

Vyraz pod odmocninou v tomto integralu mé vzdy hodnotu alespon jedna a proto muzeme
povrch zdola odhadnout tak, Ze jej nahradime jednickou (zmensime-li hodnotu integrované
funkce, zmensi se i cely integral), tedy

o0 a o 2 EE
S>/0 27Y1+h/a dh = [27ma 1n(1+h/a)}0 =infty.

Povrch véze je tedy narozdil od objemu nekoneény a proto ji mtzeme barvou naplnit, ale
nikoliv nat¥it.

¢) Spoc¢itejme povrch slupky velmi tenkého ,chipsu“ tloustky dz ukrojeného ze sférického
bramboru, jehoz stfed lezi ve vzdalenosti d od stfedu bramboru. Obvod takového chipsu je
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21/ R? — d?, kde R je polomér bramboru. Jeho slupka vsak svird s osou rota¢ni symetrie
chipsu thel cos ¢ = /1 — d?/R2. Povrch slupky chipsu je tedy

g 27V R? — d?
J1- /R

Vidime, vysledek je nezévisly na vzdélenosti chipsu od stiedu bramboru, tedy povrch libo-
volného platku bramboru (ten si mizeme predstavit jako slozeny z chipsil) zavisi pouze na
jeho tloustee, a nikoliv na misté, ze kterého byl ukrojen. Vsichni trpaslici tedy budou mit
stejné prace.

dz = 2rRdx.

Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 7: Dovétek

Na zavér letosniho seriadlu bych rad poznamenal, Ze text rozhodné nebyl urcen k tomu, aby
jej cely pochopil ¢tenaf, ktery se s problematikou setkava poprvé. Naopak, ne zcela vydafenym,
zémérem autora bylo, aby si z kazdého dilu néco odnesli jak zacinajici tak pokrocilejsi, nebot
v€k a znalosti FeSitelt se zakonité 1lisi. Proto je naprosto normalni, jestli jste néco nepochopili
(pro zajimavost uvedme, Ze se vzorcem (32) ze étvrtého dilu seridlu, se nesetkd ani student
MFF béhem prvnich sedmi semestri zakladniho kurzu matematiky a vétSina z nich ani po
zbytek studia ... ).

Doufam tedy, ze jsme vas neodradil od dalsiho badéni v oblasti matematiky, ¢i snad dokonce
pfirodnich véd vubec, a Ze vaSe touha po poznini nebude podlomena nékolika pripadnymi

nedspéchy. Pavel Augustinsky

pavel@fykos.mff.cuni.cz
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 3444 4 8 5 32 100 194

1. Jaroslav Trnka G Na Prazacce 3344 4 7 4 29 88 164

2. Lukds Chvdtal - - - - = - 0 81 118

3. Jan Prachar G F. M. Pelcla 245 4 - - 20 84 81

4. Tibor Vansa G Mati¢ni - - - - - - = 0 63 66

5. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla - - - - - - - 0 97 63

6. Karel Tima G Mati¢ni - - - - - - = 0 61 54

7. Jirt Lipovsky G Bystfice n. Pern. - - - - - - - 0 86 32

8. Lukds Vozdecky G Vejrostova, Brno - - - - = 0 52 29

9. Vaclav Cvicek G Petra Bezruce - - - - - - - 0 90 26
10.—11. Marek Pavli SOU Litovel 32 -- - - - 5 92 23
Jan Perny G Nova Paka - - - - - - - 0 30 23

12.-13. Michal Bares G Mikulasské namésti - - - - - - - 0 80 20
Bryan Chen - - - - - - - 0 61 20

14. Marek Vysinka G Matyase Lercha - - - = - = = 0 89 17

15. Lukds Sndsel COP Hronov - - - - - - - 0 80 16

16. Matej Tyc G Zastavka - - - - - - = 0 63 15

17. Tomds Kozelek G Kadan - - - - - - - 0 62 13

18. Miloslav Havelka G Zastavka - - - - - - - 0o 73 11

19. Barbora Galaczovd - - - = - - - 0 67 10

20. Katerina Jelénkova G Staré Mésto - - - - - - - 0 100 8

21. Lubos Rabcéan G Trstend - - - - - - = 0 19 7

22. Miroslav ZgaZar SPSCh Ostrava - - - - - = = 0 75 6
23.—26. Vendula Exnerovd G Nad Stolou, Praha - - - - - - - 0 2 4
Josef Hanus G Décin - - - - - = = 0 19 4

Radim Kusdk G Frydek-Mistek - - - - - - - 0 100 4

Martin Szablatura - - - - - - - 0 100 4

27.—29. Veronika Chromcikovd G Prerov - - - = - = - 0 25 1
Petr Navratil G Prerov - - - - - - - 0 25 1

Zuzana Svobodovad G Zlaté Moravce - - - - - - = 0 25 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 3444 4 8 5 32 100 194

1. Matous Ringel G Broumov 3445 4 75 32 93 181

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim 34 -5 - 75 24 85 134

3. Alexandr Kazda G Nad Aleji, Praha 3444 4 3 5 27 72129

4. Jan Moldcek G J. K. Tyla - - - - - - - 0 90 69

5. Lucie Strmiskovd G Kyjov 3 4 — - 2 3 12 72 53

6. Vojtéch Krejcirik G Krométiz 342 - - 73 19 69 50

7. Pavel Hdla G Cesky Krumlov -4 2 - 5 — 11 53 49
8.—9. Petr Dostdl G Zamberk - - - - - - 0 47 46
Martin Rybdr GOA Blansko 31 -2 -5 - 11 56 46

10. Jan Ondrus G F. M. Pelcla - - - - - - - 0 48 38
11.—12. Michal RuzZek G Arcibiskupské 32 - - -4 9 65 36
Viadimir Sommer G Zd4ar nad Sazavou - - - - 6 - 6 80 36

13. Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové 4 - - - 3 7 51 35

14. Hynek Hanke G Budéjovicka, Praha - - - - - - - 0 45 33

15. Jan Fazekas ISS Sokolov 34 - -1 - - 8 60 28

16. Jakub Zdvodny G Bratislava, Grosslingova - - - - - - - 0 69 27

17. Jana Hrudikovd G Prerov - - - - - - = 0 82 23

18. Jan Olsina G Kromériz - - - - - - - 0o 72 21

19. Zdenék Viana COP Hronov - - - - - - - 0 56 14

20. Petr Bily G Slany - - - - - - - 0 76 13
21.—22. Jan Skalicky G J. Heyrovského, Praha - - - - - = = 0 46 12
Radoslav Sopoliga G Svidnik - - - - - - - 0 31 12

23. Jan Svarcbach G Louny - - - - - = = 0 20 10
24.-26. Tomas Gavenciak G Bilovec - - - - - - - 0 38 9
Pavol Lakatos G Velké Kapusany - - - = - = = 0 25 9

Michal Witiska G Jihlava - - - - - - - 0 31 9

27.-28. Jan Kretinsky G Matyése Lercha - - - - - - = 0 67 8
Petra Sukovd G Svitavy - - - - - - - 0 100 8

29.-30. Jan Kvivonozka G Bilovec - - - - - - - 0 29 7
Libor Kukacka GOA Vrchlabi - - - - - - - 0 37 7

31. Pavlina Karnikovd G Dobruska - - - - - - = 0 22 6

32. Katerina Balcarovd G Dobruska - - - - - - - 0 21 5
33.—34. Markéta Novotna G Hranice - - - - - - - 0 100 4
Martina Smolovd G Pisek - - - - - - - 0 2 4

35. Ewva Loviskovd G V. Makovského - - - - - - = 0 25 3
36.—37. Michal Havel COP Hronov - - - - - - - 0 8 2
ITvan Patdcik G Partizanské - - - - - - - 0 17 2

38.—39. Jana Pechkovd G Trutnov - - - = = = - 0 11 1
Stanislav Pldnicka G Klatovy - - - - - = = 0 25 1

40. Jana Babovdkovd G Most - - - = = = - 0 0 0
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Kategorie druhych rocnikii

jméno
Student Pilny

skola
MFF UK

w
W~
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(St

%
100

194

©C OO UURAWNH-

22.-23.

24.

. Anton Repko

. Petr Housték

. Peter Greskovi¢
. Lenka Rychtrova
. Michal Humpula
. Martin Takdc

. Mdria Sedivd

. Hana Suchomelova
. Pavel Kocourek
. Zdenek Kucka

. Jiri Kulda

. Ondrej Sedldcek

Markéta Vilimovskd

. Jirt Kubr

. Rostislav Kvds

. Markéta Kavalirovad
. Richard Gracla

. Ales Razym

. Karel Hofman
20.—21.

Katerina Divisovd
Monika Martiniskovd
Stépdnka Mohylovd
Vladimira Seckarovad
Jan Vrba

G Sv. Mikuléasa, Presov

G Pelhfimov

G Svidnik

G Louny

G Uhersky Brod

G Nové Zamky

G Ludovita Stura

G Ludovita Stara
SPS Panska

G Zd4r nad Sazavou
COP Hronov

G Uherské Hradisté
G Ceskolipské, Praha
COP Hronov

G Jihlava

G Ceskolipska, Praha
G Nad Stolou, Praha

COP Hronov
GOA Sedléany

G Cs. exilu
G J. G. Tajovského
G Arabska, Praha
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Kategorie prvnich rocnikd

jméno skola 1234PES I % =
Student Pilny MFF UK 3444 4 8 5 32 100 194

1. Tereza KlimoSovd G Langkroun 33 --2 73 18 71 51

2. Jan Valasek G Broumov - - - - - 5 - 5 66 41

3. Jana Vrdbelovd G TLudovita Stura - - - - -5 - 5 44 36
4.-5. Michal Sivdk G Ludovita Sttra -2 - - -1 3 41 30
Viadimir Sivdk G Ludovita Stura -2 - - -1 - 3 41 30

6. Jan Bedndr COP Hronov - - - - - 4 4 8 66 27

7. Ondrej Bogar 7S Trenéin -1 - - - - - 1 44 21

8. Petra Mald - - - - 41 5 35 13

9. Daniela Svobodovad - - - - - - = o 37 7
10. Tomas Bednarik G Vsetin - - - - - - - 0 50 4
11. Marek Jansa COP Hronov - - - - - - = 0 13 2
12.—13. Radek Skuta G Cs. exilu - - - - - - - 0 13 1
Zuzana Urbancovd G Vlasim - - - - - - - 0 25 1

14. David Chval GOA Vimperk - - - - - - - 0 0 0

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz

e-mail pro FeSeni: fykos-solutions@mifF.cuni.cz

e-mail: fykos@miff.cuni.cz
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UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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