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predmluva

’i& Predmluva

)

Mily ¢tenafi,
v rukou drzi§ rocenku obsahujici zadani a feSeni tloh XVII. ro¢niku FYKOSu (FYzikilniho
KOrespondenéniho Seminaie MFF UK), ktery probéhl ve skolnim roce 2003/04.

FYKOS je nejstarsi a nejvétsi fyzikalni korespondenéni soutéz u nas. V prabéhu roku
fesitelé pravidelné obdrzi zadani sedmi tloh, z nichz je pét teoretickych, jedna experimentalni a
posledni se tématicky vaze k Seridlu na pokracovdnt, ktery zadani doprovazi (letos byl vénovan
elektromagnetismu). Uastnici fesi dlohy dle vlastniho vybéru (néktefi i viechny) a sva feseni
posilaji béznou postou ¢i elektronicky organizatorim seminafe. Ti tlohy opravi, oboduji a
zaslou zpét ucastniktim, ktefi se takto sezndmi se vzorovymi feSenimi a dozvi se o chybach
svych vlastnich postupt. Na zdkladé bodovani je sestavovana prubézna vysledkova listina a na
konci kazdého roc¢niku jsou nejlepsi fesitelé nalezité odmeénéni.

Kromé zasilani zadani a feseni porada seminai fadu dalSich akci. Zejména to jsou dvé
tydenni soustredént, bez kterych si FYKOS snad nelze ani pfedstavit. Probihaji vzdy na jare
a na podzim a pro cca 30 nejlepsich Fesitelia. Dalsi aktivitou je Den s experimentdlni fyzikou,
na kterém umoznujeme ve spolupraci s jednotlivymi katedrami MFF nasim fesitelim navstévu
né&kolika pracovist, kde se déla opravdovéa fyzika.

Na nasich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz mohou nejen fesitelé seminaie sledovat
aktudalni déni. Kromé zadani a fesSeni tloh ze soucasného i minulych ro¢nikt zde naleznete prii-
bézné aktualizovanou vysledkovou listinu, fotky a reportaze ze soustfedéni, podrobné informace
a pravidla pro pfipojeni se k seminafi a jesté mnohem vice, ostatné posudte sami.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani a feSeni teoretickych i experimentalnich twloh.
Zadani jsou zamérné oddélena od fesSeni, chceme tim apelovat na kazdého ¢tenare, aby pred
nalistovanim stranky s feSenim stravil alespon chvili nad zadanim a rozmyslel si, zda a jak
by danou tlohu fesil on. Dalsi ¢asti je Seridl na pokracovdni, ktery je dopliiovan tulohami
souvisejicimi s danym tématem. Na konci se nachazi soupiska nejlepsich resiteli tohoto ro¢niku.

Pokud t€ FYKOS zaujme natolik, Ze by ses chtél stat acastnikem, nebo se pouze na néco
zeptat, at uz se to tykd fyziky ¢i studia na MFF, nevdhej a napi$ ndm. Jsme nepretrzité
k dispozici na e-mailu fykos@mifF.cuni.cz, pfipadné také na postovni adrese a telefonu nize.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovic¢kach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 504 (RNDr. Pavel Krtoué)
www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
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Zadani teoretickych dloh

Uloha I.1 ... plovajici Spunt

Mame védro s vodou a v ném na dné rukou drzime korkovy plovak. Takto pustime védro
ze stfechy budovy a zaroven pustime plovak. Kde se bude plovak nachazet té€sné predtim, nez
védro narazi na zem? Budova je vysokd 30 m.

Uloha I.2 ... zlata rybka

Predstavte si dva rybaie sedici naproti sobé na bfezich feky Siroké 30 m. Zlata rybka plava-
jici ve vodé spolkne v jednu chvili ndvnady obou z nich. Vzdélenost od rybky k prvnimu rybafi
je 17m, ke druhému 20m. V tu chvili zacnou oba rybéfi navijet, porad rychleji a rychleji,
av8ak oba zrychluji stejné. A my se ptame, po jaké kiivce (pfed jejim analytickym vyjadfenim
preferujeme jeji nazev) se rybka dostane na p¥imku mezi obéma navijéky.

Uloha 1.3 ... vrh sikmy vzhiiru

Fykosék se (po absolvovani letosniho soustfedéni) rozhodne cvié¢it v hodu granitem. Nemd
ale k dispozici rovny terén, tak hazi ve svahu. Smérem doli dokéze dohodit 62m, ale proti
svahu jen 53 m (udélal mnoho pokusi, takze v obou pfipadech nalezl optimélni thel). Uréete
sklon svahu.

Uloha I.4 ... zavodnik

Auto zrychli z klidu na 100 km-h~! za p@l minuty, pfi¢em# ujede kilometr. Uréete pritbéh
rychlosti tak, aby se minimalizovala maximalni velikost absolutni hodnoty zrychleni, kterého
auto béhem pohybu dosahne.

Uloha I.P ... led a kyselina

Na jeden kilogram ledu o teploté 0 °C nalijeme 900 g 66% kyseliny sirové, taktéz o teploté
0°C. V jakém stavu se systém ustali, pokud vite, Ze teplo tani ledu je vétsi nez teplo uvolnéné
pfi smiseni pouzité kyseliny a jednoho litru vody?

Uloha I.E ... absolutni nula

S experimentalnim vybavenim dostupnym v dobé Lorda Celsia zméite teplotu absolutni
nuly (v Celsiové stupnici). Poradime vam, %e pro mé¥eni mizete vyuzit naptiklad vlastnosti
idealniho plynu.

Uloha I1.1 ... souboj lodi na Bajkalu

Nakladni lod Chrus¢ov vezouci velky naklad uhli se pohybuje rychlosti 18 km-h™!. Zdatni
sovétsti topi¢i zaénou piehazovat uhli rychlosti 31 t-min~' na kolemjedouci rychlej$i lod Sojuz,
ktera pluje rychlosti 54km-h™' a ma vykon 400kW. Obé lodi se pohybuji rovnobé&zné a jsou
dostatecné dlouhé. Na jaké hodnoté se ustali rychlost Sojuzu? Aby bylo mozné naklad dobie
prekladat, musi se rychlosti obou lodi vyrovnat. Jak toho dosdhneme? Uhli je pfehazovano
kolmo na pohyb lodi a ma zanedbatelnou rychlost vici Chruscovu. Odporova sila je u obou
lodi stejnéd a nezavisi na jejich hmotnosti ani rychlosti.
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Uloha I1.2 ... fosna v kondenzaitoru

Mezi desky kondenzatoru o obsahu S a vzdalenosti d postupné vsouvame dievéné prkno
permitivity e, které zcela vyplituje prostor mezi deskami. Jaky smér a velikost ma sila, jez
pusobi na prkno, pokud

a) nadboj @ na deskich se neméni,
b) napéti U mezi deskami je konstantni?

Uloha I1.3 ... kuli¢ka filuta

Méjme kulicku, ktera se volné pohybuje navlecenad na dratové spirale popsané rovnici r =
= Cy; r je vzdalenost od stiedu a ¢ je thel otoceni. Po¢atecni poloha kulicky je ro. Spirdla
rotuje kolem osy prochazejici jejim stfedem a kolmé na jeji rovinu tthlovou rychlosti w v za-
porném sméru (tj. po sméru hodinovych ruéicek, v opaéném sméru nez ve kterém roste ).
Zjistéte zavislost rychlosti kulicky v na r.

Uloha I1.4 ... laser

Ma-li z krystalu vychazet laserovy paprsek, musime mu dodat energii prostfednictvim zafeni
z vnéjsiho zdroje. Cilem je, aby co nejvice zafeni z naseho bodového zdroje bylo vyuzito
k excitaci elektrontt ve velmi malém krystalu. Poradte ndm, jaky idedlni tvar proto musi mit
odrazna plocha. Nezapomerite své tvrzeni dostatecné zdtuvodnit.

Uloha I1.P ... devalvace mény
Pokuste se spocitat, jak velkd hlinikovd mince se jesté udrzi na vodni hladiné.

Uloha II.E ... moucha na hladiné

Z obdélnikové nadoby vylévame vodu pres jednu jeji sténu. Na hladiné plave mrtva moucha.
Prométte, jak se bude moucha pfi velmi pomalém vylévani pohybovat. Misto mrtvé mouchy
muzete pouzit jiny odpovidajici predmét.

Uloha III.1 ... na obéZné drize

T¥i stejné druzice obihaji po kruznici kolem malé planetky rychlosti v tak, Ze jsou neustéale
ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika. Urcete jejich hmotnost, kterd neni zanedbatelné
vaci hmotnosti planetky.

Uloha III.2 ... cvrnkani kuli¢ek

Organizatori FYKOSu hrali kulicky. Po chvili si vsimli, ze kdyZ se trefi do prazdné kulové
jamky, kulicka na dné kmita kolem rovnovazné polohy. Urcete frekvenci téchto malych kmitu.
Jamka ma polomér R, polomér kulicky je r a jeji hmotnost je m. Smykové tfeni mezi kulickou a
povrchem jamky je dostatecné veliké, aby pfi kutaleni nedochéazelo k prokluzovani. Napovéda:
je-li ¢ malé, mutzete pouzit rovnost sin ¢ = tgp = ¢ a analogii s pohybem kyvadla.

Uloha III.3 ... odporova sit

Jaky je odpor mezi body A a B odporové sité na obrazku 17 Svislé usecky maji odpor R
a vodorovné odpor nemaji. Sit je nekonecnd, na obrazku je z technickych divodi jen konecna
iterace.
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Obr. 1. Nekonecna odporova sit

Uloha III.4 ... kapitan Kork zasahuje

Vesmirna lod Escapeprise se vraci z prostoroéasové bitvy s Odborgy. Béhem letu ale po-
sadka zjistuje, ze nesfastnou ndhodou sméfuji pfimo do ¢erné diry FAK-UQ. Rozhodnou se
pro ihybny manévr a kolmo na smér své rychlosti vypusti v jednom okamziku vSechno palivo.
Vypoctéte vzdalenost, ve které Escapeprise kolem ¢erné diry proleti. Jakou nejvétsi hmotnost
mize Cernd dira mit, nemé-li do ni Escapeprise spadnout? Jako bonus se zamyslete nad tim,
zda kapitan Kork mohl thybny manévr vymyslet chytifeji. Hmotnost samotné lodé je M, pa-
liva m. Rychlost lodé ve velké vzdalenosti od ¢erné diry je V a sméruje do stfedu cerné diry.
Rychlost vypusténého paliva je v a thybny manévr probéhl téz velmi daleko od cerné diry.

Uloha III. P ... jede, jede auticko

Predstavte si auticko, jehoz motor mé konstantni taznou silu F'; pohybujici se rychlosti v.
Jeho vykon tedy je P = Fwv. Avsak cyklista jedouci konstantni rychlosti u pozoruje vykon
P = F(v — u). Spotieba benzinu, kterd odpovidad vykonu, je vSak stejnd z pohledu cyklisty
i stojiciho chodce. Vysvétlete tento ,paradox®. Odpor vzduchu neuvazujte.

Uloha II1.E ... Zemé je kulat4

Urcete, na které rovnobézce se nachazi vase bydlisté. Navrhnéte co nejvice metod a alespon
dvé realizujte.

Uloha IV .1 ... stavovy vytah

Méjme uzavienou svisle postavenou valcovou nadobu s pohyblivym pistem, jehoz hmotnost
nemiizeme zanedbat. P¥i teploté ¢ = 0°C je objem plynu nad pistem dvakrat vétsi nez objem
plynu pod pistem. Urcete pomér objemu plyni p¥i teploté ¢ = 100 °C, vite-li, Ze jejich latkova
mnozstvi jsou stejna.

8
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Uloha IV .2 ... zahadné kyvadélko

Kovova palicka muze kmitat okolo koncového
bodu. Jeji druhy konec se stale dotyka kovového ob- %)
louku. Bod zavésu je pies kondenzator kapacity C ’
zapojeny na stfed kovového oblouku (tj. nejnizsi ¢
bod, ve kterém se nachazi dolni konec palicky).

Celé kyvadélko se nachdzi v homogennim magne- A

tickém poli indukce B, kterd je kolma na rovinu

kmitd. Jaka je doba kmitu kyvadla, pokud hmot- Z
nost pali¢ky je m a tfeni a odpor dratu zanedbame? Obr. 2. Cihla a klin

Pocatecni vychylku kyvadla ap uvazujeme malou.

Uloha IV .3 ... cihla na klinu

Na obr. 2 je soustava dvou téles. Téleso o hmotnosti m, které je privazano ke zdi idealnim
lanem, lezi v klidu na malém klinu o hmotnosti M. Tfeni mezi télesy je nulové a klin se
pohybuje bez odporu. Urcete zrychleni klinu.

Uloha IV .4 ... slezsti haviri

Hornici dolu Fucik v Petivaldé se omylem prokopali skrz Zemi az k protinozctim. Vsichni
havifi v zoufalstvi do dolu naskakali. Jak dlouho bude trvat, nez doleti na druhy konec vyko-
paného dolu, pokud tunel prochazi presné stiredem Zemé nebo pokud jeho nejkratsi vzdalenost
od stfedu Zemé je d?7 Je mozné, aby hornici tento prilet prezili?

Uloha IV . P ... koloto¢

Predstavme si rotujici vodorovny disk. V jeho stiedu je pfi-
pevnéné kyvadélko, jak je zndzornéno na obr. 3. Protoze na néj
pusobi odstfediva sila, odchyli se o thel a od svislého sméru. Ur-
Cete tento thel, pokud je délka kyvadélka 1 m a frekvence jeho
otaceni 1 Hz.

Uloha IV .E ... Kolumbovo vejce

Roztocte vajicko na Spicce a zméite frekvenci, pfi které tato
poloha pfestane byt stabilni (tj. vajicko se zacne toéit ve vo-
dorovné poloze). Pouzijte bézné slepi¢i vejce natvrdo uvarené.
Mizete se pokusit i o teoreticky model a srovnat ho s vasimi
vysledky. Dobrou chut!

Obr. 3. Kyvadélko

Uloha V.1 ... masssinka

Mame rotujici desku, kterd se otaci ithlovou rychlosti w kolem své osy a na niz neptsobi
zaddné vnéjsi momenty sil. Smérem do jejiho stfedu jede lokomotiva o hmotnosti m po kole-
jich pripevnénych k desce. Deska méni svou rychlost otaceni. Urcete ptvod, velikost a smér
momentu sily, ktery tuto zménu zpusobi.
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Uloha V.2 ... lod duchii

Lod ducht pluje proti proudu, jehoz rychlost je u. Duchové jsou lini a slabi na pfihazovani
uhli do kotla. Poradte jim, jakd méa byt rychlost lodi v vi¢i vodé, aby lod méla miniméalni
spotiebu uhli. Predpokladejte, Ze spotfeba paliva je tmérnd vykonané praci na danou drahu.
Jak se vysledek zméni, pokud misto lodniho §roubu bude lod pohénéna Fetézem ulozenym na
dné feky?

Uloha V.3 ... slezsti havifi reloaded

Havifi z tlohy z minulé série nazhavili opét své krumpace a prokopali se skrz Zemi, ten-
tokrat ne na Novy Zéland, ale do Tichého oceanu. Do vytvofeného tunelu zacne téct voda.
Rozhodnéte, zda v Pet¥valdé v dolu Fucik vystfikne voda do vzduchu. Svou odpovéd dostatecné
zdtuvodnéte.

Uloha V .4 ... levitace na svétle

Sklenéna polokoule o poloméru R = 10cm a indexu lomu n je umisténa v gravitaénim
poli Zemé& rovnou plochu doltt. Uzk§m laserovym paprskem svitime ze spodu ve sméru osy
polokoule. Jaky musi byt vykon laseru, aby polokoule levitovala. Sitka laserového paprsku
je d =0,5mm a jeho vlnova délka je A = 660 nm.

Uloha V. P ... zrychlujici Mésic
Prfesnymi méfenimi je dokdzéano, Ze rychlost rotace Mésice kolem Zemé se zvétSuje. Zamys-
lete se nad tim, jaka sila to zpusobuje.

Uloha V .E ... bobiik mireni

Jaro zacind a je pravy Cas zacit sportovat. Mezi mnohé sportovni aktivity patfi mimo jiné
tenis. A my vadm vychazime vstfic! Vasim tkolem je zjistit, jakou rychlost musi mit tenisovy
micek, aby rozbil okno. Nezapomente provést dostatek méfeni, abyste mohli vase zjisténa data
statisticky zpracovat.

Uloha VI.1 ... tresk

Strilime stfelou s poc¢atecni rychlosti vo z vysky h
nad povrchem Zemé na kovovou sténu ve vzdale-
nosti L. Pod jakym thlem « (viz obr. 4) mame stfilet,
abychom co nejdiive slySeli naraz?

Uloha VI.2 ... meotar

Mozna jste si vsimli, ze pod plochou zpétného pro-
jektoru (meotar) je sklenénd deska se soustfednymi
kruhovymi vrypy pracujici jako ¢ocka. Rozhodnéte,
jak se zméni poloha obrazu, tedy jestli se posune smeé-
rem k meotaru nebo od meotaru, pokud tuto ¢ocku Obr. 4. Sttelnice
odebereme. Jako bonus miZete vymyslet, na jakém
principu sklenéné deska s vrypy funguje.

Uloha VI.3 ... padajici komin
Silny vitr dul do stén kominu. Pfitom vychylil komin ze svislé polohy. Komin zacal padat
a v uréitém misté se rozlomil. Pokuste se urcit, kde ke zlomu doslo.

10
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Uloha VI.4 ... potopa na Utodu
Planeta Utod o hustoté o je pokryta mofem z kapaliny hustoty o’. Vyska hladiny je h,
polomér planety R. VysSetfete stabilitu planety.

Uloha VI.P ... Faradayova klec
Pokuste se urcit nejvétsi moznou intenzitu elektrostatického pole, kterou jesté dokaze za-
stinit Faradayova klec.

Uloha VI.E ... do dna
Do dna védra zhotovte maly kruhovy otvor a védro naplnte vodou. Zméite, jak zavisi doba
vytoku vody na pocatecni vysce hladiny. Naméfené hodnoty porovnejte s teorii.

11
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Reseni teoretickych tloh

Uloha I.1 ... plovajici Spunt (3 body; primeér 2,09; vesilo 90 studentii)

Mame védro s vodou a v ném na dné rukou drzime korkovy plovak. Takto pustime védro
ze stiechy budovy a zaroven pustime plovak. Kde se bude plovak nachazet tésné predtim, nez
veédro narazi na zem? Budova je vysoka 30 m.

Ulohu zadal Michael Komm.

Motto: Kde nic neni, ani smrt nebere. (Matous Ringel)

Na padajici védro se budeme divat ze soustavy s nim spojené. Tato soustava je neinercidl-
ni, vuci inercialni soustavé spojené se zemi se pohybuje se zrychlenim g, a proto v ni ptisobi
setrvacné sila. Hmotnost vody ve védru oznac¢me M a hmotnost Spuntu m.

K vyteseni tohoto prikladu si stacilo uvédomit, ze na vodu ptisobi sila tihova a sila setrvac¢na,
ale na Spunt navic pusobi sila vztlakova. Sila tithova ma velikost Fig = Mg a sila setrvacna Fy =
= —Mg. Vyslednice sil piisobicich na vodu je tedy nulova. Taktéz vyslednice sily tthové Fa =
= myg a setrvacné Fy = —mg pusobici na Spunt je nulova. Definice sily vztlakové ale fika, Ze na
téleso ponotené do vody pusobi sila, kterd je velikosti rovna tize vytlacené vody. V nasi soustavé
ale voda zadnou tihu nema4, proto sila vztlakova, ktera je jejim disledkem, méa nulovou velikost.
Celkova sila ptsobici na $punt je tedy nulova, Spunt se v nasi soustavé spojené s védrem nemé
dtvod pohnout z mista a zlstane na dné.

K doslym fesenim bych mél jesté pozndmku. Mnoho z vas spravné prislo na to, ze pokud
nezanedbame odpor vzduchu, spunt u dna nezistane. Jak védro pada, mé diky odporu vzduchu
zrychleni mensi nez g, proto na vodu néjaka sila v soustavé spojené s védrem pusobi. Tato sila
potom zpusobuje vztlakovou silu, ktera Spunt zvedne. Nakonec dojde k tomu, Ze se odporova
sila vyrovna se silou tihovou a védro za¢ne padat rovnomérné piimocare. Pak dokonce na Spunt
pusobi vztlakova sila stejnd, jako kdyz je védro v klidu. Vitek Sipal

vitek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.2 ... zlata rybka (4 body; primér 2,53; vesilo 76 studentii)

Predstavte si dva rybare sedici naproti sobé na biezich reky siroké 30 m. Zlata rybka plava-
jici ve vodé spolkne v jednu chvili navnady obou z nich. Vzdalenost od rybky k prvnimu rybari
je 17m, ke druhému 20 m. V tu chvili zacnou oba rybaii navijet, porad rychleji a rychleji,
avsak oba zrychluji stejné. A my se ptame, po jaké kiivce (pfed jejim analytickym vyjadienim
preferujeme jeji nédzev) se rybka dostane na primku mezi obéma navijaky.

Z pripravy na slovenskou olympiddu znd Miro.

Vime, Ze zrychleni, se kterym oba rybafi navijeji, je v kazdém okamziku stejné. V kazdém
Casovém intervalu At tedy oba rybafi navinou stejny tsek vlasce. Rozdil délek vlascu proto
zUstava konstantni (3 metry). Kfivkou, kterd ma konstantni rozdil vzdalenosti od danych dvou
pevnych bodt — ohnisek (v nasem pfipadé rybaiti), je hyperbola. Trajektorii rybky bude jen
jeji ¢ast. K analytickému vyjadfeni hledané kiivky zvolme pocatek souradnic do stfedu tsecky
spojujici oba rybafre a smér osy x k prvnimu rybafi. Ozna¢me délku vlasce prvniho rybare si,

12
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délku vlasce druhého rybate so. Pak lze z Pythagorovy véty psat

53 = (x+l)2—|—y2, (1)
st=(—2)+y> (2)
S92 — 81 = As. (3)

Odectenim rovnic (1) a (2) ziskdme
(s2 — s1)(s2 + s1) = 4axl.
Dosazenim z (3)

As(2s1 + As) = 4xl,

5 = 2l As
YT As 2
A koneéné dosazenim do (2) a tpravou
4l2$2 (AS)2 2 2
— 2zl =(l .
TOE xl + 1 ( ) +y

Poloosy hledané hyperboly jsou a = As/2 = 1,5m, b = /412 — As?/2 = 14,9 m, jeji stfed bude

stfedem tsecky spojujici oba rybare. Jirka Lipovsky

jirka@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha 1.3 ... vrh sikmy vzhtiru (4 body; primér 2,23; vesilo 48 studenti)

Fykosdk se (po absolvovéni letosniho soustiedéni) rozhodne cvi¢it v hodu grandtem. Nem4
ale k dispozici rovny terén, tak hazi ve svahu. Smérem doli dokaze dohodit 62 m, ale proti
svahu jen 53 m (udélal mnoho pokust, takze v obou pFipadech nalezl optimalni tihel). Urcdete
sklon svahu.

Pri nedostatku rovného terénu vymyslel Honza Housték.

Zjistéme, kam nejdale mizeme dohodit. Pro y-ovou a z-ovou soufadnici Sikmého vrhu plati
vztah
. 1 2
Yy = votsina — igt , & = vt cos a.

Vyjadfenim ¢ z x-ové soufadnice, dosazenim do y-ové dostaneme kfivku zavislou na «, po které
poleti granat. Cely vyraz pak zjednodusime dosazenim vysky H = v3 /2g.

gCL‘2 2

2 gz
22 _tg®a—xt 2 +y=0
202 g « $g06+2vg+y )

x2tg2a—4thga+x2+4Hy:0.

13
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Rovnice pro tg o ma smysl pouze tehdy, je-li diskriminant vétsi nebo roven nule.
D =4a® (4H® — 2* —4Hy) = 2° <4H® - 4Hy,

coz nam tika, ze vSechny body, které mizeme zasdhnout Sikmym vrhem pii dané rychlosti, se
nachézeji uvnitt paraboly 22 = 4H? — 4Hy. Tato parabola se nazjvé obalova kiivka a urcuje,
kam nejdale muzeme dohodit. Rychlost, kterou Fykosdk vyhazuje, je stdle co nejvétsi, pro-
toze se snazi dohodit co nejdale. Fykosék stoji v bodé [0, 0]. Rovnici kopce miizeme vyjadrit
rovnici y = kz, kde k = tg ¢ je smérnice pfimky a ¢ je uhel kopce. Staci spocitat pruseciky
ochranné paraboly s kopcem.

Eliminaci y dostavame rovnici

x® + 4Hkx — 4H? = 0.
Resenim rovnice dostaneme z-ové soufadnice dopadu x1, z2. Dle Vietovych vztaht vime

1+ 22 = *4Hk, (4)
T1xy = —4H?. (5)

Vztah mezi z-ovymi soufadnicemi a vzdalenostmi d; (vrh dold z kopce), d2 (nahoru do kopce)
je

&2 = 1 _ 2 14 k2

1T cos2 Tl £,
2

ds = cozg = 25(1+ k).

Odtud dostavame

d? + d3
x5 a3 = 11+ k; , (6)

dida

12 =

Znaménko minus je zde, protoze souéin z-ovych soufadnic musi byt zdporny. Umocnénim (4)
na druhou a podélenim (5) dostavame

2 2
1 + x5 + 2x122

T1X2

= —4k?.

Dosazenim (6) a (7) ziskdme
dy —d
tgp = —F—

2v/drds

Ciselné pak vychazi ¢ = 4,5°. Karel Tima

kajinek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha 1.4 ... auti¢ko zavodnik (4 body; primeér 2,26; vesilo 58 studentii)

Auto zrychli z klidu na 100 km-h™! za ptil minuty, pficem# ujede kilometr. Urcete pribéh
rychlosti tak, aby se minimalizovala maximalni velikost absolutni hodnoty zrychleni, kterého
auto béhem pohybu dosahne.

Lehce preformulovany ndpad Pavia Habudy.

Logické by bylo uvazovat pohyb s konstantnim zrychlenim, protoze potom by byla i abso-
lutni hodnota zrychleni konstantni a zfejmé i nejmensi (to bychom jiz lehko dokézali). Problém
je v tom, ze takovy pohyb nespliiuje okrajové podminky pro drahu a rychlost. Lehko se mtzeme
presvédcit, Ze kone¢na rychlost auta nebude maximalni dosazend b&hem pohybu (to si muzete
ovéfit tim, Ze vynasobite koneénou rychlost dobou pohybu — vyjde vAm méné nez 1km). Je
tedy jasné, ze nejdiive zrychli na néjakou rychlost v1 za Cas ¢; a poté zpomali na koncovou
rychlost v2 = 100 km-h~! v ¢ase t = 30s.

Prirozené je vzit konstantni zrychleni o velikosti a, kterym bude v prvnim tseku zrychlovat
a v druhém zpomalovat. Potom je i maximalni velikost absolutni hodnoty zrychleni rovna a.
Je tieba dokazat, Ze tento pohyb skutecné odpovida podminkdm zadani. V dikazu pouzijeme
myslenku Pavla Kocourka.

Necht existuje pohyb s maximalni absolutni hodnotou zrychleni a’, kterd je ostie mensi
ne% a. Potom pro rychlost pfi zrychlovani plati v' < a’t < at. Pfi zpomalovani bude analogicky
platit v' < ve + a’(t2 — t) < a(tz — t). To znamena, Ze rychlost bude po celou dobu pohybu
mensi nez v piipadé s konstantnim zrychlenim a auticko ujede méné nez 1km. Stejny dikaz
by se dal pouzit pro pohyby, kdy auto chvili zrychluje a chvili zpomaluje.

Pristupme ted k vypoctu. Uvazime-li, Zze v1 = at1, dostaneme pro pohyb vztahy

1 1
s= 5aﬁ +ati(tz — ) — Salts - )3,
Vo = at1 — a(tg — t1) = a(2t1 — tg).

To je soustava dvou rovnic pro dvé nezndmé t1, a. ReSenim je

_ 2uatg — 25+ \/452 — 4svats + 203t3
- 2’02
a=—22
T2t —ty

t1

)

Po dosazeni za zadané hodnoty dostaneme t; = 19,8s, a = 2,9m-s~2. Auto nejdiive zrychluje

se zrychlenim a po Cas t1, poté zpomaluje se zrychlenim —a az do Casu to.
Elegantni, ale ponékud komplikovanéjsi dikaz sestrojil Matous Ringel, kdyz vyuzil geome-

trickych vlastnosti hledané trajektorie. Resitele bych rozdélil do t¥i kategorii:

1) Resitel si neviml, Ze rovnomérné zrychleny pohyb neodpovida podminkdm zadani, a tudiz
ho uvedl jako ten nejvyhodnéjsi.

2) Resitel sice vyloué¢il vyse zminény pohyb, ale chybné piedpokladal, Ze zrychleni musi byt
bud line4rni, nebo jinou komplikované&jsi funkci ¢asu.

3) Resitel vytesil tlohu spravné.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I.P ... led a kyselina (5 bodi; primér 0,70; tesilo 37 studentii)

Na jeden kilogram ledu o teploté 0 °C' nalijeme 900 g 66% kyseliny sirové, taktéz o teploté
0°C. V jakém stavu se systém ustéli, pokud vite, Ze teplo tani ledu je vétsi nez teplo uvolnéné
pri smiseni pouzité kyseliny a jednoho litru vody?

Uloha pochdzi od doc. Obdrzdlka.

Ulohu muzeme vyfesit na zékladé pozorovani z bé&zného Zivota, bez sloZitych termodyna-
mickych avah. Nejprve si musime uvédomit, ze led je pevnd ldtka jako kazda jina, ackoliv na
néj podvédomeé nahlizime jako na ,zmrzlou vodu“, narozdil od latek jako naptiklad kuchynska
sul, kterou si asi malokdo z nés predstavuje jako zmrzlou taveninu NaCl.

Vsichni vime, ze pokud nasypeme do vody stl (pevnou latku 780 °C pod bodem tani),
rozpusti se. Porovname-li mérna skupensks tepla tani 519J-g7 (NaCl) a 334J.g~* (H20),
zjistime, Ze jsou srovnatelné. Sl se tedy rozpousti ve vodé, prestoze tento proces ,spotiebuje
velké mnozstvi energie. A protoze mezi rozpousténim NaCl v HoO a HoO (s) v H2SO4 neni
zadny kvalitativni rozdil (snad jen s vyjimkou toho, ze HoO a H2SO4 se misi v libovolném
poméru) a dokonce i vSechny ,materidlové konstanty“ jsou fadové stejné, miizeme usoudit, ze
tyto systémy se budou chovat stejné. Z téchto tvah vyplyva, zZe se vsechen led rozpusti a systém
se ustali pii teploté nizsi nez 0 °C.

Fundamentélni pfi¢inou tohoto chovani je to, ze libovolny systém s danou energii (coz smés
vody a kyseliny je, protoze ji muZeme povazovat za tepelné izolovanou) se ustédli ve stavu
s nejvyssi moznou entropii. Entropie se rozpusténim ledu a smichanim s kyselinou rapidné
zvysi (zvétsi se neusporddanost, resp. poéet moznych realizaci stavu). Snizenim teploty se sice
entropie naopak o néco snizi (mensi tepelny pohyb molekul znamend mensi neuspotfddanost),
ale v dusledku bude stav, kdy je led rozpustén a smés chladnéjsi, entropicky vyhodnéjsi.

Pokud vam prijde divné, ze pfi rozpousténi soli ve vodé nepozorujeme zadné podchlazeni, je
to tim, Ze rozpustnost kuchynské soli ve vodé je pomérné maléd. Pokud vSak do vody nasypeme
napiiklad NH4NO3, CaCl; - 6H20, ¢i jinou ve vodé dobte rozpustnou sil, podchlazeni pozo-
rovat budeme, a to velmi vyrazné (tento pokus si muzete sami vyzkouset). Dodejme jesté, ze
popsaného jevu se vyuziva napriklad pro chlazeni na nizké teploty za laboratornich podminek
(se zadanou smési lze dosdhnout teplot az nékolika desitek stupiiit pod nulou) & pro upravu

pozemnich komunikaci (znamé soleni zasnézenych silnic). Pavel Augustinski

pavel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.1 ... souboj lodi na Bajkalu (4 body; primeér 2,07; vesilo 27 studenti)
Nékladni lod Chruséov vezouci velky naklad uhli se pohybuje rychlosti 18 km-h™*. Zdatni
sovétsti topidi za¢nou piehazovat uhli rychlosti 31 t-min~"' na kolemjedouci rychlejsi lod Sojuz,
kterd pluje rychlosti 54 km-h™! a mé vykon 400 kW. Obé lodi se pohybuji rovnobézné a jsou
dostatecné dlouhé. Na jaké hodnoté se ustali rychlost Sojuzu? Aby bylo mozné naklad dobie
prekladat, musi se rychlosti obou lodi vyrovnat. Jak toho doséhneme? Uhli je pfehazovdno
kolmo na pohyb lodi a ma zanedbatelnou rychlost vii¢ci Chruséovu. Odporova sila je u obou
lodi stejna a nezavisi na jejich hmotnosti ani rychlosti.
Nad ulohou debatovali Kdja Tuma a Honza Prachaf.

Nejdiive si uvédomime, pro¢ Sojuz (rychlejsi lod) zpomaluje. Neni to tim, Ze roste jeho
hmotnost, protoze (jak jsme pfedpoklddali) odporova sila nezavisi na hmotnosti lodi. Podivejme
se na situaci z paluby Sojuzu, zde pfistava uhli, které sem hazou topi¢i z Chruscova. Protoze se
Chruscov pohybuje pomaleji nez Sojuz, ma dopadajici uhli nenulovou rychlost opa¢ného sméru
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nez je smér plavby. Uhli je nasledné urychleno na nulovou rychlost vzhledem k palubé& Sojuzu,
je mu tedy dodana hybnost Ap. Z toho divodu je lod zpomalovana. Rychlost Chruscova se
vibec neméni.
Rychlost Sojuzu a Chruséova ozna¢me vs a v., vykon Chruscova je P a zdatni topic¢i
prehazuji uhli rychlosti p = Am/At. Zjistime, na jakou rychlost v se Sojuz zpomali.
Zac¢neme tim, Ze si napiSeme pohybovou rovnici Sojuzu

ma = F.
Zajima néas, na jaké rychlosti se Sojuz ustali, potom je a = 0. Nyni ur¢ime silu F. Sojuz
urychluje tazna sila F; motoru. Vykon P je konstantni, plati tedy P = Fjv, odtud

P
==
v

Dale na Sojuz pisobi odporova sila Fi,. Tu uréime z poc¢étecnich podminek, kdy na lod piisobily
jen tazna a odporova sila, které byly v rovnovaze

Us

Zbyva urcit silu F, kterou vyvolava uhli dopadajici na palubu. Rozdil rychlosti obou lodi je
v — vc, uhli tedy ziskdva hybnost Ap = (v — vc)Am. Uhli brzdi lod silou

7Ap7 Ami B
FQ—E—(U Ue) At = (v — ve) b

Dosadme nyni do pohybové rovnice

P P
0=FL—F—Fo=——(v—v)u— —,
v Vs

neboli
Vs

;w2+<£—,uvc>v—P:0.

Hledan4 rychlost v je vétsim kofenem této kvadratické rovnice (mensi je zaporny, nebot soucin
obou kofent je —P)

2
vt P +\/(”°— P) +§:13m~s_1:48km/h. (8)

2 20 2 20

Miuzeme také pouzit zadkon zachovani energie. Musime si vSak davat pozor, abychom na
nic nezapomnéli. Situaci budeme opét sledovat z paluby Sojuzu. NapiSme si tedy energetickou
bilanci (Sojuz mé ustalenou rychlost v) v ¢asovém intervalu At,

PAt+ AE = FouAt + AE,.

Na levé strané je prace, kterou vykonal motor, a energie odevzdana uhlim dopadajicim na
palubu. Na pravé strané je prace vykonand odporovou silou a energie, kterou ziskala voda
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v fece (lodni $roub ji rozpohybovavd). Postupné uréime vSechny éleny. Odporovou silu jiz
zname. Uhli na palubé zastavi, proto odevzda energii

AE = %Am(v —ve)?.

Energii AE, uréime ze zdkona zachovani hybnosti. Hybnost celé vody je py (mé opaény smér
nez pohyb lodi) a po dopadu uhli na palubu se zvétsi o Ap,. Hybnost Sojuzu je nulové, protoze
se nachazime v soustavé spojené s nim. Hybnost soustavy lod-voda-uhli se pfed a po dopadu
uhli na palubu musi rovnat, nebot je tato soustava izolovana.

—pv — Am(v — ve) = —py — Apy.

Odtud
Ap, = Am(v — ve).

Pokud pfedpokladame, Ze je voda v klidu, a viaéi Sojuzu se tedy pohybuje rychlosti —v, p, =
= Amuw, vychéazi

o 2 2 2
AR, = TP —AP)T By peBpy | (Apy)

2Am 2Am Am 2Am

=Amo(v —v) + %Am(u — ’UC)Q.

Jiz zndme vSechny ¢leny ze zdkona zachovani energie, miizeme do néj tedy dosadit (pfitom
délime At)
1 P 1
P+ iu(v —we)’ = P + pv(v —ve) + §u(v — )’

s

Po upravé dostavame stejnou rovnici pro v jako predtim.

,Lw2—|— (UE—,U/UC)’U—PZO.

Nakonec vyfesime, jak rychlosti lodi vyrovnat. Ze vztahu (8) vidime, Ze pro u — oo je
v — vc. Pfehazovanim uhli ale vyrovnani rychlosti nedosdhneme. Pokud by se totiz rychlosti
lodi vyrovnaly, bude sila F> nulova a rychlost Sojuzu se zac¢ne opét zvétsovat.

Vyrovnat rychlosti vak mtiZeme tak, %e sniZime vykon kotld Sojuzu na P’ = P - v./vs =
= 133 kW. Jinou variantou je, Ze k sobé lodé svazeme. Nebo mizeme pirehazovat uhli ne kolmo
na pohyb, ale Sikmo proti sméru pohybu Sojuzu.

Poznamky k doslym FeSenim. Resitelé, ktefi se vydali prvni zminénym postupem, byli
vétSinou uspésni a jejich Feseni byla spravna. Vétsina vsak vychézela ze zdkona zachovani
energie, ktery nikdo nenapsal spravné, a tudiz ani nikdo z nich nemél spravny vysledek.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II.2 ... fosna v kondenzatoru (4 body; primér 1,93; vesilo 27 studenti)

Mezi desky kondenzatoru o obsahu S a vzdalenosti d postupné vsouvame drevéné prkno
permitivity e, které zcela vypliuje prostor mezi deskami. Jaky smér a velikost ma sila, jez
pusobi na prkno, pokud
a) naboj @Q na deskdch se neméni,

b) napéti U mezi deskami je konstantni?
Autorem vylepSent dlohy z ucebnice Halliday Resnick je Honza Prachart.

Hloubku desky kondenzéitoru nazvéme a a Sitku b, jeji obsah je tedy S = ab. Délku, po
kterou je fosna zasunuta, nazvéme x. P¥i vsouvani se méni kapacita kondenzatoru a mizeme ho

chapat jako paralelni zapojeni vzduchového (vakuového) kondenzatoru a kondenzatoru s fos-
nou. Tedy

_cola—x)b  eogrxb _ eob _ €S e —1
C= 7 + 7 = d(a T+ e,x) = pi 1+ )

Celkové energie kondenzatoru je E = CU?/2 = Q*/2C.

a) Ze zakona zachovani energie plyne, ze pfi Q = konst. bude zména energie rovna zméné
prace vykonané na prknu.

2 2 _ 2 _
AW —dE = -9 qoo @ eoSer—1, Q1) an,
202 2C? d a QCL% (1 + 57,—133)
_dw Qe —1)
dz Qafa (1 4 & 71 )

Sila F' je zaporna, a prkno je tedy pfitahovano dovnitt kondenzatoru.

b) Pfi konstantnim napéti obsahuje elektricky obvod navic jesté zdroj elektrického napéti,
ktery udrzuje konstantni napéti na kondenzatoru. Tim se ale méni ndboj na deskach a zdroj
pro dodani d@ vykona praci dW; = U dQ. Ze zakona zachovéani energie pro U = konst.
plati

dW + dW; = dE,
tedy
U? U? U? e0S e, —

dW:dEdelz—dC UdC—f—dC’—f——
2 d a

d:c,
dW _ U?eSe—1

dz ~ 2 d a

Sila F' je opét zaporna, prkno je pfitahovano do kondenzatoru, narozdil od prvniho ptikladu
vSak sila nezévisi na tom, jak hodné je prkno zasunuto.

Karel Tima
kajinek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I1.3 ... kulicka filuta (4 body; primeér 1,41; vesilo 29 studentii)

Méjme kulicku, ktera se volné pohybuje navlecena na dratové spirale popsané rovnici r =
= Cy; r je vzdalenost od stfedu a ¢ je tthel otoceni. Pocatecni poloha kulicky je ro. Spirdla
rotuje kolem osy prochazejici jejim stfedem a kolmé na jeji rovinu tithlovou rychlosti w v zapor-
ném sméru (tj. po sméru hodinovych ruciéek, v opacném sméru nez ve kterém roste ). Zjistéte
zavislost rychlosti kulicky v na r. Jedna tesitelnd uloha mezi ndpady Jardy Trnky.

Nejvyhodnéjsi bylo fesit tlohu pomoci zakona zachovani energie. Energie se sice v labo-
ratorn{ soustavé nezachovava (na udrzeni konstantni thlové rychlosti rotace spirdly musime
dodévat energii), ale v neinercidlni soustavé, ve které je spirala v klidu, ano. Energie kuli¢ky se
sklada z kinetické energie a z potencialni energie odstredivé sily. Tu lehce spocitame integraci
F.qa = —mw?r podle r. Pokud rychlost kulicky v neinercialni soustavé oznaéime V, pak ma
zékon zachovani energie tvar

%mV2 — %mw2r2 = %mVo2 — %mw%g.
Popisme pohyb kulicky v laboratorni soustavé okamzitou radialni rychlosti v, a okamzitou
thlovou rychlosti 2. Rotuje-li spirala rychlosti —w, dostaneme z vlastnosti tlohy pro radialni
rychlost vztah v, = C(Q + w). (Promysli, pro¢ tento vztah musi platit i pro poéate¢ni pod-
minky). V rotujici soustavé ma kulicka thlovou rychlost 2+ w, radilni rychlost zustava stejna,
pro rychlost V' tedy plati zfejmy vztah

02 +1r2(Q+w)? = (Q+w)VC? 12
Dosadime za V' do vztahu pro zdkon zachovani energie a upravime
(Q+w)?(C% 4 7%) —?r? = (C* +15) (U + w)* — w’rg,
vyjadfime ) v zavislosti na r
Q*(C? +7%) + 2Qw(C? +72) — (C? +73) (4 + 2Qow) = 0.

ReSenim této kvadratické rovnice je

g V(O 412 + (C7 +1)(98 + 2Q0w)

Zadani odpovida kladné znaménko. Pro v, ziskame vztah

0=

oV (C? +12) + (C? + 1) (% + 200w)

Pro rychlost kulicky v laboratorni soustavé plati v = /v + Q2r2. Po dosazeni vychazi

v =C(Q+w)=

2 VW2(C? +12) + (C2 + 1) (2 + 2Q0w)
N

To je hledana zéavislost v(r). Pokud dosadime r = ro a Q@ = o, skutecné ndm vyjde v =

=/C2(Q +w)2 + 1202 = /v + ’Uio.

v® = W (217 + C?) + (C? 4 13) (95 + 2w) — 2wr
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Par slov k doslym fesenim. Jediny Matous Ringel vytesil tlohu spravné a pravem si zaslouzi
vyjimeéné bodové ohodnoceni. Zajimavé feseni poslal Anton Repko, ostatni feSitelé tahali za
kratsi konec. Nejvétsi chybou bylo ztotoznéni thlové rychlosti rotace spiraly w s ihlovou rych-

losti kulicky €. Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.4 ... laser (4 body; primeér 2,19; vesilo 21 studenti)
Ma-li z krystalu vychazet laserovy paprsek, musime mu dodat energii prostiednictvim zaieni
z vnéjsiho zdroje. Cilem je, aby co nejvice zaieni z naseho bodového zdroje bylo vyuzito
k excitaci elektronii ve velmi malém krystalu. Poradte nam, jaky idealni tvar proto musi mit
odrazna plocha. Nezapomerite své tvrzeni dostatecné zdivodnit.
Ulohu navrhl Pavel Brom.

Nahradime si bodovy zdroj svétla a velmi maly krystal laseru body Z, L. Zakon odrazu
tika:
a) Uhel dopadu je roven thlu odrazu (my uZijeme rovnost k nim dopliikovych @hl).
b) Paprsek po odrazu zlstava v dopadové roviné (ta je kolma k te¢né roviné v bodé odrazu O).

Obr. 5

Je jasné, ze body L, Z musi lezet v dopadové roviné, ve které budeme problém dal resit.
Chceme vyuzit co nejvice svétla, proto si nejprve polozme otazku, zda existuje kiivka, kterd
»odrazi“ vSechny paprsky jdouci z jednoho bodu do druhého. K pevné danym bodtm L, Z ji
zkusme odhadnout a co nejpresnéji nac¢rtnout jeji tvar. Takova kfivka existuje — je to elipsa.

Zkoumejme, co musi platit pro teénu t takové kiivky v bodé odrazu O. Ze zdkona odrazu

|ZLOX| = |2YOZ| = |£YOZ'|, 9)

kde osova soumérnost s osou ¢ zobrazi tiseéku OZ na OZ’. Dale evidentné plati
[LO| + |0Z| = |LO| + |0Z'| = |LZ'|. (10)
Nyni potfebujeme zajistit, aby mnozina bodii O byla spojita. Polozime-li |LZ'| v rovnici (10)
rovno konstanté, vyhovime tak definici elipsy (mnoziny bodt O v roving, kterd ma od dvou
danych ohnisek F, G konstantni soucet vzdalenosti), o které vime, ze existuje a je spojité. K této

podmince nas rovnéz navede obecné platnost Fermatova principu, a sice, ze svétlo se Sifi po
nejkratsich éasovych spojnicich. Zadny bod O kiivky (resp. celé odrazné plochy) by nemél byt
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kvili Fermatovu principu preferovany, tudiz libovolna draha Z-O—L by méla byt vzdy stejné
dlouh4, tj. |ZO| + |OL| = konst. Toto musi byt splnéno pro vSechny body O v prostoru.

K dikazu pfimé hypotézy, ze danou kfivkou je pravé elipsa, staci ukazat, ze tecna elipsy
v bodé O je osou tthlu ZOZ', jestlize Z' je zkonstruovan na polopiimce LO tak, Ze |LZ'| = 2a =
= konst., kde a je hlavni poloosa uvazované elipsy. Na ose thlu (znacené t) vezméme libovolny
bod X rtizny od O. Z osové soumérnosti s osou t plyne

IXZ'| = [XZ|, tedy |LX|+ |XZ|= |LX| + [XZ'| > |LZ'| = 2a,

to je trojuhelnikova nerovnost v trojihelniku LXZ'. To znamen4, Zze zadny uvazovany bod X
osy t kromé spoleéného bodu O neni bodem elipsy (musela by nastat rovnost), tedy osa t
nemize byt senou, proto je nutné tecnou elipsy a plati rovnost thld v podmince (9).

Spravné feseni ulohy zni nasledovné. Idedlni odraznou plochou je rotacni elipsoid rotujici
kolem své hlavni osy (nikoliv podle jiné), pfi¢emz laser umistime do jednoho ohniska elipso-
idu a zdroj do druhého — technicky napi. pomoci dutych trubi¢ek pfipevnénych v hlavnich
vrcholech. Pokud by se osy elipsy pfi rotovani spojité meénily (tzn. v fezech rovinami obsahu-
jicimi L, Z bychom dostavali rizné elipsy), nemohla by byt teéna rovina kolma k dopadové
roviné a odrazeny paprsek by minul bod L. Tim jsme vyloucili obecny elipsoid.

Neéktefi resitelé pouzili nedovolené a ohromné ¢ocky (tzn. zafizeni se zkomplikuje, prodrazi).
Mnozi doporudili parabolu/rotaéni paraboloid (za 1 bod) ze stejné rodiny kfivek, ale s nizsim
procentem vyuzitého svétla. Nalezeni elipsy (rota¢niho elipsoidu) bylo ocenéno 3 body, pfija-
telny dikaz tvrzeni 1 bodem. Jen 2 fesitelé nezapomnéli na druhou ¢ast zakona odrazu, ¢imz
odtvodnili, Ze elipsoid musi byt rota¢ni podle hlavni osy.

Objevili jsme zajimavou vlastnost kuzelosecek. Paprsky vyslané z jednoho bodu jsou od-
razem zménény na rovnobézné (paraboloid), sbihavé (elipsoid), rozbihavé (hyperboloid) nebo
vraceny zpét (kulovd plocha). Zaroven rozumime, pro¢ se oném vyznaénym bodum iika oh-
niska.

Cross Section Longitudinal Section Cross Section  Longitudinal Section
Straight Lamp
: Straight Lamp
Straight
Lasear
Lamp Straight Lamp Rod —
c et |
ETOCUSES | ager Rod Straight
Lamp
Laser Rod
Reflecting Reflecting
Surface Focuse Surface
Ellipsoid of Revolution Double Ellipsoid

Obr. 6

Na zavér uvedme, Ze k ,pumpovani laserti“ se v praxi nepouzivd bodovy zdroj svétla, ale
dokazané vlastnost elipsy se uplatnuje pro tycovy krystal a jednu nebo dvé s nim paralelni

zafivky, viz obr. 6. Pavel Brom

paja@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.P ... devalvace mény (5 bodi; primér 2,61; vesilo 33 studentti)
Pokuste se spocitat, jak velka hlinikova mince se jesté udrzi na vodni hladiné.
Navrhl Honza Housték.
Prestoze se to na prvni pohled muze jevit prekvapivé, i hlinikova mince o hustoté vétsi nez
voda muze plavat na hladiné. Klicem k tomuto jevu je jak jinak nez povrchové napéti vody.
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Na obr. 7 je zakresleno, jak takova plavajici mince vypada. Tloustku mince jsme oznadili d,
jeji polomér r a hloubku horni strany pod trovni hladiny h. Na dolni stranu mince piisobi
hydrostaticky tlak vody a na hornim obvodé povrchova sila vody.

Y

Obr. 7. Sily pusobici na plavajici minci

Spocitat tlakovou silu je pfi znalosti h snadné, F, = Seg(d+h), kde S je plocha mince. Jak
snadno, F, = lo, kde [ je obvod mince. Ve vzorci by mél vystupovat jesté néjaky dhlovy
¢len. S tim je trochu problém, stanoveni thlu, pod kterym je mince smacend, neni jednoduché,
navic by zélezelo na konkrétnim tvaru okraje mince a do hry by vstoupilo i povrchové napéti
na rozhrani voda-mince. Jak se ale ukadze, bude nakonec mozné silu F, zanedbat, proto se
problémy s tithlem smaceni zabyvat nebudeme.

Plavani mince je umoznéno schopnosti hladiny prohnout se a udrzet urcity tlakovy rozdil.
Tlak je jak vime pfimo tmérny kiivosti povrchu, konstantou imérnosti je povrchové napéti o.
Budeme-li pfedpokladat r > h, mizeme zanedbat zakfiveni dané kruhovym tvarem mince. Je
tfeba tedy najit tvar hladiny y(z) tak, aby v kazdém bodé& platilo’ o/r = ogy. Na zaklads
vysledku pak stanovime maximalni hodnotu A.

Pro matematicky naro¢ného ¢tenare provedeme tento vypocet nize. I bez vypocéti miuzeme
provést nasledujici tivahu. Vysledna maximalni hodnota h bude zaviset jen na hodnotach o, g, g
a ne na parametrech mince. AZ na multiplikativni konstantu existuje jediny zptsob, jak z téchto
t¥1 hodnot sestavit veli¢inu s rozmérem délky,

az”i = 2,7mm.
og

Hledana maximéalni hodnota h bude jen néjakym nasobkem a. Z toho, Ze h nezavisi na velikosti
mince je vidét, ze plavat muze libovolné velkd mince, jeji tiha i tlakova sila jsou tmeérné jeji
ploge. Staci, aby tloustka mince byla

Q

d<
o -0

: hmax7

kde ¢’ je hustota mince. Pro hlinik to je asi 0,6 - hmax. Spolu s odhadem hmax ~ @ uz mame
docela slusny vysledek.
Uvazovali jsme ovsem pouze tlakovou silu. Zkusme tedy porovnat velikost obou sil pro velké

mince,
Fo ol _ .2
F,  Soghmax L

1) Vzorec plati véetns znaménka, kiivost 1 /7 konkdvni funkce bereme zaporné.
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~v = 2a/hmax je bezrozmérnd konstanta. Pro velké mince tedy bude opravdu mozné povrchovou
silu zanedbat a soucasné vidime, Zze mirou oné ,velikosti“ je pravé hodnota a.

Nyni pfistoupime k vypoctu tvaru funkce y(z). Diferencidlni rovnici uz méme téméf sesta-
venou, ve vztahu o/r = ggy stadi vyjadrit kfivost pomoci derivaci y(z),

ogy = oy’ (1+y?) ">,

V této rovnici nevystupuje proménna z. Lze tedy provést transformaci v = 3’ a hledat zavislost
u(y). Pak totiz plati y” = uu’. Tedy

y = a*u (1 + u2)_3/2 .

V tomto tvaru lze rovnici snadno integrovat,

2
Yy —1/2
?+C:_a2(1+u2) .

Z okrajové podminky u = 0 pro y = 0 uréime hodnotu integra¢ni konstanty a po tprave

dostavame
y=av2-\/1—(1+u2)""2

Misto, kde je hladina ohnuté kolmo dold, tj. © = oo, je v hloubce hmax = av/2. Nékteii
Fesitelé uvazovali i moznost zahnuti hladiny jeste vice, toto se ndm ale nepodatilo (narozdil od
zbytku tvrzeni) experimentdlné ovéfit a navic by to stejné do vysledku nepfineslo velky rozdil.
Zavér je tedy takovy, ze plavat miize libovolné velka hlinikova mince o maximalni tloustce cca
2mm.

Ulohu zcela vytesil pouze Matous Ringel, za coz si vyslouzil plny pocet bodt. Nékolik
fesitelt provedlo popsany rozmérovy odhad hmax. Ostatni vétSinou skondili na tom, Zze misto
tlakové sily pusobici na spodni stranu mince uvazovali vztlakovou silu danou objemem mince.
To je Spatné, protoze vztlakova sila je dana rozdilem tlaku pod a nad télesem, je-li zcela
obklopeno kapalinou. Zde je ale nad minci tlak nulovy, tim je ostatné umoznéno jeji plavani.

Honza Housték
honza®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.1 ... na obé&Zné draze (3 body; primér 2,40; vesilo 52 studentii)

Tii stejné druzice obihaji po kruznici kolem malé planetky rychlosti v tak, Ze jsou neustale
ve vrcholech rovnostranného trojihelnika. Urcete jejich hmotnost, ktera neni zanedbatelna
vi¢i hmotnosti planetky. Ulohu navrhl Honza Prachaf.

Na planetku gravitac¢né pisobi tfi objekty. Planeta ve stfedu a dvé planetky ve vrcholech
rovnostranného trojuhelniku. Vysledna sila piisobici na planetku ms od planetek mi a m2 je

mims3 N3
a2

F:F1—|—F2:%

rsl

mams r2s

a? . |r2,3 '
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Jelikoz m1 = ma2 = m3s = m, pak pfedchozi rovnici mizeme prepsat na tvar

2
m

F, = 25— cosa.
a

2

Obr. 8

Centralni planeta pusobi na planetku mg silou

mM
o= el
Vysledné sila pusobici na nasi planetku je
mM m’
F:FM—f—Fp:%?—i—Q%?cosa (11)

protoze smeéry [}, a Fi jsou oba totozné a sméfuji k centralni planeté.
Vyjadifime vzdéalenost a pomoci R.

a = 2Rcosa = 2R cos 30deg = RV/3.
Pak rovnice (11), vyjadfujici celkovou gravita¢ni silu piisobici na ms, nabyva tvaru

2
mM+2%m @7
R? 3R* 2

:%mjy l—i—ﬁE .
R 3 M

F =
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Tato sila musi byt vyvazena odstfedivou silou, proto

3 M

2
muv %m]y (1+\/§m)
R R

2
— M
m = 3Vt M
»

Zavérem:

a) Nebudeme zkoumat, jak se Gtyfi télesa dostaly
do této rovnovazne polohy. Domnivam se, ze to
jde velice tézko a jenom za pomoci dalsich téles.

b) Jestlize planetky obihaji kolem centralni planety
ve vrcholu rovnostranného trojuhelnika, pak
nutné nemusi obihat po kruznici. Staci, kdyz v
nékterém okamziku budou vektory rychlosti a
hybnosti stejné (v jedné roviné) a planetky se
budou nachazet ve vrcholu rovnostranného troj-
uhelnika (pfiGemz v soustavé nesmi byt zadné
dalsi téleso). Krivka, po které budou obihat ko-
lem centralniho télesa, nebude elipsa, rozmyslete
si proc.

3
3

Dokonce neni nutné aby planetky obihaly v
jedné roviné. Piikladem bud velice hmotné cen-
tralni téleso a nehmotné planetky, jejichz drahy
se protinaji v jednom bodé, jsou v tomto bodé Obr. 9
ve stejny okamzik a jejich drahy jsou vaci sobé
pootoceny o 60°.
¢) Neni mozné pouzit Keplerovy zdkony. Ty byly odvozeny jenom pro dvé télesa, ne pro tii
nebo vice.

Pavol Habuda
bzuco@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.2 ... cvrnkani kulidek (4 body; primeér 1,52; Fesilo 81 studentii)

Organizatori FYKOSu hrali kulicky. Po chvili si vsimli, Ze kdyz se trefi do prazdné kulové
jamky, kulicka na dné kmita kolem rovnovazné polohy. Urcete frekvenci téchto malych kmiti.
Jamka ma polomeér R, polomeér kulicky je r a jeji hmotnost je m. Smykové tieni mezi kulickou
a povrchem jamky je dostatec¢né veliké, aby pii kutaleni nedochazelo k prokluzovani. Napovéda:
je-li o malé, miizete pouzit rovnost sinp = tg ¢ = ¢ a analogii s pohybem kyvadla.

Zadal Honza Prachat inspirovdn na cvicenich z Fyziky I

Pro kulicku plati zdkon zachovani energie. K potencialni energii a kinetické energii hmot-
ného stiedu ptribude také rotacni energii kulicky.

mu? Jw?

5 + < + mgh = konst., (12)
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h=(1-cosp)(R—Tr),

kde pro malé thly ¢ mtzeme za cos ¢ dosadit vyraz 1 — %2 (¢ bereme v radidnech).
2
h=(R-1)2-.

Oblouk kruznice muzeme nahradit
soufadnici kulicky x, proto z definice
thlu plyne ¢ = £*-. Dosadime-li do
(12) také za moment setrvacnosti kulicky
J = %mv2 a za jeji thlovou rychlost 7, R

dostavame

7 2
~—mv?4+m gx = konst.

10 2(R—r)

Pokud obé strany rovnice zderivujeme,
dostavame

%miﬁi+ gg_x:: —0.

Obr. 10

Zkratime-li vyraz u &, obdrzime rovnici

. 5g .

Nyni dojde na analogii se zavazickem na prouzince, kterou jsme zminili v zadani. Napisme si
tedy pohybovou rovnici zavazicka

ma = —kxr = i"—i—E:U:O.
m

Tato rovnice je formalné stejnd s nasi rovnici (13) pro kulicku v jamce. Rovnicim, které maji
tento tvar, fikdme rovnice harmonickych kmiti. Konstanta pfed x je druhd mocnina thlové
frekvence soustavy. V nasem pripadé je

59
Q=,/—29
T(R—r)

uhlova frekvence kmitani kulicky. Frekvenci f téchto kmitt uz vyjadfime ze zndmého vztahu

Lt _ 59
f= 27 =2m T(R—r1)

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.3 ... odporova sit (3 body; primér 2,48; vesilo 27 studenti)

Jaky je odpor mezi body A a B odporové sité na obrazku 117 Svislé tisecky maji odpor R
a vodorovné odpor nemaji. Sit je nekonecnd, na obrazku je z technickych duvodi jen konecénd

iterace.

Ao %
=

=8
&

=
&_l
=8
Bo &

Obr. 11. Nekone¢né odporové sit

Vynalezl Pavel Augustinsky pro Bélcickou olympiddu.

Protoze je odporova sit nekonecnd, vime, Ze ¢ast celé odporové sité ma tentyz elektricky
odpor jako celd sif. Zjednodusené miiZzeme celou situaci piekreslit do obrazku 12. Vysledny

odpor Ry mezi body A a B je dle obrazku roven

Odsud dostavame kvadratickou rovnici s kofeny 0 a R. Dokazme, zZe
hledany odpor neni roven 0. Pfi provadéni jednotlivych iteraci odpor nikdy
neklesne pod R. Odpor prvni iterace je zfejmé roven 2R a odpor dalsich ite-
raci klesd monoténné k R. V jednotlivych krocich vzdy sériové spojujeme 2
stejné zapojeni. Toto zapojeni zkonstruujeme jako paralelni zapojeni ptfed-
chozi iterace a odporu R. Paralelni zapojeni dvou rezistort o odporech R
a odporu vétsi nez R je ekvivalentni odporu, ktery ma odpor vetsi nez R/2.
A sériové spojeni dvou takovychto zapojeni je vétsi nez R. Jelikoz je prvni
iterace vetsi nez R, a pak i kazda dalsi vétsi, nebo rovna R, nemtze odpor
zadné iterace klesnout pod R. Vysledny odpor celé odporové sité je roven
R.

Byla i jind moZnost jak fesit tuto tlohu. Piedstavte si tenky plechovy
¢tverec o odporu R. Pokud z téhoz materidlu vyrobime ctverec o jiné délce
strany, bude jeho odpor opét R, nebot jeho priifez se zmensi sice dvakrat,
ale jeho délka také. Nyni vySetiujme odpor plechového ¢tverce mezi jeho
protilehlymi stranami (ten je dle predpokladu R). Pokud é&tverec jakkoli

28

Rv

R Ry
BI

Obr. 12



resent teoretickych uloh

roziezeme, nezméni se jeho odpor. Samoziejmé nesmime roziezané kusy od sebe oddélit a stejné
tak predpokladame, Ze se vSe chova naprosto idedlné a nikde nevznikaji pfechodové odpory.
Rozdélime ho na ¢tverce, tedy kazda cast, ze které pak budeme moci ¢tverec zpét poskladat,
ma odpor R. Takto roziezany ¢tverec miuzeme reprezentovat elektrickou siti slozenou z odpori
velikosti R, pficemz vyuZijeme, Ze mista se stejnym potencidlem nemusi byt spojena vodicem
(proud by mezi nimi stejné netekl). Pokud budeme spravnym zpusobem nekoneénékrat délit
Gtverec, mizeme ziskat stejnou odporovou sit jako byla v zadéni. Pfi jednotlivém &tvreeni
budeme postupovat tak, ze vzdy po rozfiznuti ¢tverce na c¢tvrtiny se nebudeme vice starat
o levou dolni ¢ast a horni pravou cast. Nadale budeme do nekonecna pokracovat v krajeni
zbylych ,zajimavych® ¢asti stejnym zptisobem. Tento postup zcela odpovida zapojeni v zadani.
Na obrazku mizete vidét 2. krok tohoto postupu a jemu odpovidajici zapojeni. Bilé ¢tverce se
budou jesté déle délit, ale sedé uz zlstanou tak, jak jsou. VSechny rezistory na obrazku maji
odpor R. Protoze ma cely &tverec odpor R (stejné tak vSechny ,malé“ ¢tverce), ma i zadand
sit odpor R.

Nakonec jesté takovd mald poznédmka. Uvédomme si, Ze nezalezi na tom, jak veliky odpor
lezi na thlopfi¢ce odporové sité. Pokud totiz zpodrobnujeme schéma zapojeni smérem dovnity¥
— jakoby se priblizujeme k siti a zkoumame, co se nachazi na thlopficce — zjistujeme, ze namisto
rezistoru o nekone¢ném odporu nalézame znovu tutéz odporovou sit, jako jsme vidéli pfedtim.

Karel Tuma
kajinek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.4 ... kapitidn Kork zasahuje (5 bodd; primeér 2,00; vesilo 21 student)
Vesmirna lod Escapeprise se vraci z prostoroc¢asové bitvy s Odborgy. Béhem letu ale po-
sadka zjistuje, ze nestastnou nahodou sméruji piimo do derné diry FAK-UO. Rozhodnou se
pro tthybny manévr a kolmo na smeér své rychlosti vypusti v jednom okamziku vSechno palivo.
Vypoctéte vzdalenost, ve které Escapeprise kolem cerné diry proleti. Jakou nejvétsi hmot-
nost muze ¢erna dira mit, nema-li do ni Escapeprise spadnout? Jako bonus se zamyslete nad
tim, zda kapitan Kork mohl ithybny manévr vymyslet chytieji. Hmotnost samotné lodé je M,
paliva m. Rychlost lodé ve velké vzdalenosti od ¢erné diry je V a sméfuje do stiedu cerné
diry. Rychlost vypusténého paliva je v a thybny manévr probéhl téz velmi daleko od cCerné
diry. Vymyslel Jarda Trnka pri sledovdni svého oblibeneho seridlu.

Ozna¢me pocatecni vzdalenost od Cerné diry [, nejmensi vzdalenost r, hmotnost cerné
diry D a rychlost lodi v nejblizsim misté od stfedu c¢erné diry w.

Prvnim dkolem je urceni
vysledné rychlosti rakety po
provedeni tuhybného mané-
vru. Necht spojnice rakety
a stfedu ¢erné diry je osa z, 7\
osa na ni kolma bude osa y >
a poloha pocitku bude to- }’ |4 FAK-UO R
tozna s polohou rakety tésné 'U
po thybném manévru. Pred-
poklddejme ted, Ze kapitén
Kork palivo vypusti pod né- Obr. 13
jakym thlem ¢ va¢i ose x.

S
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Ze zakona zachovani momentu hybnosti dostaneme

Ux :V+%vcosgo (14),
vy = %v sin ¢ (15).

Dale vyjdeme ze dvou zakont zachovani, a to zachovani energie a momentu hybnosti.
Protoze v nejbliz§im bodé od ¢erné diry je vektor rychlosti kolmy na spojnici lodi a stfedu
cerné diry, plati pro zédkon zachovani hybnosti

L = Mlvy, = Mrw. (16)

Ze zakona zachovani energie dostaneme

%M(vﬁ—i—vi)—mfl) = %MwZ— G]‘TJD. (17)

Vyjadfime z (16) rychlost w a dosadime do (17), pfitom uvazime, Ze pro [ > r muZeme
potencialni energii v pocatecni poloze zanedbat.

1 Mi%v? MD
M@= ©

272 r

Dosadime-li (14) a (15) do (17) a uvazime-li, Ze ze zadani je ¢ = 90°, vyjde

2,2 2. 2 2
2, mvT _ I'm7v 2G'D
Vit M2 r2M2 (18)

Z toho upravou dostaneme kvadratickou rovnici pro 7.

m>v? 12m??
r? (V2 + 3 ) +2GDr — < =0. (19)

Rovnice (19) mé dvé feSeni, fyzikalni smysl ma jen jedno, které se d4 upravit na tvar

B VG2D2M* + (V2M?2 + m2v?)12m2v2 — GDM?
r= M2V?2 + m292 :
Tim jsme odpovédéli na prvni otazku.
Déle je potfeba zjistit kritickou hmotnost ¢erné diry. V této situaci bude nejblizsi vzdalenost
lod€ od stiedu ¢erné diry rovna kritickému, tzv. Schwarzschildovu, poloméru, pro ktery plati

_ 2GD
==

(20)

Tg

Tento vztah se da odvodit, kdyz si uvédomime, ze inikova rychlost z této vzdalenosti je rovna
rychlosti svétla. V rovnici (18) dosadime r = rg a vyjadiime hmotnost D.

2.2 /12
_rg (m’v L_ 2
o= (e () )
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Po dosazeni z (20) za rg vyjde po tpravach
mulc?
9GM,[V2 4 2 4 mit

To je tedy odpovéd na druhou otdzku. Zbyva vyFesit bonus.
Jde vlastné o analogicky vypocet, jen nedosazujeme za ¢. Vyjadiime velikost D stejnym
zplisobem, jen nebudeme za vy a vy prozatim dosazovat, vyjde

2 2
_ g (P 2 2
Di%<7‘§ —'Uy—'Ux).
Dosadime ted do tohoto vztahu za vy a vy z (14) a (15) a také za rg. Stejnym zpusobem
vyjadiime velikost D. Po vSech dosazenich a tpravach vyjde

D=

milve? sin

2GM\/V2+02+(ﬂ)21)2+W%.

M

D=

Tento vztah udava zavislost D = D(y). Budeme hledat extrém této funkce, tedy thel, pro
ktery je derivace d/ dy nulova. Pokud tedy tento vztah zderivujeme a derivaci polozime rovnu
nule, dostaneme feSeni ve tvaru

= arccos \/(M(32—i—va—l—MVZ)2_4_Mc2—i—mv2—i—MV2
2moV 2moV
Prislusné vypocty si muzete vyzkouset za cviceni.

Par slov k doslym fesenim. Malo z vas si uvédomilo, ze k vypoctu je nutné pouzit zadkon
zachovani momentu hybnosti ¢i 2. Kepleruv zdkon. Jen ze ZZE se tloha vyfesit nedala, jak si
mnozi z vas mysleli. Dalsi chybou byla nespravna tvaha, ze se da vliv ¢erné diry béhem letu
zanedbat. To by tam ta Cerna dira vibec nemusela byt a fesili bychom pohyb volné ¢astice.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha IIL. P ... jede, jede auticko (5 bodi; primér 1,13; vesilo 30 studentii)

Predstavte si auticko, jehoz motor ma konstantni taznou silu F', pohybujici se rychlosti v.
Jeho vykon tedy je P = Fv. AvSak cyklista jedouci konstantni rychlosti u pozoruje vykon
P = F(v — u). Spotieba benzinu, kterd odpovidd vykonu, je vSak stejnd z pohledu cyklisty
i stojiciho chodce. Vysvétlete tento ,paradox®. Odpor vzduchu neuvazujte.

Na klasicky paradox v mechanice si vzpomnél Honza Prachaf.

Vétsina resitelt k této tloze pristoupila tak, ze néjakym zptsobem napsala, ze zdkon za-
chovéani energie plati, tudiz i z pohledu cyklisty musi mit auticko vykon Fv. AvSak jen malo
vysvétlilo paradox, ktery spo¢iva v tom, pro¢ cyklista pozoruje vykon jen F(v — u) a kam se
ztrati onen zbytek.

Spravné vysvétleni je takové, ze ve vztazné soustavé cyklisty auticko pusobi na vozovku
reakéni silou —F', vozovka se pohybuje vici cyklistovi rychlosti u. Tedy zbyvajici vykon Fu
auticko spotfebuje na rozpohybovani vozovky.
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Na tlohu se mtizeme podivat i z energetického hlediska. Z pohledu pozorovatele stojiciho
pevné v prostoru se za kratky ¢as dt zvétsi kinetickd energie auta o [v(dt)? — v(0)%]m/2 a
kinetickd energie Zemsé o [V (dt)? — V(0)*>]M/2, kde velka pismenka se vztahuji k parametrim
Zemé¢, mald k parametrim auticka. Pismenko d pfed veli¢inou znamen4, Ze se jedna o malou
zménu. Predpokladame-li, Ze na zacatku stoji pozorovatel v klidu vi¢i Zemi, tedy V(0) = 0,
a pouzijeme-li zékon zachovani hybnosti, je zména energie Zemé m(dv)?/2M, coz je malinké
zanedbatelné cislo.

Z pohledu cyklisty je zména energie auticka [(v(dt) —u)? — (v(0) —u)*]m/2 a zména energie
Zems [(V(dt) + u)® — u®]M/2. Opét pouzijeme zékon zachovani hybnosti, ale tentokrat zména
energie Zemé mudv neni zanedbatelnd, nebot Zemé se vidi cyklistovi na za¢atku pohybuje
rychlosti u. Pri¢teme-li zménu energie Zemé ke zméné energie auticka, vyjde ndm presné totéz,

co pozoruje chodec. Lenka Zdeborovd

lenka®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .1 ... stavovy vytah (4 body; primér 2,86; vesilo 87 studentii)

Méjme uzavienou svisle postavenou valcovou nadobu s pohyblivym pistem, jehoz hmotnost
nemuzeme zanedbat. P¥i teploté ¢t = 0 °C je objem plynu nad pistem dvakrét vétsi nez objem
plynu pod pistem. Urcete pomér objemii plynii pfi teploté t = 100 °C, vite-li, ze jejich latkovad
mnozstvi jsou stejna. Ze cvicent Fyziky I znd Jirka Lipovsky.

Oznac¢me pii pocatecni teploté T objem plynu nad resp. pod pistem Vi resp. V2 a tlak
nad resp. pod pistem p; resp. p2. Obdobné oznacme vSechny carkované veli¢iny pfi konecné
teploté T”. Pist svou tihou vytvaii tlak v dolni ¢asti valce, ktery zavisi pouze na hmotnosti
pistu. Rozdil tlak v dolni a horni ¢asti nddoby musi byt proto v kazdém okamziku stejny.

p2 —p1 = ph — i (21)
Ze zadani ulohy vime, Ze
Vi =2Vs, (22)
a hledame konstantu k£ takovou, aby
Vi =kVs. (23)
Pro oba plyny plati stavova rovnice
pV =nRT,

kde R je univerzalni plynové konstanta a n je latkové mnozstvi plynu. Jelikoz vime, Ze latkova
mnozstvi plynti nad a pod pistem jsou stejnd, mtzeme psat

Vi _ pVa _ piVI_ paVs

T T T T (24)
Z ptedchozi rovnice mizeme vyjadrit
P2 = 2p1,
P> = kph
a po dosazeni do (21) dostavame
p1 = (k= 1)pi. (25)
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Ztfejmeé se soucet objemu jednotlivych ¢asti neméni.

Vi+ Vo=V +Vs.
Dosadime-li za V> a V3 z (22) resp. (23), dostavdme

kE+1)

2( ’
‘/ = ‘/ . 2
1 3k 1 ( 6)

Vynasobime-li nyni levé a pravé strany rovnic (26) a (25), ziskdvame

2(k+1)(k—1
pl‘ﬁii( +3)k< )pllVf-

Dosadime-li za pomér 24
VY

na kvadratickou rovnici

ze stavové rovnice (24) vyraz %, muzeme predchozi vztah upravit

3T
ST
Fyzikalni vyznam méa pouze jeji kladny koren, ktery po dosazeni zadanych hodnot teplot vy-
chazi k = 1,69. Pist tedy vystoupi o kousek nahoru, protoze s rostouci teplotou se snizuje
vyznam jeho pfispévku k tlaku ve spodni ¢asti vélce (tlak plynu se s rostouci teplotou zvysSuje,
tlak zpusobeny hmotnosti pistu zlistava stejny).

K2 k—1=0.

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha IV .2 ... zdhadné kyvadélko (5 bodi; primér 2,67; vesilo 9 studenti)

Kovova palicka miize kmitat okolo koncového bodu. Jeji druhy konec se stale dotyka kovo-
vého oblouku. Bod zavésu je pies kondenzator kapacity C zapojeny na stied kovového oblouku
(tj. nejnizsi bod, ve kterém se nachdzi dolni konec palicky). Celé kyvadélko se nachdzi v ho-
mogennim magnetickém poli indukce B, ktera je kolma na rovinu kmiti. Jaka je doba kmitu
kyvadla, pokud hmotnost palicky je m a tieni a odpor dratu zanedbame? Pocatecni vychylku
kyvadla oy uvazujeme malou. Ulohu znal a navrhl Miro.

Oznacme si vychylku kyvadla ¢, délku zavésu r, Uc napéti na kondenzatoru a Up napéti
na kovové palicce. Jelikoz se palicka pohybuje v magnetickém poli, tak se na ni bude indukovat
napéti
~dB-S  Br’dy
I VT
Bez odporu je napéti na palicce stejné jako na kondenzatoru

Up

= Br2gb.

Up = -Uc =Q/C,

coz po dosazeni za Up dava
Brip=-Q/C. (27)

Tim mame vyfeSenou elektrickou ¢ast problému a ted se podivdme na mechanicky pohyb
palicky. Tady pouzijeme druhou impulsovou vétu

M=Jp, (28)
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kde J je moment setrvaénosti, ktery mé pro palicku hodnotu mr?/3. Moment sily je dan
souctem magnetické a gravitacni sily, tedy

2 B 2
M:mggsin@imgr @+ ; 1.
To nam spolu s rovnici (28) dava
mrs . mgr Br?
—_— —1I. 29
377 2 YT (29)

Nyni uz mame vSechny rovnice, které potfebujeme, jen rovnici (27) musime zderivovat
podle casu
Brip=—I/C.

Z této rovnice dosazenim za I do (29) mame
2 2 2.2\ -~
3™ + CB*r® | ¢ = mgro,

coz je rovnice harmonickych kmitd s dobou kmitu

2r  CB2r3
_|_

T =27 — .
T 39 2mg

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... cihla na klinu (4 body; primér 1,73; vesilo 45 student)
Na obr. 14 je soustava dvou téles. Téleso o hmotnosti m, které je piivazano ke zdi idealnim
lanem, lezi v klidu na malém klinu o hmotnosti M. Tieni mezi télesy je nulové a klin se pohybuje

bez odporu. Urcete zrychleni klinu. Z emailové konference MFO znd Honza Prachar.
T
X
T T
T
T P

FG2
N N

Obr. 14. Cihla a klin
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Ulohu budeme fesit pomoci Newtonovych pohybovych rovnic. Za¢néme proto tim, Ze po-
piSeme vSechny sily, které na vozik ve tvaru klinu a na cihlu ptisobi. Sily jsou znézornény na
obrazku 14. Na cihlu ptsobi tihové pole silou Fgi, na vozik normélovou silou N; a na lano
silou T'. Podle zakona akce a reakce bude cihla ptisobit na vozik silou N;1. Déle na vozik ptisobi
tihové pole silou Fg2, podlozka, po které vozik jezdi, silou N2 a koneéné lano silou F. Sila I
pochézi od ohybu lana na kladce, ur¢ime ji jako vyslednici sil na kladce (viz obr. 14). Ve svislém
a vodorovném sméru plati

F, =Tsina,
F,=T(1—cosq).
Odtud pro velikost sily F' dostavame
@
F =2Tsin —
sin 7,

jeji odklon od svislého sméru je a/2.

Polohu cihly a voziku popisme soutadnicemi zobrazenymi na obrazku 14. Polohu cihly ur-
¢uje vzdalenost od stény x a vzdélenost od podlahy y. Podobné pro vozik mame soutfadnice X
a Y. Pristupme nyni k sestaveni ¢tyf pohybovych rovnic, pro kazdé téleso dvé (ve svislém
a vodorovném sméru). Zrychleni cihly ozna¢me a a zrychleni voziku A. P¥i sestavovani pohy-
bové rovnice ve svislém resp. vodorovném sméru ddme na levou stranu rovnice zrychleni télesa
vynasobené jeho hmotnosti a na pravou stranu slozky sil ptisobicich na téleso do svislého resp.
vodorovného sméru (pfi tom dédvame pozor na smér sil).

ma, = —1 cosa + Nj sin «,

may = Nicosa —mg+ T'sine,
MA, = —Nisina — Fy,

MA, =—Mg— Nicosa+ No — F,.

Maéame tedy ¢tyfi rovnice pro sedm nezndmych ay, ay, Az, Ay, T, N1 a N2. Budeme k nim
proto muset pridat dalsi tii rovnice, jedna se o vazbové podminky. Pohyb téles totiz neni volny.
Vozik se pohybuje po podlaze, plati

Y =konst., neboli A, =0.

Dale predpokladejme, ze cihla lezi na klinu (pozdé&ji se dozvime, Ze tomu tak nemusi byt)

Y — Ay —

p— ):g, =tga, neboli ﬁ =tga.
Konecné délka lana je konstantni

r=-X = konst., neboli A, + M =0

cos cos

Nyni jiz mame sedm rovnic pro sedm neznamgych. Jejich vyfeseni je jen technickou otézkou,
proto nebudeme vypocet uvadét. Po vyfeseni dostaneme

mg sin «

Aac = - )
M +2m(1 — cos )
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coz je hledané zrychleni voziku ve vodorovném sméru (mé znaménko minus, protoze soufad-
nice X mifi ode zdi). Normalova sila, kterou ptisobi cihla na vozik, je
mg(m(3 + cos2a)) — 2(2m + M) cos a)

N, = .
! dmcosa — 2(2m + M)

Nyni se zamysleme, jestli je mozné, aby cihla nelezela na klinu, ale vznasela se. Pokud
bude vozik lehky vuci cihle, muze se stat, ze sila F' bude klin urychlovat natolik, ze cihla
nebude ,stacit* a bude se vznaset za klinem. Pokud bude zrychleni voziku konstantni, bude
také tthel odklonu lana od vodorovné roviny (3 konstantni. Jelikoz se cihla jiz nedotyka voziku,
je normalova sila N1 v pohybovych rovnicich nulova. Ve vSech rovnicich bude misto « thel 5.
Mame tedy néasledujici soustavu sedmi rovnic

mag = —T cos 3,

may = —mg + T'sin 3,

MA; = —-T(1 — cos f3),

MA, =—Mg+ Ny — T'sinf3,

0=A,,
Ay —ay
tgﬁ_am_Ax7
az — Az
= A, =2
0 + cos (3

pro sedm neznamych az, ay, Az, Ay, N2, T a 3. Po vyfeSeni dostavame jediné A,, které ma
fyzikalni smysl

g 2m + M
A =—F | — e — 1,
V2 \l /M @am + M)
a uhel odklonu
v/ M (4 M) —
cosf=1-— (4m + M) M.
2m

Zbyva urcit, za jakych podminek se bude cihla takto vznaset. Zfejmé musi byt 8 < «, tedy

vVM@Am+ M) - M
2m ’

cosa <cosf=1-—

po upravé dostaneme podminku
m cosa

M (1 —cosa)?’
Hmotnost cihly by musela byt pro mensi ihly « vyrazné vétsi nez hmotnost voziku, coz jsme
ocekavali.

Na problém se miZeme rovnéz divat z hlediska zdkona zachovani energie, nebot v soustavé
nepusobi zadné tfeci sily a sila, kterou ptisobi zed na lano, nekond praci. Potencidlni energie
cihly se méni na kinetickou energii cihly a klinu. Pokud se klin pfiblizi ke zdi o vzdélenost A X,
prodlouzi se lano mezi kladkou a cihlou rovnéz o AX. Z geometrickych vlastnosti voziku plyne,
ze poloha cihly se zméni

Az = AX(1 - cosa), Ay = AXsina. (30)
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Cihla v soustaveé spojené se zemi tedy urazi vzdalenost

As =+/(Az)? + (Ay)?2 = AX+/2(1 — cos ). (31)

Napisme si zakon zachovani energie
oty — Ymo? 4 oy L (AN 1), (AX)
92V =5 2 T2\ Aar) T2\ e
a dosadme do néj z (30) a (31). Po tpravé dostaneme

AX mg sin a
2(At)2 M +2m(l —cosa)’

Na pravé strané mame vztah pro zrychleni klinu, nebot AX = A(At)?/2. Dostali jsme samo-
zfejmé to samé jako pii pouziti Newtonovych rovnic.

Poznamky k doslym feSenim. Vysledky této tlohy nejsou pfilis uspokojivé. Dorazilo jen
jedno spravné reseni, a to od Matouse Ringela. Plnym poctem bodu jsem hodnotil i feSeni,
ktera opomnéla moznost, ze se cihla ,vznasi“ (pfedpokladali tedy M > m), ale jinak byla
spravna. Skoro vsichni Fesitelé, ktefi pouzili zékon zachovani energie, byli tispésni a vyslouzili si
tak plny pocet bodu. Ostatnim, ktefi pouzivali Newtonovy pohybové zakony, se az na vyjimky

ani nepodafilo spravné urcit vsechny sily. Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... slezsti haviti (4 body; primér 2,87; vesilo 38 studentii)

Hornici dolu Fucik v Petfvaldé se omylem prokopali skrz Zemi az k protinozciim. Vsichni
haviii v zoufalstvi do dolu naskakali. Jak dlouho bude trvat, nez doleti na druhy konec vyko-
paného dolu, pokud tunel prochazi presné stiedem Zemé nebo pokud jeho nejkratsi vzdalenost
od stredu Zemé je d? Je mozné, aby hornici tento prilet piezili?

Nad problémem se zamyslel Lukds Chuvdtal.

Nejprve si musime uvédomit, jak klesd intenzita gravitacniho pole s hloubkou v Sachté.
Z Gaussovy véty a sférické symetrie problému plyne, Ze k intenzité pole ve vzdalenosti d
od stfedu Zemé prispiva pouze hmota, kterd lezi v kouli o poloméru d, jejiz stied je shodny se
stfedem Zemé (piispévek ostatni hmoty k vysledné intenzité je nulovy).

Predpokladame-li, ze hustota Zemé je ve vSech jejich bodech stejna, vidime, ze hmota
této koule je tmérné d°. Z Newtonova gravitaéniho zédkona tedy plyne, Ze gravitaéni sila ve
vzdélenosti d od stiedu Zemé je imérnéd d°/d®> = d. Konstantu timérnosti snadno uréime
z hodnoty ¢ a poloméru Zemé jako mg/Rz, kde m je hmotnost havife.

Nyni si staci uvédomit, ze pohyb, ktery vykonava havif, je harmonicky, protoze sila, kterd na
néj pusobi, je imérna jeho vzdalenosti od sttedu Zemé. Ze vzorce pro dobu kyvu harmonického
oscilatoru tedy dostavame dobu priletu havire

g
T=m,-2.
™ Ry

V pripadé, ze Sachta nevede pifimo stfedem Zemé, je situace analogicka. Potencialni energie
harmonického oscilatoru je kvadraticky zavisld na vzdalenosti od rovnovazné polohy. Vidime
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tedy, ze potencialni energie havife ve vzdalenosti d od stfedu tunelu, jehoz nejblizsi vzdalenost
od st¥edu Zemé je a, je podle Pythagorovy véty tmérns d?+a? s konstantou imérnosti stejnou
jako v pfipadé a = 0 (potencialni energii volime ve stfedu Zemsé jako nulovou). Od p¥ipadu a =
= 0 se tento vzorec lisi pouze o aditivni konstantu a na té vysledek nezavisi. Doba padu je
tedy na a nezavisla.

Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .P ... kolotoé¢ (8 body; primér 2,00; vesilo 38 stu-
denit)

Predstavme si rotujici vodorovny disk. V jeho stfedu je pii-
pevneéné kyvadélko, jak je zndzornéno na obr. 15. Protoze na néj
pusobi odstfediva sila, odchyli se o tihel o od svislého sméru. Ur-
Cete tento thel, pokud je délka kyvadélka 1 m a frekvence jeho
otaceni 1 Hz.

Navrhl Honza Houstéek inspirovdn starou ulohou z FO.

V této tloze zalezi na tom, jak je kulicka spojena se stie-
dem otacejiciho se disku. Pokud je spojena vazbou, kterd neni
schopna pfenaset rotacni pohyb, pak se kulicka ani nehne. Ptred- !
pokladejme, zZe je kulicka spojena s diskem naptiklad nehmotnou Obr. 15. Kolotod
tyc¢i pripevnénou k disku tak, aby se tocila a zaroven se mohla
vychylovat.

Nyni se podivejme na to, o jaky thel se vlastné kyvadélko vy-
chyli. Z neinercialni soustavy spojené s kulickou ptisobi na kulicku Al
sila tihova, setrvacna odstfediva a reakce lanka. VSechny tyto sily
se navzdjem vyrusi (kulicka je totiz sama vuéi sobé v klidu). Z ge- F
ometrie sil dle obrazku 16 plyne -

2 Fe
tga = ,
mg

kde m je hmotnost kulicky, w thlova frekvence, o tthel odklonéni,
g hodnota gravitac¢niho zrychleni na povrchu Zemé a r vzdalenost
kulicky od osy otaceni a plati r = Isin«, kde [ je délka zavésu.
Dosazenim do rovnice ziskavame Obr. 16

mw?lsina

tga = ———,
mg

. ( 1 wQZ)
sin « —— | =0.
Cos « g

Tato rovnice méa 2 feSeni

sina =0,
g
cosa = —&. 32
w2l (32)
Vysledek z prvni rovnice o = 0 znamena, Ze se kulicka bude otacet, ale ziustane na ose disku;
toto Teseni je labilni poloha kulicky. Druhé feseni po dosazeni w = 2n f vyjde éiselné o = 76°,
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coz je stabilni poloha kulicky. Mnoho z vés spocitalo stabilni feSeni spravné, ale délilo sinem
a tim ztratilo druhé — labilni feSeni.

Zamysleme se na zavér nad tim, kdy bude svisla poloha kulicky labilni. Kyvadélko vychylime
od svislice o maly thel «, kulicka bude potom vracena zpét silou

2
F =~ mga —mw’la,

kde jsme vyuzili sin @ &~ a pro malé «. Aby byla svisld poloha kuli¢ky labilni, musi byt F' < 0,
tedy
g < Wl

Pokud je tato podminka splnéna, ma vyraz (32) smysl, tudiz médme dvé rovnovazné polohy —
stabilni (s vjchylkou arccos g/w?l) a svisla labilni. Tento pfipad nastal v naSem p¥ipadé, nebot

g .
— =0,25 < 1.
w?l a0 <
Puvodné jsme chtéli priklad zadat tak, aby

— > 1.
w?l
Pak totiz existuje jedind rovnovazna poloha — svisld a je stabilni. Vyraz (32) pro druhou

rovnovaznou polohu nemé smysl. .
p Y Karel Tuma

kajinek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.1 ... masssinka (4 body; primér 2,11; vesilo 18 studenti)

Mame rotujici desku, ktera se otaci ihlovou rychlosti w kolem své osy a na niz nepisobi
zadné vnéjsi momenty sil. Smérem do jejiho stiedu jede lokomotiva o hmotnosti m po kole-
jich pripevnénych k desce. Deska méni svou rychlost otaceni. Urcete puvod, velikost a smér
momentu sily, ktery tuto zménu zpiisobi. Na zkousce z Fyziky I dostal Honza Prachar-

O tom, Ze se bude thlova rychlost otaceni desky zvySovat, se mizeme presvédcit ze za-
kona zachovani momentu hybnosti. Sou¢in L = Jw musi byt konstantni, proto se pfi snizeni
celkového momentu setrvacnosti soustavy zvétsi hodnota thlové rychosti. Zakon zachovani
energie nelze pro vysvétleni jevu pouzit. Masssinka totiz pfekonava odstiedivou silu a jeji mo-
tory konaji praci. Ozna¢me rychlost masinky z hlediska vnéjsiho pozorovatele v a z hlediska

pozorovatele v rotujici soustavé v’. Tyto rychlosti se lisi o obvodovou rychlost.

vV=v-wxr. (33)
Zrychleni, které ptisobi na massSinku, uréime jako ¢asovou derivaci rychlosti v’ v &arkované
(rotujici) soustavé.
, dv dv v
a=—=——-—wxVv.
dt dt

Za v’ v prvnim ¢lenu dosadime z (33) a upravime

a'—g—d—wxr—wxv—wxv'
Todt dt '
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Nyni dosadime z (33) za v'.

dv dw

/ /
a=—-wX(WXr)——Xr—2wxv.

dt ( ) dt

ProtoZ%e w ma smér osy otadeni a v’ smér opaény k r, budou prvni dva s¢itance tvofit normalové
zrychleni a druhé dva teéné (muliZete si to rozmyslet z vlastnosti vektorového soucinu). Sila,
ktera ptisobi na masssinku kolmo ke kolejim, ma smér stejny jako otaceni desky a velikost

dw
Fi = —mEr + 2mww.

Masssinka ptisobi stejné velkou silou na desku, protoze jede po kolejich. Moment, kterym piuisobi
na desku je roven derivaci momentu hybnosti desky Lq. Pro jejich velikosti plati

M = Fyr = —171((11—‘}:1"2 + 2mwor,
dLg4 dw
M=—=J— 34
dt de’ (34)
odtud
o 2 dw o d 2 o dL
0 = —2mwor + (J + mr )dt = dt(Jerr Jw = T
Tato rovnice neni nic jiného nez zakon zachovani momentu hybnosti. Z ni dostaneme
dw  2murw
dt — J+mr?’

Moment sily, ktery desku rozt4éi, uréime dosazenim do (34) za dw/ dt, ziskdvame

J
M = TrmZ - 2murw.

Smér momentu sily je shodny se smérem vektoru w. Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha V.2 ... lod duchii (4 body; pramér 2,50; vesilo 10 studentd)

Lod duchti pluje proti proudu, jehoz rychlost je u. Duchové jsou lini a slabi na pfrihazovani
uhli do kotli. Poradte jim, jakd mé& byt rychlost lodi v vii¢i vodé, aby lod méla minimalni
spotfebu uhli. Predpokladejte, ze spotieba paliva je umérna vykonané praci na danou drahu.
Jak se vysledek zméni, pokud misto lodniho sroubu bude lod pohdnéna Fetézem ulozenym na
dné reky? Navrhl Jirka Franta.

Zabyvejme se nejprve pripadem, kdy lod ducht pluje na pohon lodniho Sroubu. Za ¢as ¢
lod viéi bfehu ujede drahu s = (v — u)t. Podle zadéni spotfebu paliva @ uvazujeme timérnou
vykonané praci na drahu s. Praci spocitame jako pusobici silu krat drahu, na které sila pisobi.
V nasem piipadé puisobici sila je tak velikd, aby piekonévala odpor vody, tj. F = kov?, kde
v konstanté k jsou zahrnuty vsechny ostatni aspekty kromé rychlosti, jako tvar, velikost lodé
a hustota vody. Tato sila pisobi po dréze, kterou lod za ¢as t ujede vi¢i vodé! Tedy W =
= kv? - vt. Dosadime-li za t z prvniho vztahu a vydélime préaci urazenou drahou s, dostavame,
ze spotieba paliva je imérné funkci

’U3

Q~k

v—u
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Zbyva tedy najit rychlost v tak, aby spotfeba byla nejmensi. To udélame pomoci derivaci nebo
si nakreslime funkci pro rtizné hodnoty rychlosti proudu v a polohu minima ,,vykoukame“.
Vysledkem je, ze nejvyhodnéjsi pro duchy je jet rychlosti

V= —u.
2

Co se zméni v pripadé, ze je lod pohanéna Fetézem uloZenym na dné? Sila, kterou musi
fetéz na lod ptisobit je opét F' = kv?, touto silou se oviem ptisobi po draze s, tj. té viiéi biehu.
Vysledkem je spotifeba paliva imérna

Q ~ kv’

Tedy je pro duchy nejvyhodnéjsi jet rychlosti tésné vétsi nez je rychlost proudu.

Rozdil obou pfipadu je zietelny, zamyslime-li se, kolik paliva je potfeba na udrzeni lodé na
misté vzhledem ke brehu. V pripadé pohonu lodnim sroubem to rozhodné nebude nula, kdezto
v ptipadé fetézu na dné ano. Podobné napf. nekondme zadnou préci, drzime-li kufr ve vzduchu

na misteé. Lenka Zdeborova

lenka®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.3 ... slezsti havifi reloaded (3 body; primér 0,79; vesilo 19 studenti)

Haviri z tlohy z minulé série nazhavili opét své krumpace a prokopali se skrz Zemi, ten-
tokrat ne na Novy Zéland, ale do Tichého ocedanu. Do vytvoieného tunelu zacne téct voda.
Rozhodnéte, zda v Petivaldé v dolu Fucik vystiikne voda do vzduchu. Svou odpovéd dostatecné
zduvodnéte. Vymyslel Pavel Augustinsky.

Ulohu snadno vyfesime pomoci zakona zachovani energie. V momenté, kdy hladina dosahne
petivaldského konce $toly, bude potencidlni energie veskeré vody ve Stole ur¢ité mensi nez
pfed vykopanim stoly, kdy se vSechna tato voda nachézela na povrchu planety. Sloupec vody
uzavieny v tunelu tedy musi mit podle zdkona zachovani energie nenulovou rychlost, takze
hladina vody se v tomto bodé urcité nezastavi, ale vytryskne do vzduchu obrovskou rychlosti
(i bez jakychkoliv vypoctl je patrné, ze maximalni vyska, které takto vznikly gejzir dosdhne,
bude Fadové srovnatelnd s rozmérem Zemé)!

Nekter{ Fesitelé se nechali zméast tim, ze upustime-li do nasi Sachty jeden pfedmét (naptiklad
hornika), proleti tunelem a na jeho druhém konci se zastavi. V piipadé, Zze do tunelu zaéne
téct voda, je vSak situace odlisna. Na objemovy element vody, ktery jiz dosahl bodu, kde by
osamoceny hornik svou pout k protinozciim zavrs$il, totiz ze spoda stale ,tlac¢i“ voda, ktera

tohoto bodu jesté nedosahla. Pavel Augustinsks

pavel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V .4 ... levitace na svétle (4 body; primeér 2,29; vesilo 14 studenti)

Sklenéna polokoule o poloméru R = 10 cm a indexu lomu n je umisténa v gravitacnim
poli Zemé rovnou plochu doli. Uzkym laserovym paprskem svitime ze spodu ve sméru osy
polokoule. Jaky musi byt vykon laseru, aby polokoule levitovala. Siika laserového paprsku
je d = 0,5mm a jeho vinova délka je A = 660 nm. Uloha ze 34. MFO na Taiwanu.

Nejdrive je nutné si uvédomit, co vSechno se s laserovym paprskem bude dit. Na obou
rozhranich dojde k ¢astecnému odrazu a na kulovém rozhrani se bude paprsek lamat. Podle
Snellova zékona plati (viz obr. 17)

nsin o = sin g.
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Dle zadanych hodnot je d/2R < 1, s dostate¢nou piesnosti tedy plati (zkuste ovéfit, v Taylo-
rové rozvoji zanedbame ¢leny fadu tii a vyse) sina = a. MiiZeme proto napsat
na = f.
Z trojuhelniku AFXS mame
y=0F—-a=(n-1)a. (35)

Obr. 17

Frekvenci laserového svétla oznaéme f = ¢/A a No bude pocet fotont laserového svazku,
které dopadnou na jednotkovou plochu za jednotku ¢asu. Celkovy pocet fotont, které dopadnou
na spodni rovnou plochu sklenéné polokoule za jednotku &asu, tedy je Nowd? /4. Celkovy vykon
téchto fotonu proto je

P= iNo'ndzh £,
kde h je Planckova konstanta, odtud

4P

T md2hf’

Pocet fotonti na jednotku plochy za jednotku ¢asu, které se odrazi od rovné plochy oznaé¢me N{,
které projdou rovnou plochou a dopadnou na kulovou plochu Ni, od ni se odrazi Ni a pro-

jde Nj3. Oznacime-li propustnost skla 7 a zanedbame-li absorbci, kterd je u skla mala, potom
plati

No

Ny=(1~-7)No, Ni=7No, N{=7(1-7)No, No=7Np.
Dalsi odrazy paprsku od kulové plochy zanedbame.

VyfeSme nejprve odraz od rovné plochy. Hybnost jednoho fotonu je p = hf/c. Zména
hybnosti vSech odrazenych fotonu tedy bude

_ 2h/Nywd®

A
P 1

At,
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odkud pro silu, kterou fotony na sklenénou polokouli ptisobi, dostaneme

_ Ap _ whfd’Ny _2P(1—7)

Fy = =
O T At 2¢ c

Déle se zamysleme nad paprsky, které se lamou na kulové plose. Velikost hybnosti fotonu je
pred vstupem do polokoule a po vystupu z ni stejné, protoze je stejnd vilnova délka. Hybnost
ale v diisledku lomu zméni smér, proto se zméni jeji primét do osy symetrie (oznacme ho p.).
Ze zakona zachovani hybnosti tudiz plyne, Ze rozdil hybnosti byl pfedan sklenéné polokouli.

Protoze thel odklonu paprsku zavisi na vzalenosti od osy, budeme muset uvazovat infi-
nitezimalné, paprsky si rozdélime na tenkd mezikruzi. Pocet fotont, které projdou kruhovym
mezikruzim s vnitfim polomérem r a vnéjsim polomérem r +dr za jednotku c¢asu, je Nz -2nrdr.
Zména z-ové slozky hybnosti vSech téchto fotona tedy bude

_ RhfN;
a C

A(dp-) - 2nr dr(1l — cosy)At,

tomu odpovidajici sila je

A(dp:) _ 2mhfNs
At c

dF, = (1 —cosy)rdr. (36)
Znovu vyuzijeme toho, Ze thel a je maly (v Taylorové rozvoji zanedbame ¢leny fadu tii a vyse),
a vztahu (35) dostaneme

1 72 1 (Tl _ 1)2a2

cosy~l——=1—~—""—
K 2 2

Dale plati

r = Rsina ~ Ra.

Dosazenim do (36) obdrzime

dF; =

mhfN2 (n— 1)%r3 dr,
c

R2

celkova sila je

R? 64cR? - 16¢R2

mhfNy (% (n—1)%° whf(n —1)%d*Ny  P(n —1)2d*r?
P=" dr = =
0

Analogicky budeme postupovat pro paprsek odrazeny od kulové sféry. Zmeéna z-ové slozky
hybnosti vSech odrazenych fotonti bude

/
A(dp.) = @ - 2mr dr(1 + cos 2a) At,

tomu odpovidajici sila je

!
dF, = Adp:) _ 2k N

At P (1+ cos2a)rdr. (37)
Opét vyuzijeme toho, ze tihel a je maly, a dostaneme
(2a)? r?
21— —"—=1-2—.
cos 2« 5 I
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Vztah (36) mé potom tvar

4vhfN; r?
dFl == T N 1 - ﬁ TdT,

celkova sila je

AnhfNi / 2 mhfd® N} d? 2P (1 —7) d?
! c ) Rz)Tdr 2 8R? c srz ) 3%

Nyni uz jsme schopni urc¢it vyslednou silu, kterd ,nadnasi“ sklenénou polokouli

F=F0+F1+F2:%(2(1—72”%(%—(1—7))).

Z Fresnelovych rovnic mtzeme pro propustnost dostat

2 N
T=nn s
<n+W>

kde n je index lomu prostiedi, ze kterého poaprsek vystupuje, a n’ je index lomu prostiedi, do
kterého paprsek vstupuje. V nasem pripadé tedy plati

) 2
r=n()

dosazenim do (38) po tpravé obdrzime

P—_— L __ 2(n+1)* — 32n° + d—Qn(n —1)?
e(n+1)4 R2 '

Tuto silu porovname s tthovou a pro hledany vykon laseru dostaneme

mge(n + 1)*

P= ;
2(n+1)* = 32n2 + Ln(n —1)

S =18 10" W = 180 GW,

kde m = 27oR?®/3 je hmotnost sklenéné polokoule. Vidime, ze potfebujeme obrovsky vykon.
I malé absorbce skla zpusobi, Ze se polokoule v mziku vypafi. Hodnoty d a R byly zadané tak,
7e jsme mohli zanedbavat i ¢len d?/R>.

Poznadmky k doslym feSenim. Jedna skupina resitelti diskutovala pouze lom svétla na ku-
lové plose, druhd skupina zase naopak predpokladala, ze bude v8echno svétlo pohlceno nebo
odrazeno. Protoze se jina feseni prakticky nevyskytla, nevyftesil ulohu nikdo zcela spravné.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V. P ... zpomalujici Mé&sic (5 bodi; primer 1,28; fesilo 18 studenti)
Presnymi mérenimi je dokazano, Ze rychlost obéhu Mésice kolem Zemé klesa a jeho vzda-
lenost od Zemé se zvétsuje. Zamyslete se nad tim, jaka sila to zpusobuje.
Béhem debaty o mésicich Merkuru navrhl Honza Housték.

Diivod zpomalovani mésice jsou slapové jevy na Zemi. Pti slapovych jevech dochazi k pre-
sunu velkych mas vody, pficemz tfeni pfi téchto presunech ubird energii. No a tuto energii
ztraci Zemé ze své rotacni energie, a tim se zpomaluje obéh Zemé okolo vlastni osy. Aby jsme
zjistili, jaky to ma vliv na Mésic, tak pouZijeme zakon zachovani momentu hybnosti. Pro Mésic
obihajici okolo Zemé po kruhové draze plati

Jelikoz se Zem zpomalila, tak jeji moment hybnosti klesl, tim paddem musel stoupnout moment
hybnosti Mésice. (Mésic rotuje ve stejném sméru, jako je smér rotace Zemé.) No a jelikoz

moment hybnosti Mésice je
J =mvr =mvxMr

jeho zvyseni odpovida zvyseni poloméru a tedy také snizeni rychlosti.

Tim bychom odhalili slapové jevy jako zodpovédné za zpomalovani a vzdalovani, takze
nam zbyva uz jen vySetfit problém z pohledu sil. Tedy najit silu, ktera zpisobuje ono sni-
zeni hybnosti takto na dalku. Slapové sily zpusobi vzduti ocednu smérem k Mésici. Tteci sily
vsak toto vyduti chtéji rotovat ve sméru rotace Zemé. Rovnovazna poloha vyduti potom bude

sic—Zem ziska i slozku, kterd neni na spojnici Mésice s bodem, okolo kterého rotuje (tézisté
soustavy Zemé&-Mésic), a ktera urychluje Mésic. Jenze toto urychleni posune Mésic na vyssi
obé&znou dréhu (protoze neni kompenzované odstiedivou silou) az na rovnovaznou dréhu. A jak
jsme vypocitali, s vy$sim polomérem je rychlost na kruhové orbité nizsi. Tim jsme vysvétlili
mechanismus, jakym se realizuje zakon zachovani momentu hybnosti v daném ptipadé.

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.1 ... tresk (4 body; primeér 0,86; vesilo 21 studenti)

Strilime stielou s pocatecni rychlosti vo z vysky h nad povrchem Zemé na kovovou sténu
ve vzdélenosti L. Pod jakym thlem « (viz obr. 18) mame stiilet, abychom co nejdiive slySeli
néraz? Uloha z archivu (6. roénik, 2. série).

Nejprve vypocitame cas, za ktery doleti zvuk z vysSky H na desce k pozorovateli vzdale-
nému L od desky. Uvazujme, Ze se ve sténé jde zvuk z vysky H do vysky y a potom putuje
vzduchem vzdalenost s = \/L? + y2. Doba, za jak dlouho to zvladne, je

p oWy VE24y?
2 C1 Co ’
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kde co je rychlost zvuku ve vzduchu a c¢; je rychlost
zvuku ve sténé. Musime jesté zjistit pro jaké y je tato
doba nejmensi
dt, 1
dy 1 co/L?+y?
Takze FeSeni je y = (co/c1)s, coz po Gpravich dava

1
\/g = 72.[/.

1= (%) Obr. 18. Strelnice

z ¢ehoz je vidét, ze s zavisi jen na L, a nezavisi na H.
Cas, za ktery dojde k pozorovateli prvni zvuk, je

2
o= LH4 (1—6—3) =,
C1 (& Co
Jelikoz chceme najit thel, pro ktery bude ¢as minimalni, a na thlu zavisi jen H a ne s, tak
staél uvazovat t, = (H/c1) + to, kde to by byla v ptipade zadanych rychlosti a vzdalenosti
desky pouze néjaka konstanta.

Jesté musime vytesit dobu, za kterou dopadne stiela na desku. Tento proces budeme brat
jako sikmy vrh. P¥i poc¢ateéni rychlosti vg a thlu « bude doba doletu ts = L/(vg cos o), pfi¢emz
stiela doleti do vysky

H=Ltga— g—LQ L
- hiea 202 cos? o’
Tady si jesté musime uvédomit, Ze nds bude zajimat hloubka a ne vyska doletu, nebot v pfipadé
vysky bychom museli dat stiele vétsi vertikalni rychlost na tkor horizontédlni oproti pripadu
se stejnou hloubkou, a doba, za jakou zvuk dojde k pozorovateli, nezavisi na tom, jestli to je
hloubka nebo vyska.

Takze musime brat predchazejici vztah s opaénym znaménkem. Ted jsme jiz schopni uréit
celkovy cas t = t, + ts, ktery chceme minimalizovat v zavislosti na thlu a. To provedeme
zderivovanim podle tohoto tthlu a polozenim derivace rovné nule

. 2 .
% _ Lsina L n Lgsin« —0

« vocos?a  cicosla v

c1 cos3 a
To sa da prepsat na rovnici
2 . .
—vg cos @ + Lgsina + c1vp cos asin . = 0.

Tato rovnice se uz neda jednoduse resit, proto se spokojime s takovymto vysledkem. Jesté pro

zajimavost, kdyz uvazujeme rychlost stfely o hodné nizs$i nez rychlost zvuku ve sténe (coz je

dost rozumny pfedpoklad), tak ndm budou vychazet malé thly. TakZze mtzeme udélat pfiblizeni
a < 1 a potom jsme schopni tuto rovnici vyresit jako
a= 711(2)
Lg +vocr

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha VI.2 ... meotar (4 body; primér 1,17 vesilo 6 studentt)

Moznéd jste si vsimli, ze pod plochou zpétného projektoru (meotar) je sklenénd deska se
soustfednymi kruhovymi vrypy pracujici jako ¢ocka. Rozhodnéte, jak se zméni poloha obrazu,
tedy jestli se posune smérem k meotaru nebo od meotaru, pokud tuto cocku odebereme. Jako
bonus miizete vymyslet, na jakém principu sklenéné deska s vrypy funguje.

Vymyslel Pavel Augustinsky na predndsce QFT.

Nejprve si musime uvédomit néasledujici elementarni fakt: Bod A se zobrazi pomoci néjaké
optické soustavy do bodu B, pokud se vsechny paprsky, které vychazeji z bodu A a projdou
touto optickou soustavou protnou v bodé B (napiiklad pokud je na zobrazované félii jeden
Cerveny puntik, musi vSechny paprsky cerveného svétla dopadnout do stejného bodu projekéni
platna).

K zodpovézeni prvni otazky si sta¢i uvédomit pouze to, Ze drahu libovolného paprsku, ktery
vychazi z néjakého bodu promitané félie a dopada na projekéni platno, mohou ovlivnit pouze
ty optické prvky (Gocky, zrcadla,...), které mu ,stoji v cesté“. A protoze diskutovana ¢ocka
lezi mezi félii a zdrojem svétla, nemuze nijak ovlivnit polohu, velikost ani orientaci obrazu.
Ukolem této Gocky je pouze zvyseni jasu obrazu.

Princip funkce této cocky je tuplné
stejny jako u Cocky obycejné. Cocka
v meotaru je vSak ,splacnutd® tak, jak
je naznaceno na obrazku 19. To ale pii-
lis nevadi, protoze u tenké cocky neni
podstatné mnozstvi skla mezi rozhranimi
sklo-vzduch.

Mnoho fesitelt chybné oznacilo tuto W
¢o¢ku za cocku Fresnelovu, pfestoze
spravné pochopili princip jeji funkce. Do-
dejme tedy pro objasnéni, ze Fresnelova
¢ocka soustieduje na ni dopadajici svétlo diky jevu difrakce a nikoliv lomu. Tato ¢ocka pracuje
spravné pouze ve velmi Gzkém intervalu vlnovych délek (rozhodné ne pro bilé svétlo) a navic
musi byt vzdalenost vrypid na této cocce fadové srovnatelna s vlnovou délkou dopadajiciho
svétla.

Obr. 19. Cocka v meotaru

Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.3 ... padajici komin (5 bodi; primér 1,38; vesilo 6 studentt)
Silny vitr dul do stén kominu. PFitom vychylil komin ze svislé polohy. Komin zacal padat
a v uréitém misté se rozlomil. Pokuste se urcit, kde ke zlomu doslo.
Zivotni zkusenost Jardy Trnky, kdysi jim spadl komin.

Aproximujeme si komin tenkou tyckou, aby bylo mozné tlohu rozumné vyfesit. Ozna¢me L
délku kominu a m jeho hmotnost. Pokud komin vychylime z rovnovazné polohy, zacne padat.
Uhlové zrychleni € v zavislosti na tthlu ¢, kter§ svira komin s vodorovnou podlozkou, vypoéteme
z 2. impulzové véty M = Je, kde M = Fr = mgcos 9L /2. Pro moment setrva¢nosti vi¢i bodu
otadeni plati J = mL?/3. Po dosazeni dostaneme

mgL cos ¢ 3gcos
=— = =2—".
g™me e 2 Y
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Oznacme z vzdalenost né&jakého bodu od vrcholu komina. Tento bod si miZeme pfedstavit
jako stfed otaceni té ¢asti komina, ktera je nad nim. Potom z druhé impulzové véty dostaneme
M, = Jie1. Pro moment sily M; bude platit

mgm2 COs

T
M1:F1r1:mlgcosap§: ¥ ,

kde m1 = mz/L je hmotnost té ¢asti komina nad bodem x. Moment setrva¢nosti bude analo-
gicky

Ji = 1m z? = ma®
RV
Po dosazeni dostaneme pro zrychleni 1
My  3gcosep
€1 =—=———.
J1 2x

Timto zrychlenim by se ¢ast komina od bodu x nahoru méla otacet, ale nemize, protoze ji
v tom brani pevnost materialu.

Co to tedy znamena? V bodé z pusobi moment sily M; = Jie1, ale na otaceni se uplatni
pouze moment Mz = Jie (z druhé impulzové véty — komin se cely otééi s thlovym zrychle-
nim ¢). Rozdil téchto momentu je

3
COSs
Mf:Ml_Mz,:Jl(gl_g):%(f_%).

To je tedy moment, ktery se v bodé z ztraci do deformaci komina. No a kde jinde by mél komin
rupnout ne% v bodé, kde bude tento moment nejvétsi. Pro bod maxima funkce M’ = M'(x)
plati

- L

/ 2
dM’™  mgcosp 9 — 3z
dx 2L

>:0 = x=0.

Dostavame dvé feseni: © = 0, coz je minimum, a = 2L/3, coz je hledané maximum. Vzdale-
nost bodu zlomu od paty komina je potom L/3. Jarda Trnka

jarda®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.4 ... potopa na Utodu (4 body; primér 3,00; vesili 4 studenti)
Planeta Utod o hustoté o je pokryta moiem z kapaliny hustoty o . Vyska hladiny je h,
polomeér planety R. Vysetfete stabilitu planety.
Volné pokracovdni slezskych haviri od Pavla Augustinského.

Pted vlastnim vypoctem nejprve trochu okomentujme zadani. Cely systém planeta—ocean
si z pochopitelnych diuvodu idealizujeme tak, ze planeta je dokonale tuhé se sféricky symetricky
rozloZzenou hmotou. Vnéjsi gravitacni projevy takového télesa se nikterak nelisi od dokonale
tuhé homogenni koule o stejné hmotnosti, proto budeme homogenitu nadale predpokladat.
Kapalina tvorici ocean necht je taktéz idealni, tj. neviskézni a nestlacitelnd. Hustotu (homo-
genizované) planety budeme znadit g, hustotu kapaliny go.

Konfigurace hmoty, kdy je planeta obalena konstantné tlustou vrstvou kapaliny, je zcela
jisté rovnovéznou polohou (hladina kapaliny splyva s ekvipotencidlou vysledného gravita¢niho
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pole). V tomto Feseni se budeme zabyvat tim, zda a za jakych podminek je tato konfigurace
stabilni.

Co je mysleno stabilni konfiguraci? Analogie toho, co znate z mechaniky soustav tuhych
téles; stabilni konfigurace je takova, u které malé fluktuace nezpiisobi nendvratnou zménu stavu
systému.

Nabizi se otazka, zda vibec mize byt popsany systém nestabilni. Pomérné snadno to lze
nahlédnout, zamyslime-li se nad dvéma extrémnimi pfipady. V tom prvnim pfedpokladejme,
ze planeta ma zanedbatelnou hmotnost a ocedn tvoii v porovnani s polomérem tenkou vrstvu.
Neni tézké si rozmyslet, ze kapalina se v takové situaci vlastni gravitaci koncentruje v jednom
misté. Jesté lépe je nestabilni chovani vidét v pripadé, kdy je planeta zanedbatelné mala
vzhledem k hloubce ,ocednu“. Pak mizeme gravitacni pole planety zanedbat a predstavit si ji
jen jako kulicku plavajici v kapalné planeté. Je-li jeji hustota nizsi nez hustota kapaliny, bude
dle Archimédova zdkona nadnaSend k povrchu; rovnovazna poloha ve stfedu kapalné koule je
zjevné labilni.

Predchozi ivaha napovida, ze nestabilita néjak souvisi s pomérem hustot planety a kapaliny
a nabizi se hypotéza, Ze ocean je nestabilni, pravé kdyz je jeho hustota vyssi nez stfedni hustota
planety. Ovéfme to tedy vypoctem.

Vyuzijeme toho, ze ve stabilni rovnovazné poloze vede libovolnd mald zména konfigurace
ke zvySeni celkové energie (a naopak, lze-li néjakou spojitou zménou celkovou energii snizit,
nejednd se o stabilni polohu). Zména, kterd nas bude zajimat, bude vychyleni planety ze
stfedu kapalné koule pii zachovani kulového tvaru kapaliny. Vyslednou zménu energie snadno
popiseme, predstavime-li si planetu jako téleso o hustoté o — 0o, které prolina kapalinou a nijak
s ni neinteraguje® (kapalinu i téleso si lze predstavit napf. jako ndhodné rozmisténé hmotné
body).

Pole kapalné koule Ize snadno popsat, vypoc¢tem lze ovérit, ze intenzita zavisi pfimo imérné
na vzdalenosti od centra. Nyni je jiz jasné, Ze znaménko zmény energie pifi vychyleni planety
ze stfedu kapalné koule zavisi jen na znaménku o — go konfigurace s planetou ve stiedu je
stabilni, pravé kdyz je hustota planety vétsi nez hustota kapaliny.

Jak vypada stabilni konfigurace v opa¢ném ptipadé neni tézké si predstavit. Planeta ,plave®
na hladiné kapalného télesa, ovsem tvar tohoto télesa i jejich vzajemna poloha zavisi na poméru
hustot a hmotnosti a pravdépodobné je nelze analyticky vyjadrit

Honza Housték
honza®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... Faradayova klec (5 bodi; prumér 2,00; vesili 4 studenti)
Pokuste se urcit nejvétsi moznou intenzitu elektrostatického pole, kterou jesté dokaze za-
stinit Faradayova klec. Zminéno na predndsce z Fyziky II.

K této tloze jste si nasli nékolik rtznych zpiusobi pfistupu (jak se ostatné u problémové
ulohy da oc¢ekédvat). PopiSme nejéastéjsi dva.

Definujici vlastnosti idealniho vodice je konstantni potencidl na celém povrchu bez ohledu
na vnéjsi pole. V disledku jednoznacnosti feseni Laplaceovy rovnice je potencial uvniti uza-
viené oblasti, na které je potencidl konstantni, roven téze konstanté a tedy je pole v celém
objemu uvnitf vodice nulové.

?) Na ¢tenafi nechavame ovéfeni, ze takova abstrakce je legitimni. Rozmyslete si zejména, jak
to souvisi s Archimédovym zékonem.
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Klec ovSsem neni idedlni vodi¢, prvnim aspektem, na ktery jste poukézali, je kone¢na hod-
nota naboje a tedy i kone¢né napéti, které mize byt jeho rozmisténim kompenzovano. To je
pravda, oviem ilustraéni vipodet® energie na vzdaleni viech elektronti z gramu pevné latky
o makroskopickou vzdalenost od jejich ptivodnich atom@ ukazuje, ze sila takto vzniklého pole
o mnoho radu prevysuje intenzitu jakkoliv silného externiho pole, kterému by realné klec mohla
Celit. Tato limitace realného vodice proti idealnimu je tedy snadno zanedbatelna.

Druhym rozdilem je fakt, Ze kleci nemyslime uzavienou plochu, ale pouze jakousi mfiiz
tvofenou vodicem. Na samotném vodici je potencial konstantni, ale feSeni Laplaceovy rovnice
neni v tomto pripadé jednoznac¢né urceno a vnéjsi pole dirami dovnitt klece urcité castecné
zasahuje. Pokusme toto kvantifikovat.

Pro jednoduchost si predstavme pravidelnou rovinnou ¢tvercovou miiz se vzdalenosti uzli a
umisténou v roviné xy a nulovy potencial volme na mfizi. Situaci déale zjednodusime tim, ze
budeme hledat separovatelné feseni pro potencidl V(z,y,z) = Vi(x)Vy(y)V:(z). Vzhledem
k periodické okrajové podmince je intuitivné jasné, ze funkce V., V, se vyplati hledat mezi
goniometrickymi funkcemi, pomoci téchto feSeni lze sestavit libovolné jiné. Hledejme tedy
potencial ve tvaru

V(z,y,z) = Vosin (m;m:) sin <%) V. (2),

kde m,n jsou pfirozend ¢isla (udavajici pocet pulperiod funkei Vi, Vy na vzdalenosti a). Do-
sazenim do Laplaceovy rovnice AV = 0 dostavame pro V;(z)

V.(z) = Vo exp <i%l+rﬂ z) .
Prubéh potencidlu méa tedy v ose z exponencidlni prubéh. NasSe feseni pochopitelné funguje jen
lokalng, a v blizkosti m¥ize (kdy lze povazovat aproximaci nekone¢nou rovinou a opravnénou).
Globalni pohled na celou uzavienou mfiz ukazuje, zZe je tfeba vybrat ta feseni, ve kterych je
potencial tlumen ve sméru dovniti klece. Také je vidét, zZe sila tlumeni roste s m,n, pro nas
odhad, jak silné pole mtze do klece proniknout tedy pouzijeme hodnoty m = n = 1. Je-li
v takové situaci do stfedu néjakého ¢tverce mrize priveden potencial Vp, je ve vzdalenosti a
smérem do stfedu klece utlumen koeficientem E:Xp(*’ﬁ\/i) = 0,012 a nadéale exponencialné
klesa.

Klec tedy efektivné odstini vnéjsi pole, které dovnitf pronika, na vzdalenosti srovnatelné

s gridem mfizky. Honza Housték

honza®fykos.mff.cuni.cz

3) ktery si laskavy ¢tenaf snadno provede
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Reseni experimentalnich dloh

Uloha I.E ... absolutni nula (8 bodi; primér 4,03; vesilo 40 studentt)

S experimentalnim vybavenim dostupnym v dobé Lorda Celsia zméite teplotu absolutni
nuly (v Celsiové stupnici). Poradime vdm, ze pro méfeni miizete vyuzit napriklad vlastnosti
idealniho plynu.

Vymyslel Pavel Augustinsky.

Ke zméfeni absolutni nuly vyuzijeme vlastnosti idealniho plynu. Budeme méfit jeho stavové
veli¢iny pii néjakém déji. Tato metoda je relativné malo naroc¢nd a vystac¢ime si se stejnymi
prostiedky, které byly dostupné Lordu Celsiovi.

Teorie

Pokusme se pojmout teorii ve stylu Lorda Celsia. V dobé Lorda Celsia jesté nebyla zadna
teorie pro idedlni plyn, proto by napriklad méfil, jak se méni objem plynu pfi stalém tlaku
v zavislosti na jeho teploté. Pokud by byl dostatecné peclivy, a to on jisté byl, vysla by mu
zéavislost linedrni, jejimz grafem je pfimka. Kdyz by tuto pfimku prodlouzil, tak by v néjaké
teploté protnula nulu na teplotni ose. Pti této teploté by musel mit plyn nulovy objem, coz je
zjevné nemozné. Obdobné by jisté postupoval i s jinymi plyny, a a¢ by sklon této piimky byl
jiny, prekvapivé by mu vyslo totéz, primka by protinala teplotni osu stale ve stejném bodé.
Z toho by usoudil, Ze onen bod bude absolutni fyzikdlni nula.

Uvaha Lorda, Celsia je spravna, nebof podle stavové rovnice pro idealni plyn plati

pV =nRT.
Lord Celsius udrzoval konstantni tlak plynu v uzaviené soustavé. Potom mutzeme napsat

nk

V= T, tedy V =C(t—ty) =Ct— Cto, (39)

kde C je konstanta, t je teplota v Celsiové stupnici a to teplota absolutni nuly v Celsiové
stupnici. Graf zavislosti V' = f(T") protina osu = v 0 K, proto graf V' = f(¢) protne osu x pravé
v hodnoté teploty absolutni nula. Z (39) vime, ze zavislost V = f(t) je linedrni, neboli

V =at+b.

Z nasich naméfenych hodnot uréime koeficienty a a b. Porovnanim s (39) dostavame
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Postup méreni

Jako plyn pouzijeme vzduch, ktery se vlastnostmi blizi idedlnimu plynu. Plyn jsme uzavieli
do sklenéné nadoby. Nadobu jsme zajistili korkovou zatkou s otvorem, kterym vychazi trubicka
spojena s U-trubici (viz nékres na obrézku 20). Pokud neni dostupnéd pfimo U-trubice, d4 se
pouzit i néco jiného, co funguje stejné. Zatku jsme zakapali voskem pro zlepseni utésnéni. Cela
nadoba je ponofend do vodni lazné, kterou zahfivame a jejiz teplotu mérime. Abychom nadobu
udrzeli pod vodou, bylo nutné ji zatizit, horni strana byla tésné pod hladinou. V U-trubici je
voda. Protoze chceme v nadobé udrzet konstantni tlak, musi byt vyska vody v obou ramenech
U-trubice stejna. Na U-trubici jsme si dale vyznacili rysku, od které jsme méfili vysku hladiny
v ramenech.

teplomér

vzduch -

voda
U-trubice

Obr. 20. Pouzita aparatura

Objem nadoby a objem trubice az po rysku oznacme Vp, vnitini pramér trubice je d. Je-li
voda ve vysce h, je objem plynu

V=V - iﬁth. (40)

Vodni lazen jsme zahfdli a do U-trubice nalili co nejméné vody (hladina je tésné nad
ryskou). Systém jsme nechali ustélit, aby se zahfal i plyn v nddobé&. Nyni jsme nechali vodni
lazen a s ni i plyn v nddobé chladnout. Vodu jsme promichavali, aby v ni nevznikaly rozdily
teplot. Chladnuti probihalo pomalu, aby se stihla ustavit teplotni rovnovaha mezi vzduchem
a vodou. V nadobé bylo tfeba neustale udrzovat konstantni tlak, coz jsme realizovali dokapa-
vanim vody do otevieného konce U-trubice. To mélo vyhodu, tlak v nadobé byl stejny jako
atmosféricky, tudiz zadny plyn neunikal ani zddna voda nevnikala do nddoby pfipadnymi ne-
tésnostmi. Jak teplota vzduchu klesala, zaznamenavali jsme pro urcité teploty vysku h vodni
hladiny v U-trubici.

Meéreni

Objem Vj jsme uréili pomoci injekéni stiikacky Vo = (136 & 3) ml. Vnit¥ni pramér trubicky
jsme zméfili posuvnym méfitkem d = (6,0 £0,2) mm. Namérili jsme nékolik hodnot [t, h],
z h jsme poté vypocetli V. Pro lepsi pfesnost vysledku by mélo byt rozmezi méfenych teplot
co nejvétsi a pofet naméfenych bodh [t, h] také co nejvétsi. Dale budeme urovat chybu V,
kterou pocitdme podle vztahu (40). Na chybu AVp na chvili zapomeneme, protoze ma pfi vSech
meéfenich stejnou hodnotu. Relativni chyby d a h jsou

=0033 a sh = Bk _ bmm

6d =28 = - -

d

Ad 0,2
6
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Chybu Ah jsme se snazili odhadnout tak, aby v ni byla zahrnuta chyba méfeni teploty i vysky
hladiny a chyba systematickd. Hodnota dh je tedy pro kazdé méfeni jind. S vyuzitim (40)
a obecného vztahu pro vypocet chyby veli¢iny, pokud ji pocitame z jinych veli¢in mérenych

s chybou, ov ov
dostavame

AV = inth(Qéd +6h) = indQAh + %ﬂdhAd‘

Vidime, Ze k chybé AV nejvice prispiva Ad, zvlasté pro vétsi hodnoty h, proto jsme primér d
méfili posuvnym méfitkem. Hodnoty h, V' a AV pro 17 méfenych teplot jsou v nésledujici
tabulce.

t°C] [36 35 34 [33 [32 (|31 [30 295 |29
R[mm] |7 19 [38 |52 |67 |8 [101 |110 |115
Viml] |135,8]135,5|134,9|134,5|134,1|133,6 | 133,1 | 132,9 | 132,7
AVmI[[0,2 [0,2 [0,2 |02 |03 |03 |03 |03 |04

t°C]  [28,5 |28 27,5 |27 |26,5 |26 255 |25
Almm] 120 |131 |140 |149 |152 |162 |169 |180
V[ml] |132,6|132,3|132,0|131,8|131,7|131,4|131,2]130,9
AVmI[04 |04 |04 |04 |04 |04 |05 |05

Hodnoty [t, V] vyneseme do grafu, chyby AV vyzna¢ime chybovymi tseckami. Namérené
hodnoty jsou oznaceny kiizkem. Témito body prolozime pfimku, protoze podle teorie predpo-
kladame zavislost V' = at + b. To mizeme provést od ruky nebo nam kifivku muze spocitat
pocitaé. V grafu je regresni pfimka vyznacena tucné. Déle si vyznacime, jak muze tato piimka
vypadat v krajnich ptipadech (v grafu jsou ¢arkované), k tomu vyuzijeme chybové tsecky.
Z naseho grafu ode¢teme a a b pro regresni pfimku a a1,2, b1,2 pro mezni piipady.

a=0443mlK™", b=120ml,

a1 =0,38mlK™!, b =122ml,

az = 0,48 ml-K™*, by = 118 ml.
Odtud méame

a=(0,44+0,06)ml-K™", b= (120=+2)ml
Nesmime ale zapomenout na chybu AVp, kterd ovliviiuje polohu naméfenych hodnot v grafu
ve svislém sméru. Chyba AV, tedy pfispiva k chybé b. Celkové dostavame
b= (120 £ 5) ml.

Relativni chyby a a b jsou

=0,14 a 0b = —— =0,042.
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Obr. 21

Pro teplotu absolutni teploty v Celsiové stupnici jsme si odvodili to = —b/a,
to = —272,700, 0to = da + b = 0,18 = Atg = 48 °C.

Nase naméfena hodnota absolutni nuly je to = (—270 & 50) °C.
Zavér

Chyba vysledku vysla dost velkd. To je ddno tim, Ze jsme zavislost V = f(t) proméfovali
pro teploty hodné vzdélené od absolutni nuly. Jen ndhodou jsme se ,trefili“ tak blizko skute¢né
hodnoty.

VSechny chyby méfeni jsme zminili jiz dfive, jednd se o chybu méfeni h, d, Vj a teploty.
K témto chybam pristupuji chyby systematické. Vzduch v trubici mimo nadobu ma nizsi teplotu
nez vzduch v nadobé. Mérime teplotu vody, vzduch mize mit teplotu jinou, pokud neni zcela
ustavena rovnovaha. Z naddoby muze unikat vzduch a do vzduchu v nddobé se miize vypafovat
voda. Vzduch neni idealni plyn.

Pozndamky k resenim
Vsichni fesitelé se zabyvali déji plynt v uzaviené soustavé a s vyuzitim jejich vlastnosti
urcili absolutni nulu. Byly t¥i moznosti provedeni méfeni: udrzovat konstantni tlak (takto jsme
postupovali my, V ~ T'), udrzovat konstantni objem (musime znit hodnotu atmosférického
tlaku, p ~ T') a nebo méfit, jak se méni tlak a objem plynu pfi zménach teploty (pV ~ T).
Jiny zptsob byl méfit rychlost zvuku ve vzduchu, pro kterou plati v = /K/p, kde K je
modul objemové pruznosti vzduchu. Ze stavové rovnice pro hustotu mame ¢ = pM/RT (M je
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molarni hmotnost vzduchu). Celkové tedy pro rychlost zvuku plati

K
v = —RT.

Zavislost v = f(T) jsme mohli obdobné jako pfi déji idedlniho plynu pro nékolik teplot pro-
mérit.

Naprosta vétsina Fesitellt naméfila hodnotu absolutni nuly v rozmezi 50 °C od skuteéné
hodnoty. Bohuzel jen malokdo se pokusil urcit chybu svého vysledku a jedina Jana Matéjova
ji méla spravné vypocétenou. Ostatni napsali vétSinou néco jako to = (—273 £ 3)°C nebo
odchylku od skute¢né hodnoty.

Na zavér bych chtél uvést na pravou miru to, v ¢em udélalo nékolik Fesitelii chybu. Necht
plyn v uzaviené soustavé prejde izobaricky z jednoho stavu do druhého, pro tyto stavy si
napisme stavové rovnice

pVo = nRTp, pV =nRT.

Oznaéime AT =T — Ty, nR/p je konstanta. Pak po odecteni obou rovnic dostaneme
V=to+ ar—v, (1+@AT> :%(1+iAT).
p pVo To

Pokud bude ptivodni stav plynu pfi 0°C, pak Vy bude objem pti 0°C, AT =t a Tp teplota
0°C v Kelvinové stupnici, tedy velikost teploty absolutni nuly to. Oznaé¢me v = 1/Ty = —1/to,
pak dostavame vztah

V =Vo(1+~t) apodobnétaké p = po(l+~t).

Tyto vztahy Fesitelé pouzivali, ale zapomnéli, Ze Vi a po je objem a tlak plynu pti 0 °C. Nebo
pouzivali vztah V = Vo (1 + yAt), v tomto pfipadé ale neni v konstanta.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.E ... moucha na hladiné (8 bodi; primér 2,91; vesilo 35 studentt)

Z obdélnikové nadoby vylévame vodu pres jednu jeji sténu. Na hladiné plave mrtva moucha.
Proméite, jak se bude moucha pii velmi pomalém vylévani pohybovat. Misto mrtvé mouchy
miizete pouzit jiny odpovidajici pfedmét.

Za dlouhych zimnich veceru nad ulohou badal Honza Housték.

Uvod
Ti z vés, ktefi se rozhodli experimentalni tlohu fesit, jisté zahy zjistili, v cem spociva jeji

zéludnost. Vylévani mouchy jisté neni zadné fyzikalni terno, ale provést experiment, ktery by

v

tak trividlni (pokusy s vét$im mnozstvim vody, navic v zimé, to nikdy nedéla dobrotu).
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Experiment

Pii provadéni pokusu jsme se vydali cestou, kterd ndm umoznovala vylévat vodu témér
konstantnim pritokem. Nase aparatura se sestavala jednak z torza starého détského kolecka,
které mélo ,nakladovy prostor“ prihodné kvadrového tvaru o rozmeérech cca 15 x 30 x 50 cm,
dale z provazku, jenz byl na jednom konci privazany ke hrané nadrzky a druhym koncem
se navijel na kovovou tyCku zasazenou misto vrtidku ve vrtacce upevnéné nad nadobkou —
tedy jakysi rumpalek. Vrtacka byla vybavena regulaci otacek, mohli jsme tedy snadno ménit
rychlost naklapéni a tim mnozstvi vytékajici vody. Misto uhynulého hmyzu jsme pouzili vS§em
dobfe znamé malé polystyrénové kulicky — ty maji tu vyhodu, ze diky velmi malé hmotnosti
takika okamzité reaguji na pohyb okolni vody, naopak jejich nevyhodou je, Zze se pohnou
pfi sebemensim zavanu vzduchu nad hladinou. Tyto kulicky jsme rozptylili po hladiné, coz
nam umoznilo sledovat proudéni vody na rtznych mistech hladiny béhem jednoho méfeni.
Vedle nadoby jsme polozili metr, ze kterého jsme pozdéji odecitali polohu kuli¢ek. VSe jsme
nataceli na digitalni fotoaparat ve videorezimu. Diky tomu jsme mohli proméreni udélat v klidu
a pohodli na velké obrazovce.

Pokud méte tu moznost, zaznamenavejte si podobné experimenty na video. Omezite tim
riziko vzniku hrubych chyb a navic odpada casovy stres béhem méfeni. Pokud do zorného
pole kamery umistite tfeba jesté stopky, ¢asto vam to velice usnadni zpracovani vaseho méfeni
a muzete tak podstatné zvysit piresnost.

Kulicky, které se dostaly prilis blizko ke sténam nadoby, se beznadéjné prilepily, a proto jsme
se jimi dale nezabyvali. Berme je tedy jako zastupce okrajovych jevi. Zajimavéjsi byla situace
blize stfedu hladiny. P#i naklanéni nadoby se nejdiiv nad hranou pfelivu vytvoril meniskus
(opét vliv povrchového napéti vody), po jehoz prasknuti vyteklo relativné vét$i mnozstvi vody
(to je ten skok z 0 cm na 1,3 cm v naméfenych hodnotéch). Poté se proudéni ustalilo a my jsme
mohli zacit s odecitdnim hodnot.

Vysledky

Uvadime zde hodnoty x vzdalenost od pocatecni polohy a t ¢asu pro kulicku pohybujici
se priblizné na podélné ose nadobky. Kulicky, které se nachéazely blize ke sténé nadoby, se
pohybovaly jen nepatrné pomaleji (vlivem tfeni vody o stény je zde proudéni pomalejsi). Jak
se ukazalo, okamzita rychlost pohybu zavisela jen na okamzité, nikoliv na pocatecni poloze
kulicky. Pfedpokldddme, Ze nddoba nijak vyrazné neménila naklopeni, pokud ji oto¢ime o 45°,
tak dojde k zasadnimu ovlivnéni vlastnosti vodniho télesa a jiz nebude splnén nas predpoklad
vylévani za ptiblizné stalych podminek. Proto ndm pro ilustraci zcela postacuje znat prubéh
pohybu jedné kulicky, ktera béhem své ,plavby“ proplula ptes celou hladinu. Kulicky, které se
nachézely pred ni, se pohybovaly stejné, jenom se vylily dfive. Chybu vzdalenosti jsme odhadli
na 3mm, zhruba tolik se jesté dalo z monitoru odecist, ¢as mél chybu zhruba 0,1s. Namérené
hodnoty jsou v nésledujici tabulce, ty jsme dale vynesli do grafu.

t[s] 0 2 1 6 8 10 12 14
z[cm] 0 13 1,7 2,3 2,9 3,7 4,7 5,9
vfems 1] - 0,65 | 0,20 | 030 | 0,30 | 040 | 0,50 | 0,60
t[s] 16 18 20 22 24 26 28 30
z[cm] 74 9,2 12,3 | 16,8 | 21,0 | 26,6 | 38,3 |piepadla
vlems 1| 0,75 | 0,90 | 1,55 | 225 | 2,10 | 2,80 | 585 -

Tabulka: naméfené hodnoty z(t)
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Zajimav€jsi bylo pozorovat, jak se vyviji rychlost v zavislosti na vzdalenosti od pfelivu.
Cim byla kulic¢ka blize p¥elivu, tim rychleji se pohybovala. Rychlosti kuli¢ky jsme pocitali jako
prumérnou rychlost na jednotlivych intervalech.

Ax Ti — Ti—1

tedy wv; =

YT AL i —ti1

Tyto vypoctené hodnoty jsou uvedené v tabulce a vynesené v grafu.
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Obr. 22

v

30 z[cm)]

Obr. 23
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Z grafu vidime, Ze zrychleni daleko od pfelivu bylo pfiblizné konstantni, ale s tim, jak se
kulicka blizila vice k prelivu, vzristalo. Blizko prelivu mame bohuzel méalo naméfenych dat.
Tvar funkce popisujici prubéh rychlosti je zfejmé zavisly na momentalni geometrii vodniho
télesa v nadobé (pokud se budete snazit, vzdy na vase vysledky néjakou funkci napoditate,
je ovSem otazka, jaky to bude mit fyzikalni vyznam). Jinak bude vypadat proudéni vody
v mélkém plechu na peceni a jinak ve vysokém hranolu, na ndklonu nadoby zalezi také. Jisté
by bylo zajimavé rozebrat teoreticky pohyb celé vodni masy, nicméné to presahuje ramec naseho
experimentu.

Dale jsme se zabyvali pfiénym pribéhem velikosti rychlosti proudéni (tedy jak zavisi rych-
lost proudéni na vzdélenosti od podélnych stén). Podle ocekavani byla kulicka blize ke sténé
0 néco malo pomalejsi. Vlivem tfeni o sténu se proudéni na okrajich zpomaluje, ale neni to
vyrazny jev.

Zaveér

P1i tomto typu méfeni neméa cenu provadét zadné statistické zpracovani méreni, jde nam
predevsim o kvalitativni popis déje, narozdil od méfeni napiiklad néjaké konstanty. Presto je
dobré rozmyslet si, jakych chyb jsme se pfi méfeni dopoustéli, jaky vliv na koneény vysledek
tyto chyby mohly mit a jak by se pfipadné daly eliminovat. Znovu zduraznuji, ze vase zavéry
by mély byt podlozeny alespon néjakymi naméfenymi hodnotami, vhodné je nakreslit graf.

Poznamky k doslym resenim

V zadéani ulohy nebylo bliZe specifikovano, jakym zpisobem se ma voda vylévat, bylo tedy
na vas, jakou cestou se vydate. Nabizelo se naptiklad vylévani konstantnim objemovym tokem
nebo stalou rychlosti naklapét nadobu. Dilezité vsak bylo zajistit, aby se zptsob vylévani ne-
meénil. Vzit nadobu rukou a tak néjak podle oka vodu vylévat nebylo to pravé ofechové. Mnoho
z vas se néjakym bliz§im popisem vibec nezabyvalo, a¢ se jednd o dost podstatnou véc. Také
mé piekvapilo, kolik Fesitelt bylo ochotno (nebo to o sobé alespoii tvrdilo) pracovat s mrtvymi
mouchami. Ackoliv to bylo soucasti zadani, za pouziti méné nechutného pokusného objektu
jsem body opravdu nestrhaval. Vhodné bylo pouzit kouski gumy, korku, dfeva a podobné.
Pti opakovaném méreni bylo rovnéz vhodné zajistit, aby vas predmét prili§ nenasakoval vodu,
¢imz by se ménila jeho hmotnost.

Nemalo fesiteli pouzivalo naddobicky doslova miniaturnich rozmért, coz muselo znacné
znesnadnovat samotné experimentovani a také sabotovat veskeré snahy o presnost. Nikdo mi
nenamluvi, Ze udélal kvalitni méreni s kelimkem o rozmérech 5 x 5 x 10cm. V tomto piipadé
platilo ¢im vétsi, tim lepsi. Ostatné jisté jste sami zjistili, Ze moucha ma tendenci lepit se na
stény vlivem povrchového napéti, a ¢im mensi nddobka byla, tim tézsi bylo udrzet mouchu
volné plavat.

Resitelé vétsinou popisovali pohyb bud jako viceméné rovnomérny, nebo rovnomérné zrych-
leny. Zde bych rad upozornil na mozny zdroj chyb. Pohyb plovouciho télesa se mize na prvni
pohled jevit jako rovnomérny, ale po prométeni zjistite, ze tomu tak neni. Tim myslim pfede-
v§im experimentatory, kteri pouze uvedli, Ze se moucha pohybovala rovnomérné, aniz by své
tvrzeni podlozili néjakymi Cisly. Michal Bares

kura@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II1.E ... Zemé je kulata (8 bodi; primer 4,71; vesilo 81 student)

Urcete, na které rovnobézce se nachéazi vase bydlisté. Navrhnéte co nejvice metod a alespon
dvé realizujte.

K uréeni zemépisné sifky (rovnobézky) lze dobfe vyuzit faktu, Ze se Zemé toéi kolem své
osy. Tento jev se projevuje na chovani mechanickych soustav, protoze se nachézime v neiner-
cialni soustavé, a také v tom, co pozorujeme na obloze. Dalsim projevem rotace Zemé je jeji
magnetické pole, jehoz intenzitu mizeme mérit. K urceni zemépisné §itky lze pripadné vyuzit
sklonu osy rotace vuci ekliptice (rovina v niz obihd Zemé kolem Slunce) a kulatosti Zems. To
zpusobuje riuzné vzdalenosti od Slunce béhem roku a projevem je napriklad rtzna teplota na
povrchu Zemé.

Teorie

Zminime zde podrobnéji nékolik metod, které budeme realizovat. Ve vsech budeme predpo-

kladat, ze Zemé je dokonalé koule, a zemépisnou sitkou ¢ bodu X na povrchu Zemé oznacime
thel, ktery svira spojnice stied Zemé — bod X s rovnikovou rovinou.

B —

Obr. 24

Zacneme nejjednodussi metodou, kterou jste vyuzili témér vsichni resitelé. Pokud budeme
za jasné noci pozorovat oblohu, zjistime, Ze se celd ot4éi kolem jednoho bodu (pfi¢innou je
jiz zminéna rotace Zemé). Tento nehybny bod se nachézi velice blizko Polarky. Uvédomime-li
si, ze vzdalenost Polarky od Zemé je ohromna vzhledem k velikosti Zemé, je zfejmé, ze vyska
Polarky nad obzorem je rovna zemépisné $ifce, nebot osa zemské rotace mif{ k ni. Nesmime
ovSem ve vysledku zapomenout na chybu, zbtsobenou nenulovou vzdalenosti Polarky od ne-
hybného bodu no¢ni oblohy (tato vzdélenost se béhem roku méni, vinnou precese zemské osy,

nepfesahuje 1°).
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1éto

jaro podzim

)
%

zima

Obr. 25

Dalsi moznosti, jak urcit zemépisnou $itku, je vyuzit pohybu Slunce po obloze. Budeme
méFit thel Slunce nad obzorem « v pravé slunecéni poledne. Udélejme fez Zemi, aby v ném
lezela zemska osa a spojnice Zemé—Slunce, jak znazornuje obr. 24. Pro zemépisnou sitku potom
dostavame

©=90°+6—a, (41)

kde 6 znaé¢i deklinaci — thlova vzdalenost Slunce od svétového rovniku (v 16té je kladnd, v zimé
zédpornd, v den rovnodennosti nulova). Zbyva uréit deklinaci. Polohu Zemé na obé&zné draze
kolem Zemé budeme parametrizovat thlem 9 (viz obr.25), dklon zemské osy viici ekliptice
oznadime 6o = 23° 25’. Po technickém vypoétu, ktery nebudu uvadét, dostaneme

cosd = /1 — sin? 6o cos? V. (42)

Predpokladejme, ze rychlost obéhu Zemé kolem Slunce je konstantni, potom bude vypocet
uhlu ¥ z datumu snadny, staci si uvédomit, ze mezi zimou (22. 12. 2003 8:01) a jarem (20. 3. 2004
7:48) opiSe pruvodi¢ Zemé na obézné dréze pravy uhel. Zavislost deklinace na datumu je
znazornéna v grafu na obr. 26. Ve skute¢nosti neni rychlost obéhu konstantni, porovnanim
skuteénych hodnot deklinace z hvézdaiské rocenky s hodnotami vypoétenymi podle (42) ale
zjistime, Ze rozdil ¢ini maximalné 0,15 °, coZ s ohledem na presnost naseho méfeni bude bohaté
stacit.
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251
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12/22 01/01 01/11 01/21 01/31 02/10 02/20 03/01 03/11 03/21
Obr. 26

Treti metodu, kterou uvedeme, je mefeni velikosti tithového zrychleni. V domacich pod-
minkéch je jednoznacné nejptresnéjsi méteni z doby kmitu matematického kyvadla. Pro velice
presnd méfeni hodnoty tihového zrychleni se pouziva gravimetr, ktery vyuziva volného padu.
Sestup volné padajiciho télesa ve vakuované nadobé je velmi presné sledovan pomoci lasero-
vého interferometru. Interferenéni prouzky jsou navazany na absolutni standardy délky. Velmi
presné méfeni ¢asu je provadéno pomoci atomovych rubidiovych hodin. Takto je mozné zmérit
tithové zrychleni az na sedm platnych cifer. O takovéto presnosti si budeme moci jen zdat.

Neomezime se pouze na model matematického kyvadla, které ma dobu kmitu 7" = 2=« \/l/7g
Tim bychom se dopustili chyby v fadu desetin procenta, coz si nemuzeme dovolit. Pro periodu
malych kmitt fyzického kyvadla plati

T =2x L,
mgl
kde [ je vzdéalnost osy otaceni od tezisté, I je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose
otaceni a m hmotnost kyvadla. Tihové zrychleni potom uréime ze vztahu
4v3T

9= T2ml . (43)

Kyvadlo jsme realizovali kovovou kulickou na provazku, jehoz moment setrvacnosti je
2 1
I= gMﬁ + MI* + 3l = r)?,
kde M jsme oznacili hmotnost kulicky a m hmotnost porvazku. Dosazenim do vztahu (43)

obdrzime w2 M ) A 2
T T mit —1T

e Y A i Gl oh 44

I= T2 m+M (+5<z) R VIP ) (44)

61



FYKOS, XVII. ro¢énik

Nyni potfeba pfifadit naméfenému tihovému zrychleni zemépisnou sitku. Tihové zrychleni je
vektorovy soucet odstfedivého a, a gravita¢niho ag zrychleni. Pokud budeme predpokladat

2
a0 = w”Rcosp, Qg = X —>

kde w je thlova rychlost rotace Zemé, R je polomér Zemé a M je hmotnost Zemé, dostaneme

M? M
g= \/%2]-?,4 + w? (w2R2 - Z}fﬁ) cos? . (45)

Experimenty ukazuji, Ze je tento vztah dost nepfesny. Chybu zanési pfedpoklad kulatosti Zemé,
o které vime, zZe je na podlech zplostéla. Vyresime to tim, ze budeme pouzivat empiricky vztah
pro zavislost tihového zrychleni na zemépisné Sifce*

g =9,7803185 - (1 + 0,005278895 - sin® ¢ — 0,000023462 - sin” ¢), (46)

ktery se pro nase potfeby velice dobfe shoduje se skute¢nosti. Porovnani vztaht (45) a (46)

najdete v grafu na obrazku 27. Zavislosti se vyrazné rozchazeji pro velké zemépisné Sirky.
Vztah (46) samoziejmé nevystihuje vliv slapovych sil od Slunce a Mésice, nadmotské vysky,

podlozi, okolniho terénu. My je bez obav zanedbame, napiiklad zména nadmoiské vysky o 1 m

zmensi tihové zrychleni o 3-107%m-s™2.

9.841

= = teoreticke hodnoty
— skutecne hodnoty

9.83

9.82

9.81

9.8

9.79

9.78

977 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Obr. 27

9 Na http://gretchen.geo.rpi.edu/roecker/ AppGeo96/lectures/gravity/gravoutline. html

najdete veskeré podrobnosti tykajici se tithového zrychleni.
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Posledni metoda, kterou zde podrobnéji rozebereme, vyuziva gyroskopu. Gyroskop je tézky

vazany na vodorovnou rovinu plati pohybova rovnice
1.Quwcos ¢ §=0

I{L‘
kde ¥ je vychylka z rovnovdzné polohy (severojizni smér), Q je thlova rychlost rotace Zems,
w je uhlova rychlost rotace setrvacniku, I, je moment setrvac¢nosti gyroskopu vzhledem k ose
symetrie a I, je moment setrvacnosti vzhledem k ose na ni kolmé. Setrvacnik tedy bude kmitat
kolem severojizniho sméru s thlovou rychlosti

[ 1,Qw cos ¢
Wy = T

Podobné pro gyroskop vazany na svislou rovinu, jehoZ normaéla mé severojizni smér, plati
pohybovéa rovnice

J+

n I.Qwsin 9
I
Setrvacnik tedy bude kmitat kolem svislého sméru s thlovou rychlosti

[ I.Quwsin ¢
Wg = T

Pro zemépisnou sitku tedy dostavame vztah

tgp = (j) (47)

9 =0.

ve svislé roviné. Vychodiskem miize byt nasledujici postup. Setrvacnik zavésime na provazek,
aby splyval s jeho osou, vytvorfime tak kyvadlo. Pokud setrva¢nik nerotuje, je tthlova rychlost
tohoto kyvadla

mgl
I, +mi?’

w1l =

mgl 1.Quwsin @
I, + ml? I, +mi2’
znaménko v odmocniné zavisi na sméru rotace. Z poslednich dvou vztaht dostdvame vztah

2 2 2 g
Wy = :l:((UQ — wl)m, (48)

W =

ktery ndm umozni urcit ws pomoci jinych dvou méfeni. Nevyhoda této metody je v tom,
ze frekvence wi a w2 jsou relativné blizké, to bude zanésSet velkou chybu, nebot obé& thlové
frekvence od sebe odecitame.

Existuje jesté spousta dalsich moznosti, jak urcit zemépisnou sirku. Mizeme odméfit polohu
slunce nékolikrat za den a tim urcit rovinu, ve které se pohybuje. Rovnéz mizeme pozorovat
pohyb libovolné hvézdy po obloze, z jejich kulminaci lze pak urcit zemépisnou $itku. Neiner-
cidlnost soustavy spojené se Zemi se projevuje Coriolisovou silou, kterou se mizeme pokusit
pozorovat. Jednim z jejich projevi je napiiklad staceni roviny kmita kyvadla (Foucaltovo kyva-
dlo), to je ale obtizné v domacich podminkdch namérit. Dale mizeme zjistovat smér a velikost
intenzity magnetického pole Zemé za pomoci kmitl ty¢ového magnetu.
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Postup méreni

Meéreni vysky Polarky nad obzorem je nejméné naro¢ny experiment, ktery dava relativné
presné vysledky. Vétsina fesiteld se do jeho realizace pustila, z toho divodu jsme se rozhodli
ho neprovadét. UkadZeme zde jiné experimenty, na které si tolik feSitelt netrouflo.

Vysku Slunce nad obzorem jsme méfili pomoci délky stinu vrzené svislou tyckou. Na to
se nam hodila preklizka, kterou jsme rozirezali na deset platkd. Kazdy platek jsme na strané,
ktera bude nahote, zaspicatili. Ustavili jsme si vodorovnou plochu a pokryli ji papirem, aby bylo
mozné zaznaménavat polohy stinu. Potom jsme svisle upevnili pfipravené platky z preklizky,
aby vrhaly stin na nasi kreslici plochu. Pak uz jen stacilo zaznamenéavat délky stinti zhruba
od pil dvanécté, dokud nebyly nejkratsi (pravy sluneéni ¢éas neni totozny se stfedoevropskym,
vinou nerovnomérnosti rychlosti ob&hu kolem Slunce se jejich rozdil béhem roku méni).

Dobu deseti kmiti naseho kyvadla jsme mérili ¢itacem, ktery méri dobu uplynutou mezi
dvéma uréenymi priuchody kyvadla dolni rovnovaznou polohou. Zde byla osvétlend fotodioda,
ktera byla pri priuchodu kyvadla dolni rovnovaznou polohou zastinéna, a ¢ita¢ odstartoval nebo
zastavil stopky. Cita¢ méiil ¢as na 6 platnych cifer, chyba je na jeho posledni ciffe. Vzdalenost r
jsme méFili posuvnym méfitkem, délku ! pasovym metrem (dilek 1 mm).

Jako gyroskop jsme pouZili ru¢ni frézku, kterad spliiuje prepoklady tézkého setrvacniku,
nebot jeji otdcky dosahuji az 300 ot-s™* 8218
ve vodorovné roviné, a mérili dobu dvou jejich kmitt 7). Frézka kmitala kolem severojizniho
sméru. Bylo moZzné mérit pouze dobu dvou kmitii, nebot kmiténi bylo velice pomalé, a kdyz se
pritlumilo, bylo malo patrné. Poté jsme frézku zavésili, aby lanko splyvalo s jeji osou, a méfili
dobu sta kmitl tohoto kyvadla pfi zapnutém (72) a vypnutém (771) motoru. Méfeni 71 a T»
musi byt obzvlasté peclivé, protoze ve vzorci (48) vystupuje jejich rozdil a obé periody jsou
velice blizké. Proto jsme se rozhodli mérit periody sta kmita.

Vysledky méreni
Svinovacim metrem naméfené hodnoty délek tycek h z preklizky a délek jejich stind d

uvadime v nasledujici tabulce spolu s vypoctenymi thly a podle vztahu

h
« = arctg R

d [cm] || 40,00 | 41,60 | 40,30 | 40,55 | 40,60 | 41,40 | 41,05 | 40,85 | 41,55 | 41,70
h [cm] ||29,40 | 29,60 | 29,35 | 29,35 | 29,50 | 29,55 | 29,55 | 29,40 | 29,60 | 29,65
a [°] 36,32 | 35,43 | 36,07 | 35,90 | 36,00 | 35,52 | 35,75 | 35,74 | 35,47 | 35,41

Pramérnd hodnota je @ = 35,76°. Méfeni jsem provedl 7.bfezna 2004, tomuto dni odpovida
podle (42) deklinace § = —5,2° £ 0,2°. Pro zemépisnou §ifku podle (41) dostavame

© = 49,04°.
Zbyva urcit chybu. Chybu méfeni veliéiny h vezmeme jako polovinu dilku méfidla Ah =

= 0,5mm. Chyba veli¢iny d je vétsi, nebot stin, jehoz délku jsme mé&fili, mél neostry okraj,
Ad = 1mm. Chybu thlu a potom uré¢ime podle linearniho zédkona hromadéni chyb

1 Ah  Ad
Ad = . 74——) =3,9°
oy (0

Jda
Aa— %

da
A oa
h+ 9d
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Statistickou chybu miizeme ziejmé zanedbat. Uvazime-li i chybu v urceni deklinace, dostavame
vysledek
@ = 49° £4°.
Naméiené hodnoty doby deseti kmita kyvadla zhotoveného z mosazné kulicky zavésené na
provazku uvadime v nasledujici tabulce.

¢.m. 1 2 3 4 5 6
107 [s] || 20,1002 | 20,1007 | 20,1006 | 20,1001 | 20,0990 | 20,1004

¢.m. 7 8 9 10 11 12
107 [s] || 20,1014 | 20,1010 | 20,1011 | 20,0997 | 20,0999 | 20,0993

Primeérna hodnota a smérodatna odchylka jsou
T = 2,01003s, Ssm = 0,00002s.

Vzdélenost zévésu kyvadla od tézisté je | = (1005 + 1) mm, hmotnost kulicky M = 55,60¢g,
hmotnost provazku m = 0,1376 g, polomér kuli¢ky » = (11,9 + 0,1) mm a amplituda vychylky
A =~ 2cm (tomu odpovida thlova amplituda « & 0,02). Zméfené hodnoty hmotnosti mizeme
vzhledem k ostatnim chybam povazovat za pfesné. Dochazelo k malym vychylkam kyvadla,
mizeme proto bez obav zanedbat jejich vliv na dobu kmitu. Pro vypocet hodnoty tihového
zrychleni pouZzijeme vztah (44).

g=9,805m-s 2.

Nakonec uréime chybu této veli¢iny, pouzijeme linedrni zdkon hromadéni chyb, nebot vSechny
nase chyby jsou systematické. Pro vypocet vychdzime ze vztahu (44), chybu veli¢iny v zavorce
lze zanedbat, nebot je velice blizka jedné. Pro relativni chyby tedy vychazi

d0g =~ 26T + 6l =~ 6l = 0,001.
Vysledna hodnota tihového zrychleni je
g = (9,805 % 0,010)m-s >

Ze vztahu (46) potom urcime rozmezi zemépisnych $ifek, které tomuto tihovému zrychleni
odpovidaji. Dostavame
=44 £12°.

byla [ = (395 &+ 2) mm. Naméfené periody kmitani frézky v riznych polohéch, jak je popséno
vySe, uvadime v nasledujici tabulce. Jsou zde rovnéz vypoctené prislusné ihlové rychlosti podle
vztahu w = 21 /T.
Priameérné hodnoty a jejich smérodatné odchylky jsou
@1 =4,8316rad-s™", s, = 0,0006rad-s" ",
0y = 4.8224rad-s™!, s, = 0,0005rad-s ",
@y = 0,6764rad-s™!, s, =0,0133rad-s .
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Pro zemépisnou sitku ze vztahu (48) a (47) dostavame

(Wi —wd)g o

— 5% =T72,8". 49
wi(g —wil) ’ (49)

Opét se zamyslime nad chybou této hodnoty. Chyba méfeni ¢asu zpusobend nedokonalymi
reakcemi clovéka je asi 0,1s, coz zpusobuje relativni chybu dmw. Celkové chyby thlovych frek-

venci podle
_ 2 Sw 2
ow = \/(5mw) + (37) )

Swy = 0,00086, dws = 0,00083, Jw, = 0,059.

@ = arctg

jsou

Celkovou chybu uréime tak, ze do vztahu (49) dosadime krajni hodnoty jednotlivych veli¢in,
které jsou urceny jejich chybami. Vychazi

Pmax = 82,7°, Omin = 14,4°.
Hodnota zemépisné sifky namefena touto metodou tedy je

©=170° 150,

Diskuse a zavér

Méfeni vysky Slunce nad obzorem v pravé sluneéni poledne ndm dalo nejpresnéjsi vysledek
ze vSech metod. Nejvétsi chyba je zptisobena neostrosti vrzeného stinu. Nabizi se to vyfesit tim,
ze bychom si vzali del$i ty¢. Stin by sice byl delsi, ale zaroven by se zvét§ila neostrost, relativni
chyba by zistala stejna. K vyraznému zptiesnéni bychom museli zvolit jiny ztisob urceni vysky
Slunce nad obzorem.

Ve druhé metodé jsme mérili velice pfesné, presto jsme lepsSiho urceni zemépisné Sirky
nedoséhli. To je zavinéno tim, Ze tihové zrychleni se na zemském povrchu méni az na treti
platné ciffe. Diky tomu, Ze jsme méli k dispozici pfesny pfistroj na méfeni ¢asu, zanasi jedinou
vyrobeného kyvadla tézko zmensime.

Tteti metoda nadm ve vysledku o zemépisné sifce prilis nefekla. Byla by pfesna, pokud
bychom dokazali upevnit gyroskop, aby kmital ve svislé roviné. Tim, Ze jsme to obesli a mé-
fili vlastné kmity fyzického kyvadla, jsme si experiment znehodnotili. Hodnoty w1 a w2 jsou
velice blizké, protoze kmitani gyroskopu je vyrazné pomalejsi nez kmitani fyzického kyvadla.
Ode¢iténi téchto uhlovych frekvenci ve vzorci (48) zpusobilo obrovskou chybu vysledku.

Shrime vysledky vsech metod:

a) ¢ =49° +4°,
b) ¢ = 44° £12°,
) o =70° T

Skutecnd honota zemépisné siiky mista, kde jsme provadéli méfeni, je 50° 6’ 28" (tu mi-
Zeme najit v mapé, pomoci GPS, nebo naptiklad na serveru http://www.mapy.cz). Naméfené
hodnoty se v ramci chyb s touto hodnotou shoduji.
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Poznamky k fesenim

Jak jiz bylo zminéno, drtiva vétsina fesiteld vyuzivala k urceni zemépisné sitky Polarku.
Naslo se i par jedinct, ktefi uréovali polohu Slunce nebo se pokouseli méfit tihové zrychleni (coz
vzhledem malé presnosti nevedlo k zddnym vysledktim). Jiné realizované metody se v FeSenich
bohuzel nevyskytly.

Piekvapilo mé (a zaroveri zklamalo), Ze vsichni Fesitelé povazovali odeéteni zemépisné sitky
z mapy (¢i nalezeni nékde na internetu) za fyzikalni experiment. Takto zjisténd hodnota mize
byt pouzita jediné jako kontrolni idaj. To je, jako kdybychom vam zadali urcit elementarni
naboj a vy ho nasli v tabulkach a poslali jako feSeni experimentalni alohy.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... Kolumbovo vejce (8 bodi; primeér 4,75; tesilo 16 student)

Roztocte vajicko na Spicce a zmérite frekvenci, pii které tato poloha prestane byt stabilni
(tj. vajicko se zacne todit ve vodorovné poloze). PouZijte bézné slepi¢i vejce natvrdo uvafené.
Muzete se pokusit i o teoreticky model a srovnat ho s vasimi vysledky. Dobrou chut!

Vagicko roztacela Lenka Zdeborovd.

Teorie

Neni jednoduché vytvorit néjaky teoreticky model, protoze neni tak uplné jasné, z jakého
dtivodu se vajicko preklopi. Jedna se tedy spiSe o odhad nez o seriozni predpovéd. Pristupt
je nékolik. Lze naptiklad vyjit z energetického hlediska a spocitat, pri jaké rychlosti rotace
je poloha vajicka nestabilni. V autorském feSeni vyjdeme z predstavy, ze vajicko se preklopi,
pokud bude rychlost precese srovnatelna s rychlosti otaceni. Pro tthlovou rychlost precese €2
plati M = LQsin p, kde ¢ je thel odchyleni osy vajicka od svislé osy, M moment tihové sily
a L moment hybnosti vajicka. Potom dostavame

mgr cos ¢

2= onfJ

kde r je vzdalenost tezisté vajicka od bodu dotyku s podlozkou a J moment setrvacnosti kolem
osy symetrie. Z tohoto pristupu plyne pro frekvenci preklopeni

fa 1 Jmgrcosy
~on J

Pokud vajitko povazujeme za pfiblizné homogenni rotaéni elipsoid (J = mb®/10) a thel od-
chyleni je pfitom maly, pak se vysledek zjednodusi na

1 [5ga
frv% 1)727674HZ7

kde a je délka vajicka a b sitka vajicka. Pouzité vajicko mélo parametry: m = 56 g, a = 5,2 cm,
b=4,0cm.
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Postup méreni

Postup méreni silné zavisi na vybavenosti doméaci laboratofe. Pokud nemame doma zadné
specialni vybaveni, spokojime se se stopkami. Na spic¢ku vajicka nalepime papirek tak, aby bylo
mozno pomoci néj pocitat otacky. Pak jiz nezbyva nez vajicko roztocit, zmérit prislusny cas 7',
pocet otacek N a pomoci vztahu 1
I= NT
spocitat frekvenci f.

Neni ale v lidskych silach sledovat pouhym okem tak vysoké frekvence. Proto je prakticky
jedinou moznosti vSe natocit na kameru. Pokud m4 nase kamera zabudovanou ¢asomiru, neni
problém frekvenci dopocitat. Pokud tomu tak neni, umistime vedle vajicka stopky. Pfi pou-
ziti digitélnich fotoaparati v rezimu video je nevyhodou nizkd snimkovaci frekvence (obvykle
okolo 15Hz).

Nejlepsi metodou je pouziti pokrocilé vypocetni techniky. Existuji rtizné elektronické expe-
rimentalni systémy napojené na poéita, jako je tieba ISES (Inteligentni Skolni Experimentélni
Systém).

Viysledky méreni
Jednim z téchto zptsobti zmétfime ¢as T pro 10 otacek.

méreni|1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 10
T[] |1,17[1,20[1,23[1,23[1,28 [1,16 | 1,31 [1,34 1,19 1,24

Pro stiedni hodnotu dostaneme 7' = 1,24s. Jako systematickou chybu vezmeme nejmensi
dilek casu, coz je ATsys = 0,1s. Statistickou odchylku spocteme ze vztahu

Ar:ljs.t =

Po dosazeni dostaneme ATy = 0,03s. Celkovou chybu spocteme ze vztahu

Az = \/(Aa:sys)2 + (3Azs)2.

Pro vysledny ¢as tedy plati: T' = (1,24 £ 0,09) s. Chyba ¢asu je tedy asi 7 %. ProtozZe relativni
chyby T a f jsou stejné, muzeme psat konecny vysledek ve tvaru

f=(8,0+0,6) Hz.

I kdyz se namérend hodnota neshoduje v ramci chyby s teoreticky predpovézenou hodnotou,
tadove si vysledky odpovidaji. Neshoda zfejmé prameni z ne Gplné pfesného teoretického mo-
delu.
Poznamky k doslym resenim

Resitelé se podle svych vysledki rozdélili do dvou skupin. Prvni skupiné vysla frekvence
v rozmezi 5 — 8 Hz, stejné jako tomu je v autorském feseni. Druha skupina naméfila hodnotu
1,5 — 3Hz. Neumim si tento rozpor vysvétlit. Je sice mozné, ze vajicko méa pfi rotaci vice
nestabilnich poloh, ale nabizi se i prozaictéjsi feseni a to, ze néktefi fesitelé postavili vajicko
na bok misto na S$picku. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V. E ... bobfik mireni (7 boddi; primeér 5,00; vesilo 7 studenti)

Jaro zacina a je pravy cas zacit sportovat. Mezi mnohé sportovni aktivity patii mimo jiné
tenis. A my vam vychdzime vstric! Vasim tkolem je zjistit, jakou rychlost musi mit tenisovy
micek, aby rozbil okno. Nezapomerite provést dostatek méfeni, abyste mohli vase zjisténa data
statisticky zpracovat. Jarda Trnka vycetl ze sbirky P. Kapicy.

Motivace tdlohy

Mnohym se jisté zdalo zadani tlohy pfinejmensim podivné. Neslo vSak o ndhodny rozmar
prasténych organizatort. Uloha pochazi z vazené sbirky piikladt nositele Nobelovy ceny za, fy-
ziku Petra Leonidovic¢e Kapicy Fyzikalnyje zadaci. Tolik jen pro ty, co snad pochybuji o vysoké
kvalité FYKOSich tloh.

Pravdou je, ze s méfenim jsou spojeny bud urcité investice (pokud si okno zakoupite), nebo
néjaké ty nepiijemnosti (pokud rozbijite stale jesté slouzici okno). To vSak experimentdtora
nesmi odradit. Vyzkum je na prvnim misté!

Metoda méreni a teorie

Na webové strance http://star.tau.ac.il/QUIZ/ si zadjemci mohou nalézt teoretické predpo-
védi rychlosti. Hledejte tam tlohu Breaking windows z roku 1997. Vypocet neni jednoduchy,
proto ho zde nebudeme uvadét.

Jak vlastné pfi tomto nestandardnim meéfeni postupovat? Tak hlavné musime néjakym
zptsobem urcit rychlost dopadajiciho micku. To neni viibec tak jednoduché, jak se na prvni
pohled zda. Pokud bychom na okno micek hazeli z néjaké vzdalenosti, tak budeme mit velké
problémy s méfenim doby hodu (z té pak uré¢ime rychlost micku). Jediny rozumny zpisob jak
zaruCit dostatecné dlouhy let micku je vrh svisly vzhiru. Vyhodime tedy micek do vzduchu,
budeme méfit ¢as a budeme doufat, Ze spadne na pfichystané okno. (Nebo muzeme mickem
hézet postupné z prvniho az n-tého patra vicepodlazniho domu na okno na chodniku). Vétsinou
nam sice micek spadne mimo sklenénou plochu, ale pokud se trefime, budeme mit méreni vcelku
presné.

Metoda méteni bude tedy nésledujici. Vyhodime micek do vzduchu a budeme mérit cas t,
za ktery spadne na prichystané okno. Pro rychlost v bude platit

t
v= %.
Nezbyva tedy, nez se pustit do méfeni.
Viysledky méreni
Méfeni samotné bylo poznamenano mensim rozmeérem sklenéné plochy, tudiz velka cast
vrhi koncila Gplné mimo danou oblast. No, nakonec pfece jenom par pokusid skoncilo tam,

kde meélo, a i k rozbiti okna doslo. VSechny pokusy, které skoncily paddem micku na sklenénou
desku, jsou zaznamenany v tabulce.

Cas t[s] |rychlost v[m-s '] [rozbiti
1,15 5.6 ne
1,87 9,2 ne
2,77 13,6 ne
2,01 143 ne
3,41 16,7 ne
3,67 18,0 ano
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Vysledek nelze jednoznaéné stanovit. Bude to zfejmé nékde mezi hodnotami 16,7 m-s™*

a 18,0m-s~!. Chybu mé&Feni ¢asu odhaduji na 0,2s, coz davé relativni chybu asi 5%. Ostatni
chyby lze tézko stanovit (jako tfeba nekolmy dopad mic¢ku na okno). Proto celkovou chybu
odhadneme. Vysledek pak mizeme napsat ve tvaru

v=(18+2)ms "

Na uvedené internetové adrese odhaduji velikost rychlosti mezi 20 a 30 m/s. V zasadé je tedy
vysledek tohoto experimentu ve shodé s teoretickou predpovédi. Samoziejmé tato hodnota neni
viibec smérodatnda pro vSechna okna. Néjaké je tenci, jiné tlustsi, takze rozptyl vysledk miize
byt dost velky.
Poznamky k doslym fesenim

Reseni neptislo mnoho. V&ichni, co se pokusili néco naméfit, si zaslouzi pochvalu. Slavo
Takac¢ bohuzel nepfemluvil matku, aby obétovala okno ve prospéch védy, Tomds Bedndrik
nemél po ruce tenisak, tak musel hazet na okno kameny, Jendovi Valdskovi se zase nechtélo
utracet za nové okno, pouzil tedy misto ného balici papir. Ze dvou dalsich fesiteld by mél pan
Kapica také radost — z Martina Konecného a Petra Dvordka, kteri nelitovali obétovat okna ve
prospéch védy. Jarda Trnka

jarda@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha VI.E ... do dna (8 bodi; primeér 5,36; vesilo 14 studentd)
Do dna védra zhotovte maly kruhovy otvor a védro napliite vodou. Zmérte, jak zavisi doba
vytoku vody na pocatec¢ni vysce hladiny. Naméiené hodnoty porovnejte s teorii.
Na schiizce FYKOSu vymyslel Miro.

Do posledni série jsem si pro vas pripravili jednoduchou experimentalni tlohu. Kli¢ové na
ni bylo srovnani teorie a experimentalnich vysledk, proto za¢néme teorii.
Teorie

Dulezité je uvédomit si, jak budeme experiment realizovat, a podle toho formulovat teorii.
My jsme pouzili vadlcovou nadobu s malym otvorem ve dné. Protoze voda bude z nadoby
vytékat pomalu a rychlost vytékani se bude také ménit pomalu, miZzeme déj povazovat za
pfiblizné ustalené. Takze pouzijeme Bernoulliho rovnici,

1
p+ hog + 5,91)2 = konst.

Tlak kapaliny je nahofe v nddobé a u vytoku stejny (je roven atmosférickému). Pokud ozna-
¢ime vg rychlost poklesu hladiny a v vytokovou rychlost z otvoru, pak dostavame

v® = v% + 2hg.

Potiebujeme ziskat vztah pro vr v zavislosti na vysce hladiny. Vyuzijeme rovnici kontinuity

2 2 2
mrfv = nR vk

a dostavame
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Tuto rovnici mizeme Fesit separaci proménnych. Oznac¢ime-li H jako pocateéni vysku hladiny
a t Cas, za ktery voda vytekla, potom integrujeme
0 t
dh 2
dh 129 / ar.
H h R 1 0
ELE

r

Pro dobu vytoku dostavame

R4 2H R? 2H
t=\—F -1/ — R —5 /] —.
\ 4 \/ P 2 P (50)

Na zaveér teoretického iivodu se zamysleme nad moznymi odchylkami teorie od skutec¢nosti.
Predpokladali jsme proudéni ustalené, které je ve skutecnosti nestacionarni. Proto bude teorie
davat mensi Casy vytoku, nez jsou ve skutecnosti. Ve vypoctu jsme také zanedbali viskozitu
vody, kterd se projevuje tak, Ze rychlost vody neni v celém prufezu otvoru stejné, efektivné
tedy snizuje polomér r. Dale m4 vliv tvar naddoby, v nasem pfipadé je ,,dokonale ziZena*, nebot
v rovném dnu mame maly otvor. To ma za nasledek, ze elementy vody narazeji do dna a méni
smeér své hybnosti, tim se tedy také snizuje rychlost vytoku vodu. Experiment by mél proto
davat delsi casy vytoku, nez predpovida teorie.

Postup méreni

K tspésnému provedeni experimentu je potifeba mit valcovou nddobu s malym otvorem ve
dné. Proto neni moc vhodné pouzivat kbelik, protoze ten nemé konstantni prifez. Vyrobime
si vlastni nddobu napiiklad z plastu tak, ze k plastové routre o vnitinim poloméru R pfilepime
(napriklad pomoci tavné pistole) rovné dno s dirkou o poloméru r. Celou aparaturu pevné
upevnime a plnime ji vodou do riaznych vysek. Pfi odméfovani ¢asu, za ktery se nadoba vy-
prazdni, necekame do okamziku, kdy je nadoba zcela prazdnéa. Lepsi je postupovat tak, ze si na
niadobé udélame rysku ,nulové vysky“ a méfime Cas, nez hladina klesne na tuto rysku. Pfesny
okamzik vyprazdnéni nadoby nelze totiz urcit. Dobu vytoku budeme prométrovat pro dvanact
ruznych vysek, pro kazdou vysku provedeme tii méfeni. Abychom zajistili béhem vSech téchto
t¥i méfeni stejnou pocateéni vysku hladiny, nalévame do naddoby vzdy stejny odméreny objem
vody.

Cas méfime na stopkach, vysku hladiny a primér nadoby svinovacim metrem a priimér
otvoru posuvnym méfitkem.

Vysledky méreni

Po zhotoveni aparatury jsme zmérili primér nddoby a otvoru
2R = (124 £ 2)mm, 2r =(8,0£0,5) mm.

Doby vytoku pro jednotlivé pocatecni vysky hladiny jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
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Hlmm]| | t1[s] | t2[s] | ts[s] | t[s] | At[s]
41 | 291 | 27,6 | 27,9 | 282 | 2.4
83 | 41,3 | 43,0 | 40,8 | 41,7 | 2.8
124 [ 52,1 |5L4 |5L,7 |5L,7 | 2,1
166 64,6 | 63,1 | 64,0 | 63,9 | 2,4
207 | 74,1 | 754 | 75,0 | 748 | 2,3
248 83,2 | 84,1 | 83,6 | 83,6 | 2,1
290 90,8 | 90,5 | 89,2 | 90,2 2,5
331 | 959 | 943 | 944 | 949 | 2,5
373 100,2 | 98,9 | 99,2 | 994 | 2,3
414 |108,7 |106,2 |104,3 [106,4 | 4,3
455  [120,4 |115,2 |117,1 |117,6 | 5,0
497 131,6 |124,3 |127,0 |127,6 | 6,7

V poslednim sloupci je uvedena chyba hodnot t. Ur¢ime ji ze vztahu
At = (3ssm)2 + S[2n>

kde ssm je smérodatna odchylka a sn, je chyba méfeni, kterou v nasem pripadé odhadujeme na
2s (podle toho jak pfesné bylo mozné urc¢it okamzik, kdy hladina klesla na ndmi vyznaéenou
rysku). Tyto hodnoty ¢ spolu s chybovymi tse¢kami At vyneseme do grafu v zavislosti na H
(viz obr. 28). Hodnoty H povazujeme za pfesné, nebot jejich chyba je vzhledem k chybé méfeni
Casu zanedbatelna.

tfs]
A

120

100 |
80

60 -
40
20

0

0 100 200 300 400 500 H[mm]
Obr. 28
Do grafu rovnéz zakreslime teoretickou kiivku danou vztahem (50). Jeji hodnoty jsou oviem
také zatiZeny chybou, nebot nezname ptesné r a R. Pro relativni chybu teoretickych hodnot

plati
Otteor = 207 + 2AR = 8%.

Diskuse a zavér

7 grafu jasné vidime, Ze i kdyz uvazime chybu teoretickych hodnot, tak ndm naméfené
hodnoty doby vytoku vyjdou vétsi nez teoretické. To potvrzuje nase ocekavani, které jsme
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rozebrali v teoretickém tvodu. Naméfené hodnoty maji i podobny pribéh jako teoreticka
kfivka, jenom posledni t¥i hodnoty uhybaji k vétsim castim. To je pravdépodobné zptisobeno
zménou charakteru proudéni.

N4&s teoreticky model tedy neodpovida skutecnosti. Zmensovanim velikosti otvoru se mu
ale mizeme dosti ptiblizit. V technické praxi se zavadi rychlostni koeficient, ktery charakteri-
zuje rychlost vytoku kapaliny z otvoru, a koeficient vytoku, ktery charakterizuje tvar nadoby.
S jejich uvazenim by se teoretickad kiivka a naméfené hodnoty v ramci chyby shodovaly.

Poznamky k doslym resenim

S vétsinou doslych fesenich jsem byl velice spokojen, relativné hodné feseni bylo ohodnoceno
plnym poétem bodu. Resitelé ptistoupili k problému dobfe a vypofadali se i s teorii. Z déivodu
Casové tisné jsme si s dovolenim vyptjc¢ili naméfené hodnoty Tomdse Bedndrika, moc mu

Slwieme.
dékujeme Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

O ¢em to bude?

Letosni serial se bude zabyvat elektromagnetizmem. Jedna se o disciplinu, o jejimz praktic-
kém i teoretickém vyznamu nelze pochybovat. O praktickych aspektech se ziejmé neni tieba
zminovat, na elektromagnetickém zakladé je zalozena vétsina dnesni techniky od velkych stroj
po miniaturni elektroniku. Nemensi revoluci ovSem zptisobil objev teorie elektromagnetického
pole v samotné teoretické fyzice.

O tomto textu

Nez se pustime do fyziky, pokusime se popsat, co 1ze o¢ekavat od tohoto seridlu. V zadném
piipadé ho nelze zaméfiovat s uéebnici®, tu ostatné budete pravdépodobné pfi jeho &teni Gasto
potfebovat. Cilem je popsat nékteré ¢asti této jinak velmi slozité a obsahlé discipliny, a to
pokud mozno pro stfedoskoladka srozumitelnou a zajimavou formou.

P1i ¢teni seridlu méjte neustale na paméti, Zze je tu pravé pro vis. Nemuzeme samoziejmeé
vyhovét viem, nékdo se z né&j p¥ilis nového nedozvi® a jinému se bude mozna zdat piflis tézky.
Chceme se proto pohybovat na takové urovni, kterd bude vyhovovat co nejvice ¢tenaium. To
se nam ovSem nepodaii bez vagich ohlasu.

Na adresu serial@fykos.mfF.cuni.cz posilejte veskeré dotazy a ptipominky, at uz ptjde o upo-
zornéni na chybu, dopliiujici dotaz k vykladu ¢i pfani na obsah dalsich dild. V zddném piipadé
se nebojte napsat, Ze jste néco nepochopili. Bude-li vas vice, pokusime se k tématu podrobnéji
vratit 1 v dalsich dilech. Kazdy ohlas nam pomuze zlepsit kvalitu seridlu.

Kapitola 1: Co to je pole?

Spetka historie

Na zacatku 19. stoleti byly zndmy nékteré jevy, které v soucasné dobé vysvétlujeme elek-
tromagnetickou teorii. Nejprve se elektfina a magnetismus vyvijely oddélené, ale pomérné brzy
bylo jasné, ze navzajem souvisi. Napf. vodi¢ s proudem vytvari magnetické pole a zména mag-
netického pole vytvari pole elektrické. Pestry fetéz experimenti a dil¢ich teorii zavrsil roku 1873
skotsky fyzik a matematik James Clerk Maxwell formulaci tzv. Maxwellovych rovnic pro elek-
tromagnetické pole.

Elektricky naboj

Nez si vysvétlime, co to vlastné je elektromagnetické pole, je tieba zminit jiny pojem —
elektricky ndboj. Podobné jako hmotnost je elektricky naboj vlastnosti hmoty. Vétsinou o ném
hovofime v souvislosti s elementdrnimi ¢dsticemi — ty jsou bud elektricky neutralni (maji nulovy
naboj), nebo nesou elektricky naboj uréité velikosti. Narozdil od hmotnosti mtze elektricky
naboj nabyvat kladné i zdporné hodnoty, mluvime o kladném a zdporném ndaboji. Jednotkou

%) Napf. B. Sedlak, R. Bakule: FElektrina a magnetismus, SPN, Praha 1973, 1980, 1986.
6 Cely prvni dil je prevazné o zavedeni zakladnich pojmi. Kdo se pfi jeho ¢teni bude nudit,
muze nam misto toho poslat ndméty na dalsi dily.
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naboje v soustavé SI je coulomb (C), o jeho definici se zminime pozdéji. Znadi se vétsinou Q
¢iq.

N4boj neutronu je nula, proton a elektron maji stejné velky naboj” opa¢ného znaménka
o velikosti e = 1,602176462 - 10~ 1° C, tzv. elementdrni ndboj. Historicky byl stanoven® naboj
protonu kladny a elektronu zaporny.

Dulezitou vlastnosti elektrického naboje je jeho ,nezavislost na nicem“. Elektron ma naboj e
nezavisle na tom, kde se nachazi, jak rychle se pohybuje, jak a s ¢im interaguje, ¢i z jaké
soustavy ho pozorujeme. Ze specidlni teorie relativity vime, ze hmotnost takové vlastnosti
nem3)!

Interakce elektrickych naboji

Veskeré elektromagnetické jevy néjakym zpusobem souvisi s elektrickym nabojem. Ano,
i magnetické! Jednim z duvodi, pro¢ jsou elektfina a magnetizmus neoddélitelné, je prave
fakt, Ze neexistuji zadné magnetické naboje. Zjednodusené lze Fict, ze celd elektromagneticka
teorie je o popisu vzijemného pisobeni elektrickych naboju®.

Ted mozna néktefi z vas vylovili z paméti tzv. Coulombtiv vzorec pro silové plisobeni mezi
dvéma néaboji a uvédomili si, Ze na ném asi nebude vse zcela v poradku. Podle tohoto vzorce
na sebe dva naboje ptisobi navzajem opa¢nymi silami (akce a reakce) ve sméru jejich spojnice
o velikosti F = kQ1Qz/r* (r je vzdalenost naboji o velikostech @1 a Q2 a k je konstanta),
sily jsou odpudivé pro souhlasné nabité a pritazlivé pro opacné nabité naboje.

Pokud by Coulombtv vzorec bez omezeni platil, pak by jim byl (v duchu pfedminulého
odstavce) popsan cely elektromagnetizmus. Tak jednoduché to ale neni. Pohne-li se napt. jeden
z naboju, neprojevi se zména sily na druhy naboj okamzité, ale s urcitym zpozdénim. Pohy-
buji-li se oba naboje, pridava se ke coulombické sile jesté dalsi slozka, ktera, jak se dozvime,
odpovidd magnetickému pusobeni. Coulombuv zakon presné plati pouze pro naboje, které jsou
neustale v klidu (tzv. elektrostatika).

Co to tedy je to pole?

Ukazuje se, Ze opravit néjakym jednoduchym zpisobem Coulombuv vzorec tak, aby za
kazdé situace spravné udéaval silové pusobeni dvou naboji, neni mozné. Misto toho se zavadi
prostfednik, kterym je pravé elektromagnetické pole. Predstava o vzajemném ptisobeni ndbojt
je upfesnéna. Naboje vytvari v prostoru entitu zvanou elektromagnetické pole, jeji vznik a
chovani popisuji jiz zminéné Mazwellovy rovnice. Toto pole pak na naboje, které se v ném
nachézi, pusobi silou. Tato sila je souctem elektrické a magnetické sily a nazyva se Lorentzova.

Teorie se ndm tedy rozpada do dvou ¢asti. Jedna bude popisovat ptisobeni elektromagne-
tického pole na naboje. Tato ¢ast je triviadlni a je obsazena ve vzorci pro Lorentzovu silu dale
v tomto textu. Druha ¢ast bude popisovat chovani a vlastnosti elektromagnetického pole. Jak
uz jsme zminili, budou zde hlavni roli hrat Maxwellovy rovnice.

Elektromagnetické pole 1ze tedy povazovat za formalni matematicky prostiedek slouzici
k popisu interagujicich ndboji. Ukazuje se ovSem, ze fyzikalni vyznam elektromagnetického
pole je hlubsi a Ze je t¥eba ho chapat jako néco, co skuteéné v prostoru existuje (podobné jako

™) 1 ostatni elektricky nabité ¢astice maji stejné velky naboj, pfipadné jeho racionalni nasobek,
nicméné pro samotnou elektromagnetickou teorii neni toto ,kvantovani naboje* podstatné.
8) Lze to chapat jako jistou konvenci, z4dny fundamentélni divod v této volb& neni.

ale nelze ani vytvorit, ani detekovat, je to tedy také forma interakce mezi naboji.
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tam existuji ndboje nebo hmota). Jednim z hlavnich argumenti je fakt, ze pole ma takové
vlastnosti jako energii & hybnost!°.

Co to znamend matematicky

Elektromagnetické pole ma dvé slozky — elektrickou a magnetickou. Obé jsou tzv. vektorova
pole, tj. v kazdém bodé prostoru je uréen vektor udavajici ,silu“ tohoto pole v tomto bodé.
Tato ,sila“ se u elektrického pole naz§va elektrickd intenzita, znaéi se E a ma jednotku V-m™?.
U magnetického pole to pak je magnetickd indukce znacend B s jednotkou Tesla (T).

Matematicky je tedy celé pole dané Sesti funkcemi ¢ty¥ proménnych (tii slozky E a tii
slozky B jsou funkcemi prostorovych soufadnic a v pfipadé nestaciondrniho pole i ¢asu). Je
dtlezité si uvédomit, ze pole neni narozdil od veli¢in jako je hmotnost ¢i sila uréené jednim ¢i
vice Cisly. Je tfeba znat velikost a smér pole v kazdém bodé oblasti, ve které ho zkoumame!

Lorentzova sila

Na naboj ¢ umistény v elektrickém poli ptsobi (elektricka) sila F. = ¢E. Znaménko naboje
je dulezité — na kladny néboj ptsobi sila ve sméru E, na zaporny naboj v opa¢ném sméru.
Vektor E bereme pochopitelné v misté, kde se pravé nachézi ndboj. S magnetickou silou je
Komu nic nefikd kiizek v tomto vzorci, mél by co nejdfive zalistovat néjakou ucebnici (nebo
vyhledat uéditele matematiky). Jde o vektorovy soucin dvou vektort, jeho znalost se vam bude
hodit mnohem castéji nez jen pri vypoctu magnetické sily.

Uloha I.S ... elektromagnetické pole

a) V prostoru je homogenni magnetické a elektrické pole (homogenni pole méa svou veli¢inu
vSude stejnou co do velikosti i sméru). Je ddna velikost E i B a tyto vektory jsou na
sebe kolmé. Jak se musi pohybovat elektron, aby na néj nepusobila zadna sila? Jak je to
v pfipadé, ze E a B sviraji thel 60°7

b) Jak bylo feéeno v seridlu, pfi pfemisténi jednoho naboje se nezméni sila plisobici na jiné
naboje hned. Pokuste se na zdkladé tohoto faktu vysvétlit, pro¢ mé elektromagnetické pole
hybnost.

Co je to elektrostatika?

Nez se pustime do samotného vykladu, musime si vymezit pojem elektrostatiky. Jak jsme
si jiz fekli v minulém dile seridlu, ma elektromagnetické pole dvé slozky — elektrickou a mag-
netickou. Tyto dvé slozky nejsou az tak tplné nezavislé — pokud to jesté nevite, tak vézte,
ze proménné elektrické pole vyvolava proménné magnetické pole a naopak. Tomuto jevu se
fika elektromagneticka indukce. V elektrostatickém poli, jak uz nazev napovida, bude v tomto
ohledu stacionarni stav. Elektrické pole se zde neméni, coz znamena, ze se neindukuje magne-
tické, a proto elektrostatické pole je reprezentovano pouze vektorem elektrické intenzity E.

19V tom smyslu, e miize energii a hybnost ziskdavat od naboji nebo ji ndbojim predévat, bez
zapocitani pole neplati zdkony zachovéani. O zédkonech zachovani v elektromagnetickém poli se
podrobnéji zminime v dalsich dilech.
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Intenzita

Uvazujme dva statické (nepohybujici se) bodové naboje g1 a g2. Silové piisobeni prvniho
naboje na druhy muzeme vyjadrit ve tvaru

1 ¢

F =qE, kd =
9=, ¢ 4dmeg r3

(51)

Velicina E predstavuje vektorové pole, nazyva se intenzitou elektrostatického pole a je to
vlastné sila, ktera ptsobi v daném bodé na jednotkovy kladny elektricky naboj. Jak vidime ze
vztahu (51), zavisi E v elektrostatice pouze na vzdalenosti naboju.

Dilezita vlastnost elektrické intenzity je jeji aditivita. To znamen4, ze pokud mame soustavu
vice bodovych nabojt, je vyslednd intenzita v urcitém bodé soucet intenzit od jednotlivych
naboju. Tato skutecnost se nékdy nazyva také slovy princip superpozice nebo linearita. Ale
pozor! V tomto pripadé nejde o aritmeticky soudet, ale jde o soucet vektorovy (mnozi si jisté
vzpomenou na dopliiovani na rovnobéznik).

Pro ziskani predstavy o pribéhu pole dané soustavy naboju je vyhodné zavést tzv. silocdry,
coz jsou orientované kfivky a maji tu vlastnost, ze vektor intenzity ma ve vSech bodech této
kiivky smér tecny. Silo¢ary vzdy vychézeji z kladnych nabojiu a vstupuji do zapornych. Pokud
je pri ruce jen kladny, resp. zaporny naboj, siloary se rozbihaji od naboje do nekonecna,
resp. sbihaji k ndboji z nekone¢na. Hustotou silocar je mozné vyjadrit velikost intenzity pole
podobné, jako lze na mapé vyjadrit pfikrost svahu hustotou vrstevnic. Mizete si rozmyslet,
pro¢ maji silo¢ary izolovaného bodového naboje tvar primek a pro¢ se obecné nikdy zadné dvé
silo¢ary nemohou protnout.

Potencial

Elektrické intenzita E neni jedinou veli¢inou, kterou lze popsat elektrostatické pole. Casto
se pouziva elektricky potencidl ¢. Je to narozdil od intenzity veli¢ina skaldrni, tj. v kazdém
bodé je reprezentovana éislem (skaldrem). Stejné jako intenzita E souvisi se silou, potenciél ¢
souvisi s energii (a to potencidlni, jak ndzev napovidd). Mame-li opét bodové néboje ¢1 a g,
vyvolava prvni ndboj kolem sebe pole s potencidlem o velikosti

1 q1
= =, 52
¢ dreg T (52)
N&aboj g2 ma v takovém poli potencidlni energii o velikosti
Ey = qp. (53)

Stejné jako intenzita je i potencidl aditivni, ale protoze je to skalar, mizeme jednotlivé poten-
cialy prosté scitat.

Pomoci potencidlu mizeme vyjadrit také praci vykonanou polem pii pieneseni naboje.
Oznacime-li pocate¢ni bod indexem 1 a koncovy indexem 2, musi ze zédkona zachovéani energie
platit

W = Ep1 — Epa = q(p1 — ¢2).

Jak vidime, vykonana prace zévisi pouze na velikosti pfenaseného naboje a na velikostech
potencidlu v poc¢ateénim a koncovém bodé. To je ovSem velmi dilezity poznatek. Prace totiz
nezavisi na kfivce, po které jsme se dostali z poc¢atecniho do koncového bodu (mohla to byt
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prosté piimka, ale také ptilkruznice). Takovato pole oznacujeme jako konzervativni a patii
mezi né kromé elektrického také napt. gravitacni pole.

Dulezita velicina, ktera souvisi s potencidlem, je napéti mezi dvéma body. To je jednoduse
definovano jako rozdil potencidli v téchto bodech U = ¢1 — ¢2. Pomoci ného mizeme vztah
pro praci v elektrostatickém poli prepsat do tvaru W = qU. Zajimavou otazkou je, co se
stane, kdyz ve vztazich (51) a (52) dosadime nulové r. V tomto pfipadé by byly obé& hodnoty
nekonecné. Abychom tomu pfedesli, definujeme E i ¢ pouze pro r > 0.

Souvislost mezi intenzitou a potencidlem

Mezi vektorovou funkci E = E(r) a skalarni funkci ¢ = ¢(r) plati vztah
E(r) = —=Vp(r). (54)

Symbol V¢ znaci vektor
Op Op O
Vo (90 90 92\
ox’ Jy’ 0z
nazyvany gradientem funkce ¢. Elektricka intenzita ma tedy smér nejvétsiho poklesu potencialu
(znaménko minus), coz pravé vyjadiuji parcialni derivace.

TakZe pokud mame zadany potenciél ¢ jako funkci polohy, miZeme z ni jednoznaéné uréit
velikost intenzity v kterémkoliv bodé. Ale plati to i obracené? Skoro ano. Protoze pfi vypoctu E
z ¢ jsme museli derivovat, budeme muset pfi obraceném postupu integrovat. Zatimco derivace
funkce je jednoznaéna (pokud existuje), tak vysledek integralu je uréen az na konstantu. Zde se
jedna o integral kiivkovy, to znamenad, Ze jdeme po integrované kiivce E a secitdme postupné
souCiny E - dr, tedy

p=— / E -dr.

Kdyz vime, co je krivkovy integral, mizeme zapsat podminku pro konzervativni pole ve tvaru

7{E~dr:0.

Integral s krouzkem znamenad, Ze se integruje po uzaviené kiivce. To tedy znamend, Zze pokud
se pohybujeme po libovolné trajektorii v elektrostatickém poli a vratime se zpét do vychozi
pozice, nevykond se pii tom zadna prace.

Gaussova véta

Jednim z moZnych vypocetnich néstroju v elektrostatice je Gaussova véta. Ackoli nemé

vvvvvv

uplatnit. A hlavné prezentuje velmi dulezity fundamentélni princip. MizZeme ji zapsat ve tvaru

]{E-dS:Q. (55)

€0

Zkusme si ted vylozit, co znamené tento formélni zapis. Uvazujme né&jakou uzavienou plochu
(napf. sféru) a rozdé&lme ji na diferencialni plosky dS. Pro kazdou takovou plosku spoéitdme
skaldrni soué¢in E -dS, kde E je intenzita na této plosce (tomuto souc¢inu se ¥ika tok intenzity).
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Gaussova véta pak Fika, ze pokud tento souéin integrujeme!! pies celou plochu, potom se tento
integral bude rovnat velikosti ndboje (¢i souc¢tu naboji) délené konstantou eo, ktery je uvnitf
této uzaviené plochy.

No jo, ale k emu to vlastné je? Vzdyt vétsinou zname pravé velikost ndboje v urcitém
misté a potfebujeme spocitat intenzitu. Ale to je jednoduché! Zvolime si takovou uzavienou
plochu, na které je intenzita vSude stejna a nejlépe kolma na danou elementarni plosku, tudiz
vztah (55) se redukuje na tvar

ps= 9. (56)
€0
Nejlepsi to bude ukazat na dvou prikladech.

Nejdrive zkusme spocitat intenzitu ve vzdéalenosti r od bodového naboje. Hledana uzaviena
plocha bude kulova plocha o poloméru r. Z diivodu symetrie musi totiz mit intenzita ve dvou
bodech vzdalengch r od bodového néboje stejnou velikost. Do vztahu (56) dosadime S = 4xr?

a vyjde
Foam?=9 p-_9
€0 41‘(507”2

Podobnost tohoto vztahu s Coulombovym zdkonem je evidentni.

Gaussova véta nam ale umoztiuje spocitat nejen intenzitu od bodovych naboju, ale také od
nabitych ploch ¢ drati. Spocitejme ted intenzitu od nekone¢né nabité roviny o plosné hustoté
naboje o. Uvazujme proto maly valecek, jehoz podstavy jsou rovnobézné s rovinou a kazda
je na jeji opa¢né strané. Obsah jeho podstavy je S, potom celkovy naboj uzavieny valetkem
mé velikost Q = 0.9’. Vektor elektrické intenzity je kolmy na podstavy valecku, tok plastém je
tedy nulovy. Dosadime tedy do (56) S = 25’ a vyjde

oS’ o

E .28 = = .
) 2e0

Poissonova a Laplaceova rovnice

vidéli Maxwellovy rovnice, o nichz jsme se jiz zminili v minulém dile. Nés ted bude zajimat
prvni z nich, kterd ma ve vakuu tvar

Veli¢ina g je objemova hustota ndboje. V nami zkoumanych ptipadech bude vétsinou v prostoru
o nulové, naboj se bude nachéazet v izolovanych bodech, na kfivkach nebo néjakych plochach.
Jak popsat hustotu takto rozmisténého naboje si povime v né€kterém dalsim dilu. Konstanta g
je tzv. permitivita vakua. Nezkoumejme zatim, co to znamena, a pro¢ by, jak nazev napovida,
nemusela byt permitivita jinych prostfedi stejna. Povazujme nyni €9 za univezalni konstantu,
jeji hodnota je ep = 8,85419 - 10712 F-m 1.

1) Neboli se¢teme intenzity E nasobené obsahy malych plosek, na kterych jsou tyto vektory

definovény. Resitelim, kteil jesté neovladaji diferencialni a integralni pocet, doporucujeme
prostudovat prislusnou literaturu, tedy vSe, co ma v nazvu hesla jako : derivace, integral,
matematicka analyza, diferencidlni pocet.
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V rovnici se opét vyskytuje symbolicky vektor V. Narozdil od gradientu, kdy vpravo stalo
skalarni pole, zde vpravo stoji vektorové pole a navic je zde naznacen skalarni souc¢in. Rozepsano
do slozek to vypada asi takto

(o o o _OE, 0B, O0BE.
V'E_(ax’ay’az) (Bay By, Bo) = 5+ %5y T 5, ~WE

Jak je jiz zapsano na pravé strané, znaci se tento operator také symbolem div a nazyva se
divergence. Jedna se zfejmé o operator, ktery z vektorového pole déla pole skalarni prosté tak,
ze v kazdém bodé secte hodnoty parcidlnich derivaci jeho slozek podle odpovidajich promén-
nych. Naproti tomu symbol V aplikovany na skalarni pole (bez skalarniho sou¢inu) predstavuje
operator, ktery ze skaldrniho pole déla pole vektorové a nazyva se gradient.

Do prvni Maxwellovy rovnice nyni dosadme za intenzitu z (54).

V- (Ve) = (V-V)p=Ap = 757 (57)
nebo, trochu jinak zapsano,
. , o P v _ 0
7d1VE:d1VgradQ0:@+87y2+ﬁ:75

Symbol A zna¢i Laplacetv operator. Jeho rozepséani na slozky vidime ve druhé rovnici. Také
vidime, 7e kdy# zapomeneme jméno matematika'?, podle kterého je pojmenovan, mizeme Fikat
,divergence gradientu“. Plati hezky operatorovy vztah A = V2.

Vztah (57) je tzv. Poissonova rovnice. Pokud se v uzaviené plose nenachézi zadny naboj,
je 0 =0 a rovnice (57) se redukuje na Laplaceovu rovnici

Ap =0. (58)

Pro jistotu pfipomindme, Ze symbol A zde znadi diferencialni operator, nejedna se o velké fecké
Delta, kterym se obvykle znaci rozdil veli¢iny v rtiznych bodech, ¢asech apod.

Jednoznacnost reseni Laplaceovy rovnice

Pro ¢tenare, ktery se prokousal predchozi sekci, mame dobrou zpravu. Nebudeme se nyni
(jakkoliv by to mohlo byt zajimavé) pokouset diferencidlni Laplaceovu ¢ Poissonovu rovnici
fesit. Misto toho se na ni podivame obecnéji a vyvodime z ni principy, které budeme moci
pti tivahach o elektrostatickém poli pouzivat bez jakychkoliv vypoct. Bude se pfitom jednat
o véci, které by se pouze pomoci Coulombova zakona ¢i Gaussovy véty popisovaly jen velmi
obtizné, napt. pro¢ je uvnitt vodic¢e vzdy nulové pole, ¢i jak funguje Faradayova klec.

Predstavme si uzavienou plochu, na niz zname potencial. Laplaceova rovnice nam umoziuje
predpovédét, jaky bude potencial uvnitf i vné této plochy, aniz bychom predem znali rozlo-
zeni naboju ¢i nabitych ploch vné dané plochy. Dtikaz jednoznacnosti je pfitom jednoduchy a
intuitivni. Pfedstavme si, Ze rovnici vyhovuji dva potencidly 1(r) a p2(r). Potom potencial

12) Pierre-Simon Laplace (1749-1827), francouzsky matematik a fyzik. Rovnici Ay = 0, kterou
dnes po ném nazyvame, zkoumal kolem roku 1800 v dile Mecanique Celeste. Nejedna se tudiz
o zadnou zhavou novinku.
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wo(r) = p1(r) — @2(r) také diky linearité A splituje Laplaceovu rovnici s nulovou okrajovou
podminkou.

Staéi tedy ukazat, ze libovolné ¢o(r) vyhovujici (58) s nulovou okrajovou podminkou je
nulové. To je ale zfejmé, protoze v opacném pripadé by v néjakém bodé existoval extrém
potenciélu a ploskou opsanou kolem tohoto bodu by prochazel nenulovy tok E. Podle Gaussovy
véty by pak byl uvniti této plosky nenulovy naboj, coz je ve sporu s nasimi predpoklady.

Jak tohoto poznatku prakticky vyuzit si ukdzeme v piistim dilu.

Uloha II.S ... elektrostatika

a) Spoctéte intenzitu elektrického pole v okoli dlouhého rovnomérné nabitého dratu.
b) Dokazte, ze rovnomérné nabitou kouli lze nahradit bodovym nébojem v jejim stiedu. Lze
tento vysledek aplikovat i na gravitaéni pole (vysvétlete pro¢ ano, resp. pro¢ ne)?

Elektricky dipol

Elektrickym dipdlem se oby¢ejné rozumi soustava dvou bodovych ndboji Q- < 0, Q+ >0
stejné velikosti Q, ale opacného znaménka, umisténych v bodech r_, ry ve vzajemné vzdale-
nosti l. Pokud chceme vysettit elektrické pole dipdlu, oznac¢ime k tomu tcelu vektor I = rp —r_
a zavedeme elektricky dipolovy moment vztahem

p=Ql A
Dipdl umistime v pocatku soustavy soufadnic tak, ze
vektor /, ktery mifi od zaporného naboje ke kladnému,
bude orientovan v kladném sméru osy y a pocatek bude
pulit délku I. Osa y je pak rotac¢ni osou symetrie dipdlu.
Jeho elektrostatické pole tedy staci pocitat v jedné ro-
viné (vybereme z = 0). V libovolném bodu roviny zy R:
bude platit

Q 1 1 0
= == . +
A= deo R~ 1R ; R-
Kde R_ resp. Ry je vzdalenost nidboje Q— resp. Q4+ I (i
od bodu A, ve kterém pole pocitame. Pfedpokladejme T
nyni, ze vzdalenost bodu A od poc¢atku je mnohem vétsi ) ~ |R-| — |R¢|
nez rozmér dipélu, tj. R— > I, Ry > . V tomto piibli- Q-
zeni pro potencial dostavame (viz obr. 29) Obr. 29
(r) ~ 1 Qlcosy 1 p-r
S dmeo 12 dmeq 13

V limité, kdy | — 0, Q — oo a p zUstava konecny, vznikne bodovy utvar, jehoZ elektrostatické
pole je presné dano predchozim vztahem. Nazyvame jej bodovym elektrickym dipolem.
Elektrostatické dipdlové pole

Pro intenzitu elektrostatického pole plati obecny vztah (jak jiz vime z minulého dilu) E(r) =
= —Vp(r). Po dosazeni za ¢(r) dostdvame pro intenzitu elektrostatického pole od dipélu

)

4teg 13 4meq rd r3
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Vypocet z-ové slozky:

g PaX + PyY + P=2 Pz §2x(pzm+pyy+pzz) _3(p-rz _ Pz

T oz (22 + 12 +22)32 (@24 y2+22)3/2 2 (292 +22)5/2 5 3
Ziskany vztah aplikujeme na nas bodovy dipdl ve sméru osy y. Slozky intenzity pak jsou

p 3sindcosd _  p 3zy

E, =

4meg 73 " dmey 70
g o _P 3c0521971_ p %_i
Y 4meg r3 B N I )

Pro body na ose y (¥ = 0) bude platit E, = 0, E, = p/2neor®, pro body na ose = (¥ = m/2)
dostaneme E, =0 a E, = *}7/4’1‘(6()7‘3.

Dipdl ve vnéjsim elektrostatickém poli

Zkusme nyni naopak vysSetfit, jak ptsobi elektrostatické pole na elektricky dipol. Diky
tomu, Ze vzdalenost | je neménnda, muzeme na dipdl pohlizet jako na tuhou soustavu. Na jed-
notlivé naboje pisobi sily Fy = QE(ry), F~- = QE_(r-). Podle pravidel zndmych z mechaniky
tuhého télesa mizeme obé tyto sily prenést do jednoho bodu, vektorové je slozit a jejich vy-
slednici doplnit dvojici sil vhodného momentu. Pieneseme-li silu F+ do bodu r— dostaneme
pro vyslednici

OE, OFE, OF;
— ly+——1.,Fy,F. ).
Ox * oy ¥ + 0z Y )

FFot P QIEG) - E()] ~ @
To lze zapsat vektorové jako
F~QU- V)E(r) = (p- V)E(r),

kde operator p -V ma tvar 5 5

Podstatné je si uvédomit, ze elektrické pole se musi misto od mista ménit, aby celkova sila

ptsobici na dipdl byla nenulova. Dynamicky tcinek vyslednice F je podle zminénych pravidel
mechaniky jesté nutné doplnit silovou dvojici momentu

M= (ry —r ) x F =Q x E(r)] = p x E(ry).

Obdobné muzeme urcit i potencialni energii elektrického dipdlu ve vnéjsim elektrostatickém
poli
Op dp Op
W = re) —op(r-)] = —1 —1 —Il.)=p-Vo=—p-E.
Qli(r) — ol % @ (50 + 520, + 521 ) =p- Vo= -

Tento posledni vztah je hodny zapamatovani a ve stfedoskolskych ucebnicich se casto uvadi
bez odvozeni, nebot to, jak vidite, je ndrocné na matematicky aparat. Jelikoz pfiroda se snazi
minimalizovat svoji energii, snazi se elektrostatické pole natocit dipdl do svého sméru.
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Elektrostatické pole v dielektrikach

Zatim jsme se celou dobu zabyvali vlivem elektrostatického pole na vodice, coz jsou latky,
které maji schopnost prevadét elektricky naboj. Dielektrika tuto schopnost nemaji a mohou
slouzit jako izolanty. To v8ak neznamenad, Ze by se dielektrikum a vnéjsi elektrostatické pole
vzajemné nijak neovliviiovaly. O charakteru tohoto vlivu se mizeme presvédcit, kdyz pro-
stor mezi deskami kondenzatoru naplnime homogennim izotropnim dielektrikem. Napéti mezi
elektrodami po vlozeni dielektrika poklesne a pii zachovani ndboje musi stoupnout kapacita
kondenzatoru. To je charakterizovano bezrozmérnou veli¢inou ¢,, ktera se nazyva relativni
permitivita.

Polarizace dielektrika

Dielektrikum si pfedstavujeme jako latku plnou malych dipdlki realizovanych polarnimi
molekulami nebo atomy, ve kterych se diky vnéjsimu poli posune nepatrné obal vici jadru.
V nulovém vnéjsim poli byvaji dipdlky natoceny ndhodné. V nenulovém poli jsou ale natoceny
(kvili silam uvnité pevné latky se nato¢i vétSinou jen Gdsteéné) do sméru pole. Secteme-li
pak vektorové dipdlovy moment v jednotce objemu latky, vyjde nam dcislo, kterému fikame
vektor elektrické polarizace P. Dielektrikum nemusi byt polarizovdno homogenné, pak mé
smysl mluvit o vektoru polarizace zavislém na poloze r.

Po chvili by se dalo odvodit, ze elektrostatické pole vytvorené kone¢nym objemem V spojité
rozloZenych elektrickych dipdli muzeme nahradit elektrostatickym polem nabojiu rozlozenych
na povrchu tohoto objemu s plosnou hustotou o, a uvniti tohoto objemu s objemovou hus-
totou pp. Plosna hustota o, zavisi pfitom pouze na sméru vektoru elektrické polarizace P a
normaly n na povrchu objemu, objemova hustota g, je rizna od nuly jen v pfipadé nehomo-
genni polarizace. Mezi témito veli¢inami plati vztahy

op=P-n, op=—-V-P.

Oba vztahy pfedstavuji jakousi obdobu Gaussovy véty a idei z elektrostatiky ve vakuu, jak se
za chvili ukaze.

Néaboje v dielektriku muzeme tedy rozdélit na volné (napf. poletujici elektron) a vdzané
(polarizaéni, ty z pfedchozich dvou vztahti). Narozdil od volnych ndboji se vdzané nemohou ve
vodicich premistovat. Celkova objemové hustota ndboji o. se potom da vyjadfit jako soucet
hustoty volnych o a vazanych naboji g,. Stejné tak mizeme i elektrické pole v dielektriku
rozlozit na pole od naboji volnych a vazanych. Pro vektor vysledné elektrické intenzity potom
plati

E =E, + E,.

Vektor Ep znaci intenzitu pole volnych naboji, E, vazanych.

Gaussiiv zdkon pro elektrostatické pole v dielektriku
Prvni dil¢i poznatek rika, ze i v pritomnosti vazanych naboja zistava pole elektrostatické,
tedy i potencidlni (existuje jeho potencidl), a musi nutné platit

]{E-dlzo, V x E=0.

V platnosti ale zistava i Gaussuv zakon, jen si musime uvédomit, ze celkovy naboj Q. je dan
nejen volnymi naboji @, ale i vazanymi @,. Dostavame tedy

fEas= 99T

€0 €0
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Pro naboj @, ale plati

Qp:/gpdvz—/v.PdV:—fP-ds.

Po dosazeni dostaneme

%(€0E+P)~d$:Q.
V poslednim vztahu zavedeme novy vektor
D=cE+ P

a nazveme ho vektorem elektrické indukce. S jeho pomoci mizeme Gausstiv zdkon psat ve
tvaru, ktery zname pro volné naboje:

%D-dS:Q, V.D=o.

Veli¢iny @ a o se vztahuji na volné naboje, stejné jako v elektrostatice ve vakuu.

Uloha III.S ... dipdly
Spoctéte silu pusobici mezi dvéma dalekymi elektrickymi dipély o momentech p; a p2 ve
vzdalenosti r, pokud
a) lezi v jedné pfimce a jsou souhlasné orientovény,
b) jsou souhlasné orientovany ve sméru kolmém na spojnici,
¢) dipél p: je orientovan kolmo ke spojnici, p2 rovnobézné s ni smérem k prvnimu.

Kapitola 4: Magnetické pole ve vakuu

Historicka exkurze

Jiz ve staroveéku bylo znamé vyrazné silové pisobeni mezi ur¢itymi latkami. Z latek jevicich
takové chovani byly zndmy nékteré nerosty obsahujici pfedevsim oxidy zeleza a také kovové
zelezo. Kromé toho se také védélo, ze podobné vlastnosti jevi Zemé jako celek.

Nova etapa ve vyvoji poznatkd o magnetizmu nastala objevem magnetickych a¢inka vodica,
kterymi protékal proud. VSe zacal H.Ch. Oersted zjiSténim, Ze magnetka v blizkosti vodice
s proudem méni svou polohu. Zahy objevil A. M. Ampére silové ptuisobeni mezi dvéma vodici
s proudem. Na zakladé poznatkl ziskanych z experimentt byl zaveden pojem magnetického
pole, které se projevuje silovymi dc¢inky na zmagnetovand télesa, vodice s proudem, ¢i na
pohybujici se elektrické naboje. Zdrojem magnetického pole mohou byt zmagnetovana télesa
nebo makroskopické proudy. Pozdéji bylo prokazano, ze magnetické Gcinky obou téchto zdroju
jsou ekvivalentni.

Magneticka indukce

Experimenty prokazaly, ze magnetické pole muze existovat jak ve vakuu, tak v latkovém
prostfedi. Jeho Géinky je vyhodné popisovat pomoci vektorového pole. Lze si pfedstavit, ze
prislusné vodice s proudem ¢i zmagnetovana télesa vytvareji ve svém okoli magnetické pole,
které piisobi na jiné vodice & na jina t&lesa.'® VeliGina, kterd charakterizuje silu magnetického

13) Tento popis se nam jiz osvédéil u elektrostatického pole.
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pole se nazyva magnetickd indukce a znaéi se B. Jeji jednotce fikdme Tesla (T). Uvazujeme-li
bodovou c¢astici nesouci naboj ¢, ktera se pohybuje v blizkosti zmagnetovanych téles, bude na
ni pusobit celkova sila

F=q(E+v xB).

Toto je vztah pro Lorentzovu silu a muze byt povazovan za definiéni vztah pro intenzitu
elektrického pole E i pro magnetickou indukci B. V pripadé, ze elektrické pole je v daném
misté nulové, pisobi na Castici jen magneticka sila, ktera je dana vztahem

F =gq(v x B).

Tento vztah lze upravit, budeme-li misto jediného naboje ¢ uvazovat ptisobeni magnetického
pole na libovolny proud popsany hustotou proudu j. V tomto piipadé lze vztah pro objemovou
hustotu magnetické sily (to je sila ptisobici na jednotkovy objem) psat ve tvaru

f=jxB. (59)

Jako pro kazdé vektorové pole lze také pro vektor magnetické indukce zavést pojem toku.
Mluvime o magnetickém toku ®, ktery je pro libovolnou orientovanou plochu S definovan jako

@:/B-dS.
s

Jednotkou magnetického toku je Weber (Wb).

Cviceni 1: Elektron, ktery byl urychlen v elektrickém poli v potencidlnim rozdilu U, vlétl do
homogenniho magnetického pole o indukci B a kolmo k indukénim ¢ardm opisoval kruhovou
trajektorii o poloméru r. Urcete mérny naboj elektronu.
-4
m.  r2B2

Ampériv zakon

Zatim jsme si ukazali, jakym zptisobem ptlisobi magnetické pole, pokud ho jiz mame popsané
znamou magnetickou indukci B. Dosud vsak nevime, jaky je vztah magnetického pole k jeho
zdrojtm, jinak feCeno, jak urcit vektor magnetické indukce v daném bodé, kdyz zndme rozlozeni
proudii ve vodi€ich.'* Vyjdeme z experimenttl o silovém piisobeni magnetického pole a budeme
nejdfive uvazovat pole primého nekone¢né dlouhého vodice. Prislusné experimenty ukézaly, ze
vektor magnetické indukce B mé vzdy smeér tecny ke kruznicim se stfedy na ose vodice. Velikost
indukce se dala pak vyjadfit vztahem

I
B=CZ, (60)

v némz C je konstanta, a je vzdéalenost od vodice, I je velikost protékajictho proudu.

Jestlize do magnetického pole vySetfovaného vodice vlozime jiny piimy nekonecné dlouhy
vodi¢ s proudem I’, ktery je s prvnim vodi¢em rovnobé&zny, pomoci vztahti (59) a (60) miZeme
urcit velikost prislusné sily F', ptsobici na dany tsek vodice o délce I. Dostaneme

!
F= Cil.
a

1) Kromsé rozlozeni vodict s proudem urcuji magnetickou indukci také vlastnosti okolniho
prostiedi. O tom se vice dozvite v pristim dile seridlu.
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Tohoto vztahu bylo uZito k definici jednotky proudu. Konstanta C' se di napsat ve tvaru

Ho
C=2"—
4’

kde
po =4w-107 Hm ™ *

je tzv. permeabilita vakua. Volbou hodnoty o je uréena i hodnota permitivity vakua o, nebot
obé tyto konstanty maji bezprostiedni vztah k rychlosti svétla. Plati totiz

1 2
=c".
HoEo
Vsimnéme si nyni zajimavé vlastnosti magnetického pole pfimého
vodice, ktera souvisi s cirkulaci vektoru magnetické indukce, tj. s vy-

Setfovanim kfivkového integralu. Spocitejme kiivkovy integral fl B-dl/
pfes kiivku vyznaéenou na obr. 30 (proud tece kolmo na rovinu ob-
razku). Diky tomu, ze velikost B je nepfimo umérna r se ¢asti in-
tegralu z obou obloukd odectou a rovné ¢asti maji nulovy pfispévek
diky nulovosti skaldrniho souéinu. Celkem tedy plati

fB.d/:O. Obr. 30
l

Ziskany vysledek je mozné zobecnit i na uzavienou kiivku obecného tvaru (rovinnou i prosto-
rovou), pokud tato kfivka nebude obepinat vySetfovany vodi¢ s proudem. Naopak, budeme-li
hledat hodnotu integralu podél kruznice k o poloméru r v roviné kolmé k vodici a se stredem
v jeho ose, vychazi

f B-dl = 2nrB = QW‘;LI = pol.
k

T
D& se ukazat, ze hodnota integralu se nezméni, pokud misto kruznice pouzijeme libovolnou
uzavienou kiivku. Obecné tedy muzeme psat

7{3 Sdl = pol. (61)
l

Vztah (61) se nazyva Ampériv zdkon a vyjadiuje jednu ze zakladnich vlastnosti magnetického
pole. Tento vyraz lze z integralniho tvaru prevést na diferencialni. Proud I mazeme vyjadrit

ve tvaru
]:/j-dS7
s

po dosazeni do (61) a uzitim Stokesovy véty'® dostaneme

rot B = poj. (62)

15) Stokesova véta pomahé prevadét plosny integral na kiivkovy a obracené. Mezi témito in-
tegraly plati vztah §, B -dl = [ rot B.
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Vektorovy potencial, Biotiv-Savartiv zakon

VysSetfovani cirkulace vektoru magnetické indukce B vedlo k formulaci Ampérova zakona,
ktery vyjadfuje jednu z obecnych vlastnosti magnetického pole. Dalsi pfirozena otazka je, jestli
se nedozvime o poli vice zkoumanim magnetického toku ®. Veskera dosavadni experimentalni
zkusenost ale ukazuje, Ze magneticky tok libovolnou uzavienou plochou S je roven nule.

%BvdS:O.
s

Analogicky se tato vlastnost da vyjadfit v diferencialnim tvaru'®

divB = 0. (63)

Oba tyto vztahy vyjadiuji experimentalni poznatek, ze v prirodé neexistuji ,magnetické na-
boje“, které by tvorily zdroje magnetického pole. Magnetické indukcni Cary, jimiz je mozné
magnetické pole zobrazovat, jsou tedy vzdy uzaviené kiivky.

Protoze vzdy plati divrot X = 0, mizeme zavést novou veli¢inu pomoci

B =rot A, (64)

kde vektor A nazyvame vektorovym potencidlem magnetického pole. Vztah (64) neuréuje vek-
torovy potenciédl jednoznaéné. Protoze rot grad ) (r) je roven nule (¢(r) je skalarni funkce),
vyhovuje vztahu (64) i tvar

A=A+ grad .

Specidlné je vidy mozné vektorovy potencidl vybrat tak, aby byl splnén vztah
divA=0 (65)
nazyvany podminkou kalibraéni. Dosadime-li (64) do (62), dostaneme
rotrot A = poj.
Pokud pouzijeme zakladni identitu vektorové analyzy
rotrot A = graddivA — AA,

dostaneme
—AA+ graddiv A = puqj.

A pokud pfidame kalibra¢ni podminku (65), obdrzime

AA = _:U‘Oja

to je Poissonova rovnice. Vnimavému Ctenafi jist€ neusla podobnost s podobnou rovnici z elek-
trostatiky. V elektrostatice byl resenim Poissonovy rovnice vztah

o [ o(r) .
<p(r)fﬂ/deV.

16) Tento vztah je jednou z Maxwellovich rovnici.
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V analogii mtizeme psat feSeni ve tvaru

Ho i) ’
A(r)="— dVv 66
(=42 [ L av (66)
kde vektor R m4 vyznam R = r —r’. Integracni proménnou je polohovy vektor r a integrujeme
ptes objem V', ve kterém je j(r') # 0. Pokud dosadime z (66) do (64) dostaneme vyjad¥ent

Y
B(r) = :—irot/vf(%)dv/.

Operace rotace a integrace pusobi na ruzné proménné, proto miZeme zaménit jejich poradi.
Kromeé toho pfi vypoctu vyuzijeme identity
Y
r 1 .
rot'% =grad = x j(r') +

rot j(r')
B —.

R

Druhy clen na pravé strané je identicky nulovy. Déle snadno ovéfime, ze plati

1 R
d—==——.
SR T TR
Takto ziskame hledany vyraz pro B
wo [ j(rYxR |,
B(r)="— | —=—d
(N = /V 7 v, (67)

ktery se obvykle nazyva Biotovym-Savartovym vzorcem. Z jeho tvaru lze vysledné magnetické
pole v daném bodé chapat jako superpozici pfispévkil jednotlivych proudovych elementi jAV.
Lze tedy — podobné jako v elektrostatice — hovorit o platnosti principu superpozice, proudovy
element ale nelze izolovat!

Pokud je proud homogenné rozlozeny, je vyhodné vztahy (67) a (66) vyjadiit v ponékud
jiném tvaru. Vyuzitim rovnosti d/ = I d/ = j dV lze psat

g_tol [AIxR ol [dl

in J, R® 7 ir J; (68)

Aplikaci Biotova-Savartova zakona si pfedvedeme na nésledujicim pfikladu

Priklad: Vypocéteme indukci a vektorovy potencial magnetického pole kruhové smycky o po-
loméru a v bodé X na jeji ose ve vzdalenosti x od jejiho stiedu.
Ze smycky vytkneme element I d/, ktery v bodé X ve vzdalenosti

r=+vVz2+ a?
budi pole indukce dB, a vektorovy potencidl dA,. Protoze vSechny elementy smycky maji od
bodu X stejnou vzdéalenost r, mé indukce i vektorovy potencidl od kazdého elementu stejnou

velikost dB;., dA,, avsak jiny smér. Ke kazdému elementu I d/ existuje protilehly element I d/’,
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pro ktery slozka indukce dB’, kolm4 k ose mé stejnou velikost, ale opa¢ny smér nez slozka dB,
kolma k ose. Tyto slozky se proto vzajemné vyrusi a slozky dB ve sméru osy o velikosti

sin «

dB = dB, sina = Mol 4!
4mr?
se seGtou (zfejmé plati sina = a/r). Podobnd tvaha plati pro vektorovy potencil. Kazdy jeho
element mé ovSem smér proudového elementu, ktery ho vyvolava. Proto slozka dA ve sméru
osy je nulova. Celkovy vektorovy potencial A v bodé X je tedy nulovy.
Integraci indukce pfes celou smycku dostaneme

sina = =
Irr

2ma
_ pwol dl . _ pola . _ pola? _ pwola?
B= / 2 SA= 5 2r3 2(z2 + a2)3/2°
0

Cviceni 2: Vypoctéte magnetickou indukei ve stfedu ploché civky (vytvari se nap¥. pomoci
desticky pro tisténé spoje), kterd ma mezi poloméry r1 a r2 z zdvitlh Archimédovy siraly.
b=t ]

2(ry—r1) T1
Cvicéeni 3: Vypoctéte indukci magnetického pole, které vytvari proud I ve vodic¢i ve tvaru
velmi dlouhého tenkého zlabu (na pfi¢ném fezu vodi¢ vypada jako pulkruznice o poloméru R).
Reste pro bod lezici na ose ve stfedu zlabu.

(B = %]

Uloha IV .S ... magnetické pole ve vakuu

a) Urcete velikost a smér vektorti magnetické indukce B a vektorového potencidlu A ve vzda-
lenosti a od pfimého vodice délky [, pokud jim prochéazi proud I.

b) Méjme rovnomérné nabity kruh o poloméru a, na némz se nachdzi naboj @, ktery rovno-
mérné roztocime thlovou rychlosti w kolem osy prochazejici stfedem kruhu a kolmo na néj.
V okoli kruhu vznikne elektromagnetické pole. Vypoctéte indukci B jeho magnetické slozky
v bodé na ose kruhu ve vzdalenosti z od jejiho stfedu. Pfipadné (za bonus) muzete také
urcit intenzitu E elektrické slozky pole ve stejném bodé.

Kapitola 5: Nablidda

Uvod

V tomto dilu serialu si néco vice povime o matematické strance elektromagnetizmu. Za-
méfime se na pojem derivace a jeji spojeni s vektory, protoze pravé vektorovymi velic¢inami
elektrické a magnetické pole popisujeme. Za timto Gcelem zavadime operator derivace nabla V.
Ten pro néas bude prostiednikem mezi vektorem a jeho derivaci. V obecném ptipadé je to velmi
abstraktni symbol. Pro predstavu si uvedeme jeho podobu v kartézskych souradnicich. Tam

ma nasledujici tvar
v o 0 0
T \ox’ 0y’ 0z )’

Je to tedy vektor, jehoz slozkami jsou parcialni derivace podle jednotlivych soufadnic. Mizeme
ho také napsat ve tvaru

.0 .0 0
Vfl%—i—jafy—kk&.
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Nemusi to byt ovSem nutné kartézské soutadnice, v kterych budeme tento operator vyjadfovat.
Pro ukdzku muzeme uvést tvar, jaky ma ve sférickych soufadnicich.

v - 0 190 1 0
- (5’;879’ rsinﬁ%) '
Sméry jednotlivych slozek jsou po fadé r, 9 a ¢.

Pro¢ ale zavddime néjaky abstraktni vektor (nebo presnéji vektorovy operator), kdyz mu-
Zeme rovnou pocitat ve slozkdch? Odpovéd je jednoduchd. Protoze je to velmi ¢asto Casové
vyhodnéjsi. Vypocty s vektory byvaji jednodussi a rychlejsi nez se slozkami. Jak se s timto
vektorem pracuje, ukdzeme v nasledujicich kapitolach.

Zakladni vlastnosti

Jesté jsme nezodpovédéli na zasadni otazku: Co to vlastné je ta derivace vektoru? Tato
derivace neni jedna, ale jsou celkem t¥i. Kazda z nich ma uplné jiny fyzikalni vyznam, ackoliv
vSechny tfi se daji vyjadrit pravé pomoci operatoru V. K tomu nam poslouzi tfi typy soucint.
Prvnim je tzv. dyadicky soucin, znac¢ime ho V. Necht b je skalar (pfesnéji skalarni funkce — to
je funkce, kterd kazdému bodu prostoru prifadi ¢islo, nikoliv vektor), potom budeme oznacovat

ob 9b 0Ob
gradb = Vb= (63:’ ay (’?z) .

Nabla zde udéla ze skalaru vektor, ktery oznacujeme jako gradient. Pfikladem muze byt elek-
trickd intenzita, pro kterou plati E = —V . Rikdme, Ze elektricks intenzita je zaporné vzatym
gradientem potencidlu. Smér gradientu mé smér nejvétsi zmény skalarni funkce.

Ozna¢me A vektorovou funkci (kazdému bodu prostoru pfifadi vektor). Kdyz vynésobime V
skalarné*“ s vektorem A, dostaneme tzv. divergenci.

04, 04, 0A.

divA=V. A= g + By + 9

Zde nabla udélala z vektoru skalar. Fyzikalné ma divergence smysl toku vektoru A jednotkovym
objemem, tj. udava, jaké ,mnozstvi“ vektoru A se ztraci pti priachodu jednotkovym objemem.
Napriklad pro vektor magnetické indukce B plati div B = 0. Posledni moznost dostaneme,
pokud vynasobime nablu vektorové s vektorem A. Potom dostaneme vektor, ktery oznacujeme
jako rotaci.

B _[[(9A. 04, 0A,  0A. 04, 0As
TOtA_VXA_{(ay 8z)’(8z (92:)’(8:6 By)}'

Kromé téchto tfi kombinaci existuje i dalsi, a to dyadicky soucin operatoru nabla a vektoru,
tedy VA. V tom pfipadé ovSsem nedostaneme vektor, ale tzv. vektorgradient. Jedna se o tenzor,
jehoz ¢leny mizeme zapsat do matice

9z 0z Ow
_ A, 94, 9A,
VA= Oy Oy Oy

9A, 9A, DA,
oz oz oz
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Dyadicky soucin mutze spojovat i dva vektory. Potom bude vysledkem opét tenzor, ktery bude

mit podobu
A1 B1 A1 B> Al Bg

A3B1 A3B: A3B3
Existuji i dalsi moznosti, ty vSak nejsou povolené, a to V -b a V x b. Jsou to totiz logické
nesmysly. Zkuste si promyslet proc.

Vidime, Ze operator nabla je dvoji povahy. Zaprvé se chova jako vektor — muZzeme ho
skalarné, vektorové ¢i dyadicky nasobit. M4 i sviij smér (je to smér gradientu, tedy nejvétsi
derivace). Na druhou stranu pfedstavuje operator nabla derivaci. Pisobi na vektory a skalary
tak, ze je derivuje. Tato dvoji povaha se vyjasni pozdéji.

Vektorové identity

Pred tim, nez zacneme pocitat priklady, si uvedeme nékteré zakladni vektorové identity,
které budeme potiebovat. Bez diikazu proto uvadime

A-B=B-A,
Ax B=-Bx A.

Skalarni soucin je tedy komutativni (kolem tecky lze prohazovat), vektorovy je antikomutativni
(kolem kiizku také lze prohazovat, ale se zménou znaménka). Pozor! Dyadicky souéin neni ani
komutativni, ani antikomutativni, operandy nemutzeme prohazovat.

AB + BA.
Déle si pripomenme dvé velmi dilezité identity.
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B),
A- (BxC)=B-(CxA)=C-(AxB).

Pro dalsi vypocty také bude dulezité védét, jak pusobi operator V na polohovy vektor r ¢i
jeho velikost r.

V.-r=3,
Vxr=0,

Vr =1,
Vr™ = ner" 2,
1 nr

o pnt2’

Je dobré také védét, co vznikne vzajemnym vynasobenim polohovych vektort.
r-r=r-, rxr=0.

Symbolem I oznac¢ujeme identitu (pfesnéji se jednd o tenzor, ktery ma vsude nuly, jen na
diagonalach jednicky), ktera pfi skaldrnim vyndsobeni s libovolnym vektorem d4 ten samy
vektor, tedy [-A=A-1= A.
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Zakladni pravidla

Je na case se seznamit se zdkladnimi pravidly vypoctu pomoci vektorové analyzy. O co
nam konkrétné pujde? Budeme mit zadanou néjakou funkci, kterd bude mit podobu napft.
f = bA, kde b je skalar a A je vektor, a budeme védét, jak pusobi operator nabla na b a A
jednotlivé. Na§im cilem bude spoditat, jak bude nabla ptsobit na jejich soucin, tj. vyjadrit
vysledek v zavislosti na V - A, V x A a Vb. Abychom zvladli takovyto vypocet, musime si
osvojit nékolik zakladnich pravidel.

e Rozepsani. Zadany vztah napiSeme tolikrat, na kolik nabla ptisobi funkci (jak vektorovych,
tak skaldrnich), a tyto ¢leny secteme. V kazdé této kopii oznacime pismenem D skalar
¢ vektor (vzdy ale jiny), ktery budeme derivovat. Jednd se o analogii derivace souéinu.
Pokud nechdme operator nabla ptsobit vektorovym soucinem na nasi modelovou funkci,
dostaneme

V x (bA) =V x (bpA) + V x (bAp).

e Vektor versus derivace. Jak jsme jiz fekli, ma operator nabla dvoji povahu — vektorovou
a derivovaci. Na jednu stranu s nim mizeme pracovat jako s vektorem, na druhou stranu
si musime dat pozor, aby nederivoval néco jiného, nez ma. Proto pfi Gpravé rovnic budeme
ctit toto pravidlo: Snazime se veli¢inu oindexovanou pismenem D dostat az k nable. Potom
teprve muze nabla derivovat.

Pravidlo skalaru. Pokud skalar derivujeme (je oznaden pismenem D jako derivované),
muzeme ho za vSech okolnosti stréit az k nable. Pokud ho nederivujeme, vyhodime ho ven
pfed nablu. Vse si ukazeme na nasem prikladu.

V x (bA) =V x (bpA) + V x (bAp),
= (Vbp) x A+ bV x Ap,
= —A x grad b + brot A.

e Dalsi pravidla. Zadna dalsi specialni pravidla neexistuji. U viech vipoéttt bychom méli
vystacit s pravidlem skalaru a s pravidly, které jsou zminény v predchozi kapitole.

Priklady

Na zacatek si ukazeme jesté jeden jednoduchy piiklad. Zkusme spocitat divergenci z au,
tedy V - (au). Derivovand funkce se sklada ze dvou prvki, rozepiSeme to tedy dvakrat a odéc-
kujeme. (VSimnéte si, Ze neni tfeba psat derivovanou funkci do zavorky. Vyraz totiz nelze
interpretovat jako divergence ze skalaru a krat vektor u, protoze divergence ze skaldru nedava
smysl. Pokud nemusime, zavorky radéji nepiSeme, protoze vzorec pouze zneptehledriuji.)

V-au=V - -apu+V -aup.

Pouzijeme pravidlo skalaru. V prvnim c¢lenu pfesunu a az k nable, v druhém ho vyhodim pted
ni.

V-au=Vap -u+aV - up
=u-grada + adiv u.
U upravy prvniho ¢lenu jsme vyuzili toho, ze kolem tecky lze prohazovat.
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Ukazme si ted, jak feSit slozitejsi priklad. Zkusme spoéitat rot au x v. Nablou ptisobime
na t¥i ¢leny, musime tedy zadany vztah opsat trikrat.

V X (aux v) =V X (apu X v) +V X (aup X v) + V X (au X vp).
Ve vSech ¢lenech pouzijeme pravidlo skalaru
=Vap X (ux v)+aV X (up X v) +aV x (u X vp)
a u vsSech tfech ¢lent pouzijeme identitu pro dvojny vektorovy soucin
= [u(v - Vap) — v(u-Vap)] + [aup(V - v) —av(V - up)] + [au(V - vp) — avp(V - u)].

Nastala tady zajimava situace — v prvnim ¢lenu druhé zavorky a druhém ¢lenu tfeti zavorky se
ptihodilo, Ze jsme sice dostali derivovanou veli¢inu k nable, ale z druhé strany. S tim si musime
poradit. Vezméme si prvni problematicky ¢len up(V - v). Vime, ze V - v je skaldr, miZzeme ho
dat, kam chceme, tedy i pred vektor up. Potom prohodime kolem tecky a dostaneme v - Vup.
Stejné tak ucinime u druhého ¢lenu a dostaneme

[u(v-Vap) — v(u-Vap)]+ [av - Vup — av(V - up)] + [au(V - vp) — au(Vwp)].

Uz zbyva vyraz prepsat z trojuhelniku do divergenci a gradient. Odstranime zavorky a presku-
pime. Vysledek ma potom tvar

(uv — vu) - grada + a(udivv — vdivu) + a(v - grad u — u - grad v).

Tato technika vypoctu vyzaduje jistou zkuSenost, ktera se ziska pouze pocitanim. Casto
se pri upravach pouzivaji triky, jako tomu tfeba bylo v predeslém prikladé. Odménou vam
bude rychlejsi vypocet, nez kdybyste to museli délat ve slozkach. Ackoliv byl posledni ptiklad
pomérné obtizny, byl stile zvladnutelny. Nedovedu si predstavit, jak by se pocital ve slozkach
a jak by se sestavoval z hromady rtznych ¢lend vysledek.

Uloha V.S ... nablidda

a) Uvazujte potencidl elektrického pole, pro ktery plati ¢(r) = r - A, kde A je konstantni
vektor. Spoctéte vektor elektrické indukce, kdyz vite, ze E = — grad .
b) Spoctéte vektor magnetické indukce B, pokud pro vektorovy potencial plati
rxG

A= ,
-

kde G je konstantni vektor. Magnetickou indukci mtzeme spocitat ze znalosti vektorového
potencidlu pomoci vztahu B = rot A.

¢) Urcete, co je vysledkem pisobeni Laplaceova operdtoru na polohovy vektor r. Laplacetv
operator pusobici na vektor definujeme podle vztahu

AA = grad div A — rot rot A.
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Uloha VI.S ... metoda zrcadlového niboje
Bodovy néboj o velikosti @ ptiiblizime do vzdalenosti r od stfedu uzemnéné vodivé sféry o

poloméru R.

a) Jak bude vypadat pole uvnitf sféry?

b) Dokazte tvrzeni, ze mnozinou bodd majicich konstantni pomér vzdalenosti od dvou bodu
je sféra.

¢) Najdéte naboje, jejichz polem lze nahradit pole vné sféry.

d) Bonus: Jaky celkovy naboj se indukuje na sféfe?
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Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... elektromagnetické pole (5 bodii; primér 2,74; vesilo 39 studentii)

a) V prostoru je homogenni magnetické a elektrické pole (homogenni pole m4 svou veli¢inu
v§ude stejnou co do velikosti i sméru). Je dédna velikost E i B a tyto vektory jsou na
sebe kolmé. Jak se musi pohybovat elektron, aby na néj nepusobila zadna sila? Jak je to
v pripadé, ze E a B sviraji thel 60°7

b) Jak bylo Fe¢eno v seridlu, pfi piemisténi jednoho nédboje se nezméni sila piisobici na jiné
naboje hned. Pokuste se na zakladé tohoto faktu vysvétlit, pro¢ ma elektromagnetické pole
hybnost.

Ulohy vymyslel autor seridlu Honza Housték.

a) Vyjdeme ze zndmého Lorentzova vztahu pro silu pisobici na elektricky naboj o velikosti ¢
pohybujici se rychlosti v v elektrickém a magnetickém poli. A sice

F=q(E+vxB).
Zadéani pozaduje, aby vyslednice byla nulova, tedy F = 0. Potom jisté plati
E=—-vxB=Bxuv.

Dle zadani jsou vektory E a B na sebe kolmé. Jelikoz je ale vysledek vektorového soucinu
B x v kolmy na oba vektory, musi byt nutné vektor v kolmy na E, ¢ili lezet v jedné roviné
s B, jejimz norméalovym vektorem je pravé E. Necht tedy v svird s B nenulovy thel «,
pri¢emz systém B, v, E je pravotoc¢ivy. Kdyby nastal pfipad o = 0, byl by vektorovy
soucin v X B roven nule. V tomto ptipadé by vysledna sila pusobici na nidboj byla dana
jen elektrickym polem, tedy jeji velikost by nemohla byt pro nenulovy vektor E nulova. Za
tohoto predpokladu bude tedy platit

|E| = |B||v|sina.

Regenim je tedy vektor rychlosti v, ktery lezi v roviné kolmé na E. Uhel mezi v a B je a
(systém B, v, E je pravoto€ivy). Velikost rychlosti v je

lv| = 7“5.‘ :
|B| sin «

Nejcastéjsi chyba byla ta, ze néktefi resitelé uvazovali, ze rychlost musi byt kolm4a jak na E,

tak na B.

V piipadg, ze E a B sviraji tihel 60°, sta¢i nahlédnout, Ze pro libovolny vektor rychlosti
bude vysledek vektorového soucinu v x B kolmy na vektor B. Tedy nebude rovnobézny
s E. To ale znamenad, %e nemuze vliv E vykompenzovat. Vyslednice sil pusobici na naboj
bude potom pro nenulovy naboj nenulova.
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b) Jako modelovou situaci si vezméme pokusny osamoceny naboj. Nékam ho umistime a v do-
stateéné velké vzdalenosti od néj vezmeme na pomoc druhy naboj, s kterym néjakym
zpusobem zahybeme a vzapéti ho odstranime. Jestlize se v tomto okamziku podivame na
soustavu, zjistime, ze je pokusny naboj v klidu. Tedy celkova hybnost soustavy tvorena
timto nabojem je nulova. Po ,chvili* (dané koneénou rychlosti svétla) ale budeme pozoro-
vat, Ze se pokusny naboj zacCne jistym zpusobem pohybovat, tedy se zméni jeho hybnost.
Jelikoz by se nam ale hodilo, aby platil zdkon zachovani hybnosti i v takovychto obecnych
pripadech, musime pfipustit existenci jakéhosi pole a pfisoudit mu hybnost.

Mira Sulc
mira®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.S ... elektrostatika (5 bodi; primér 4,21; vesilo 29 studentii)

a) Spoctéte intenzitu elektrického pole v okoli dlouhého rovnomérné nabitého dratu.
b) Dokazte, Ze rovnomérné nabitou kouli Ize nahradit bodovym ndbojem v jejim stfedu. Lze

tento vysledek aplikovat i na gravitacni pole (vysvétlete pro¢ ano, resp. pro¢ ne)?
Vymyslel autor seridlu Honza Housték

a) Za Gaussovu plochu si zvolime vélec, jehoz osu tvoii drat. Protoze je drat velmi dlouhy, mii-
zeme jevy na jeho okrajich zanedbat. Ze symetrie vidime, Ze velikost intenzity elektrického
pole je ve vSech bodech plasté tohoto valce stejna. Podle Gaussovy véty miizeme psat

7{ E-dS = Q
€o
Protoze velikost E je na této plose konstantni a vektor E je vSude kolmy na plochu,
Bs=%
€0
E - 2nrl = Q,
€o
T
"~ 2meer’

kde 7 je délkova hustota naboje.
b) V tomto pfipadé bude Gaussovou plochou soustfedna kulova sféra o poloméru r. Diky
symetrii obdobné jako v prvnim pfipadé plati

ps— @
€0
E - 4xr? = Q,
€0
__Q
4meor?’

Ke stejnému vysledku se dostaneme téz pouzitim Gaussovy véty pro bodovy naboj nebo
pouzitim Coulombova zakona. Gravitacni pole tenké kulové slupky lze obdobnym zptisobem
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nahradit gravitaénim polem hmotného bodu, protoze Newtonuv gravitaéni a Coulombuv
zékon elektrostatiky maji stejny tvar. Gaussova véta pro gravitacni pole vypada

%K-d5=4*ﬁ%M4

Pokud mé koule hustotu rozlozenou symetricky podle stfedu, mizeme ji slozit z kulovych
slupek. Tento vysledek vSak mizeme na gravitacni pole aplikovat pouze pro r > R, uvnitf
homogenni koule klesé intenzita linearné.

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.S ... dipdly (5 boddi; primeér 2,63; vesilo 8 studentd)
Spoctéte silu pusobici mezi dvéma dalekymi elektrickymi dipély o momentech p; a p2 ve
vzdalenosti r, pokud

a) lezi v jedné piimce a jsou souhlasné orientovany,
b) jsou souhlasné orientovdny ve sméru kolmém na spojnici,
¢) dipdl p; je orientovén kolmo ke spojnici, p. rovnobézné s ni smérem k prvnimu.

Vime, ze intenzita elektrického pole je pro prvni dipdl

Sila ptisobici na druhy elektricky dipdl potom je
F = p; - VE(r).

Rozdélme nyni jednotlivé piipady.

a) Zvolme si at dipdly lezi na ose x, potom

p1 = (p1,0,0),
P2 = (p27070)7

potom lehkym dosazenim do (69) dostavame

1
E = 77&,)(3plx2 — pir?, 3pray, 3p1x2) (70)
a vysledna sila je
F_ 0 . 3pip2 2 3 2 2 2 2
7P2%E1 =7 (8ar® — ba”,y(r® —52°),2(r" — 5z%)),

to v ptipadé r = (r,0,0) dava

p1ip2
F=-6 " (1,0,0).
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b) Pfi stejné poloze dipdlt jako v pfedchézejicim piipadé mame

p1 = (0,]71,0)»
P2 = (O7p270)'

Intenzita v tomto pfipad€ je
E = —p—; (3yx, 3y* — 12, 3zy).
r

Vysledna sila

0
F =p>—E.
pz(?yl

To po zderivovéni a dosazeni r = (z,0,0) da

P1p2

F =307

(1,0,0).
¢) Opét volime polohu dipdlu na ose z, tedy

p1 = (p1,0,0),
P2 = (O7p270)'

Intenzita bude mit tvar (70) a silu spoéitame jako

)
F =ps—E;.
p2ay 1

Derivovani si dovolime zase vynechat a uvedeme jen vysledek po dosazeni r = (r,0,0)

p1ip2
F=3 L (0,1,0).
Miro Kladiva

miro@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... magnetické pole ve vakuu (5 bodi; primeér 2,45; vesilo 11 studenti)

a) Urcete velikost a smér vektori magnetické indukce B a vektorového potencidlu A ve vzda-
lenosti a od primého vodice délky [, pokud jim prochazi proud I.

b) Méjme rovnomérné nabity kruh o poloméru a, na némz se nachdzi ndboj Q, ktery rovno-
mérné roztoc¢ime thlovou rychlosti w kolem osy prochazejici stfedem kruhu a kolmo na néj.
V okoli kruhu vznikne elektromagnetické pole. Vypoctéte indukci B jeho magnetické slozky
v bodé na ose kruhu ve vzdélenosti x od jejiho stfedu. Piipadné (za bonus) muzete také
urcit intenzitu E elektrické slozky pole ve stejném bodé.

a) Reseni vychazi z Biotova-Savartova zakona, oviem je dobré si ilohu vhodné parametrizo-
vat, napfriklad dle obr. 31. Zde @1 resp. 2 znaci uhel sevieny mezi pravodi¢em a spojnici
prvniho resp. druhého konce vodice s bodem pozorovani, a kolmou vzdalenost bodu, kde
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zjistujeme pole, od proudovodice a I délku vodice. Polohu elementu vodice o délce di si vy-
jadfime pomoci thlu ¢, jak je zndzornéno na obrazku. Jestlize R bude vyjadiovat polohovy
vektor mista pozorovani viiéi zmintovanému elementu, bude pro velikost jeho prispévku |dB)|
k celkovému poli dle Biotova-Savartova zakona platit

wl
dB| = —
ag| =41

dl X R pul dlsine  ul de ul
= — = = — d
R3 ‘ it R? it R dam D PP
nebot z obrazku lze nahlédnout, ze plati Rsinp = a a dlsin p = Rdy. Velikost magnetické
indukce v pozadovaném bodé€ zjistime potom integraci pres cely vodic, tedy v rozmezi od ¢1
do . Cili

P2
|B| = Zf;i{ﬁ/% sinpdp = %(cosg@—cosgpl).

Smeér vektoru magnetické indukce lze pak snadno dourcit naptiklad ze znamého pravidla
pravé ruky. V situaci na obrazku bude B mirit z ndkresny.

Obr. 31

Déle se pozaduje urcit vektorovy potencial. Vyjdeme ze vztahu pro vektorovy potencial
ve specialnim pfipadé linedrniho proudovodice. A sice

wl d/
A=" —.
4r / R
vodic

Jelikoz v nasem ptipadé fesime tlohu pro pfimkovy vodic, jsou vSechny proudové elementy
rovnobézné, takze i vysledny vektorovy potencidl bude mit smér protékajiciho proudu. Staci
nam tedy uréit jenom jeho velikost |A|. Mame

a=H / ﬂ_ﬂ/‘” de
4w R 4n o sing’

vodié

Tento integral mizeme vyfesit napiiklad substituci ¢t = tg £, potom

tg tg &2
‘A|=£/ g—M—1<ln‘g2>.

47 t 47 tg L
Cela uloha je ovSsem zadédna ponékud pochybné. Na jedné strané se predpoklada stacio-
narni pripad, tj. Zze proudy jsou s Casem konstantni, zanedbavame Maxwellovy posuvné

tg G-
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proudy. Na druhé strané ale pro kone¢ny vodic jisté neni splnéna rovnice kontinuity, coz je
v pfimém rozporu. Situace by se dala tak trochu zachranit tim, ze bychom si konce vodice
spojili dalsimi primkovymi vodi¢i s mistem pozorovani. Tyto by k vysledné magnetické
indukci v daném misté nepfispivaly, nebot ve vektorovém soucinu v Biot-Savartové zdkonu
vystupuji dva rovnobézné vektory.

b) Pro vypodet magnetické indukce si predstavime nabity kruh rozdéleny na infinitezimalni
mezikruzi o vnitfim poloméru r a sifce dr. Takové mezikruzi se bude diky rotaci disku chovat
vlastné jako proudova smycka. Naboj d@ soustiedény na smycce ve vysei o stiedovém
thlu d¢ se bude diky konstantni ndbojové hustoté rovnat dQQ = rodepdr. O thel dy se
ale smycka pootodi za ¢as dt = dy/w, kde w zna¢i thlovou rychlost rotace disku. Proud
protékajici elementdrni smyckou dI potom bude roven dI = dQ/dt = wordr. Vysledné
magnetické pole, pro které lze ze symetrie tlohy opét nahlédnout, Zze v bodé lezicim na ose
disku bude miti jen slozku rovnobéznou s osou, potom bude dano diky principu superpozice
jako soucet vsech prispévkt od jednotlivych proudovych smycek. Pozadovany vztah proto
ziskame integraci pfes cely kruh, tj. podle poloméru r v intervalu od 0 do a, s vyuzitim
vztahu uvedeného v textu seridlu pro magnetické pole elementarni proudové smycky. A sice

B(a) a 3
B = dB(’I"):MowU/ Td?" T =
B(0) 2 Jo (r2+x2):
_ Howo {7’2 + 222 }T:a _ Howo ( a? + 222 _9 m)
2 /r2 I 2 2 a2 + 22 ’

Nakonec vypoctéme elektrickou intenzitu pole vybuzeného takovymto kruhem na jeho ose
opét ve vzdalenosti x od stiedu. Poslouzi nam analogicka predstava rozdéleni kruhu na ele-
mentarni mezikruzi. Vzdalenost vsech bodi mezikruzi od osového bodu, kde nas pole za-
jima, je pro dané mezikruzi konstantni. Proto lze mezikruzi o poloméru r a Sifce dr po-
vazovat z hlediska velikosti intenzity ve zkoumaném bodé za bodovy néboj o velikosti
dQ = 27nro dr umistény ve vzdalenosti vx2 + r2. Vysledny vztah obdrzime opét prointe-
grovanim pres cely disk podle poloméru, konkrétné

=0

B(a) 1 ¢ rdr
E (.T)) = /E(O) dFE (7‘) = FEO21TUJU o \/ﬁ =

= Ve = 2 (Ve g e

o 250 r=0 260

7 obdobnych duvodu jako vyse bude mit pole jen slozku ve sméru osy.

Mira Sulc
mira®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.S ... nablidda (5 bodi; primér 3,00; esilo 6 student)

a) Uvazujte potencial elektrického pole, pro ktery plati ¢(r) = r - A, kde A je konstantni
vektor. Spoctéte vektor elektrické indukce, kdyz vite, ze E = — grad ¢.
b) Spoctéte vektor magnetické indukce B, pokud pro vektorovy potencial plati

A:rxG’
T
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kde G je konstantni vektor. Magnetickou indukci miizeme spocitat ze znalosti vektorového

potencialu pomoci vztahu B = rot A.
¢) Urcete, co je vysledkem pitisobeni Laplaceova operatoru na polohovy vektor r. Laplacetiv

operator pusobici na vektor definujeme podle vztahu

AA = grad div A — rot rot A.

a) Vztah pro E = — grad () si rozepiSeme tak, jak je ukdzano v serilu.
E=-V(rp-A)—V(r-Ap).
Kolem tecky muzeme prohazovat vektory, tudiz mizeme psat
E=-Vm-A—VAp-r.
Jelikoz je Vr =1 a VA = 0, protoze A je konstantni vektor, dostavame
E=-1-A=-A
b) K feSeni lze pouzit vysledek tlohy spoctené v seridlu
V x (auxv)=(uv—vu) -Va+a(wV-v—vV-u)+alv-Vu—u-Vv).

Pokud polozime a = 1/r, u =r a v = G, vyjde po dosazeni a upravich

r

V x (rXG):(rG—rG).V%—I—%(rV-G—GV-r)—F%(G'Vf—"VG)-

Pokud si uvédomime, ze V% = —r/r3, Vr =1,V r =3 a jakékoliv derivace G jsou nula,

protoze se jedna o konstantni vektor, dostaneme

Vr=(r6 ~16)- (- %)+ (V-6 -GV 1)+ (G- Vr—r-VG),

73

rG-r Gr-r 3G G-I

= — _|_ _74'_ R

r3 r3 T r
-G Gr
=——F -

V posledni tipravé jsme vyuzili vztahu r-r = r? a toho, Ze kolem tecky miizeme prohazovat.

¢) Stacilo pouze dosadit do pfipraveného vztahu

Ar = graddivr —rotrot r.
Protoze rot r = 0, div r = 3 a gradient konstanty je nula, dostavame
Ar =0.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha VI.S ... metoda zrcadlového naboje (5 bodi; primér 8,75; vesili 4 studenti)
Bodovy naboj o velikosti (Q piiiblizime do vzdalenosti r od stfedu uzemnéné vodivé sféry o

poloméru R.

a) Jak bude vypadat pole uvnitt sféry?

b) Dokazte tvrzeni, ze mnozinou bodu majicich konstantni pomér vzdalenosti od dvou bodi
Jje sféra.

¢) Najdéte naboje, jejichz polem lze nahradit pole vné sféry.

d) Bonus: Jaky celkovy naboj se indukuje na sféie?

a) Kulova sféra je Faradayova klec a tedy elektrické pole uvniti je nulové. Protoze je sféra
vodiva, mé ve vSech svych bodech stejny potencidl, pak pro 2 body na sféfe a cestu pro-
chéazejici sférou plati

Obr. 32

2
/ E.dl =0.
1

Elektrostatické pole je potencidlové, proto zvolime-li libovolnou uzavienou kiivku I, plati

%Ed}:o
1
1

/Em:m
2

kde [ je ale libovolna kiivka, a proto E = 0.
b) Mé&jme dva body Q a Q. Jejich soutadnice jsou

Proto také je

Q=10,0,0],Q" = [v,0,0].
Bod X o soufadnicich [z, y, 2] je stdle vzdalen od bodfi Q a Q" v poméru

2 (x —v)2 + 42+ 22
$2+y2+22 :

Roznéasobenim a dalsi tpravou dostavame

2 2
U Fyi 2= kv
k2 —1 k2—-1)
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Toto je rovnice popisujici kulovou sféru o stiedu v bodé [—v/(k* — 1),0,0] a poloméru

(kv)/(k* = 1).

Obr. 33

Protoze méa kulova sféra polomér R, je vzdalenost bodu Q' od stiedu kulové sféry
rovna R/k. Navic mizeme dle obrazku uréit, ¢emu je rovno k

7“—]):?%:]{:7
R—7
r
L
R

c¢) Protoze je sféra vodivé a uzemnénd, je jeji potencial roven nule. Dle obrazku proto plati

L (809)-

T1 T2

Tedy néboj Q' bude umistén ve vzdalenosti R/k = R? /7 od stfedu koule a bude mit velikost
Q' = —QR/r. Okrajové podminky naboje a nabité sféry jsou stejné jako v pfipadé dvou
naboji. Potencial v prostoru vné sféry urcime z Laplaceovy rovnice. Z jednoznac¢nosti jejiho
feseni plyne, Ze v obou pfipadech bude potencial stejny.

Pov§imnéte si, Ze ndboje Q a Q' spliiuji podminku kulové inverze, tedy Ze soucin vzda-
lenosti ndboji od stfedu koule je roven c¢tverci polomeéru koule

2

R—-TZRZ.
r

d) Zvolime si plochu S, ktera bude obsahovat celou sféru, ale ne ndboj Q. Pak dle Gaussova
zékona je tok pres celou plochu indukovan jen nabojem @’ a plati

7{ Eds = <.
s €o

Na druhou stranu pokud vezmeme néboje na sfére, musi tyto naboje (a ndboj Q) vytvaret
vné sféry stejné elektrické pole jako dvojice naboji @ a Q'. Pro tuto situaci bude leva
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strana Gaussova zakona ekvivalentni s vySe uvedenym a tedy i naboj indukovany na sféfe
bude roven Q' = —QR/r.

Karel Tima
kajinek@fykos.mff.cuni.cz
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