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Mili resitele,

drzite v rukou zadani druhé série aloh 18. ro¢niku FYKOSu. Pripomenme na tomto misté
nékolik organizacnich zalezitosti.

Reseni tloh 1. série s priibéznou vysledkovou listinou dostanete se zadanim 3. série béhem
prosince. Pokud je ve vasem okoli stale nékdo, koho fyzika bavi, ale o nasem seminari nevi nebo
si mysli, ze FYKOS neni pro néj, nebot ho fesi jenom vitézové celostatniho kola olympiady,
vysvétlete mu prosim, ze to neni pravda.

Pokud jste 1. sérii netesili, neni nic ztraceno, muizete se zapojit i nyni. Novym freSitelim
bychom také chtéli vzkazat, at se nelekaji toho, ze v zadani uloh se ¢asto neobjevi ani jedina
zadana veli¢ina, narozdil od stredoskolskych ucebnic, kde byvaji zadané praveé vsechny potiebné
hodnoty. V nasem seminafi se vice chceme priblizit skutecné fyzice a ne pouhému dosazovani
do vzoreckd.

Kazdému, kdo nam posle svij e-mail, budeme vzdy poté, co nam od néj dojde reSeni,
posilat kratkou zpravu, ve které potvrdime, Ze teSeni skutecné doslo. Klasickd posta byva
nespolehliva a timto zpisobem predejdeme neprijemnym prekvapenim. Sva feSeni mizete sa-
moziejmé celd posilat e-mailem na adresu fykos-solutions@mff.cuni.cz, pro podrobnéjsi in-
formace (napf. o moznych forméatech soubori) se prosim podivejte na nase www stranky
http://fykos.mff.cuni.cz. Naleznete tam také archiv tloh, novinky o déni v seminafi a mnoho
dalsich véci.

Prejeme plno napadi pti feSeni tloh a s témi pilnymi z vas se té€Sime na vidénou na jarnim

soustfedéni. T
organizatori

Zadani ll. séerie

Termin odeslani: 29. listopadu 2004

Uloha II.1 ... MojZistiv zazrak

Mojzis pristoupil k Rudému mofti zvolav: ,,Rozevii se morska hladino a nech narod vyvo-
lenych projit suchou nohou do zemi zaslibené.“ Poté vstoupil do morskych vin a ty se roze-
stoupily. Urcete, jak velkou silou byl obdaien Mojzi§, aby mohl pievést Zidy pres Rudé mofte.
Predpokladejte, ze mote je siroké 1km a hluboké 20 m.

Uloha II.2 ... kolik dratii na sloupech?
Kolikafazové napéti bychom museli pouzivat, aby efektivni hodnota napéti faze—zem byla
stejna jako efektivni hodnota napéti mezi dvéma sousednimi fazemi?

Uloha I1.3 ... vrtulnik

Aby se helikoptéra mohla vznaset, musi mit jeji motor vykon P. Jaky vykon P’ musi
mit helikoptéra, ktera je presnou polovi¢ni kopii puvodni helikoptéry, aby se také vznasela?
Predpokladejte, ze rotor ma 100 % tcéinnost.
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Uloha II.4 ... zoufali trosecnici

Trosecnici na severnim polu si chtéji zprijemnit chvili pred blizici se smrti poslednim Salkem
kavy. Poradte jim, jak si maji ohfat vodu, aby se ji dostalo na co nejvice z nich. Se svymi
skromnymi technickymi prostfredky mohou ohrev realizovat nasledujicimi zpusoby:

a) Akumuldtor o vnitfnim odporu 2R pfimo pfipoji k topné spirale o odporu R.

b) Tentyz akumuldtor pfipoji do série s topnou spirdlou a kondenzatorem. Pokazdé, kdyz se
kondenzator nabije, jej z obvodu vytahnou a pripoji obracené.

c¢) Timtéz akumulatorem budou st¥idavé nabijet kondenzator a vybijet ho pfes topnou spiralu.

Uloha I1.P ... nedekana prekazka

Ridi¢ automobilu jedouci rychlosti v nahle spatii, Ze jeho viiz sméfuje doprostied betonové
zdi Sitky 2d ve vzdalenosti [. Soucinitel klidového tfeni mezi pneumatikami a vozovkou je f.
Poradte fidi¢i, co m4 délat, aby se vyhnul srézce se zdi. Rozhodnéte, pro jakou velikost rychlosti
je to jesté mozné.

Uloha I1.E ... neni hmotnost jako hmotnost
Experimentalné ovéite rovnost setrvacné (té, ktera vystupuje ve druhém Newtonové pohy-
bovém zékonu) a gravitaéni hmotnosti (té, kterd vystupuje v Newtonové gravitaénim zakonu).

Serial na pokracovani

Newtonovy pohybové rovnice

Po nezbytnych definicich v minulém dile seridlu se muzeme zacit zabyvat pri¢inami po-
hybu. Méli bychom dospét k Newtonovym pohybovym rovnicim, které budeme formulovat pro
inercidlni vztazné soustavy.

Pric¢ina zmény rychlosti se v Newtonové mechanice nazyva silou. Pasobeni sily na dany
hmotny bod je projevem interakce s ostatnimi hmotnymi body. Mira této interakce je dana ve-
likosti sily. Abychom byli schopni formulovat pohybové zakony, je tifeba umét priradit kazdému
hmotnému bodu silu, ktera na néj pisobi.

Sila je pri¢inou zmény rychlosti, nemtze tedy sama zaviset na zrychleni hmotnych bodi.
Obecné sila pusobici na hmotny bod zavisi na poloze a rychlosti bodu samého a také na po-
lohach a rychlostech ostatnich bodt a na case. Dale budeme predpokladat princip nezdvislost:
sil, coz znamena

F(I‘, v,rn,vi,...,rn, VN,t) = F1(r, v,n, Vl,t) + -+ FN(I‘, v, Iy, VN,t).
Jinak feceno, sily ptsobici mezi dvojici bodi nejsou nijak ovlivnény pritomnosti ostatnich
bodi. Silu pisobici na hmotny bod mizeme proto rozlozit na sily pisobici mezi jednotlivymi

dvojicemi. Diulezitym pozadavkem na sily je platnost 3. Newtonova zakona, kterému také
fikdme zdakon akce a reakce. Ten tika

Fio = —Fo1,
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neboli velikost sily, kterou ptisobi prvni bod na druhy, je rovna velikosti sily, kterou ptlisobi
druhy bod na prvni.

Na mechanice je urcit vztahy pro sily. Nemusi pritom vzdy vychazet z interakce mezi
jednotlivymi hmotnymi body, fada vztahi pro sily byla urcena experimentalné. Sdm Newton
sel prikladem a popsal gravitacni piisobeni zakonem

kde rn2 = r — i, » je gravitacni konstanta. Veli¢iny p1 a p2, které charakterizuji jednotlivé
hmotné body, jsou mirou gravitace, nazyvame je tthové hmotnosti.

Nyni se dostavame k formulaci pohybovych zakonti. Zajima nas pohyb jednoho hmotného
bodu, pokud zname silu na néj pusobici (zndme tedy rychlosti a polohy okolnich bodii). Pohyb
tohoto bodu je v inercialni soustavé popsan vztahem

ma = F(v,r,t), (1)
kterému fikdme 2. Newtonuv zakon. Podle definice rychlosti a zrychleni je
mi = F(F,r,t). (2)

Velicina m charakterizuje jedinou vlastnost hmotného bodu — jeho setrvac¢nost, nazyvame ji
proto setrvacnou hmotnosti. Velice pozoruhodné je, ze tento parametr je identicky s tihovou
hmotnosti p z Newtonova gravitacniho zdkona. SAm Newton to nedokézal zdivodnit. Rovnost
obou hmotnosti je predpokladem obecné teorie relativity. Nejnoveéjsi méreni ukazuji, ze

M _ 141070,

W

Sami se o rovnosti obou hmotnosti mizete presvédcit pri feseni experimentalni tillohy této série.
Rovnice (2) predstavuje soustavu t¥i obycejnych diferencidlnich rovnic, pro kazdou sourad-
nici v kartézské souradnicové soustaveé je jedna. Rikdme jim Newtonovy pohybové rovnice.

m«fl'f — Fm(iay.J)z;xay)Z?t)’

my = Fy(i'a?;)zaxaya'z)t)a

mzZ = F,(t,y, 2,2,y, 2, t).
Pokud budeme mit zadany pocatecni podminky
r(to) = ro = (x0,Y0,20), Vv(to) = vo = (Vz0,Vy0,V20),

muzeme z téchto rovnic jednoznac¢né urcit funkce x(t), y(t) a z(t). Ur¢ime tak budouci ¢asovy
vyvoj polohového vektoru r(t), coz jsme presné chtéli.

Slozitéjsi je situace, pokud sledujeme pohyb vice nez jednoho bodu. Mame-li N hmotnych
bod1i, potiebujeme k jejich popisu vytesit soustavu 3N rovnic a znat 6 /N poc¢atecnich podminek.
Pro velké N je tento ukol velice obtizny, pro jejich popis se pouzivaji jiné modely.

Newtonovy rovnice nam umoznuji urcit pro presné dané pocatecni podminky budouci vyvoj
systému. Tato typicka vlastnost klasické mechaniky se nazyva laplaceovsky determinismus.
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Pouziti Newtonovych rovnic si ukdzeme na jednoduchém prikladu.

Priklad 1 — pohyb télesa v kapaliné
Napiste a teste pohybové rovnice tuhé koule v kapaliné a homogennim tihovém poli Zemé.
Pocatecni rychlost vy sméruje svisle doli. Uvazujte, ze koule je obtékana laminarné.

Reseni
Proti pohybu koule plisobi odporova sila, ktera je pro laminarni obtékani dana vztahem

F = 6rnRv = kv,
kde R je polomér koule a  dynamicka viskozita vody. Pohybové rovnice maji tedy tvar
mr = Fg + F,, — kv.

Zvolme kartézskou souradnicovou soustavu tak, ze osa x mifi svisle vzhiru, a napiSme si
pohybové rovnice v téchto souradnicich

mx = —mg + %TFR og — kzx,
mz = —kz,

které budeme fesit spolu s pocateénimi podminkami v(0) = (—vo,0,0) a r(0) = (xo, Yo, 20)-
Predposledni rovnici fesime separaci proménnych

d k —kt/m
doy [ kg o o —cerim
Uy m

Integra¢ni konstantu C' uréime z pocateéni podminky v,(0) = 0, vychazi C = 0. Podobné
dostaneme pro z-ovou slozku. Druhou integraci tedy mame

Yy = Yo, Z = Z20.

Separaci proménnych budeme fesit rovnéz i prvni pohybovou rovnici

dv, k —kt/m
/ v =— | —dt = wv,=0Ce Kt/ —%(m—%’ﬁng).
m
Uz + % (m — 27 R3p)
Integra¢ni konstantu C' uréime opét z pocateéni podminky v, (0) = —vo. Po dosazeni vychazi
Vg = % (m — %TTRSQ) (e_kt/m — 1) — poe R,
Odtud mizeme snadno urcit mezni rychlost koule, pro t — oo je
g 3
Vg (00) = % (m— 5mR%0) .

Abychom dostali hledanou zavislost z(t), budeme vztah pro v, jesté jednou integrovat. Pfi
urcovani integra¢ni konstanty pfihlédneme k x(0) = zo. Dostaneme

x(t) = —% (m — %’KRBQ) (t + % (efkt/m — 1)) + 1)0% (efkt/m — 1) + 0.
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Pohybova rovnice v neinercidlnich systémech

Uvazujme inercialni vztaznou soustavu S, ve které se hmotny bod pohybuje se zrychlenim a.
Dale m&jme neinercialni vztaznou soustavu S’. V té se hmotny bod pohybuje se zrychlenim a’.
Pokusime se urcit vztah mezi témito vektory.

S/
S
w
r/
r Vs
O/
r
0]
Obr. 1
Pro libovolny vektor A plati nasledujici vztah
dA dA
B A+ ——
a& YT 3

kde derivace s ¢arkou znadi ¢asovou derivaci vektoru A v ¢arkované soustavé'. Predstavit si
to muzete tak, Ze vektor A se méni sam (druhy ¢len na pravé strané) a jesté k tomu se otaci
rychlosti w (prvni ¢len na pravé strané). Vektor w je vektorem thlové rychlosti systému S’
vidi systému S. Vztah (3) nyni aplikujeme na polohovy vektor r’ v soustavé S’

,_dr_dr dn
dt dt dt
:wxr'—i—ﬂﬁ—%:
dt dt

/ /
=wXr +v +vs,

kde v’ jsme oznacili vektor rychlosti hmotného bodu v éarkované soustavé a vs je rychlost
pocatku soustavy S’ viici soustavé S. Posledni vztah zderivujeme a jesté jednou pouZzijeme (3)
dr’ dv’

p— / _ B — /=
a—€xXr +wx dt+ az + ags

D' Slozky vektoru A vyjadiime v soustavé S’ a kazdou z nich derivujeme.
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dt dt

—a' +texr+wx(wxr)+2wxv +ag,

_ / / d,r/ / d/V/ .
=€eXr +wx|lwxr +— ]| +wxv + ——+ ag =

pricemz jsme oznacili € = w.
Odvozeny vztah mezi obéma zrychlenimi dosadime do (1)

ma' =F —mexr —mwx (wxr')—2mwx v —mag. (4)

P1i pohledu na tuto rovnici se nabizi oznacit cely vyraz na pravé strané jako silu, potom bude
mit pohybova rovnice stejny tvar i v neinercialnich soustavach. Silu

/ / /
F,=-mexr —mwXx (wxr)—2mw X v’ —mag,

proto nazveme zddnlivou. Sily zdanlivé je tfeba odliSovat od sil pravych (vtisténych). Sily
pravé maji ptivod ve vzajemné interakci hmotnych bodi, zatimco sily zdanlivé vznikaji pouze
v neinercidlnich soustavach; lze je odstranit prechodem k inercidlnimu systému.

Sila F, se sklada ze sily Coriolisovy F. = —2mw X v, sily Eulerovy F. = —me x r’, déle
sily odstredivé F, = —mw X (w X r ) a sily translacni Fi, = —mag . Coriolisova sila pusobi
pouze na pohybujici se body vzhledem k S’. Sila setrvacnd Fs = F.+ F, + Fi; ptisobi i na body
v klidu.

V nasledujicim prikladé si zkusime vyftesit pohybové rovnice v neinercidlnim systému.
Priklad 2 — pohyb v soustavé spojené se Zemi
Najdéte rovnice popisujici pohyb hmotného bodu na povrchu Zemé v soustavé spojené se Zemi.
Reseni

Pro jednoduchost feseni predpokladejme r(0) = 0 a v(0) = 0. Zavedme si nasledujici
kartézskou souradnicovou soustavu. Osa z je svisld a mifi nahoru, osa y mifi od jihu k severu.
Uhlova rychlost rotace Zemé mé slozky w = (0,wy,w>), kde wy = wcosy, w, =wsinp a ¢ je
zemépisna sitka. V pohybové rovnici

mr = Fg —2mw X v

vystupuje navic pouze Coriolisova sila, nebot odstfedivd je zahrnuta v tihové. Ve slozkach
dostavame

= —-2wyz—w.y),
zZ=—g+ 2wyt~ —g.

V posledni rovnici si mizeme dovolit aproximaci, nebot prislusna slozka Coriolisovy sily je diky
pomalosti zemské rotace zanedbatelna vzhledem ke slozce tihové. Pak plati

1
Z(t) = _§gt27

coz dosadime do prvni rovnice. Mame soustavu dvou diferencialnich rovnic
&= +2(wygt + w-9),

= —2w.,
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jejiz feseni je s ohledem na pocateéni podminky (provedte jako cviceni)

4w3

2(t) = 22 (2wt — sin (2w.t)),  y(t) (1 — 202t% — cos (2w.t)).

R
4w
Rozvedeme-li sinus a cosinus v Taylorovu fadu a vezmeme z ni prvni ¢len, ktery se neodecte,

pals 1 1 1 1
x(t) ~ §gwyt3 = ggwt?’ cosp, y(t)~ —ggwywzt4 = —ggw2t4 sin ¢ cos .
S témito vztahy je mozné se spokojit, dalsi cleny jsou totiz prekryty faktory, které jsme nebrali
v tvahu (nehomogenita pole, vliv Mésice). Hmotny bod se bude tedy kromé volného padu

pohybovat jihovychodnim smérem.

Zakon zachovani energie

Vratme se jesté k soustavé t¥i rovnic (2). Z teorie diferencidlnich rovnic plyne, Ze pro
kazdou takovou soustavu muZeme najit Sest linearné nezavislych funkci ¢(v, r,t), které jsou
podél trajektorie konstantni, neboli

%gp(i‘, r,t)=0.

Funkce s touto vlastnosti nazyvame prunt integrdaly pohybovych rovnic. Pokud se nam podari
nahradit pohybové rovnice stejnym poctem prvnich integrali, miizeme prejit k této nové sou-
stavé. ReSeni bude znaéné snazsi, protoze se bude jednat o soustavu diferencidlnich rovnic
pouze prvniho radu.

Integraly pohybu se hledaji na zakladé symetrii systému. My si zde ukazeme, Ze jednim
z téchto integralt je mechanicka energie.

Pohybovou rovnici (2) vynasobime skaldrné zprava vektorem rychlosti v

mv-v=F-v. (5)
Vsimneme si, ze levou stranu mtzeme dostat derivaci vyrazu

T:imv-v

podle casu. Velicinu T nazyvame kinetickou energii
hmotného bodu. Rovnici (5) proto nyni podle ¢asu
zintegrujeme (od okamziku to do t), abychom na levé
strané ziskali kinetickou energii

t
T—T():/F'th.
to ds

Na soucin v dt se muzeme divat jako na elementarni r(t)
vektor, jehoz velikost je rovna draze urazené za dt a
jehoz smér je tecny na trajektorii. Proto piSeme
s(t)
T—TO:/F-ds. (6)

s(to) Obr. 2
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Integralu na pravé strané fikdme kiivkovy integral, nebot integrujeme podél trajektorie. Tento
integral, ktery urcité vsichni dobre znate, je roven celkové praci vykonané na hmotném bodu
mezi body A = s(to) a B = s(t).

Pokud existuje funkce V (r) takova, ze

f__(OV oV oV
B ox’ Oy’ 0z )’

fikame sile F konzervativni a funkci V' potencialni energie. Mezi konzervativni sily patii na-
priklad sila gravita¢ni nebo sila elektrostaticka. Dosadme tento vztah do (6)

B

B
oV oV oV

Vidime tedy, Ze pokud na hmotny bod pusobi jen konzervativni sily, zachovava se veli¢ina
E=T+YV, (7)

kterou nazyvame mechanickd energie.

Uloha I1.S ... Newtonovy pohybové rovnice

a) Napiste a feSte pohybové rovnice hmotného bodu v tihovém poli Zemé. Soufadnicovou
soustavu orientujte tak, ze osy x a y jsou vodorovné a osa z mifi vzhiru. Pocatecni poloha
hmotného bodu je rp = (0,0, ), pocateéni rychlost je vo = (vo cos a, 0, vg sin av). Soustavu
spojenou se Zemi povazujte za inercialni.

b) Muz s puskou sedi v kfesle, které se otaci kolem svislé osy s frekvenci f = 1Hz. Spolu
s kreslem se otaci terc, ktery je k nému pevné upevnén. V jistém okamziku muz vystreli
kulku rychlosti v = 300km/h smérem od osy otacCeni presné do stfedu terce. V jakém
misté prorazi kulka ter¢? Reste jak z pohledu neinercialni, tak z pohledu inerciilni vztazné
soustavy. Vzdalenost hlavné od stredu terce je [ = 3m, odpor vzduchu zanedbejte.

c) Vyjadrete zavislost rychlosti hmotného bodu na poloze v gravita¢nim poli Slunce.
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