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N/ Vv v /
Mili resitelé!

XX. ro¢nik FYKOSu je jiz u konce. Doufame, ze se vam seminaf libil, ze jste si zasoutézili,
ale hlavné se také néco nového naucili. S maturanty se tésime na shledani v fadach organizatori,

Vérime, ze si na konci skolniho roku ¢i béhem prazdnin najdete chvilku ¢asu na precteni
feseni 5. a 6. série. Na konci brozurky najdete vysledkovou listinu po 5. sérii a konec¢nou vysled-
kovou listinu. S letosnim seridlem se rozloucite jeho poslednim dilem na strané 27 i posledni
bonusovou tlohou. Asi se vam bude styskat, ale vSechno jednou konci.

Vas, ktefi se jiz nedockaveé tésite na pristi XXI. roénik FYKOSu, potési zadani prvni série
a prvni dil seridlu na konci brozurky.

Béhem prazdnin budeme pracovat na roc¢ence XX. ro¢niku, kde najdete souhrn vsech tloh
i jejich TeSeni, seridl a také kratké texty o podzimnim a jarnim soustfedéni a o TSAFu. Velké
Ucastnici jarniho soustiedéni se jiz také brzy dockaji DVD z limitované edice, na kterém
budou mimo jiné fotky a video.

Z v h . /t /7 \/k Ve / d . v . .
a vSechny organizatory vam pékné prazdniny preje Honza Prachai

Uloha V.1 ... smrt klaviristy (3 body; primeér 2,74; vesilo 31 studenti)

Z okna vyskové budovy vypadl klavir i s klaviristou, ktery po celou dobu padu hral zdé-
sené A. O k pater pod timto oknem odpocival nebohy umyvac¢ oken. Jak velké je k, jestlize
posledni, co umyvac slysel, bylo Ais, tedy ton o pulton vyssi? Rychlost zvuku v daném vzduchu
je 347 m-s™!, vyska jednoho patra je 3,1 m. Morbidni ulohu navrhl Petr Sykora.

Tato prihoda jest klasickym prikladem Dopplerova jevu.

Jelikoz to posledni, co nebohy umyvac oken slysel, byl zvuk o frekvenci vyssi, nez vysilal
klavirista svym nastrojem, je ziejmé, ze se v ten okamzik klavirista k umyvaci priblizoval. Fy-
zikalni interpretace této situace je vcelku jednoducha. Klavirista s klavirem prosté a jednoduse
trefi umyvace a tim ho zabije.

Ackoliv existuje spousta riznych ladéni, budeme uvazovat temperované ladéni. V tempe-
rovaném ladéni zvySeni ténu o piltén odpovida zvyseni frekvence 3/2-krat.

Nemala cast resiteld pouzila Spatny vzorec pro tento pripad Dopplerova jevu, ve zkratce si
jej proto odvodime v aproximaci pro rovnomeérny primocary pohyb zdroje smérem ke static-
kému prijimaci. Frekvenci, na které zdroj vysila, oznac¢ime f, vzdalenost, jez je mezi zdrojem
a prijimacem v Case t, oznac¢ime jako [(t) = lo —vt, kde [y je pocatecni vzdéalenost a v je rychlost
zdroje smérem k prijimaci. Nyni zavedeme veliéinu T'(¢), kterd bude vyjadiovat, jak dlouho
potrva cesta signalu vyslaného v case t od zdroje k prijimaci. Zvukovy signal se Sifi prostiredim

rychlosti c.
lo — ot

OISR M)

Budeme uvazovat, ze signal je harmonicky, a tedy vysilany signal 1ze popsat jakousi veli¢inou

A(t) = Agp cos (wt + ¢o) ,
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kde Ao a po jsou né€jaké konstanty a w = 27 f je ihlova frekvence. Tento signal dorazi k prijimaci
v ¢ase t + T(t), a tedy, pokud zavedeme oznaceni A’ pro signal vnimany pfijimacem, znamena
to

A'(t+T(t)) = A(t) = Ao cos(wt + o) . (2)

Jenze to nam piili§ nefikd o frekvenci, jakou bude pfijima¢ vnimat. Pro éas pfijimace t' =
=t+T(t) z (1) vyjadiime
l
t=—" (t’ - —0) .
c—v c

wlo

Nyni dosadime do rovnice (2)

/
wt —
c— v c—v

A'(t") = Ao cos ( -+ <,00> = Ap cos (w't' + 906) .

Je tedy vidét, ze prijimac¢ bude vnimat harmonicky signal o tthlové frekvenci

/
C C
w/: w = f—: .
c—v f c—v

Timto jsme odvodili vztah pro Dopplertiv jev, kde zdrojem je klavir a prijimacem umyvac.
Drobné chyby se dopoustime priblizenim pro rovnomeérny primocary pohyb. Nicméné, jeli-
koz v < ¢ a zaroven velikost zrychleni neni nijak zavratna, miizeme si aproximaci dovolit.

Ze vztahu pro Dopplertiv jev a znalosti temperovaného ladéni vime, zZe tésné pred narazem
klaviru do hlavy umyvace platilo pro rychlost klaviru v

V2=

c—uv

Dale také vime, ze padal-li klavirista s klavirem z vysky h nad umyvacem volnym padem,
dopadal na umyvace rychlosti v = y/2hg. Vysku h vyjadrime pomoci poctu pater h = kp,
kde p je vyska patra. Dochazime tak k finalni rovnici

2 2
k:LGr%>.
2gp V2

Po dosazeni zadanjch hodnot a ¢ = 9,8 m-s~ ' vychazi

k=1624,
ta ctvrtina patra navic odpovida tomu, ze klavir vypadl z okna a okna mivaji spodni okraj
0 néco vys, nez je podlaha.

To, ze ptihoda skoncila dvojnasob smutné (zemfel i umyvac), si uvédomila vétsina Fesitelu.
Pokud jste uvazovali jiné (bézné) ladéni, nebylo to povazovano za chybu.

Petr Sykora
petr@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V.2 ... kapitan Kork opét zasahuje (4 body; primeér 2,53; vesilo 19 studentii)

Denik kapitana Korka: , Hvézdny cas 51824,2. Budoucnost hvézdné flotily je znovu ohro-
zena. Romulani se nas pokouseji zni¢it. Zautocila na nas jejich nova bitevni lod typu Karusel
s laserovym otacivym délem. Doktor Spok rozhodl, ze neni mozno se s nimi utkat a musime
zaujmout vyhodnéjsi postaveni co nejdale od nepritele. Nas palubni védecky pracovnik bohuzel
ale zrovna spi a my ho nechceme budit. Jsme zrejmé odsouzeni k zahubé. .. “

Poradte kapitanovi, jaky manévr ma provést, aby unikl jisté zkaze. Hvézdna lod Enterprise
ma tvar koule o poloméru R, na zacatku je ve vzdalenosti ro. Délo Karuselu se otaci thlovou
rychlosti w a strili vzdy do mist, kde jeho laserovy senzor zjisti pritomnost Enterprise. Jakou
nejmensi rychlosti se miize Enterprise pohybovat, aby Karuselu jesté unikla?

Uloha z hlavy Jardy Trnky. Volné pokracovdnt dlohy III.4 ze 17. roc¢niku.

Kapitan zrovna dokoncil zaznam v deniku, kdyz vtom vesel doktor Spok.

Kapitane, nase situace je kritickd.

Spoku! Premyslel jsem nad tim. NemuZeme jen tak cekat, aZ nds Romulani
odstreli. Musime néco vymyslet! Néjaky mazany manévr.

To je logickée. Jenze jaky? To mndm pocitac nepovi.

Hm... Vzpominds si na leta v akademii? To jsme téch akrobatickych mané-
vru propoditali. Jesté ted mam hrizu z téch integrdlu. Pojd, zkusime to vypocitat.

Fascinugict napad.

* % %

Jak to vyftesili Spok s Korkem? Ze se jim to podafilo, neni pochyb, ale zkusme se na
to podivat také sami, abychom se pocvicili v nelehké kinematice, i kdyz si o matematickych
a fyzikalnich dovednostech absolventti Hvézdné akademie miizeme samoziejmé nechat jen zdat.

Senzory Enterprise nastésti zachytily Karusel v nemalé vzdalenosti, takze r¢p je mnohem
vétsi nez velikost lodi R. Senzory také zjistily, ze délo Karuselu se rychle otaci a ma zaroven
laserovy senzor otacejici se s délem. Kdykoliv laserovy paprsek dopadne na plochu k nému
kolmou, odrazi se a $iri se zpét k detektoru Karuselu. Detektor se neotaci, ale sbira signaly ze
vSech smérd a pak povi délu, kam ma strilet. Signal se zpét na Karusel dostane za dobu

ty =2,
c

Rozebereme nejdiive ponékud defenzivni taktiku, kdy se Enterprise bude pohybovat po
kruznici ve vzdalenosti 79 od Karuselu. Jakmile Karusel dostane signal, pocka, az se délo
natoc¢i do sméru, ze kterého signal prisel, a vypali. Toto natoceni trva dobu

. 217 — {w . Qtl}

to ,
w

kde slozené zévorky znamenaji podstatnou ¢ast z ithlu natoceni, tedy thel z intervalu [0, 27).
V dalsim okamziku Karusel stfili laserovym délem a miii na misto, kde byla Enterprise zpo-
zorovana. Laserové torpédo dosahne onoho mista za dobu

To
ts3 = —.
C

Jak se nejjednoduseji vyhnout zasahu? Staci, kdyz se Enterprise posune o vzdalenost R.
Bude to tézky manévr, ale nic jiného ji nezbyva. K tomu ma k dispozici ¢as t1 4+ t2 + t3; pokud

3



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XX ¢islo 7/7

se ma Enterprise vyhnout této straslivé zbrani, musi se pohybovat po kruznici kolem Karuselu
nejmensi rychlosti

R 2ro c 2wro -1
min — ;. , ., —C' |5 — | 27 — .
v t1 +t2 +t3 ¢ [R +WR (1T { c }>]

Enterprise se tedy dostane o maly kousek dal a za chvili se celda akce opakuje. Pokud ale
Enterprise zabere i ve sméru od Karuselu (libovolné malou rychlosti), za¢ne se po spirale
vzdalovat, ¢cimz se bude zmensovat i rychlost vmin, jak jisté vidite. Postupné se tak Enterprise
dostane do bezpecné vzdalenosti od Karuselu.

* % %
Pripravte se na manévr! Vsichni na sva bojova stanoviste! Spoku, zadal jste
manévr do pocitace?
Manévr zadan a propocten.
Tak tedy vpred!

A tak byla hvézdna lod Enterprise i s posadkou zase jednou zachrianéna. Aby se opét
odvazné a neohrozené mohla vydat tam, kam se dosud nikdo nevydal. ..

Jan Lalinsky
jano@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.3 ... odporova rada (4 body; primér 1,43; vesilo 14 studenti)

Vzijte se do role reditele firmy, ktera chce jako prvni na svété zacit vyrabét rezistory
pro vseobecné pouziti. Na zakladé priizkumu trhu bylo zjisténo, ze poptavka po rezistorech
je rovnomeérné rozdélena v rozmezi 1 (2—10 MS2. Z technickych duvodi vsak miizete vyrabét
pouze konecné mnozstvi, reknéme 169, riiznych rezistori.

Pokud zakaznik pozaduje rezistor s hodnotou R, a vy mu nabidnete rezistor s hodnotou R,,,
bude ,,mira jeho nespokojenosti“ dana vztahem (1 — R /Rn)2. Otazkou je, jaké hodnoty od-
poru musi mit vami vyrabénych 169 rezistori, aby byla stredni nespokojenost vsech zakazniku
minimalni. Pro jednoduchost feknéme, ze prvni a posledni rezistor z vasi nabidky musi mit
hodnoty 12 a 10 MS2. Ulohu zformuloval Pavel Augustinsky.

Je smutné, ze se nam ulohu nepodariilo zadat tak, aby jeji vysledek odpovidal nasi pred-
stavé. Spravné zadani mélo znit: ,,Otazkou je, jaké hodnoty odporu musi mit vami vyrabénych
169 rezistorid, aby byla maximalni nespokojenost zakaznika minimalni.“ Vytesime obé ulohy
paralelné.

Zacneme sestrojenim funkce nespokojenosti N(R) zakaznika, ktery pozaduje odpor R. Jeji
hodnota pro odpor R bude (v zajmu feditele firmy) minimum z &isel {(1— R/R,)*},2;, kde R,
jsou hodnoty 169 vyrabénych rezistori. V bodech R,, bude jeji hodnota nulova. Nacrtnéme graf
této funkce v intervalu (R1, R3) do obrazku 1. Graf sestava z kusi parabol majicich minimum

v bodech R,,. Dvé sousedni paraboly na sebe navazuji v bodé, kde maji stejnou hodnotu. Mezi
body R; a Rz to bude v bodé R

R\ > R\ > 2R1R» 2
1) (12 Ry = -
( Rl) ( Rz) - T R+R 11
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jinymi slovy se jedna o harmonicky primér obou hodnot.

N(R)

Ry R Rs R

Obr. 1. Graf funkce nespokojenosti zakaznika.

Uspésné jsme vyhodnotili, jaky rezistor z nasi sady nabidnout zakaznikovi pozadujicimu re-
zistor R a jaka bude jeho nespokojenost. To vSechno udava funkce N(R). Minimalizace stfedni
nespokojenosti zdkaznik odpovid4d minimalizaci plochy pod grafem funkce N(R); minimali-
zace maximalni nespokojenosti odpovidd minimalizaci maxima funkce N (R). Necht odpory R:
a Rs jsou pevné dané. Pojdme hledat hodnotu odporu Rz, abychom splnili vyféené pozadavky.

Plocha pod grafem na intervalu (R1, R3) je

_1(Rs — Ry)’

S = +
3 (Rz + R1)2

1(fs — Ra)’
3 (Rg + R2)2 .

Pfi zméné prostiedniho odporu o malé dRs se plocha zméni o (ovéite)

ds — {(RQ —R1>2 B (R?, — R2>2 2 <R2 _R1)3 n (Rs —R2)3 }ng
Ry + Ry R3 + R» 3 |\ R2+ Ry R3 + R» '
Plocha bude minimalni, pokud pii malé zméné d Rz se plocha témér nezméni. Vyraz ve slozené
zavorce se musi rovnat nule. Rovnici vyresime a vyjadfime R3 pomoci R; a Ra. Vysledny vyraz
zde nebudeme uvadeét, neb je moc dlouhy. Dale budeme radéji postupovat numericky. Jde o to
najit hodnotu Rs tak, aby pro R1 = 18 bylo Rigg = 10 M{2. Mame vlastné rekurentni relaci
Ry (Rn—1,Rn_2); s jeji pomoci pro vybrané Ry kontrolujeme spravnost Rig9. Budeme-li zkou-
set dostatecné dlouho, dojdeme k ¢islu R = 32,64 (odpory dalsich rezistori jsou uvedeny

v tabulce). Zajimavé miize byt podivat se na zavislost R,, na n. Numerickym fitem i analyticky"
lze ukazat, ze zavislost je kubicka

R, ~2,04-(n—0,84)°Q.
Funkce nespokojenosti ma lokalni maxima v bodech R, ; zde nabyva hodnot
%n 2 Rn—|—1 - Rn 2
NR,)=(1-—=—) ==—"| .

Hodnotu nejvyssiho maxima mutizeme snizovat do té doby, nez maji vSechna maxima stejnou
hodnotu. Tato ivaha nas dovadi k rovnici

Rs — Ro\? Rs — R1\° R
(R3+R2) <R2+R1) TR

1) Zajemce odkazuji na Martina Viysku, martin.vyska@centrum.cz, kterého timto zdravim doufaje,
ze se mu bude feseni libit.
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Odpory rezistorti tedy tvoii geometrickou posloupnost R, = kR, 1 = k™ 'R;. Hodnota
odporu roste exponencialné s n. Zbyva vypocitat k, aby pro R; = 12 bylo Rigg = 10 MSQ.
Tento tikon zvladne kazdy s pomoci kalkulacky k& = '/10 - 106 = 1,10. Hodnoty odporii vSech
rezistori uvadime v tabulce.

Vypoctené hodnoty odporu prvnich 47 rezistorti. V prvnim radku jsou
vzdy odpory pro minimalni stfedni nespokojenost, v druhém pro mini-
malni maximalni nespokojenost.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
R[Q]| 1,0 | 33 | 97 | 210 | 380 | 620 | 950 | 1,4k | 1,9k | 2,6k | 3,3k | 4,3k
R[Q| 10|11 ] 12|13 |15 |16 | 1,8 |20/ 22]| 24/ 26| 209

n 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
R[Q]]| 5,4k | 6,6k | 8,1k | 9,7k | 12k | 14k | 16k | 18k | 21k | 24k | 28k | 31k
R[Q]| 32|35 |38 |42 |46 |51 |56 62|68 75]83]9,1

n 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
R [Q]| 35k | 39k | 44k | 49k | 54k | 60k | 66k | 72k | 79k | 86k | 94k | 102k
R [Q]| 10 11 12 13 15 16 18 20 22 24 26 29

n 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
R [Q]| 111k | 120k | 129k | 139k | 149k | 160k | 172k | 184k | 197k | 210k | 220k
R [Q]] 32 35 38 42 46 51 56 62 68 75 83
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Obr. 2. Grafické znazornéni vypoctenych hodnot odport (puntiky — pro

minimalizaci maximalni nespokojenosti, ¢tverecky — pro minimalizaci
stfedni nespokojenosti).

Na zavér si neodpustime zamyslenou poznamku k casti feSeni tykajici se opraveného za-
dani. Elektrotechnicti nadsSenci jisté nenechali bez povsimnuti, ze nami vypoctené hodnoty
odport presné odpovidaji jmenovitym hodnotam (tj. pramyslové vyrabénych) odport. Neni to

6
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nahoda. Technologie vyroby rezistord samoziejmé nemtiize zarucit neomezené presné hodnoty
odporti. Odpory vyrabénych rezistorid maji toleranci (napt. 20 %, 10 %, 5% atd.), tzn. kdyz si
koupite rezistor s odporem 10§2 a toleranci 5 %, je jeho odpor nejpravdépodobnéji v intervalu
(9,5Q;10,5Q). Pro vyrabéné rezistory byly zvoleny hodnoty odporu tak, aby relativni rozdil
hodnoty libovolného pozadovaného odporu a hodnoty odporu vyrabéného rezistoru byl mensi
nez uvadéna tolerance. Tak totiz budeme mit jistotu, ze v hromadce vyrobenych rezistort na-
jdeme ten, ktery ma pozadovany odpor. Kyzenou vlastnost mé pravé geometrickd rada, neb
relativni rozdil po sobé nasledujicich odport (Rn+1 — Rn)/Rn, = k — 1 je konstanta (pro libo-
volné n). Rady odporti se znaéi podle toho, kolik odporti pfipad4 na dekddu, E6, E12, E24 atd.
(jejich tolerance jsou po tadé 20 %, 10 %, 5 % atd.). Hleddnim fady odport, pro kterou bychom
dosahli minimalni maximalni nespokojenosti, je v elektrotechnické terminologii hledani rady
s minimalni maximalni toleranci. Neni tedy divu, ze vysledky se shoduji. Podivné ¢islo 169
bylo zvoleno, aby na dekadu ptipadlo 24 odport, coz odpovida radé E24.

Ke spravnému reseni dosel pouze Martin Vyska, ostatni udélali v komplikovanych apravach
chybu nebo se zalekli slozitosti vztaht, které jim vychazely. Nékolik resiteli prislo s napadem,
ze feSenim by mohly byt jmenovité hodnoty odporu (ano, to byla nase predstava!). Nemaly
pocet Tesiteltl navrhl fadu s konstantnim rozestupem odport, takto by ovSem v reditelském
ktesle dlouho nevydrzeli, neb zakaznik pozadujici odpor 10k{2 by byl obslouzen rezistorem

s odporem 1 (2. Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V .4 ... exhumace darecku od Buffala (} body; primeér 3,05; vesilo 22 studentii)

Buftalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V méstecku Clay
County mu konecné prisel na stopu. Strhla se prestielka. Buffalo si vsiml sudu plného petroleje
na voziku mezi sebou a Jessiem. ,,Jak dostat sud k Jessiemu, abych ho mohl zapalit,“ rozmysli
Bill.

Jessie prostrelil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal stfikat petrolej. Buffalo se trefil presné
do poloviny sudu a strili znovu. Vyfeste, s jakym pocatecnim zrychlenim se bude pohybovat
vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé. Predpokladejte, ze hybnost kulky je
nulova, a tireni zanedbejte.

Do jaké vysky by se musel Buffalo trefit, aby petrolej strikal nejdale?
Znovu zadand uloha V.1 z 18. rocniku. Prilepek od Honzy Hradila.

Nejdrive se zamyslime nad tim, co se d€je, kdyz sud zasdhne jedna stiela. Ze sudu o hmot-
nosti M zacne vytékat petrolej o hustoté p diky ptisobeni hydrostatické sily F' = Shpg, kde h
je vyska petroleje nad otvorem a S je plocha otvoru, ktery vytvori stfela v sudu. Hydrostaticka
sila petroleje plisobi také na stény sudu, vyslednice sil ptisobicich na opac¢nych stranach sudu
je nulova (maji stejnou velikost a opacny smér). Celkova hydrostaticka sila pusobici na sud
vSak nulova neni, protoze sila ptisobici na sténu naproti otvoru po stirele se nevykompenzuje
s opacnou silou; ta urychluje vystrikujici petrolej. Dochazime k zavéru, Ze na sud pusobi sila
o velikosti F'. Snadno tedy urcime zrychleni a sudu zpiisobené jednou stielou
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Vv

kulkach (za kladny smér uvazujeme smér k Jessiemu)

a_@( H H ﬂE)_S’Qg(ZH/L’")—i—:):)

Vi 5
kde H je vyska sudu a x je vzdalenost mista, kam se trefi Buffalo podruhé, od horni stény
sudu. Je zfejmé, ze se sud bude vzdy pohybovat smérem k Jessiemu, nebot a > 0.

Jesté zbyva vyresit druhou otazku, do jaké vysky se ma Bill trefit, aby petrolej strikal
nejdale. Cely problém je pouze urc¢eni maximéalni délky vodorovného vrhu. Poc¢atecni rychlost vg
ziskdme z Bernoulliho rovnice vg = v/2gz. Pro délku vodorovného vrhu plati

L:vot:\/2gac-”@:\/4$(H—:1:).

Vzdalenost L bude nabyvat maxima pro x = H/2. Ma-li petrolej stfikat nejdale, musi se
Buffalo trefit do poloviny vysky sudu.

Pozorny fesitel si jisté vsiml, Ze stejnd tloha byla zadana jiz v 18. roéniku (odtud ta
exhumace). Ulohu jsme zadali znovu, protoze jsme tehdy udélali chybu v jejim feseni. Céstice
petroleje sice ze sudu vylétavaji rychlosti vo = 1/2gx, ale ne vSechny se pohybuji ve sméru
kolmém na sténu sudu. Z tohoto diivodu je hybnost vyteklého petroleje mensi (poloviéni), nez
jsme tehdy uvedli. Ze stejného dtvodu se prufez proudu vysttrikujiciho petroleje zmensi na
polovinu.

Letos tlohu spravnym zptisobem fteSili pouze dva rtesSitelé a zcela spravné ji vyrtesil Jan
Bogar. Jen Helena Paschkeovd upozornila, zZe se sud ve skutecnosti pohybovat nebude, protoze
sila, ktera sud urychluje, neprekonéa statické treni. Zdenck Kucka

zdenek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.P ... co je to za okna? (3 body; primér 1,63; resilo 19 studentii)

Nedavno si nechal jeden z organizatorii doma vymeénit okna. Misto starych dievénych prisla
nova plastova s dvojitymi skly. Okna se dodavaji v nékolika variantach podle toho, jestli je
prostor mezi skly evakuovan anebo naplnén nékterym ze vzacnych plynii. Navrhnéte zpiisob,
jak zjistit, kterou variantu organizatorovi dodali, ovsem bez trvalych nasledki na oknech.

Probléem ze Zivota Michaela Komma.

Hned na zacatku bychom radi uvedli, ze vakuova okna se pravdépodobné primyslové viibec
nevyrabéji, protoze samotné sklo rozumné tloustky by nemohlo odolat atmosférickému tlaku
(101 kPa odpovida zatizeni 10t na 1m? skla). Evakuovana okna by musela mit zesilené sklo
a néjaké vyztuzeni mezi skly. Misto toho se prostor mezi skly vypliiuje vzacnym plynem (pfip.
trochu zfedénym, nejcastéji argonem) pro jeho dobré tepelné-izola¢ni vlastnosti.

Kostru nasledujiciho feseni sestavili organizatori FYKOSu na jedné ze svych schiizek. Vic
hlav vic vi. Vymysleli jsme celkem Sest metod, jak identifikovat plyn mezi skly v oknech.
Postupy uvadime v poradi podle jednoduchosti a reprodukovatelnosti ziskanych vysledki.

Povézme, ze myslenka plyn mezi skly nejdfive zkapalnit (ba dokonce nechat ztuhnout)
neni rozhodné skvéla. Vzacné plyny maji velice nizké teploty varu. Tento fakt je umocnén
tim, ze plyn mezi skly miize byt zredény, coz ptisobi dalsi pokles teploty varu. Tim padem
napad plyn zkapalniovat hodnotime jako technicky neproveditelny (nemluvé o tom, ze okno by
pravdépodobné utrpélo trvalé nasledky).
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Vysokofrekvencni elektricky vyboj

Nadéjny napad se zda byt umistit okno do vysokofrekvencniho elektrického pole — napéti
aspon kilovolt, frekvence fadove 10 MHz. Vysokofrekvencni generator se d4 vymontovat z mik-
rovinné trouby. Pokud je mezi okny zfedény plyn, mohl by za priznivych podminek zazehnout
doutnavy vyboj. Je potfeba vyzkouset rtizné polohy elektrod a ladit napéti, dokud nedojde
k prurazu. Vyhoda vysokofrekvenéniho vyboje je ta, ze na rozdil od stejnosmérného vyboje ne-
vyzaduje vodivé elektrody, miize tedy vzniknout v plynu uvnitt uzaviené nadoby s elektrodami
vneé.

Zapali-li se doutnavy vyboj, mizeme jasat. Po zméreni emisniho spektra vyboje by identi-
fikace prvku neméla byt problém.

Identifikace radioizotopu

Dalsi z moznosti je zjistit pritomnost néjakého radioizotopu. Nejvice vyhodna by byla
existence izotopu, ktery by pfi rozpadu emitoval gama kvantum. Alfa a beta castice se absorbuji
ve skle, jejich emisi v plynu mezi skly tedy neni mozné evidovat. Energii gama kvanta lze
zmérit dost presné (scintila¢ni detektor a fotonasobic) a nasledné identifikace izotopu je snadna.
Situace mezi ptrirodnimi izotopy vsak neni riizova. Helium a neon maji pouze stabilni izotopy.
Trojice argon, krypton, xenon sice radioaktivni izotopy ma, avak jediny ' Kr podléha gama
rozpadu (0,281 MeV) s polocasem rozpadu 229 tisic let. Tento izotop se navic vyskytuje ve
stopovych mnozstvich, nebot neni pfirodni, nybrz vznika v atmosférickych sprskach.

Musime si proto pomoci sami. Patficné okno s sebou vezmeme na navstévu reaktoru c¢i
synchrotronu a nechame ho vystavit neutronovému ¢i synchrotronovému zatreni. Nestabilnich
izotopu si takto vyrobime podle libosti. Pak jiz sta¢i zaznamenat gama foton vznikly prechodem
neékterého jadra vzacného plynu z excitovaného stavu a jsme v cili.

Meéreni rychlosti zvuku

Spise diskutabilni metodou je méfeni rychlosti zvuku v plynu v zavislosti na teploté.
Nejdiive zodpovime otazku, jak mérit rychlost zvuku. Okno polozime a sklenénou desku posy-
peme néjakym praskem (pilinami). Reproduktorem budeme vydéavat zvuk o znamé frekvenci f,
kterou budeme ménit, dokud nezacnou sklenéné desky rezonovat. Z usporadani pilin na skle
odecteme vlnovou délku A a ze vztahu v = f\ urc¢ime rychlost zvuku. Rozlisit, kdy rezonuje
pouze sklo a kdy vzduch mezi skly, by nemél byt velky problém, neb rychlost zvuku ve skle
je o tad vyssi, nez bychom cekali v plynu. Zasadni je ovSsem otazka, zda je mozné, aby zvuk
v Tidkém plynu rezonoval tak siln€, aby rozkmital i skla.

Snad lepsi postup by byl digitalné zaznamenat zvuk vzniknuvsi klepnutim na okenni tabuli
a nasledné ve Fourierové transformaci identifikovat pik odpovidajici stojatému zvukovému
vinéni v plynu. Pfi¢ny rozmér okna udava vinovou délku a poloha piku frekvenci.

Predpokladejme, Ze se ndm podafi naméfit zavislost rychlosti zvuku na teploté v(T'). Pro
idealni plyn plati, Ze rychlost zvuku je imérna odmocniné poméru tlaku a hustoty, presnéji
v = /vp/o, kde v je Poissonova konstanta. Stejny pomér vystupuje ve stavové rovnici ide-
alniho plynu p/o = RT/Mp, kde My, je molarni hmotnost plynu. Zavislost v? na T je tedy
linedrni a smérnice této primky je rovna yR/My,. Uréime-li tuto hodnotu, budeme jiz schopni
vydedukovat, jaky plyn mame v okné.

Nuklearni magneticka rezonance

Pokud by sou¢éasti dodavky oken bylo i okénko mensich rozméri (tfeba na zachod), mohli
bychom jej vzit do nemocnice na nuklearni magnetickou rezonanci. Zkratka to okno se musi
vejit do masiny, kde méri NMR na pacientech.
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Okno umistime do statického magnetického pole a frekvenci budiciho radiofrekvenéniho
pole naladime tak, aby rezonoval precesni pohyb jader nékterého ze vzacnych prvki. Potiz
spociva v tom, ze jadra, na kterych chceme mérit, musi mit nenulovy magneticky moment
(jinak by na né magnetické pole nemélo zadny vliv). Ze vzacnych plynd nemé pouze argon
zadny prirodni izotop s nenulovym jadernym magnetickym momentem. Ostatni jsou uvedeny
v nésledujici tabulce, kde pro srovnani najdete i izotopy vyuzivané pro NMR v mediciné (H,

C, N).

Magnetické momenty jader izotopt vzacnych plynt, jejich zastoupeni v prirodé a citli-
vost pti méreni NMR. Srovnani s izotopy pouzivanymi v mediciné.

Izotop | Spin | Magneticky moment [un] | Rel. zastoupeni v pfirodé [%] | Rel. citlivost
H |1/2 2,79 99,98 1
BC | 1/2 0,70 1,11 0,18 -1073
1N 1 0,40 99,63 2,94-1073
SHe | 1/2 2,13 0,00014 0,0006 - 103
*INe | 3/2 —0,66 0,27 0,036 - 103
8BKr | 9/2 —0,97 11,5 48-1073
129%e | 1/2 0,78 26,4 58-1073
131Xe | 3/2 0,69 21,2 3,2-107°3

V poslednim sloupci tabulky je citlivost NMR pii méfeni na daném izotopu. Suverénné
nejcitlivéjsi je méfeni na vodiku (mé velky magneticky moment), méfitelnd spektra bude mit
i krypton, xenon a snad i neon. Silné pochybujeme, ze NMR piijde namérit na jadrech hélia,
zastoupeni izotopu ®He je pFili§ nepatrné. Vyhodnocenim spekter NMR pro vsechny rezonanéni
frekvence jader vzacnych plynu tedy identifikujeme vSechny vzacné plyny krom hélia a argonu.

Optické (UV) absorpéni spektrum

Fotony s frekvenci optického a UV zareni jsou atomy absorbovany pti prechodech elektront
v atomovych obalech. Na prvni pohled snadné by mélo byt zméfeni optického (a pfipadné UV)
absorpc¢niho spektra plynu. Otazkou ovsem zlstava, zda by absorpce na zifedéném plynu byla
méritelna.
Infracervené absorpcni spektrum

Jako slibna metoda se nabizi infracervena spektroskopie. Rotac¢ni a vibrac¢ni pohyb molekul
je kvantovan a energeticka skala takovych pohybt odpovida infracervené c¢asti spektra. V pri-
padé vzacnych plynt vSak narazime na podstatny zadrhel. Atomy vzacnych plynt jak zndmo
netvori molekuly, plyn je tvofen jen samotnymi atomy. Atom sdm o sobé nemize kmitat ani
rotovat, a tak nenamérime ani zadné spektrum.

Resitelé se vétsinou zamérovali na rozliSeni mezi evakuovanym oknem a oknem vyplnénym
vzacnym plynem, a to pomoci néjakych experimenti se zvukem (ten se jak zndmo nesifi va-
kuem). Casto se objevovaly pravdépodobné neti¢inné experimenty zalozené na méfeni indexu
lomu, tepelné vodivosti. Jen dvé resitelky (obé Terezy) trefné podotkly, ze okno s evakuovanym

i skly je bl .
prostorem mezi skly je blbost Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V .E ... levoto¢ivy svét (8 bodi; primeér 6,36; resilo 14 studentii)

Zmérte optickou aktivitu roztoku glukozy v zavislosti na jeho koncentraci. Opticka aktivita
je staceni roviny linearné polarizovaného svétla p¥i prichodu danou latkou. Uhel otoceni je
primo umérny délce drahy, kterou paprsek v latce urazil, a zavisi také na vinové délce svétla.
Pokuste se zjistit/vymyslet/vzpomenout, ¢im je opticka aktivita na molekuldrni drovni zpiso-
bena.

Meéreni optické aktivity se pouziva k zjiSténi koncentrace cukru v roztocich. Je tato metoda
spolehliva? Ma kazdy cukr stejnou optickou aktivitu?

Uloha napadla Honzu Prachate pii ¢teni Feynmanouvych predndsek z fyziky.

Teorie

Izomery jsou latky, které maji stejny molekularni vzorec, ale maji rtizné rozmisténi molekul
v prostoru. Izomerd je mnoho druhti a chemici je tfidi do vSemoznych kategorii. Nas ovsem
zajimaji pouze ty izomery, které staceji rovinu polarizace linearné polarizovaného svétla. Latky
s touto vlastnosti se nazyvaji optické izomery nebo enantiomery. Vyznacuji se tim, ze nékteré
z jejich konformaci? jsou navzajem zrcadlovymi obrazy. To znamend, Ze se k sobé maji jako
prava a levéa ruka a bez preusporadani vazeb (trhani prstil) je nelze pfinutit prekryt se.

Na stredni skole se obvykle véc znacné zjednodusuje a tvrdi se, ze kazda molekula obsahujici
tzv. chirdlni uhlik je opticky izomer. Uhliku se rik& chirdlni, kdyz ma na kazdé z vazeb jiny
atom. To neni Uuplné pravda. Existuje rada sloucenin, které jsou chiralni a asymetricky uhlik
neobsahuji a na druhé strané existuje fada sloucenin, které asymetricky uhlik maji a presto
chiralni nejsou.

Jak tedy pozname chiralni a achiralni molekulu? Pro nase ucely postaci, ze chiralni slouce-
nina nema rovinu ani stied symetrie. Toto plati pro libovolnou konformaci zkoumané slouce-
niny. Stac¢i tedy vysetrit, nejlépe na modelu dané molekuly, pritomnost téchto dvou jednodu-
chych prvkt symetrie a nasledné lze obvykle snadno rozhodnout o chiralité dané slouceniny.

Priklad chiralni slouceniny je na obrazku. Pouzivame dohodnuty zptisob zapisu prostorové
molekuly. Vazby kreslené plnou ¢arou jsou v roviné papiru, vazby rozsitujici se (plné klinky)
vystupuji pfed papir a vazby ¢arkované (Srafované klinky) sméruji za papir. Neoznac¢ené vrcholy
znaci uhliky s prislusnym poc¢tem vodikt. VSimnéme si, ze oba optické izomery se k sobé maji
skutecné jako leva a prava ruka. Maji stejné fyzikalni vlastnosti, liSi se pouze v tom, ze kazdy

O O
OH OH
OH OH
Obr. 3. Obr. 4.
l-kyselina d-kyselina
mlécna mlécna

otaci rovinu polarizovaného svétla o stejny uhel, ale v opac¢ném smyslu. Jejich smés v poméru
1: 1, ktera je opticky neaktivni, se nazyva racemat. Ten ma casto odlisné fyzikalni vlastnosti
od cistych enantiomert.

vvvvvv

muze byt i neprehledné, proto bylo nutné najit zptisob, jak zapsat konfiguraci dvourozmeérné.

2)  Konformace prelozeno z chemi¢tiny znamend, prostorové uspofadani.
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Zpusob prevedeni trojrozmérného vzorce do roviny (a naopak) navrhl némecky chemik Emil
Fischer (1852-1919), zakladatel moderni chemie sacharidt. Princip zépisu tady nebudeme zby-
tecné popisovat. Lze ho najit v kazdé rozumné ucebnici organické chemie.

Se zvysujicim se poctem asymetrickych atomii uhliku se samoziejmeé zvysuje i pocet stereo-
izomerd. Obecné sloucenina, ktera ma ve své molekule n center chirality, mize existovat ve 2"
konformacich. Ne vSechny tyto prostorové izomery jsou opticky aktivni. Neaktivni konformace
se nazyvaji mezoforma. Prikladem budiz konformace kyseliny vinné znazornéné na obrazku 5
pomoci Fischerova schématu. Struktury A a B pfedstavuji dvojici enantiomerti, ale struk-

COOH COOH COOH COOH
H——F—OH HO ———H HO ————H H—7F—O0H
HO ——H H——F——OH HO ——H H——F——OH
COOH COOH COOH COOH
A B C D
Obr. 5. Fischerovo schéma konformaci kyseliny 2,3-dihydroxybutandiové
(vinné).

tury C a D, prestoze jsou navzajem zrcadlovymi obrazy, enantiomery nejsou. Ve skute¢nosti

jde o stejnou molekulu jinak umisténou v prostoru (pootocenim vzorce C, resp. D o 180° zis-

kdme strukturu totoznou s jejim zrcadlovym obrazem). Takovéto slouceniny, piestoze obsahuji

ve své molekule centra chirality, nejsou opticky aktivni. Usporadani C a D je tedy mezoforma.
Mira stoceni roviny polarizace se fidi Biotovymi vztahy:

1. Stoceni je tmérné tloustce proslé vrstvy.

2. Stoceni ve stejné pravotocivé a levotocivé latce se lisi jen znaménkem.
3. Stoceni zptisobené nékolika vrstvami se algebraicky scita.

4. Stacivost klesa s rostouci vlnovou délkou svétla.

Z posledniho Biotova zakona plyne, ze se bilé svétlo priichodem opticky aktivni latkou
rozklada na barevné spektrum. Tomuto jevu se fika rotacni disperze.

Kazdou opticky aktivni latku charakterizuje konstanta — specifickd otdcivost. Pro roztoky
aktivni latky definujeme specifickou otacivost jako tihel, o ktery se otoci rovina polarizovaného
svétla prfi jednotkové tloustce 1dm a jednotkové koncentraci 1g/ml. Udava se v kruhovych
stupnich. Znaménko specifické otacivosti znaci, na kterou stranu se bude otacet rovina po-
larizace. Z pohledu proti sméru sifeni svétla maji enantiomery, které staceji svétlo ve sméru
hodinovych rucicek, znaménko kladné a oznacuji se jako +formy. Enantiomer stacejici svétlo
na opac¢nou stranu je —forma.?

Fyzikalni princip je zhruba takovyto. Predstavte si molekulu ve tvaru spiraly postavenou na
vysku, ke které prichazi svétlo z levé strany. Tvar spiraly neni nutny ke vzniku optické aktivity,
nicméné se na ném velmi jednoduse da nastinit podstata véci. Svétlo linearné polarizované ve
sméru osy spiraly prochazejici kolem molekuly rozkmita elektrony ve sméru své polarizace. Tim
vznikne v molekule indukovany stridavy proud. O stfidavém proudu je znamo, Ze generuje
elektromagnetické vinéni. Indukovany proud nemda smér presné stejny jako vinéni, které jej

3) 7 tohoto odstavce je jasné patrné, jak to dopad4, kdyz se ve fyzikalnich vztazich dloubou chemici.

Vsechno zkazi. Misto radiant pouzivaji stupné, misto kilogramt gramy, misto metri decimetry.
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vytvorilo. Elektrony jsou v molekule nuceny pohybovat se ve sméru spiraly, takze kmitaji i ve
sméru kolmém na smér polarizace prichozi viny. Takto vytvorena slozka proudu by neméla
vyvolat zadné zareni, jelikoz U¢inky se odecitaji se stejné velkym proudem opacné faze, ktery
vznikne na proté€jsi strané spiraly. To neni uplné pravda, jelikoz vlna vygenerovana proudem
vlevo se §ifi konecnou rychlosti. Takze v dobé, kdy se potkava a sklada s vinou vytvorenou
vpravo, je rozdil fazi o chlup vétsi nez w. Velikost chlupu zavisi na rychlosti svétla a rozmeérech
spiraly. Tak se k pivodni vlné pridala jesté malilinkaté slozka, ktera kmitéd ve sméru na ni
kolmém, coz znamend stoceni roviny polarizace.

Biotovy zakony jsou zfejmym a pomeérné jednoduchym disledkem predchoziho odstavce.
Nejzajimavéjsi pripad je racemat. To se + a — molekuly perou o to, na kterou stranu se
svétlo otoci. Vysledkem je remiza a svétlo ziistane tak, jak bylo, jenom ma trochu zamotanou
hlavu. Zareni s riznymi energiemi indukuje rtizné velké, proudy a tim padem se i rtizné staci.
Pricemz zareni s vyssi frekvenci vytvari vétsi proud. Z toho divodu se da pozorovat disperze.
Vyse popsany efekt plisobi i na nepolarizované svétlo. Nicméné u né€j to neni tak jednoduse
pozorovatelné. Dalsim zajimavym faktem je, Ze pokud poslete svétlo z opac¢né strany, v nasem
pripadé zprava, stoci se rovina polarizace ve stejném sméru, jako kdyz svétlo prijde zleva.

Pozoruhodné jsou efekty cukrti v biochemii. Ukazuje se, ze zivé organismy jsou uzpuso-
beny vyhradné k traveni pravotocivych sacharidi. Kdyz predhodite bandé hladovych bakterii
racemat né€jakého cukru, stravi z né€j pouze pravotocivou polovinu. Pak se sezerou navzajem
a posledni nakonec umie hlady, prestoze se doslova topi v potravé. Z fyzikalniho a chemického
hlediska jsou + a — formy cukrt zcela ekvivalentni, avSak priroda je v tomto sméru vybirava
a rostliny tvori pouze pravotocivé formy cukrii, zatimco chemickou syntézou vznika racemat.

Meéreni

Specifickou otacivost zjistujeme na pristrojich zvanych polarimetry. Nejjednodussi polari-
metr tvofi polarizator, ktery méni prirozené (nepolarizované) svétlo na linedrné polarizované,
a analyzator, kterym zjisStujeme orientaci polarizace po pruchodu zkoumanou latkou. Pola-
rizadtor se da realizovat mnoha zptlsoby. V pristrojich se pouziva chytre vybrouseny hranol
z islandského vapence. Mezi polarizator a analyzator se vlozi roztok nality v kyveté. Analyza-
tor neni nic jiného nez polaroidova félie se stupnici okolo. Na stupnici se odecitaji uhly, o které

se stocila rovina polarizace.

u 1) \

z P K. A K D

Obr. 6. Schéma polarimetru, Z — zdroj svétla, P — polarizator,
K, — kyveta, A — analyzator, K — kukatko, D — dalekohled.

V domacich podminkach je nejjednodussi metodou, jak linedrné polarizovat svétlo, odraz.
Pokud svétlo dopada na sklo pod urcitym thlem, je odrazeny paprsek uplné polarizovany.
Tento thel se nazyva Brewsteriv a vypocita se jako arctgni/nz, kde ni a n2 jsou indexy lomu
prosttredi, ze kterého paprsek prichazi a do kterého jde.

V polnich podminkach je misto kyvety potieba sehnat nadobu, ktera ma dvé rovnobézné
stény, pres néz je vidét skrz. Koncentrace roztokd se nejsnaze meéni redénim. Na zacatku si
pripravime znamy objem roztoku o znamé koncentraci. Potom zfedénim vodou o stejném
objemu ziskdme roztok s polovi¢ni koncentraci.
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Jako analyzator se d& pouzit polarizacni filtr do fotoaparatu nebo obycejny kousek polaro-
idu. Polaroid méa tu uzitecnou vlastnost, ze propousti svétlo polarizované podél osy polaroidu,
zatimco svétlo polarizované ve sméru kolmém silné absorbuje. Posvitime-li na polaroid normal-
nim nepolarizovanym svétlem, projde jim pouze ta ¢ast nepolarizovaného svazku, ktera kmita
ve sméru osy polaroidu. Takze propusténé svétlo je linedrné polarizované. Tato vlastnost se
hodi k zjistovéani, zda je néjaky svazek paprsku polarizovany. V pfipadé, Ze ano, je mozné urcit
smér polarizace. To je presné to, co potiebujeme v analyzatoru. Prostym métfenim tihlu otoceni

polaroidu mutizeme zjistit miru stoceni svétla po prichodu roztokem.

Vysledky

Na zavér uvadim hodnoty stoceni roviny lineadrné polarizovaného svétla pri prichodu roz-
tokem glukdzy za teploty 20,5 °C v zavislosti na koncentraci. K méfeni byla pouzita sodikova
vybojka a mamincin polarimetr. Konstrukce polarimetru je trochu odlisna od té popsané vyse,

jako analyzator se pouziva oto¢ny hranol. Délka kyvety je standardni 1 dm.

Zmeérené hodnoty stoceni v zavislosti na koncentraci.

o [°] [255] 3,35 [5,20] 6,95 | 10,45 13,20 21,00 | 26,25

¢ [g¢/ml] | 0,05|0,0625| 0,1 [0,125| 0,2 | 0,25 | 0,4 | 0,5
0 . . . . . . .
x| ]
20l - 4

= st i
10 L A | 4
5| + - 4
%% o1 o o0z om 03 o® o4 os 05

c[g/ml]

Obr. 7. Zmérené hodnoty stoceni v zavislosti na koncentraci,
linearni regrese.

Nase méreni potvrdila teoreticky predpoklad, ze otacivost glukézy zavisi pfimo imérné na

koncentraci (viz graf na obr. 7). Linearni regresi tedy vyjde specifickd otacivost glukézy

o= (52,440,4)°mlg” " -dm™".
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Uloha V.S ... spin-orbitalni 1nterakce (6 bodu; prumer 5,40; Tesilo 5 studenti)
Elektron je cast1ce se spmem popsanym operatorem S. Kroms spinu vSak miize mit i or-
bitalni moment hybnosti popsany operatorem La kvantovym cislem [. Celkovy impulsmoment
castice je pak definovan jako R
J=S+1L.
Predpokladejte, ze se elektron nachazi v druhém excitovaném stavu (I = 2).
a) Urcete mozné velikosti celkového impulsmomentu j a kolikrat jsou tyto hodnoty degenero-
vany, tj. kolik vektori |l,13)|s, ss) odpovidd danému j.
b) Projekce na treti osu jsou s3 = é als = —1. Stanovte, jaky celkovy spin j a jeho projekci js
na treti osu muzeme namérit, a urcete prislusné pravdépodobnosti.
Zajimavym jevem je samointerakce elektronu sama se sebou, a to prave prostrednictvim
jeho impulsmomentii. Presné receno spin interaguje s orbitalnim momentem hybnosti. Tato
spin-orbitalni interakce je popsana hamiltonianem

He =a(S-1),

kde a je konstanta a tecka predstavuje skalarni soucin dvou vektori. V diisledku této interakce
se energetické hladiny elektronu rozstépi v zavislosti na jeho spinové konfiguraci.

c) Pokud je energie elektronu bez spin-orbitalni interakce Ey a orbitalni moment hybnosti | =
= 2, urcete vzdalenost rozstépenych energetickych hladin.
d) S jakou pravdépodobnosti tyto energie naméfime pro stav s projekcemi na treti osu s3 = %
a lg =17
Zadal autor serialu Jarda Trnka.

a) Pro velikost celkového impulsmomentu mame jen dvé moznosti: j = g aj= g Degenerace

je pak urcena poctem stavu |l, l3)|s, s3), které tvori bazi pfislusného podprostoru. Pro j = g

mame
js = +3 2, £2)|2,+1) 2 stavy;
gs=%5:  [12,ED[5,£5), [12,£2)]5,F3) 4 stavy;
js = *3 2,£1)|5,F3), 12,0)[5,£3) 4 stavy.
To dava dohromady celkem 10 rtznych stavi. Obdobné pro j = £ dostaneme
ja= 42 (2,421, 7L, |2, 1)L, +1) 4 stavy;
ja= AL (2,41, 7L, [2,£0)[L, 1) 4 stavy.

V tomto pripadé dostaneme 8 rtiznych stavi. To tedy znamené, ze hodnota j = g je 10krat
degenerovana, zatimco j = % je 8krat degenerovana.

b) Velikost projekce celkového impulsmomentu na tfeti osu mame pevné danou, js = Iz +s3 =
= —1. Pomoci maginérie C-G koeficientii pak dojdeme ke vztahu

|l:27l3:—1>|52%’33:%> — 2, |j:g,33:—%,l:2782%>—|—
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Prislusné pravdépodobnosti pro naméteni velikosti celkového impulsmomentu jsou ps,o =
= 0,4 a p3/2 = 0,6

c) K urceni energii rozstépenych hladin je vhodné vztah pro spin-orbitalni interakci vtipné
upravit

~ ~ 1~y

P=L+85*=1+2(L-5+85 = L~§=§(J 2_ 8%,

Odtud je ziejmé, Ze vlastnimi stavy poruchy hamiltonianu Hyo budou praveé stavy |7, js, , s).
Vlastni hodnoty celkového hamiltonianu H=1H 0o+ H so pak budou

Hlj, js,l,s) = Eo + = []( 1) —1(l4+1)—s(s+1)] .

Konkrétné prol =2, s = % mame

H|27j37 ) > (EO+ )|g7j3727%>7
H|27j37 1>:(E0_%a)|%aj3a27%>'

Vzdalenost rozstépenych hladin je 5a/2.

d) Pravdépodobnosti naméteni téchto energii presné kopiruji vysledky z tlohy b). Velikosti
spinu a orbitalniho impulsmomentu jsou zadany, zalezi pouze na velikosti celkového im-
pulsmomentu. Plati tedy p(Eo + a) = 0,4 a p(Eo — 3a/2) = 0,6.

Na zavér malou poznamku k doslym fesenim, kterych véru nebylo mnoho. Ti, ktefi vytesili

i tuto tlohu, si zaslouzi uznani. Vérim, ze pocitani C-G koeficientt vas bavilo, a opravdovym

fajnémekrﬁm doporucuji si priklad prepocitat pro castici se spinem 2 a orbitalnim impulsmo-

mentem = :-). Jarda Trnka

2
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Reseni VI. série

Uloha VI.1 ... tFi valce déda vsevéda (4 body; primeér 1,90; resilo 21 studentii)
Zjistéte, za jakych podminek bude soustava tri valcii na obrazku 8 v klidu a nerozkutali
se. Hustota materialu valci je o, spodni valce maji polomér R, horni valec ma polomér r.
Soucinitel tfeni je mezi vSemi povrchy stejny.
Zadal Honza Prachat, aby proveril vase znalosti ze statiky soustav tuhgych téles.

Fe <Fi2

e

Obr. 8. Geometrie ulohy a sily ptisobici na valce.

Jaké sily na valce ptisobi? Tihova sila ptisobi na kazdy valec, dale na sebe navzajem ptisobi
véalce normélovymi a tfecimi silami a konecné na vélce pusobi podlozka (viz obr. 8, pro lepsi
prehlednost sily tihové nejsou zakresleny). Tésné pred rozkutalenim na sebe spodni valce vibec

ptlisobit nebudou. Ze symetrie tlohy plyne |Ni| = |Ni| = N1 a |F1| = |F3| = Fiui. Véty
momentové vzhledem k osam valct davaji
Ftl = th = Ft .

Postupujme primocare a pro kazdy valec napiSme rovnovahu sil

mg = 2N cosa + 2F; sin o (3)
Mg+ Nicosa + Fysina = Na, (4)
Fi + Fycosa = Nysina, (5)

kde m je hmotnost valce horniho a M znac¢i hmotnost valci spodnich.
Nemaji-li valce po sobé sklouznouti, zaroven musi platit

Ft S le = fmg —ththé,
2 cos «

F, < fN2=f(Mg+ tmyg) ,

17
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kde jsme vyuzili rovnic (3) a (4). DosadivSe za F} z posledni nevyuzité rovnice (5), podle které

mg sin «

Fy(1+ cosa) = Nysina = imgtga — Fytgasina = F = 2(1 +cosa)’

podminky pro souéinitel tieni ziskaji tvar (zde je potfeba provést nékolik uprav, ty nechavame
na vas)

sin « o
]
f= 1+ cosa & 2
m sin o m o
2(3)

/> = tg (2
2M +m 1+ cos « 2M +m 2

Koukajice na tyto podminky, hned pochopime, zZe pri splnéni prvé nerovnosti je automaticky
splnéna i druhéa. Procez se zabyvejme jen tou prvni.
Geometrie tlohy fik4 sina = R/(R + ), proto obdrzime

R
sina R+r . R _1+1_ %+<1>2
1+ cos o \/ 2 \? R+r+2Rr +r2 R R '
1+ 1—( )

R+r

Hledana podminka tudiz zni

2R G

Na zavér si dovolime kratkou diskusi. Pravou stranu pfedchozi nerovnosti oznac¢ime fo.

a) Je-li r < R, muzeme zanedbat r/R vzhledem k 1 a dostaneme

2r
fo%l— E

b) Je-li r = R, vychazi
fo=2—-+3=0,268.

c) Je-li r > R, rozvineme odmocninu do druhého radu

T T 2R T T R 1 R2 R
=l+=—-—=4/1+—=1+5 -5 (1+—=——=| = = .
Jo +R R +7’ +R R<+r 2(T)> 2r

Zjistujeme, Ze mezni hodnota fo soucinitele t¥eni s rostoucim pomérem r/R klesa. To zni
logicky — horni valec maje malinky polomér, zapadne hluboko do skviry mezi spodnimi valci
a bude je od sebe odtlacovat, naopak horni valec s velikym polomérem bude na spodni valce
tlacit spiSe jen z vrchu. Graf zavislosti fo(r/R) jsme pro vaSe potéseni vynesli v obrazku 9.
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fo
1 4

0,51

107 107 1072 107! 1 10 10 /R
Obr. 9. Zavislost fo na poméru r/R.

Doufal jsem, Ze nam ukazete, Ze vite jak na to. Ale zklamal jsem se, neb dorazila pouze tri
bezezbytku spravna feseni (Dalimil Mazd¢, Martin Viyjska a Hanka Sirovd). Je mrzuté, Ze jen
vyjimecny gymnazista umi vytesit ilohu o statice, coz patii k iplné prvnim a nejjednodussim

vécem vyucovanym ve fyzice. .
Y Y Y Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.2 ... podivna atmosféra ( body; primér 3,07; vesilo 15 studentii)

Okolo planety o poloméru R se nachazi atmosféra, jejiz index lomu se meéni s vyskou podle
vztahu n = ng —ah. Zjistéte, v jaké vysce h nad povrchem planety se svételny paprsek vyslany
tecné k povrchu bude pohybovat po kruznici okolo planety.

Uloha nezndmého archivniho pivodu.

Ulohu vyfesime pouzitim zakona lomu. Atmosféru planety rozdélime na tenoucké kulové
vrstvy vzduchu o tloustce dh s indexem lomu n(h) = ng — ah, sousedni vrstva mé index lomu
n(h+dh) = no — a(h+ dh). Ma-li se paprsek §ifit po kruznici, musi dopadat na rozhrani dvou
vrstev pod meznim uhlem ¢n,. Zadkon lomu rika

no — a (h + dh)

SN Pm = no — ah ' dh

P lo

Z geometrie problému (viz obr. 10) plyne

: R+h dh \7' dh R+h
sinpg = ———— = (1 4+ —r ~l— ——
R+ h+dh R+ h R+ h
kde jsme vyuzili pfiblizného vztahu (1 + dh)_1 ~ 1 —dh, ktery plati
pro malé dh. Porovnanim odvozenych vztahii dostaneme Obr. 10. Lom paprsku
o R
h=———.
2c 2

Zbyvéa dodat, ze kruhova orbita existuje pro no/a > R. Uloha nebyla obtizna a vétsina
Fediteld 5 vviesil -
resitelt ji vyresila spravneé Zdenck Kudka

zdenek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V1.3 ... &tverak étverec (4 body; primeér 2,73; tesilo 15 studenti)
Obvod na obrazku 11 vznikne spojenim nekonecné mnoha draténych ctvercu, pricemz kazdy
nésledujici je v/2-krat mensi. Drat, ze kterého je obvod vyroben, o délce rovné strané nejvétsiho

¢tverce ma odpor R. Urcete odpor obvodu mezi krajnimi body
vlevo a vpravo. Ulohu vymyslel Marek Pechal.

V prvé radé si uvédomime nékolik skutecnosti plynoucich
ze symetrie tlohy. Vedeme-li totiz osu symetrie vstupnim a vy-
stupnim vrcholem ¢tverce (ozna¢me si je dale A a B), pak kviili
symetrii netece mezi takto vzniklymi piilkami obvodu zadny
proud. Nic se tedy nestane, pokud obvod podélné rozdélime na
dva stejné paralelné spojené obvody (jak ukazuje prvni ,rov-
nost* ve schématickém obrazku 12).

Dale si vS§imneme uzlt lezicich na ose tsecky AB. Na téch
je zrejmeé potencial rovny aritmetickému primeéru potencialt ve
vrcholech A a B. Ze symetrie vzhledem k recené ose také plyne,
ze napéti na vzajemné si odpovidajicich tisecich obvodu jsou
stejnd, a tedy jsou si rovny i proudy protékajici odpovidajicimi

Obr. 11. Draténa sit
neznamého odporu.

si vétvemi. Proto v uvazovanych uzlech neprochazi proud mezi ¢tverci, které se zde stykaji
(jingmi slovy — proud, ktery pritece po strané vétsiho ¢tverce, po ni také odtece; stejné tak pro
mensi ¢tverec). Oba ¢tverce muzeme tedy od sebe v téchto uzlech oddélit, aniz by se zménil
celkovy odpor obvodu. Tuto skutecnost vyjadiuje druhé z ,rovnosti“ v obrazku 12.

A @ B NN

Obr. 12. Rozdéleni obvodu

RZaNRN:
hvd

Nyni vyuzijeme toho, ze takto upravena pilka pivodniho obvodu, kterda ma odpor 2R,
(oznacuje-li R. hledany odpor celého ¢tverce), obsahuje jako svou ¢ast dvakrat mensi kopii
sebe sama samoziejmé o dvakrat mensim odporu R.. Pak maji ovSsem obvody znazornéné na

obrazku 13 stejny odpor, a to pravé 2R..

2R,

Obr. 13. Vypocet odporu obvodu
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Takto dostaneme nasledujici rovnici

2R. = R+

1 1
=+ +

\/> f
R 2R 2R+ R,

Zavedenim oznaceni x pro pomér R;/R pak ziskdme

1 1
=1+V2+
— \/i

a naslednymi upravami predchozi rovnice prejde v kvadratickou
2(vV2+ 1)z + 22 — (V2+2)=0.

Jejimi FeSenimi jsou ¢isla (pouzité upravy vyzaduji trochu hrani s rozsifovanim zlomku a od-
mocninami)

- —21\/4+8(\/§+1)(\/§+2) 1B+ V3
T 4(V2 +1) B 2 ’

z nichZz samozfejmé vyznam feSeni zadané tlohy mé pouze to se znaménkem plus (jinak by
vysledny odpor byl zaporny). Dostdvame tak vysledek

_1+v3-Vv2
. .

R

Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V1.4 ... zdkrytova dvojhvézda (4 body; primeér 3,28; tesilo 18 studentii)
Magnituda jisté zakrytové dvojhvézdy se méni se ctyrdenni periodou v této posloupnosti:

vedlejsi minimum m = 3,5,

maximum m = 3,3,
hlavni minimum m = 4,2,
maximum m = 3,3.

Vétsi slozka této dvojhvézdy ma také vyssi teplotu nez jeji priivodce. Za predpokladu, ze
Zemé lezi v obézné roviné dvojhvézdy, vypocitejte magnitudy jednotlivych slozek a pomeér
jejich délkovych rozméri. Prevodni vztah mezi magnitudou m hvézdy a osvétlenim F, které
zpusobuje, je

m=—2,51log (E/Ey),

kde Ey je pevné definovana hodnota. Nepouzita uloha z archivu.

Podivejme se nejprve, jak probiha déni v soustaveé nami zkoumané dvojhvézdy. Tento systém

CtyTi zajimavé faze:

(a) Mensi hvézda se nachézi pred velkou, ale protoze je chladnégjsi, vnimédme to jako pokles
osvétleni. V tomto okamziku k nam prichazi nejméné svétla viibec. Nastava hlavni mini-
mum.

(b) Vétsi z obou hvézd zcela zakryje tu mensi. Vidime tedy pouze svétlo z jedné hvézdy, proto
lze Tici, ze magnituda odpovidajici vedlejsSimu minimu je zaroven magnitudou mi; = 3,5
velké hvézdy.

(c) Mensi hvézda je vedle velké tak, Ze se z naseho pohledu navzajem nepiekryvaji. Tato situace
tedy nastava dvakrat behem jednoho obéhu. V téchto okamzicich pozorujeme svétlo od obou
hvézd na nejvétsi plose, proto dochazi k minimalni magnitudé (tj. maximum jasnosti).

Po této analyze se mizeme sméle pustit do dalsich vypoc¢tt. Domluvme se, ze dale budeme
indexovat velkou hvézdu jako 1 a malou pak 2. Pokracujme studiem treti situace v poradi.

Béhem ni se osvétleni od obou hvézd prosté sc¢ita, tedy

3.3 = —25 log <M) .

Ey

Kromé toho mtzeme urcit i osvétleni E; velké hvézdy ze vztahu

E
3,6 = —2,5 log (E—l) ,
0

nebot zname jeji magnitudu. Z vysSe uvedenych rovnic lze po tpravach vyjadiit osvétleni Ey
mensi hvézdy

B — 10—3,5/2,5EO7 o 10—3,3/2,5E0 _ B, = E, <10—3,3/2,5 _ 10—3,5/2,5) 7

pomoci néhoz jiz snadno zjistime jeji magnitudu

ms = —2,5 log (%) — 25 log (10—3‘"’/2’5 . 10—3’5/2’5) =592,
0
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Nyni nastal ¢as, abychom do naseho feseni také zapojili poloméry r1, ro obou hvézd. Vyuzi-
jeme k tomu situaci, kdy se mensi ze slozek nachazi z naseho pohledu pred vétsi hvézdou. Vime,
7e osvétleni je tmérné velikosti plosného primétu hvézdy, tedy obsahu kruhu mr?. Osvétleni
z dvojhvézdy v dané pozici jest

- r3
FE =Fy,+ Fq 1——2 ,
T
1

protoze z velké hvézdy vidime pouze jeji ¢ast. Pro zjednoduseni ozna¢me ¢ = r2/r1 hledany
pomeér velikosti. Jako vzdy plati vzorec ze zadani, tedy

E’ Es + E1(1 — o2
42 =25 1og(§>:—2,5 log( 2+ 117( 9)>.
0 0

Rovnost stac¢i odlogaritmovat, dosadit za E; a F> a dostaneme
10—4,2/2,5 _ (10—3,3/2,5 _ 10—3,5/2,5) i 10—3,5/2,5(1 _ Qz) ,

odkud jiz vede prima cesta k vysledku

ro \/10—3,3/2,5 — 10-42/2,5

T = 0,82.

Q =

T

Nase vysledky jesté shriime do nasledujiciho zavéru. Za danych zjednodusujicich podminek

je magnituda vétsi hvézdy 3,5, mensi potom 5,2 a pomeér jejich polomért mensi ku vétsi vychazi

priblizné 0,82. Tomas Jirotka

byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... jak vypadaji ufoni? (4 body; primér 2,64; resilo 11 studentii)
Zamyslete se nad tim, jestli by néjaké zvire mohlo teoreticky komunikovat pomoci elektro-
magnetickych vin radiovych frekvenci (10 Hz—100 MHz). Zkuste navrhnout, jak by vypadaly
biologické ekvivalenty potfebnych elektrickych soucastek.
Zadal Michael Komm doufaje, Ze prijdete na néco zajimavého.

Posledni dobou se stale castéji setkavame s bytostmi schopnymi komunikovat na telepatické
arovni. Tato jejich schopnost nas pti kazdém setkani s nimi stavi do nevyhodné pozice. Nasim
cilem bylo objasnit fyzikalni podstatu jejich schopnosti.

Vysledky projektu

Pri vykonu vysilace 0,5 W lze dosdhnout vzdalenosti priblizné 3 km. Lidské t€lo méa jen na
ztratovém teple vykon cca 100 W [1]. Tedy energie pro vysila¢ mame dost. Uz zbyva jenom
dokazat potiebny vykon vyzarit ve formé radiofrekvenc¢niho vlnéni. O existenci podobného
zafizeni se vedou i seriézni diskuse. Zralok ma organ zvany Lorenziniho ampule, ktery je
schopen rozpoznat elektromagnetickou aktivitu okoli (citlivost 5nV /cm) [2]. Organ citlivy na
elektrické pole ma naptiklad také ptakopysk, ktery je s jeho pomoci schopen registrovat pohyb
drobnych vodnich zivocichu [3].

Co je vlastné nerv? Nerv je tukem obalend bilkovina zakoncena synapsi, kterou se Siti
elektricky vzruch. Na synapsi dojde k uvolnéni chemikélie (miozinu), ktery vzruch preda dalsi
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synapsi. Pravé miozin nahrazuji nékteré drogy. Pro blizsi popis viz [4]. Na vyzafeni potfebné
silné viny by bylo potfeba nervova vlakna usporadat do vhodného tvaru a zesilit jimi prochéaze-
jici proud. Uvazujeme-li dipdlovou anténu, pak odpovidajici velikost antény pro frekvenci 10 Hz
je 7,5 - 10% km, ale pro 100 MHz by se jednalo jen o 75 cm. Dosazovali jsme do vztahu

kde [ je délka dipdlu, A vilnova délka, c rychlost svétla a f je frekvence. Tento vypocet provedla
Helena Paschkeovad. Télo zivocicha vsak vysoké frekvence neumi generovat, frekvence zivocis-
nych procest dosahuji nejvyse 10kHz (doba, nez elektricky impuls projde jednou nervovou
burikou).

Detekce signalu by byla eventualné mozné uz na bunécné urovni, jak nas upozornil Petr
Sedivy. K této myslence se priklani i Hana Sirovd.

Reference

[1] http://www.lowlevel.cz/log/pivot/entry.php?id=77
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Electroreceptor

[3] http://savci.upol.cz/ptakorit.htm

[4] http://www.ereska.cz/rs/tissue.html

Roman Fiala
roman@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI1.E ... slintaci tilozka (6 bodi; primeér 4,15; vesilo 18 studentii)
Zmeérite, jaky maximalni podtlak (i pretlak) je ¢lovék schopen vyvinout sanim (nafukova-
nim) usty. O ruce vas chtél pripravit Michael Komm.

Rozepisovat, co je to podtlak nebo pretlak, by asi bylo zbytecné, a proto se u této experi-
mentalni tlohy neobjevi teoreticka ¢ast reSeni. Existuje mnoho zptsobi, jak lze mérit rozdil
tlakt, tedy pretlak ¢i podtlak. Asi nejméné napaditou, ale nejpresnéjsi metodou je pouzit
néjaky laboratorni nebo komerc¢né vyrabény barometr.

Vétsina z vas ve svém improvizovaném barometru pouzila hadici a vodu. Asi nejlepsim
fesenim je z hadice udélat jakousi U trubici a do jednoho jejiho konce foukat nebo z néj sat.
Z nejvétsiho dosazeného rozdilu mezi vrchni a spodni hladinou dle notoricky znamého vzorce
pro hydrostaticky tlak hog snadno vypocitame rozdil tlakd mezi obéma ustimi trubice. Jenom
musime dat pozor na to, abychom odecitali opravdu rozdil hladin a ne pouze zménu vysky
jedné z hladin, kterou bychom poté museli vynasobit dvéma.

Dalsi vcelku rozumnou metodou za pouziti hadice a vody je zkouset, jak vysoko jsme
schopni nasat sloupec vody. Zde je tfeba mérit vysku a ne délku po hadici, kterda nemusi byt
ani vertikalni, ani rovna. Obdobné pro pretlak mizeme zkoumat, do jaké hloubky jsme schopni
vyfouknout bublinky skrz hadici.

Objevil se i ponékud kuriézni zpisob méreni tlaku, a to s vyuzitim Bernoulliho rovnice,
kdy se mél zmérit objem prosly trubici dané délky za né€jaky cas. Nicméné pii tomto feseni je
nemaly problém zmérit pravé objem proslého plynu, nemluvé o tom, Ze se neméri maximalni
dosazitelny, ale maximalni udrzitelny pretlak. Na podobny problém s urcenim objemu vzduchu
narazi pokus o zméreni mnozstvi vzduchu, které si je clovék schopen natlacit do tst, a porovnani
s objemem Ttst.
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Co se tyce namérenych hodnot, je zfejmé, zZe je naprosto individualni, jaky pretlak ¢i podtlak
je kdo schopen vytvorit. Zalezi to na stavbé téla, zdravotnim stavu a celkové minulosti daného
cloveka. Hodnoty namérené resiteli se pohybovaly od 5kPa do 30 kPa pro pretlak a od 5kPa
do 70kPa pro podtlak. Bohuzel spousta resiteld mérila pouze jeden z idaji, a tak nelze prilis
srovnavat, ale zda se, ze vétsina lidi je schopna vyvinout vyssi podtlak nez pretlak. To potvrzuje
mé meéreni komerénim manometrem, kdy jsem dosahl podtlaku 40 kPa a pretlaku 25 kPa.

Petr Sykora
petr@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.S ... linedrni harmonicky oscilidtor ve vnéjsim poli (6 bodi; primeér 6,00;
resili 3 studenti)
Uvazujme linearni harmonicky oscilator s hamiltonianem

a) Urcete maticové elementy
Xomn = (m|X|n), Pon = (m|P|n),

kde |n) (resp. |m)) jsou vektory zkonstruované v textu serialu.
b) Vypocitejte stredni hodnotu energie ve stavu |n) a urcete, jaka cast této energie pochazi
od kinetického ¢lenu P? /2M a jaka od &lenu potencialni energie Mw” X X? /2.

Viozme cely systém do slabého homogenniho elektrického pole. Interakce se systémem je
pak popsana hamiltonianem

~

H =-FX,
kde F je konstanta a plati H < Hy.

c) Vypocitejte v prvnim fadu poruchové teorie opravu k energii n-té hladiny.

d) Reste tuto tilohu presné a srovnejte vysledek s poruchovym reSenim.
Napovéda: Jak neporuseny hamiltonian H 0, tak i celkovy hamiltonian H=Hy,+H jsou
translacné invariantni, tj. hodnota energie se nezméni, pokud operator souradnic posuneme
o konstantni hodnotu X — X — €.

Zadal autor seridlu Jarda Trnka.

a) Podle serialu je rozpis operatori X a P pomoci kreacnich a anihila¢nich operéatora

w(aT—a).

2]\r/ffw (a+ aT) ’
Maticové elementy operatori potom jsou
Xomn = L(m|aT +aln) =4/ L(\/mCSm,nH +Vndmmn-1),
2Mw 2Mw
Ppn =14/ h]\;w <m\a —aln) =1 th ——(Vn+10mmnt1 — VN Omn_1).
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Tento vysledek mimo jiné znamena, ze diagonalni maticové elementy téchto operatort jsou
vzdy nulové,

(n|X|n) = (n|Pln) = 0.

b) Pro stfedni hodnotu kinetické energie ve stavu |n) dostaneme

~2
P . hw + 2 . hw ot hw t +
<n|2M|n> = (n|(a" —a)’|n) = 1 (nla'a" + aaln) + 1 (nla'a + aa'|n) .

Prvni ¢len je nulovy a druhy se da pomoci komutaéni relace [a,a'] = 1 upravit, vyjde tedy

~2

(nlg i) = % tnlalaln) + 2 gnjny = M0 RO RO, 4 2
2 4 2 4 2 2) "
Zcela identickym postupem dostaneme
1 s h 1
(n|§Mw2X2|n> = 70) (n+ 5) .

Pro celkovou energii poté plati

f)Q

(nlHoln) = {nl 5 In)

-+ (n|%Mw2)?2|n> = hw (n + %) :
c) Podle seridlu dostavame opravu k energii v prvnim fadu poruchové teorie
AE, = (n|H'|n) = —F(n|X|n) .

Tento maticovy element jiz zname — je nulovy, jak bylo ukdzano v tloze a). Pro prvni
opravu energie tedy plati AFE,, = 0.
d) Hamiltonian systému je dle zadani

~2
ﬁ:ﬁo+ﬁ’:%+;M2 2%’ _ FX.

Napovéda rika, Ze tento hamiltonian je translacné invariantni, tj. pfi zméné X —X-— & se
energetické spektrum nezmeéni. Udélejme tedy substituci X=X+ &,

~2
T P 1 2 2 v/ .
H= o+ s MW (X +6)° - F(X' +¢) =
ﬁQ

_ 1 2,232 2 2 2 2
_2M+2M X"+ (M w€ — F)X—I— Mw§ F¢.

Konstanta ¢ je libovolna, tj. zvolme ji jako & = F'/(M?w?). Hamiltonidn nabude tvaru

~2

~ P 1 5 oo F? ~, F?2

H=_—— MR - _FH o
onM T2 2 M 22 Y VEIRE:
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Diky transla¢ni invarianci plati

(n|Hb|n) = (n|Ho|n) = hw (n + %) .

Vidime tedy, ze pfi vlozeni do konstantniho vnéjsiho pole se celé energetické spektrum
posune o energii AE,, = —F?/(2M?w?). Ac¢koliv prvni fad poruchové teorie d4ava nulovou
opravu, skutecnd zmeéna energie je nenulova. Mutzeme tedy fici, Ze tato zména je efekt
vyssiho radu.
Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 7: Za hranicemi kvantové mechaniky

V poslednim dile udélame rychly prilet pokrocilymi partiemi teoretické fyziky, které na
kvantovou mechaniku navazuji. Nejedna se v zddném pripadé€ o néjaky sousttedény vyklad, ale
spiSe o motivac¢ni povidani.

Kvantova mechanika vs. specidlni teorie relativity

Jiz pri vzniku kvantové mechaniky bylo jasné, ze jeden velmi diilezity problém se zaml-
cuje. Kvantova mechanika totiz v jistém smyslu predstavuje analogii ke klasické newtonovské
fyzice, tedy v jejich zakladech nejsou zakorenény principy specialni teorie relativity. Stejné
jako v klasické mechanice se i v kvantové mechanice miize sirit signal libovolnou rychlosti,
coz piisobi ndm vSem zndmé problémy. ReSeni se snazili najit dva z tehdejsich teoretickych
tyzikt — Oskar Klein a Walter Gordon. Jejich myslenka byla jednoducha a pifimocara: pro
volnou c¢astici zname jak klasickou podobu energie, tak jeji relativistickou modifikaci. Zkusme
tedy tento prechod udélat i na Grovni hamiltonianu

D2
AN P AN —~
H=— — H=1\/P2c+ M?3c.
2M
Casova Schrodingerova rovnice pak ma nam dobfe zndmou podobu. Nicméné odmocnina v Ha-
miltonianu mtize byt nepfijemnym problémem, proto bylo nutné celou rovnici ,,umocnit“*, coz

ve vysledku vedlo v z-reprezentaci na slavnou Kleinovu-Gordonovu rovnici

(D +J‘ffz) W(z) =0.

Operator ¢tverecku (d’Alembertiv operator neboli d’Alembertidn) se ¢asto pouziva a je defi-
novan jako

2 9 P o 9
_ _ N
o2 "o o2 o2 T o T

=

4)  Samoziejmé odvozeni nebylo tak naivni a mélo své logicka opodstatnéni.
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Kleinova-Gordonova rovnice ma vsSak jednu vadu — nesplnuje principy kvantové mechaniky.
Obsahuje totiz druhé casové derivace, tj. pti jejim feseni jsou potieba dvé pocatecni podminky
(pocatecéni stav a jeho casova derivace). To je vSak v pfikrém rozporu s predpokladem, ze
k popsani vyvoje systému potfebujeme znat pouze jeho pocatecni stav (tzn. jednu pocatecni
podminku).

S fesenim tohoto problému pfisel jeden z nejvétsich fyziki 20. stoleti — Paul Dirac. Sikovnou
manipulaci s Kleinovou-Gordonovou rovnici dospél ke slavné Diracové rovnici

(57" 8, — Me)y(z) = 0,

ktera je jiz prvniho fadu v derivacich. Rozbor této rovnice by zabral vice ¢asu®, nicméné vézte,
ze (x) tentokrat jiz nepredstavuje jednu funkci, ale celou étvefici funkci. To Dirac vysvétlil
tak, ze jeho rovnice nepopisuje bezspinovou ¢astici jako Kleinova-Gordonova rovnice, ale ¢astici
se spinem 1/2; a to spole¢né i s jeji anti¢astici. To ddva dohromady ¢tyfi komponenty 1 (x).

I zde se vSak objevily problémy, tentokrat vSak skrytéjsiho razu (konkrétné se jednalo
o nemoznost zkonstruovat vlastni stavy operatoru polohy). To v8e nakonec vedlo k zavéru, ze
kvantova mechanika neni slucitelna se specialni relativitou, a k jejimu zavrzeni jako fundamen-
talni teorie.

Nemusite ji vSak oplakavat ani kvili tomu skadkat z mostu, nejednd se totiz o zadnou
tragédii. Ukazuje to jen na to, ze i kvantovd mechanika ma své meze platnosti, stejné€ jako
tomu je u klasické newtonovské fyziky.

Kvantova teorie pole

Kompletni propojeni kvantové mechaniky a specialni teorie relativity se povedlo az v kvan-
tové teorii pole. Ustfednim pojmem je zde operdtor pole, jenz obsahuje linearni kombinaci
prislusnych kreac¢nich a anihila¢nich operatori castic danych vlastnosti. Naptiklad operator
skalarniho pole se da napsat ve tvaru

G(z) = 1 dp
T ar ) VRE

Vidime, ze tento operator obsahuje kreac¢ni a anihila¢ni operatory skalarnich castic vsech hyb-
nosti. Dalsi pole (vektorové, spinorové,...) obsahuji také vSechny kombinace projekce spinu
a pripadné dalsi vlastnosti. Zkratka, operator pole obsahuje vSechny moznosti pro dany typ
castice, které mohou existovat. Takto zkonstruované operatory pole maji vhodné transformacni
vlastnosti vii¢i Lorentzové transformaci, coz pravé ve vysledku zarucuje splnéni specidlnérela-
tivistickych podminek.

Zaptusobenim skalarniho pole na vakuum dostaneme

(e7™*alp) +e*"a' (p)) -

1 dp ipa:| >

vor ) V2B

P(x)|0) =

5)  Pro zvédavce miizu alespon poznamenat, ze 9, je vektor derivaci

( o o0 0 0 )
8# - T A, A Y a Ao .
ot Ox Oy 0z
Symbol v# predstavuje Ctverici tzv. Diracovych matic, coz jsou matice 4 X 4 spliujici jisté komutacni
relace.
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Z této linearni kombinace vybereme jednu, pokud zprava zapiisobime konkrétnim stavem |p’)
skalarni ¢astice s hybnosti p’. Normalizace se zde ¢asto voli netradi¢nég, kazdopadné

(p'|@(x)|0) # 0.

Nenulovost tohoto maticového elementu potvrzuje, ze pole p(x) skuteéné generuje skalarni
Castice.

Stejné jako v kvantové mechanice i zde chceme primarné pocitat amplitudy prechodu z po-
¢atec¢niho stavu |in) do koncového stavu |out). Tato amplituda odpovidd maticovému elementu

i

(out|S|in) ~ (out|exp <ﬁ / d%ﬁ(:p)) lin) ,

kde H(x) je hustota hamiltonidnu, H(t) = i d®zH(x). Tento vztah by vaim mél byt ¢éstecné
povédomy jiz z normalni kvantové mechaniky. Hustota hamiltonianu H je vytvorena z kvanto-
vych poli, které se v teorii vyskytuji, a musi splnovat jisté podminky symetrii. I zde se pouzivaji
metody poruchové teorie, konkrétné v podobé tzv. Feynmanovych diagrami.

Standardni model interakci

Kvantova teorie pole je idealnim teoretickym prostredkem, jak popsat spektrum elemen-
tarnich castic a jejich vzajemné interakce. Existuji ¢tyri fundamentélni interakce — elektro-
magneticka, silnd a slaba jaderna a gravitacni. Prvni tfi jmenované existuji jako konzistentni
kvantové teorie pole: pro elektromagnetismus kvantova elektrodynamika (QED — Quantum
electrodynamics), pro silnou jadernou interakci kvantova chromodynamika (QCD — Quantum
chromodynamics). Slabou jadernou interakci se podarilo sjednotit s elektromagnetickou ve spo-
le¢nou teorii elektroslabé interakce (EW — Electroweak interactions). Existuje spousta modelt,
jak spojit vSechny tfi interakce pusobici v mikrosvété v teorii Velkého sjednoceni (GUT -
Grand unified theory), zadnéa vSak neni experimentalné potvrzena.

A co gravitace?

Posledni interakci, o které jsme jesté nemluvili, je gravitacni. Od dob Einsteina pro ni
mame klasickou nekvantovou teorii — obecnou teorii relativity, ktera velmi dobre popisuje
realitu. Prechod k teorii kvantové vsak skryva nékolik potizi.

Dominantni oblast plisobeni je na velkych skalach (hvézdy, ¢erné diry, vesmir jako celek).
V mikrosvéteé jsou jeji efekty naprosto nepozorovatelné, proto je tézké zde délat néjaké experi-
teorie gravitace. Zejména jde o to, Ze v kvantové teorii pole se pozadi (prostorocas) bere jako
konstantni, nehybné, nicméné gravitace (jak jiz vime od Einsteina) ho zakfivuje. Existuje
spousta pokust, jak tyto problémy néjak tesit ¢i je alespon obejit — supergravitace, kvantova
smyckova gravitace, presto prozatim bez rozhodujiciho tspéchu.

Superstruny

Jesté ambiciéznéjsim projektem je propojeni vSech ¢tyt typt interakci do jedné kompletni
teorie, ktera by popisovala cely vesmir, a to na vSech skalach. Vedouci proud v tomto snazeni se
koncentruje kolem teorie superstrun (Superstrings). Mnoho jiz bylo v tomto oboru udélano, ale
situace je natolik slozita, ze ke konkrétnim zavérim se prozatim nedospélo. Teoreticti fyzikové
jsou v pohledu na teorii superstrun rozdéleni a casto do hry vstupuji i emoce a iracionalita.
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Prvnim hlavnim problémem je ,priliSna bohatost teorie“. Kromé stavii, jez by se daly
identifikovat se znamym spektrem castic, obsahuje jesté spoustu dalsich, které se v prirodé
nerealizuji, a zatim neexistuje zptsob, jak je z teorie odstranit. Dalsim zasadnim problémem
teorie superstrun je (alespon prozatim) absence prediktivni sily, tj. v tomto stavu vyvoje neni
schopna davat né€jaké experimentalné meéritelné predpovédi. Posledni vaznou vytkou, kterou
odptrci superstrun zdtraznuji, je prilisna ,,matematizace* problému. Slozitost problému vyza-
duje obtizné matematické konstrukce a lidé, kteri se timto zabyvaji, Casto jiz nemaji kontakt
s fyzikalni podstatou, jiz tato teorie sleduje.

I pres tyto slabiny ziistavaji superstruny nejslibnéjsim kandidatem na finalni teorii. V tomto
oboru pracuje cela rada Spickovych fyzikt a matematikt a mnoho vyznamnych objevi se jiz
podafilo udélat. Mezi nejvyznamnéjsi patii objev AdS/CFT korespondence v roce 1997, ktera
v jistém smyslu dava dohromady objekty v obecné relativité a v kvantové teorii pole.

Az budouci vyzkumy ukazi, jestli bude teorie superstrun zavrzena jako zcela chybna, ¢i
naopak vSechny nedostatky vyresi a v ucebnicich fyziky se objevi na nejcestnéjsim misté.

Uloha VII.S ... za nobelovku

Vytvorte lokalni renormalizovatelnou kvantovou teorii pole, ktera popisuje vSechny ctyfti
typy sil jako projevy jedné sjednocené interakce.

Kdo tuto ulohu vyresi, necht mé kontaktuje, o nobelovku se rozdélime, staci mi i tretina.

Kratka poznamka na zavér. Vysoce ocenuji vSechny resitele, ktefi ve svém snazeni vytrvali
az k poslednimu dilu. Mazete mit opravdu dobry pocit, ze jste zvladli zaklady kvantové mecha-
niky. Pro dalsi studium doporucuji nasledujici avodni knizku J. J. Sakurai: Modern Quantum
Mechanics. Pro pokrodilejsi éteni bych preferoval vynikajici ¢eskou uéebnici J. Formanek: Uvod
do kvantové teorie I a II.

Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Kategorie Ctvrtych rocnik(

Poradi resiteli
po V. sérii

jméno skola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 344 4 3 8 6 32 100 168

1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 33 -4 2 9 6 27 97 143

2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 33233 4 3 21 70 112

3. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha - - - - - = 0 86 69

4. Pavel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0 97 62

5. Pawvol Pseno G Ruzomberok - - - - - - 6 6 97 60

6. Tomas Tintéra G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 98 55

7. Ondrej Bogdr G Ludovita Stura, Trenéin - - - - - - - 0 69 50

8. Frantisek Pribyl G Milevsko - - - - = = = 0 49 48

9. Martin Formadnek G Uherské Hradiste - - - - = - = 0 79 42

10.—11. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litomérfice - - - - - - - 0 67 37

Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - - - o 77 37

12. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. - - - = = - = 0 64 27

13. Tomas Bzdusek G Piestany - - - - - - = 0 100 23

14. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici 3 - - - - - - 3 81 22

15. Michal Pavelka G Strakonice - - - - - = 0 48 21

16. Petr Sdcha G Tachov - - - - - - - 0 60 15

17. Ales Pilgr - - - - - - - 0 83 10

18. Hana Jirku G Terezy Novakové, Brno - - - - = - = 0 58 7

19. Martin Judiny G Ludovita Stura, Trenéin - - - - = = = 0 42 5

20. Matyds Rehdk G Nymburk - - - = - - = 0 36 4

21.—22. Pavel Kunsta G Milevsko - - - - - - = 0 25 2

Jaroslava Lavkova G Poprad - - - - = = = 0 22 2
Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 3444 3 8 6 32 100 168

1. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 32021 1 - 9 52 76

2. Jan Bogdr G Ludovita Stura, Tren¢in 34 -5 2 - - 14 66 T4

3. Jana Bazovd G Ludovita Stura, Trenéin 3 - -4 1 7 - 15 73 53

4. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 32 -36 7 - 21 82 42

5. Tereza Jerdabkovad SPS a SOU Letohrad 13 --2 - - 6 65 20

6.—7. Simona Lankovad G Havlickav Brod 11 - - - - - 2 28 7

Petr Vana G Nymburk 3 -2 - 2 - - 7 70 7

8.—9. Lumir Gago SPS Hronov - - - - - - 0 67 4

Tomds Kohlschiitter ~ SPS Hronov - - - = - = = 0 40 4

10. Vojtech Mrdzek G Milevsko - - - - = - = 0 50 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 344 4 3 8 6 32 100 168
1. Dalimil Mazadcé G Jana Keplera, Praha - - - = - - = 0 91 102
2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 3 -34 2 - 6 18 82 87
3. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary 3333 -7 - 19 82 78
4. Marek Necada G Jihlava 3 - -4 -8 - 15 90 73
5. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha 32 --1 - - 6 80 70
6. Airidas Korolkovas 2403 2 8 - 19 81 58
7. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 31032 7 - 16 48 49
8. Zdenéek Vais G Boskovice 2 - -31 9 - 15 69 43
9. Pavel Trudic SPS Hronov - - - - - 0 73 38
10. Jakub Michdlek - - - - = - 0 90 35
11. Jan Valasek G Ch. Dopplera, Praha 2 2 -3 - - - 7 70 31
12. Juraj Hartman Jiraskovo G Nachod 2 -03 - - - 5 57 28
13. Lucie Pospisilovd G Matyase Lercha, Brno 3 - - - - - 3 89 25
14. Tomas Talanda G Tisnov - - - = - - = 0 75 24
15.-16. Jakub Marian G Litoméricka Praha - - - - - 0 52 12
Pavel Motal SPS a SOU Kufim - - - = = - - 0 28 12
17. Iva Kocourkovd G nam. TGM, Zlin - - - - - - - 0o 78 11
Kategorie druhych rocniki
jméno skola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 34 4 4 3 8 6 32 100 168
1. Helena Paschkeovad G Terezy Novakové, Brno 3 -33 1 7 - 17 61 80
2. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 3 - 03 3 7 16 55 71
3. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 335 - - -6 17 96 65
4. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 32020 2 - 9 /6 58
5. Peter Vanya G Ludovita Stira, Trené¢in 33130 - - 10 48 57
6. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 3 - - - -6 - 9 71 44
7. Zuzana Chlebounova G M. Kopernika, Bilovec 33 -1 - - — 7 67 40
8. Alzbéta Pechovd SPSS Vsetin 32 -2 - - - 7 62 38
9. Michal Maizner G Zilina - Vléince 33120 - - 9 64 30
10. Jana Figulovd G Ludovita Stura, Trenéin 3 - —--0 - - 3 52 28
11. Dana Suchomelovd G Ludovita Stira, Trené¢in - - - - - - 0 75 18
12. Jan Hylmar SSS vyp. techniky Praha 32 -4 - - - 9 61 17
13. Jan Sedek SPS Hronov - - - - - = 0 69 11
14. Lenka Bendovd G Ludovita Stira, Trené¢in - - - = - - = 0 88 10
15. Radek Kricek G Dé&cin - - - = = = - 0 45 9
16. Dmytro Mishchuk SPS Hronov - - - - = - - 0 22 6
17.—18. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - — — — 0 100 3
Richard Polma G Mlada Boleslav - - - = - - = 0 43 3
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Kategorie Ctvrtych rocnik(

Poradi resitelil
po VI. sérii

jméno skola 1 234PE VI % X
Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 6 32 100 200

1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha - - - - - - 0 97 143
2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha - - - - = - 0 70 112
3. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 86 69
4. Pawvel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - = - 0 97 62
5. Pawvol Pseno G Ruzomberok - - - - - - 0 97 60
6. Tomdads Tintéra G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 98 55
7. Ondrej Bogdr G Ludovita Stara, Trené¢in - - - - - - 0 69 50
8. Frantisek Pribyl G Milevsko - - - = = - 0 49 48
9. Martin Formadnek G Uherské Hradisté - - - = = - 0 79 42
10. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy - - - - = - o 77 37
11. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litoméfice - - - - - = 0 67 37
12. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. - - - - = - 0 64 27
13. Tomds Bzdusek G Piestany - - - - - - 0 100 23
14. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici - - - - = - 0 81 22
15. Michal Pavelka G Strakonice - - - - - - 0 48 21
16. Petr Sdcha G Tachov - - - - - - 0 60 15
17. Ales Pilgr - - - - - - 0 83 10
18. Hana Jirku G Terezy Novakové, Brno - - - - - - 0 58 7
19. Martin Judiny G Ludovita Stura, Trenéin - - - = = - 0 42 5
20. Matyds Rehdk G Nymburk - - - - = - 0 36 4
21. Pavel Kunsta G Milevsko - - - - - - 0 25 2
22. Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - = = - 0 22 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 1234PES VI % X
Student Pilny MFF UK 4 4 44 4 6 6 32 100 200
1. Dalimil Mazdc G Jana Keplera, Praha 54 4 4 - — 6 23 93 125
2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 4 414 - - - 13 82 100
3. Marek Necada G Jihlava 4 4 4 4 - - - 16 92 89
4. Lukads Ledvina PCG Karlovy Vary 143 - - - — 8 80 86
5. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha - - =2 - 3 - 5 77 75
6. Airidas Korolkovas 0444 - - - 12 80 70
7. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 00044 5 — 13 48 62
8. Zdenék Vais G Boskovice - - = — — 0 69 43
9. Pavel Trudic SPS Hronov - - - - - - = 0 73 38
10. Jakub Michdlek - - - - - - = 0 90 35
11. Juraj Hartman Jirdskovo G Nachod 2 2 - - - - - 4 56 32
12. Jakub Marian G Litomeéricka Praha 4 4 4 3 - 5 — 20 71 32
13. Jan Valdsek G Ch. Dopplera, Praha - - = - - 0o 70 31
14. Hana Sirovd G F. Palackého, Val. Mezifici 5 4 4 4 4 - 6 27 104 27
15. Lucie Pospisilovad G Matyase Lercha, Brno - - - 0 89 25
16. Tomads Talanda G Tisnov - - - - - - = 0O 75 24
17. Pavel Motal SPS a SOU Kufim - - - = - - = 0 28 12
18. Iva Kocourkovd G nam. TGM, Zlin - - - - - - 0o 78 11
19. Prabhat Rao Pinnaka 1 -4 - - 5 - 10 71 10
Kategorie druhych roCnik(
jméno skola 1234PES VI % X
Student Pilny MFF UK 4 4 44 4 6 6 32 100 200
1. Helena Paschkeovad G Terezy Novakové, Brno 2 -13 3 5 14 61 94
2. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 5 4 44 3 3 6 29 94 94
3. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - - = - - 0 55 71
4. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 1 - -1 4 5 - 11 48 69
5. Peter Vanya G Ludovita Stura, Trenéin 0 -114 4 - 10 48 67
6. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin - -3 1 - - 4 69 48
7. Michal Mairner G Zilina - Vléince 2134 - 5 - 15 65 45
8. Zuzana Chlebounovd G M. Kopernika, Bilovec - - - - - - = 0 67 40
9. Alzbéta Pechovd SPSS Vsetin - - - = - - = 0 62 38
10. Jana Figulovd G Ludovita Stura, Trenéin O ---1 - - 1 47 29
11. Dana Suchomelovd G Ludovita Stura, Trenéin - - -4 - 1 - 5 68 23
12. Jan Hylmar SSS vyp. techniky Praha - - - - - - 0 61 17
13. Jan Sedek SPS Hronov - - - - - 0 69 11
14. Richard Polma G Mlada Boleslav 24 2 - - - - 8 58 11
15. Lenka Bendovd G Ludovita Stura, Trenéin - - - - - - - 0 83 10
16. Radek Kricek G Dé&cin - - - = - - - 0 45 9
17. Dmytro Mishchuk SPS Hronov - - - - - = - 0 22 6
18. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - = 0 100 3
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Kategorie prvnich roCnikii

jméno Skola 1234PES VI % X
Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 6 6 32 100 200

1. Jdn Bogar G Ludovita Sttra, Trenéin 012415 - 13 63 87
2. Petr Cagas G Lesni ¢étvrt, Zlin 12 -23 3 - 11 52 87
3. Jana Bazovd G Ludovita Sttra, Tren¢in - - —-41 - 5 72 58
4. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 14 - - -5 - 10 80 52
5. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad 0 - - - 0 57 20
6. Simona Lankovd G Havlicktiv Brod - - - - - - = 0 28 7
7. Petr Vdna G Nymburk - - - = = - = 0o 70 7
8. Lumir Gago SPS Hronov - - - - - - = 0 67 4
9. Tomds Kohlschiitter SPS Hronov - - - - = - = 0 40 4
10. Vojtéch Mrazek G Milevsko - - = = - - = 0 50 2
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Zadani |. série

Termin odeslani: 15. rijna 2007

Uloha I.1 ... mihani krajiny

Prozkoumejte skutecnost, ze se pti pohledu z jedouciho vlaku vzdalenéjsi objekty na hori-
zontu zdanlivé pohybuji po okné pomaleji, zatimco sloupy u trati se jen tak mihnou. Jak zavisi
tato zdanliva rychlost pohybu krajiny na jeji vzdalenosti od cestujici verejnosti?

Uloha I.2 ... zachrarite bublinu

Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil bublinu, ktera
zacala stoupat. Jakou rychlosti bude stoupat? Bude se tato rychlost ménit? Za jaky cas vy-
stoupa az na hladinu? Jak velka je nejrychlejsi bublina?

Uloha 1.3 ... vaZime si Slunce
Navrhnéte nékolik metod ke stanoveni (odhadu) hmotnosti Slunce, dostatecné je vysvétlete
a vypoctéte podle nich hmotnost nasi nejblizsi hvézdy.

Uloha 1.4 ... zachrarite pivo

Nakladni automobil jedouci rychlosti v veze lahve piva. Ridi¢ si nahle v§iml, Ze po ujeti
vzdalenosti d ho ¢ekad nebezpecné zatacka, ktera ma polomér R. Vzijte se do ridice a vymys-
lete, jakou taktiku zvolit pri brzdéni, jestlize pocet rozbitych lahvi piva je itmérny nejvétsimu
zrychleni a vy jich chcete rozbit co nejméné. Zbytek piv mtzete za odménu vypit.

Uloha I.P ... orosena odména aneb af vam kozel neutece

Chovate neposlusného kozla, jehoz oblibou je preskakovat plot k sousedtim. Nahanéni kozla
uz mate pokrk, proto jste nakoupili vyssi pletivo, kterym chcete sviij pozemek nové oplotit.
Misto, kde ma plot stat, je ve svahu, a tak je situace trochu komplikovanéjsi. Vy si ale jisté
poradite. Pod jakym tithlem plot vzhledem ke svahu postavit tak, aby bylo pro kozla co mozna
neobtiznéjsi jej preskocit?

Uloha I.E ... ulovte si hlemyzdé

Zmérte, jaky nejpomalejsi pohyb je schopné zaregistrovat lidské oko. Konkrétné méite
nejmensi okamzitou ihlovou rychlost vybraného objektu vzhledem k nehybnému pozadi, kterou
vase neustale oteviené oko dokaze zpozorovat béhem doby maximalné 5s.

Par tipt na pomalé pohyby: plazeni hlemyzdé, pohyb Slunce vii¢i obzoru pii zapadu, otaceni
hodinovych rucicek, rist rostlin, rist zivocichii, vzajemny pohyb hvézd. ..
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Serial o pocitacove fyzice

Uvod

Zacindme se dnes zabyvat pro vas nadmiru uzitecnym tématem — vyuzitim pocitace pro
feseni nespocetného mnozstvi uloh, a to nejen fyzikalnich problémii. Letosni seridl nas také
nauci jinému pohledu na matematicky aparat, ktery vyuzijeme pri vypoctech na pocitaci. To
nam mimo jiné umozni snaze vypocitat derivace, integraly, fesit diferencialni rovnice. Zkratka
témeér cokoliv.

Sami jisté citite, ze si budeme moci hrat s jakymkoliv fyzikalnim systémem, omezeni budeme
jen nasi silou a rychlosti procesorti. A i kdyby si kvili vasim budoucim zbésilym vypoctim
vase masinky praly radéji odejit do kfemikového nebe, mlizeme jejich praci rozdélit mezi vice
procesoru a spustit je na superpocitaci, ktery bézi v nasem univerzitnim vypocetnim stredisku.

Prvnim pfirodnim jevem, ktery si vezmeme na musku, je gravitacni ptisobeni a jeho ucinky.
Duvody jsou k tomu dva. Klasicky popis je pro kazdého jednodusSe pochopitelny. Avsak jiz
uloha, kdy na sebe gravitacné ptlisobi tii volna télesa, naptiklad tii hvézdy, které kolem sebe
obihaji, neni analyticky fesitelna. Co to znamena? Ze napiiklad drahy téchto téles, dobu obéhu
apod. miizeme vypocitat pouze pouzitim néjaké p¥iblizné numerické metody® a zpravidla jen
na pocitaci. Vyvoj celého systému je treba pékné pocitacoveé nasimulovat.

Takto modelovat se d& cokoliv. Bloudéni opilého ndmornika, pozar v pralese, rist bunek,
kvantova turbulence v supratekutém héliu (pokud byste to zvladli), asovy vyvoj nasi Sluneéni
soustavy ¢i crash test automobilu. Vétsinu c¢asu budeme vénovat simulacim ¢isté fyzikalnim.
Vybér témat mizete hodné ovlivnit sami, pokud se s ndmi béhem roku podélite o své choutky.

A v ¢em to budeme délat? Malokdo tusi, kolik se toho da simulovat uz v tom ,blbém*
Excelu’. Bez problému nam v ném miize rotovat celd hvézdokupa. Navic diky FYKOSimu
textu Uvod do programovani, jejz doporuc¢ujeme stahnout z naseho webu®, si béhem hodinky
uplné kazdy, kdo umi na pocitaci alespon nainstalovat néjaky program, nainstaluje prekladac
Pascalu a nauci se nejnutnéjsim zakladiim vyssiho programovani.

Tésime se na vase TeSeni. Uvitame rovnéz jakékoliv ohlasy. NapiSte ndm prosim, co vam
jde, co vam nejde a co byste se radi dozvédélil Uvédomujeme si, ze je tfeba si osvojit spoustu
dovednosti s pocitacem, které se vam vsSak budou ve fyzice i Zivoté nesmirné hodit. A jako
se vSim je nejtézsi zacit. Proto, abychom vas neodradili, a naopak vam umoznili se spoustu
skvélého naucit, tak dalsi dil se pokusime usit na miru vasim ohlastim. Jeho prevazna vétsina
muze byt pro ty pokrocilejsi opakovanim, nicméné ti zajisté uznaji, ze dobfte si osvojit esencialni
zaklady programovani je dilezité. Vérime, ze pak uz to ptijde vS§em misto po bananové slupce
jako po masle.

6) Nedé&ste se prosim vas tohoto sprostého slova, naopak Fesit néco numericky, tedy ¢iselné, je prin-

cipidlné jednodussi postup nez obecny analyticky, tedy odvozovani vzoreckd.

7) Je to dle mého soudu snad nejlepsi software, jaky kdy Microsoft udélal!
8)  Vsechny dokumenty tykajici se serialu se na strankach http:// fykos.mff.cuni.cz objevi béhem
léta.
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Chtél bych zminit par dobrych zdrojt. V knihovni¢ce FO? je k nalezeni text Sedivy, P.: Mo-
delovant pohybu numerickymi metodamsi. Déale se numerickymi metodami zabyva serial osmého
rocniku FYKOSu. Urcité proto nevahejte navstivit nas Archiv rocenek. Déale mohu dopo-
ru¢it Houmpejdz Tomése Ledvinky, pocitacového fyzika z Ustavu teoretické fyziky, jenz na
Matematicko-fyzikalni fakulté prednasi Programovani pro fyziky http://utf .mff.cuni.cz/~
ledvinka. Nasim tématem se zabyva i devata kapitola prvniho dilu Feynmanovych prednasek
z fyziky.'°

Kapitola 1: Gravitace

Pro simulovani gravitacniho ptisobeni nam postaci dvé véci. Newtoniv druhy pohybovy
zakon, ktery rika, ze sila je souc¢inem hmotnosti a zrychleni

F=DMa. (6)
A Newtonuv gravita¢ni zakon. Ten pravi, zZe velikost gravitac¢ni sily ptsobici mezi dvéma hmot-
nymi body je pfimo iimérna soucinu jejich hmotnosti a nepfimo iimérna kvadratu jejich vzda-

lenosti. My M,

F =
r2

Y

kde M; a M3 jsou hmotnosti hmotnych bodt, r je jejich vzdalenost a s je gravitacni konstanta.
Jeji zméfen hodnota je (6,6742 £ 0,0010) - 10~ N-m?-kg 2. Také po vas ve skole ucitel k¥icel,
abyste dodali, Ze tato gravitacni sila je pritazliva a ptsobi ve sméru spojnice hmotnych bodi?

Zapisme to vektorové
M Msr
w——

F= =3

(7)

V citateli zlomku jsme r oznacili tucné, abychom zdiraznili, Ze se jedna o vektor neboli o dvé
soutradnice x a y urcujici velikost a smér spojnice hmotnych bodu (tfeba Mésice a Zemé v roviné
obéhu). Ve jmenovateli zlomku r znac¢i pouze velikost vektoru r, tzn. jeho délku, a proto zde zvy-
raznéno neni. Reprezentuje-li napriklad onu vzdalenost Mésice od Zemé, byva vyhodné umistit
tézsi hmotny bod do pocatku souradnic. Z Pythagorovy véty pak ziskdme r = \/x? + y2, kde
x a y jsou souradnice polohy Meésice.

Jak jste na stiedni skole definovali okamzitou (nikoliv primérnou) rychlost? Jako zménu
polohy (ozna¢ime AR) za velmi kratky casovy tusek At, ¢ili

L AR
At
kde AR chapeme jako zménu polohového vektoru. A co je zrychleni? Nic jiného nez zména

rychlosti za velmi kratky casovy usek A
v

pu— E .

Uvazme napriklad planetu obihajici Slunce. Pfi numerickém modelovani nejprve zvolime
pocateéni podminky systému v éase to, tj. pocateéni polohu planety R:,, napiiklad [—0,6; 0]
(prvni ¢islo —0,6 je x-ova soufadnice polohového vektoru a druhé je y-ova soutradnice), pro

a

9) http://fo.cuni.cz/index.php?file=25
10)  Zabiednout do tajii programovani vam muize pomoci knizka Pavla Tépfera: Algoritmy a progra-

mowvact techniky, kterd obohacuje mnohé skolni knihovny.
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jednoduchost zatim bez jednotek. Déle jeji pocateéni rychlost v, napfiklad [0; 1] (¢ili vz0 = 0
a vyo = 1). A pak jesté zvolime kratky casovy interval tieba At = 0,1.

Vit At

planeta

()
/

Slunce

Obr. 14. Pohyb planety okolo Slunce

Jaka bude poloha planety v c¢ase to + At? Uzijme pravé zavedenych vztaht pro okamzitou
rychlost a zrychleni. Planeta tedy za dobu At zméni svou polohu (¢im je At mensi, tim piesnéji)
o AR = vAt azrychli o Av = aAt. Proto poloha planety v ¢ase to+At je R +at = Ry, +wvi, At.
Rychlost planety vi,+a: = v¢, + @aAt. A ¢emu se rovna a?

Napriklad na Zemi pfi volném padu je zrychleni témér vSude stejné a = g, coz je priblizné
v soustavé soufadné spojené se Zemi a, = ON a ay, = —9,81 N (minus, protoze urychluje
smérem dol). A u planety obihajici Slunce? V kazdém bodé prostoru bude zrychleni jiné, je
vSak snadné jej vypocitat. Jak uz jsme zminili, vystacime s Newtonovym gravitacnim a druhym
pohybovym zakonem. Spojme je tedy dohromady.

M,MsR
Mpa:—%pRT, ar =ar/R p
y ________
kde M, je zde hmotnost planety a Mg hmot- ay = a_é/

nost Slunce. Na obou stranach rovnice se M,
vykrati. Zjistili jsme tedy, ze velikost zrych-
leni a planety na hmotnosti planety nezavisi.
Za predpokladu, ze hmotnost Slunce je mno-
hem vétsi nez hmotnost planety Ms > M,
muzeme gravitacni ptisobeni planety na Slunce

zanedbat. Slunce tedy ztistane nehybné ukot- ACI/SIunce
vené v pocatku souradné soustavy a R je po-
tom polohovym vektorem planety. Ziskavame
vztahy pro obé soutadnice zrychleni

I
I
I
I
I
x

Obr. 15. Urceni soufadnic zrychleni

Msx - Msy

R T T s

ax:_%
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Uz vime, jak vypocitat R i v v case top + At a jak pocitat a. Provedeme znovu tu samou
rosadu s planetou pro dalsi kratky casovy tsek At a takto budeme dale odborné receno iterovat
pomoci takzvanych rekurentnich vzorca'!

ti+At=t; +At, Riiat=Ri, +vi,At,

(9)

Vi, +at = Ve, + a, At.

Nyni jiz umime tplné vsSe, abychom mohli provést napriklad takovyto vypocet. Pocatecni
poloha planety je xo = —0,6 AU a yo = 0 AU. AU je astronomickd délkova jednotka (Astrono-
mical Unit). Jeji velikost je stfedni vzdalenost Zemé od Slunce, pfiblizné 150 - 10°% km. Pocate¢ni
rychlost planety je vzo = 0 AU-rok ' a vyo = 1 AU-rok ™ *. A necht » - Mg = 1 AU®.rok 2, coz
ptiblizné Fadové plati pro hmotnost naseho Slunce'?, které vazi asi 2-10°°kg. Vyzkousejte
sami, ze zvolime-li casovy krok 0,1 roku, vypocteme takovouto tabulku hodnot:

Vypoctené hodnoty polohy, rychlosti a zrychleni planety v uvedenych

jednotkach.

t T Y r Az Qy Vg Vy

0 -0,6000 | 0,0000 | 0,6000 2,7778 0,0000 0,0000 1,0000
0,1|-0,6000 | 0,1000 | 0,6083 2,6659 -0,4443 | 0,2666 0,9556
0,2|-0,5733 | 0,1956 | 0,6058 2,5792 -0,8797 | 0,5245 0,8676
0,3 | -0,5209 | 0,2823 | 0,5925 2,5046 -1,3574 | 0,7750 0,7319
0,4 | -0,4434 | 0,3555 | 0,5683 2,4156 -1,9368 | 1,0165 0,5382
0,5| -0,3417 | 0,4093 | 0,5332 2,2541 -2,6998 | 1,2419 0,2682
0,6 | -0,2175 | 0,4361 | 0,4874 1,8791 -3,7671 | 1,4298 | -0,1085
0,7 | -0,0746 | 0,4253 | 0,4318 0,9263 -5,2834 | 1,5225 | -0,6369
0,8 o,or7r7 | 0,3616 | 0,3699 | -1,56355 | -7,1474 | 1,3689 | -1,3516
0,9| 0,2146 | 0,2264 | 0,3120 | -7,0679 | -7,4587 | 0,6621 | -2,0975
1 0,2808 | 0,0167 | 0,2813 | -12,6166 | -0,7501 | -0,5995 | -2,1725
1,1} 0,2208 | -0,2006 | 0,2983 | -8,3187 7,5547 | -1,4314 | -1,4170
1,2 | 0,0777 | -0,3423 | 0,3510 | -1,7973 7,9170 | -1,6111 | -0,6253
1,3 | -0,0834 | -0,4048 | 0,4133 1,1816 5,7340 | -1,4930 | -0,0519
1,4 | -0,2327 | -0,4100 | 0,4714 2,2212 3,9133 | -1,2708 | 0,3394
1,5|-0,3598 | -0,3760 | 0,5204 | 2,5524 2,6676 | -1,0156 | 0,6062
1,6 | -0,4614 | -0,3154 | 0,5589 2,6430 1,8070 | -0,7513 | 0,7869
1,7 | -0,5365 | -0,2367 | 0,5864 | 2,6607 1,1741 | -0,4852 | 0,9043
1,8 | -0,5850 | -0,1463 | 0,6030 2,6678 0,6672 | -0,2184 | 0,9710
1,91 -0,6069 | -0,0492 | 0,6088 2,6889 0,2180 0,0504 0,9928
2 -0,6018 | 0,0501 | 0,6039 2,7327 -0,2274 | 0,3237 0,9701

11)

Rekurentni vzorec nebo piedpis ndm urcuje posloupnost (zde posloupnost poloh a rychlosti planety
v jednotlivych ¢asovych intervalech), jejiz nésledujici ¢len se d& uréit ze znalosti jednoho nebo vice ¢lenti

predchazejicich. Proto je také nutné znat c¢len prvni, tj. pocatecni podminku.

12)

Nevéfite-li, muzete si to ovérit. Prevedte gravitacni konstantu z jednotek zdkladnich (m, kg a s)

na jednotky pouzité (AU, kg a rok).
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Obr. 16. Vypoctené polohy planety v jednotlivych ¢asovych okamzicich.

Planeta obéhla priblizné za 1,95 roku. Mohli bychom z vypoctenych hodnot odecist treba
jesté délku poloos, avsak vidime, ze ponékud nepresné. Velice jednoduse lze dosdhnout vel-
kého zpfesnéni uzitim jemnéjsiho casového kroku (tfeba 0,01 roku) nebo pfesnéjsi numerickou
metodou (o numerickych metodach téz v Uvodu do programovani).

Uloha I.S ... gravitace

Krom programu Planeta.xls prosim stahnéte'® téz DveHvezdy.xls a TriHvezdy.xls.
Miuze se vam hodit precist jiz zminény FYKOSi Uvod do programovani. Diky nému budete
urcité schopni stdhnout a prelozit program Planeta.pas, DveHvezdy.pas a TriHvezdy.pas.
Cvicenim a pripravou na ulohy je tyto programy pochopit a lehce si s nimi pohrat, zkusit si
do nich ,zastourat® ¢i je lehce poupravit.

a) Ukolem prvnim je obohatit alespon dva programy o néco svého nebo je upravit podle svého.
Napriklad nejriznéji pozménte pocatecni podminky a hmotnosti. Nebo k systému pridejte
dalsi planetu ¢i dalsi hvézdu. Také muzete vyzkouset pozménit gravitacni zakon a pocitat
se silou F = A/R* + B/R?, kde A a B jsou pevné zvolené konstanty apod.

b) Uvazujte dvé stejné tézké hvézdy, které kolem sebe obihaji po kruznici. Po ose této kruznice
se k nim zac¢ne nahle priblizovat hvézda treti, ktera ma na zacatku stejnou rychlost, jakou
se pohybuji hvézdy obihajici, a rovnéz sdili i jejich hmotnost. Pocitacové nasimulujte, co se
bude dit.

Jako feseni obou tloh ndm prosim zaSlete obrazky s bohatym komentéifem. Uvedte ale-
spon struc¢né vysvétleni, co to na téch obrazcich je. Dale, jakym zpiisobem jste pfi vypoctu
postupovali a pomoci kterého vypocetniho systému jste jej provedli.

13)  Vgechny dokumenty tykajici se serialu se na strankach http:// fykos.mff.cuni.cz objevi béhem

1éta.
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Zda-li se vam, ze vas podcenujeme a davame jen lehké a podbizivé tilohy, mozné vas o opaku
presvédcéi druha tloha. Je zajimava a uz o néco slozitéjsi. Na druhou stranu ne prilis tézka,
abyste to nezvladli. S chuti do ni! Vyhodou numerického simulovani je totiz to, ze at uz pocitate
planet deset nebo sto, tak je pocitate stale stejnym zptisobem, jen jich tam prosté zapocitate
vice. Takze a¢ program budete psat jen o trochu déle, mnohem déle se bude provadét jeho
vypocet. Avsak matematickd naroc¢nost tlohy se nam nezméni.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikt a fyzikd.
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XFYKOS

jsme tu jiz 21 let

Premyslite nad fyzikalnimi problémy, i kdyZ jsou na prvni pohled obtizné?
Chcete misto skoly stravit dva tydny s témi, kdo maji stejné zadjmy jako vy?

Chybi vam argument pro
koupi vykonnéjsiho pocitace?

Hledate pratelstvi na cely zivot?

Obétovali byste sviij volny cas,
abyste si Cetli nas serial?

Chcete mit ze sebe radost?

Chcete potkat a poznat
nase zahranicni resitele?

Chcete védét, kdo jsme?

Uz se nechcete nudit
ve $kolnich lavicich?

Zajima vas, co se d€je v Ceskych fyzikalnich laboratorich a jak to tam vypada?

Redte nade tlohy a pomozte ndm vysvobodit ptika FYKOSéka!

http:/ /fykos.mff.cuni.cz



