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Mili resitelé FYKOSu!

(ale i vyrazng) polepsit. Ulohy jsme peélivé vybirali, snad vas zvédavost podniti se do nich
pustit. Opravena reseni dostanete spolecné s feSenim 5. série a zavérecnou vysledkovou listinou
béhem cervna.

Piejeme vam hodné tspéchtl v zavéreéném obdobi skolniho roku. T
Organizatori

Zadani VI. série

Termin odeslani: 12. kvétna 2008

Ptak FYKOSé&k letél v 1été 2007 na prazdniny do Jizni Ameriky. Sviij vylet dlouho plano-
val, chtél obletét cely kontinent, zhlédnout husté amazonské pralesy, zasnézené vrcholky And,
patagonské niziny i poust Atacama, jezero Titicaca a pldz Copacabana. Cesta vSak dopadla
tragicky, ptak FYKOS&ak se uz nikdy nevratil.

Kdyz letél nad kolumbijskymi pralesy, byl mylné povazovan za tajného agenta CIA a upadl
do zajeti Revoluéni ozbrojené lidové armady Kolumbie (FARC). Jiz téméf rok je pterodaktyl
uvéznény kdesi v zajateckém tabore uprostied kolumbijské dzungle, strada hladem a steskem.
Za jeho propusténi pozaduje FARC vysoké vykupné. Pokud bychom ho chtéli zaplatit, museli
bychom zrusit soustfedéni a mozna i cely seminaf na nékolik let.

Dejte své chytré hlavy, silné paze a odvahu dohromady a pomozte ndm vysvobodit ptaka
FYKOS4aka!

Uloha VI.1 ... pterodaktyl sestielen

Pterodaktyl letél ve vysce 1km nad pralesem rychlosti 4m/s. Guerillovy valeénik, drzici
v ruce kalagnikov (kulka opousti hlaven rychlosti 710 m/s), ho spatfil nad hlavou a vystfelil.
Ptak FYKOS4ak byl trefen do kiidla a zacal padat. Jak daleko od véle¢nika dopadl? (Odpor
vzduchu si dovolte zanedbat.)

Uloha VI.2 ... vareni hada

Ubohy pterodaktyl ze své klece s obavami pozoruje divokou zvér v okolni dzungli. Zejména
ho zaujal parek bezstarostnych hadu, kteri se chystali vlézt do jeho klece. Véznitelé je vSak
neuprosné sevieli klacky tvaru pismene Y. Z hadd bude vyborné vecefe, malou radost z toho
ma i ptak FYKOS&ak, ackoliv dava prednost jinému nez hadimu masu.

Tuhé maso jedovatych hadi se musi vafit pfi vyssi teploté, k tomu se pouziva papinak.
Nédoba se naplni z poloviny vodou, v druhé poloviné zistane vzduch, potom se uzavrie a pomalu
zahfiva. Pri jaké teploté se za¢ne voda v hrnci vafit? V jakych fazich voda existuje pfi rostouci
teploté?
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Uloha VI.3 ... hadi polévka
Kdyz je hadi maso uvarené, kuchafi z néj pfipravuji hadi polévku T
v médénych hrncich, které maji tvar polokoule o primeéru 40 cm. Hr-
nec s polévkou davaji potom vychladit do nedalekého jezera. Kdyz ho
nechaji plavat, ponoti se o 10cm. K bodu na okraji hrnce je pripev-
nén fetizek. Pokud za fetizek zatdhneme a zvedneme tak okraj hrnce
0 10 cm, natece do hrnce voda?

Uloha VI.4 ... rychly iprk
Ptak FYKOSak state¢né prcha chodbou (nemiize v ni letét), v pa- Obr. 1. Kotlik
tach méa dva vojaky, kterym se pred okamzikem vymkl z pout. Chodba
zataci ve tvaru pismene L a pterodaktyl horlivé pfemysli, jak dal.
Chodba je siroka b, pterodaktyl bézi rychlosti vg a zatacka je ve vzdalenosti d. Pokud
velikost ptakova zrychleni dosdhne hodnoty ao, pterodaktyl uklouzne, spadne a bude chycen.
Po jaké draze ma bézet a jak se ma naklanét, aby ho zatacka zdrzela co nejméné?

s Tetizkem

Uloha VI.P ... mission impossible
Naplanujte zdchrannou misi a vysvobodte ptdka FYKOSédka. Nezapomerite na plan B,
ptip. C.

Uloha VI.E ... magneticky zamek

Cela, ve které je pterodaktyl véznén, je uzamcéena pomoci magnetického zamku. Americké
tajné sluzby vlastni prototyp tohoto zamku a kousek z jeho magnetu vam posilame v obalce se
sérii. K otevieni zamku bez klice je nutné znat, jak zavisi sila mezi dvéma magnety na jejich
vzdélenosti. Zméfte co nejpresnéji tuto zavislost!

Navod: Mezi oba magnety postupné vkladejte tenké listy papiru a méite silu nutnou na
odtrzeni magnetkd od sebe.

Reseni IV. série

Uloha IV .1 ... znaji véely geometrii? (4 body; primér 2,56; vesilo 41 studentii)
Jestlize jste nékdy videéli véeli plast, jisté vas upoutala pravidelnost, s jakou je vybudovan.
V podélném rezu tvoii stény buriky pravidelny Sestitihelnik a buriky jsou k sobé seskupeny tak,
ze pokryvaji celou rovinu plastu.
Proc¢ maji véeli buniky tvar pravé Sestithelnikii, a ne napriklad obdélnikii nebo pétithelniku?
Zadal Honza Prachat, inspirovdn knihou Matematika kolem nds.

Vcéely budou pravdépodobné tvorit néjaké pravidelné obrazce, jinak by musely uvazovat,
mezi kterymi dvéma sténami vytvorit jaky thel, aby jim to vychéazelo. Také nas budou zajimat
jenom rovinné obrazce, nebot vcely budou chtit butikami prolézat, a tedy budou po celé délce
bunky potfebovat stejny prufez.

Bunkami by méla jit pokryt rovina. Kdyby nebylo mozné pokryt obrazcem rovinu, byly by
mezi jednotlivymi bunkami nevyuzitd volnd mista a do plasti by se méné veslo.
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Pravidelné rovinné obrazce, kterymi lze pokryt rovinu, jsou tii — trojuhelnik, ¢tverec a Sesti-
thelnik. Konkrétni volbu zfejmé nebude mit na svédomi pouze jeden dtivod, ale diivodt vicero,
feknéme si alespon ty nejndpadnéjsi.

Prvnim z nich je, ze se vCely nechtéji zbytecné vysilovat, a zvoli tedy takovy obrazec, u kte-
rého spotfebuji pfi vystavbé nejméné materidlu. Snadno vypocteme, ze pfi jednotném obvodu
je pomér obsahti mezi rovnostrannym trojihelnikem, ¢tvercem a pravidelnym Setitthelnikem
1:v3:3 (uvazujeme pouze pravidelné obrazce, nebotf nepravidelné maji pomér obsahu ku
obvodu horsi), coz vypovida ve prospéch Sestitthelniku.

Dalsim dtvodem bude to, ze se v bunkach lihnou larvy a larvy maji
kruhovy prufez, tedy by bylo vhodné, aby mély bunky tvar co nejvice
podobny kruhu, aby okolo larev nebylo mnoho volného mista. Toto také
spliiuje Sestitthelnik (uvdzime-li, v duchu prvni podminky, pouze obrazce,
kterymi lze vydlazdit rovinu).

Sestitthelnikové buiiky jsou navic pevnéjsi nez ¢tvercové, protoze ve
¢tvercovych by sila pusobila jenom na svislé prepazky, kdezto u Sestitihel-
nikovych je sila ¢astecné odvadéna i do stran.

Také je zajimavé si uvédomit, jak vlastné vypada vceli oko — je slozené
z malych Sestithelnickt. Jisté se nabizi otézka, nakolik tato skutecnost
ovlivnuje tvar bunék.

Nejcastéjsi chybou v doslych fesenich bylo, Ze néktefi z vas sice spravné uvedli, Ze zvolenym
tvarem musi jit pokryt rovina, ale uz zapomnéli zdivodnit, pro¢ by to tak mélo byt.

Jan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

Obr. 2. Véelka
Maéja a Vilik

Uloha IV .2 ... zahrivani koule (4 body; primér 3,63; resilo 38 studentii)

V této tloze budeme studovat vliv teploty na moment setrvacnosti kovového télesa. Pro
tento ucel nechame télesem prochazet pevnou osu, kolem které se bude otacet. Jak se zméni
moment setrvacnosti J télesa pri zvyseni jeho teploty o AT, je-li koeficient teplotni roztaznosti
kovu «. Pokud si nevite rady, zkuste uvazovat kouli nebo valec.

V' Havrankovi se dloha libila Pavlu Motlochovi.

Pro vyfeSeni ulohy nam bude stacit znalost nékolika zdkladnich vztahi. Moment setrvac-
nosti J libovolného tuhého télesa vici pevné ose se definuje vztahem

J=[r*dm, (1)

kde r je vzdalenost elementu hmotnosti dm od osy otdceni. Zménime-li teplotu télesa o AT,
zméni se vzdalenost libovolného bodu (tedy elementu hmotnosti dm) od pevné osy z pavodni
vzdalenosti r na r’. Moment setrvacnosti zahfatého té&lesa lze zapsat jako

J = [(')dm. (2)

Pfedpokladdme-li, ze zkoumané téleso je izotropni (material ma ve vsech smérech stejné vlast-
nosti), plati mezi vzdalenostmi r a r’ vztah

r' =r(l+aAT), (3)

kde «a je koeficient teplotni roztaznosti.
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Z (3) dosadime do (2) a upravime uzitim vztahu (1)
J = fr/Q dm = fr2(1 + aAT)2 dm=(1+ aAT)2 f7“2 dm=(1+ aAT)2J.
Moment setrvac¢nosti se tedy zméni o
AJ =J —J = (2aAT 4+ o*AT?)J .

Protoze koeficient teplotni roztaznosti a nabyva faddové hodnot 107% K1, miizeme kvadraticky
¢len oproti linedrnimu zanedbat
AJ =~ 2aATJ .

Velmi nés potésilo, ze tlohu spravné vyftesili témeér vsichni feSitelé. Jen néktefi uvazovali
definici momentu setrvacnosti v souctovém tvaru

J =3 mir},
[3

ktery je vSak vhodny pouze pro popis soustav s koneénym poc¢tem hmotnych bodid. Vysledek,
ktery se dostane pouzitim tohoto vztahu, je samoziejmé stejny, ale z formélniho hlediska je

vhodnéjsi pouzit tvar (1). Damiel Simsa

daniel@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... sopka buréci (4 body; primér 1,64; vesilo 22 studentd)

Nedavno v televizi probéhl dokument o vybuchu sopky Krakatoa v srpnu 1883. Pozoruhodné
Jje, ze rachot vybuchu doc¢asné ohlusil lidi (néjakou dobu nic neslyseli) ve vzdélenosti 50 km od
vulkanu. Dokonce byl slyset jako vzdalené himéni ve mésté Alice Springs v centralni Australii,
tj. asi 5 000 km (slovy pét tisic kilometrii) od sopky.

Jaka byla hodnota akustického tlaku v dB v misté vybuchu? Mizeme predpokladat, zZe plati
zakon ubytku intenzity se ¢tvercem vzdalenosti, ¢i jaky zakon ubytku intenzity bude platit pro
tento pripad? Ulohu vymyslel pan Janata inspirovdn zminéngm dokumentem.

Uloha se zabyvala &ifenim energie exploze ve vzduchu. Nejdiive vysvétlime rozdil mezi rd-
zovou a zvukovou vlnou. Rdzové viny (angl. shockwave) vznikaji pfi uvolnéni velkého mnozstvi
rychlost zvuku. PFi pfechodu razové viny dochazi ke skokovym zménam vlastnosti prostredi
(teplota, tlak, hustota, pfip. orientace magnetického pole). Energie nesend razovou vlnou se
vzdalenosti velice rychle ubyva (az s tfeti mocninou vzdalenosti). Zakladni zjednoduseni, které
se pri vypoctech pouziva, je, zZe tlak a hustota mimo razovou vlnu jsou zanedbatelné oproti
tlaku a hustoté uvnitf rdzové vlny. Za pfepracovanou teorii vdé¢ime panam Taylorovi a Se-
dovovi z projektu Manhattan. VSechny razové viny proto velice rychle degraduji na bézné
zvukové viny. Pti pfechodu razové viny se ¢astice prostfedi pohybuji velkymi rychlostmi pouze
ve sméru jejiho Sifeni. Naproti tomu pri pfechodu zvukové viny castice osciluji docela ma-
lymi rychlostmi obéma sméry. Zménu tlaku pfi pfechodu razové viny ma na svédomi jednak
docasné nahusténi molekul za razovou vlnou, jednak pfimo pohyb molekul od centra exploze
(tzv. ,blast wind pressure“ Q). U silnych rdzovych vin (vice nez cca 207 dB) je druhd slozka
vétsi. Pii atmosférickém tlaku se vSechny viny intenzivnéjsi nez asi 194 dB chovaji spise jako
razové.
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Nejprve zkusime uréit akusticky tlak za pfedpokladu, Ze to, co slySeli lidé v Australii, byl
skutecné zvuk. Nanejvys problematické je zde odhadnout, jak silné asi bylo ono ,vzdalené
himéni“. Pouzijeme pracovni odhad 40dB (tichd ulice; muselo byt dostateéné silné, aby ho
bylo mozné odlisit od hluku pozadi, tj. ne plné na hranici slySitelnosti). Intenzita zvuku je
definovana vztahem

/:%/0 p(t) - v(t)dt,

kde T je perioda kmitd, p(t) je okamzitd hodnota tlaku a v(t) rychlost pohybu ¢astic. Méfi se ve
wattech na metr étvereéni. Absolutni hodnota intenzity zvuku (intenzita je vektor) v decibelech
je

1
Li[dB] = 10log ————+— 4
1[dB] = 10log 7573 W/m?’ (4)
respektive P

kde I je absolutni hodnota intenzity v misté méfeni a p primeérna hodnota tlaku p#i prechodu
zvukové viny. Zde je nutno poznamenat, Ze rovnost

Li=Lp

plati pouze pfiblizné a to jen do intenzity asi 120dB. Pak uz se kvili fyzikdlnim vlastnostem
vzduchu zacinaji ob&é hodnoty lisit a je tfeba mezi nimi rozlisovat.
Absolutni hodnota intenzity ubyva se ¢tvercem vzdalenosti

I~ R

Dilezitou roli hraji také jiné procesy. Vzduch se pfi prechodu zvukovych vin mirné zahriva.
Vsechny procesy, které se na disipaci energie podileji, se vétsSinou daji shrnout a jejich vliv
lze popsat exponencidlnim poklesem intenzity se vzdalenosti. Ubyvani se zvySuje se stoupajici
vlhkosti, teplotou a je kvadraticky zavislé na frekvenci zvuku (nizké frekvence jsou tlumené
nejméné). Diky Sikovné zvolené stupnici se d4 mluvit o konstantnim ubytku (v decibelech) na
jednotku vzdalenosti. Za normélnich podminek jsou to pro nizké frekvence asi 4,7 dB/km, coz
je zanedbatelné na malé vzdalenosti, ale velice vyrazné na 5000 kilometrech.

Vypoéteme-li absolutni hodnotu intenzity v Australii ¢iseln&, dostaneme I = 10~8 W/ m?.
Intenzita 1km daleko od vybuchu by byla 50002-krat vétsi, z éehoz dosazenim do vzorecku (4)
dostaneme hodnotu akustického tlaku asi 114 dB. Kdybychom ted zapocitali exponencialni
ubyvani 4,7 dB/km, dostali bychom 23 000 dB, coZ neni realisticky vysledek. P¥i pouziti rovnosti
L1 = Lp by pro tlak vychazelo naprosto nesmyslngch vice nez 10'°°° Pa. I kdy# je za to ¢asteéné
zodpovédny zjednoduseny model poklesu intenzity se vzdalenosti (exponencidlni ubyvéni), da
se také nahlédnout, Ze energie se musela v blizkosti exploze $ifit jinym zpusobem (tlakova
vlna).

Teorie razovych vin je pomérné komplikovana. My pouzijeme nékolik pribliznych empiric-
kych vzoreckd, které se pouzivaji v pyrotechnice na odhad sily exploze (pfevzato z Kinney,
Ezxplosive Shocks in Air). Samotny pietlak rdzové viny P (rozdil tlaku pfed pfechodem a tésné
po prechodu razové viny) klesa jako

P[dB] ~ 20log (ri?,) . 6)
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Celkovy akusticky pretlak (ono p ve vzorci pro Lp) mé vSak jesté slozku zptisobenou pohybem
molekul

Q= goU%,
kde p je hustota vzduchu a U je rychlost pohybu molekul od exploze. Kdyz ¢ bude rychlost

zvuku, tak U vypocitame jako

P

U=—

co
pro tlaky do zhruba 175 dB. Pro tlaky vyssi by byl vztah komplikovanégjsi. Pfiblizné mtzeme Q
urcit jako

2,5 P2

Tatm+ P’
Akusticky tlak, ktery ohlusil lidi 50 km od vybuchu, odhadneme na Lp = 160dB (vystiel

z hlu¢né pusky 1m od ucha). Podle (5) je tedy p = 2kPa. Jelikoz p = P + @, dosazenim
z predchoziho vztahu mame

Q:

25 P?
=p4+ 2= - P =1986Pa.
P +7atm+P = 986 Pa

Ve vzdélenosti 50 km od vybuchu bylo tedy hlavni slozkou P. Pl kilometru od vybuchu (tedy
uz uvniti exploze) pak byl podle (6) P o 120dB vétsi, tj. asi 1 GPa. @ bylo jednoduse 2,5- P =
= 2,5 GPa (téch 7 atm je oproti 10 000 atm uz zanedbatelnych a uvedené vzorecky maji pFesnost
horsi nez 3dB). Dohromady tedy p = 3,5 GPa neboli tctyhodnych 285 dB.

V literatufe je zvykem udévat az 310 dB (anebo asi 14 Gt TNT, zde se uz pouziva Richterova
stupnice), coz je vice nez desetkrat vic, ale mysli se tim celkovd energie uvolnénd béhem
nékolika dni trvani exploze. Jde jenom o fadovy odhad. Podle U.S. geological survey méla
exploze Sv. Heleny intenzitu asi 286 dB a 200 mil daleko ji bylo stale slySet s hladinou intenzity
163 dB (rozbila nékolik oken). Blize k vysledku by se mozna dalo dopracovat i lep§im odhadem
intenzity zvuku, ktery ohlusil lidi 50 km daleko.

Prakticky ve vSech doslych fesenich se feSitelé snazili vypocitat Sifeni exploze jako sifeni
zvuku. Za spravné vypracovanou teorii Sifeni zvuku a vysledek jsme vSak mohli udélit jenom
dva body. Kdo si uvédomil, ze zvuk je ve vzduchu tlumen kromé kvadratického ubytku se vzda-
lenosti také exponencialné, a spravné okomentoval nesoulad s pozorovanim (bud vyslo smésné
vysoké Cislo v blizkosti exploze, anebo naopak prili§ nizké v Austrélii), mohl dostat az t¥i
body. Nejde o to, za kazdou cenu se dopracovat k vysledku, nékdy je ho tifeba také spravné
interpretovat. ReSeni, ve kterém by byl spravné pouzity vyraz ,tlakova®, resp. ,rdzova vlna“
by nebylo hodnoceno méné nez ¢tyimi body. Bohuzel zaddné takové nedoslo.

Z dalsich chyb byl velmi casty argument, ze kvadratické ubyvani pro zvuk neplati, protoze
zvukova vlna nema kulovy tvar, pfipadné zbytec¢né tivahy o zakfiveni Zemé. Velikost té casti
vlnoplochy, ktera dorazila az k detektoru (do ucha), se se vzdéalenosti ménila kvadraticky.
Vybrany kus vlnoplochy nesl stale stejné mnozstvi energie néjakou rychlosti, takze vykon ve
W/ m?, resp. intenzita zvuku se ménila kvadraticky. Je pfitom tplné jedno, jaky tvar méla celd
vlnoplocha. Zakfiveni Zemé nevadi proto, Ze zvuk se bude $ifit pfevazné nad povrchem, nebo
se tam alesponi bude §ifit nejrychleji (je zde nejvyssi tlak). Huygenstuv princip pravi, ze kazdy
bod vInoplochy se bude chovat jako zdroj vIinéni, takze zvuk se bude kolem zakfivené Zemé
ohybat. Pocitat se proto bude bézna vzdalenost po Zemi.
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Odhadnout spravné hlasitosti, které bylo po vybuchu slySet, byl skute¢né problém. Je vsak
nespravné predpokladat, ze v Alice Springs musel byt zvuk na hranici slySitelnosti (to by ho
pak asi nebylo mozno rozeznat od zvuki pozadi) a také prah bolesti nezpusobuje docasné
ohluseni. Exploze ohnostroje jsou mnohem hlasitéjsi, ale diky tomu, ze trvaji velice kratce, tak
to zas tolik neboli. Akceptovali jsme skoro jakykoli redlny odhad hlasitosti. Vaznéjsi problém
bylo odhadnout, v jaké vzdalenosti od centra pocitat hlasitost vybuchu. Pt#i vybuchu bylo
vyvrzeno vice nez 180km?® horniny do atmosféry. Ve vzdalenosti 1km od centra je proto uz
uvnitt exploze. Odhady jako 1m, anebo dokonce méné jsou proto nespravné. Dostateénym
pfiblizenim (r — 0) by pfece jinak bylo mozné dosdhnout libovolné vysokou hodnotu.

Peter Greskovic¢
grepe@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... zachrarite ledvinu (4 body; primeér 2,33; vesilo 15 studenti)

UOOZ* zjistil, 7e mafie disponuje mobilnimi valeénymi lasery, které jsou vSechny fizeny
z centraly v horském pohrani¢nim sidle Obernieredorf, vzdaleném od zbrani maximalné 50 km
(ve vétsi vzdélenosti je signal uz slaby a nespolehlivy). Z centrdly sleduji déni v podsvéti
v Karlovych Varech, na které vSechny lasery mifi, aby udefily v pravy cas.

Pomozte nevinnym obyvateliim Karlovych Vart nalézt vhodny tvar, piip. i umisténi spojité
zrcadlové plochy, ktera by pokud mozno vsechny laserové paprsky odrazila nejlépe na ridici
centralu! Problém muzZete fesit v roviné, ale zejména ocenime prostorové reseni, pokud existuje.
Samoziejmé je pozadovan dikaz, aby Karlovarsti penize neinvestovali zbytecné.

K oprasent znalosti a dovednosti z geometrie zadal Pavel Brom.

V prvnim kroku feseni je vhodné preformulovat zadani na ¢isté geometricky problém, ktery
budeme fesit s pouzitim geometrickych a fyzikalnich tivah. Mobilni lasery v podstaté urcuji
paprsky ndhodnych sméri, které vSak maji jednu vlastnost spole¢nou — protinaji se v jediném
misté (Karlovy Vary), které si mizeme dovolit nahradit bodem F (focus). Rovnéz Fidici centralu
Obernieredorf si nahradme bodem G (gangsters, gauners). Preformulované zadéni v idedlnim
piipadé (tzn. vSechny paprsky se odrazi do bodu G) zni: K pevnym bodim F, G hleddme
spojitou plochu (v prostoru), kterd kazdy libovolny paprsek jdouci do jediného bodu (F) odrazi
do jiného bodu (G).

Po fyzikalni strance predpokladame pfimocaré §ifeni paprski ve vzduchu a platnost zdkona
odrazu, ktery je vSak dusledkem obecnéjsiho Fermatova principu. Pravé v této tloze mizeme
elegantné vyuzit Fermatav princip, ktery rika, ze svétlo se §ifi pravé po casoveé extremalnich tra-
jektoriich; v tomto pripadé extremalnimi rozumime nejkratsi ¢asové spojnice, tedy i nejkratsi
z hlediska urazené dréhy, nebot rychlost siFeni svétla ve vzduchu piedpokldddme konstantniZ.
Je zfejmé, ze primka prochézejici body F a G zaroveni predstavuje osu symetrie problému, a
tedy postaci resit problém v roviné tuto pfimku obsahujici. Prostorové feseni pak dostaneme
snadno rotaci nalezené kfivky kolem osy FG. Muzeme se navic pokusit odhadnout tvar takové
kiivky k pevnym bodam F, G (viz obr. 3).

Zakresleme do obrazku jeden libovolné vybrany laser L. K realizaci Fermatova principu
vypustime vSechny laserové paprsky v uréitém okamziku z kruznice [, a protoZe jeji polomér

1) Utvar pro odhalovani organizovaného zlo¢inu

2) Nakreslete si rovinné zrcadlo, oko a predmét, nap¥. tycku, a rozmyslete si, Ze zobrazeni rovin-
nym zrcadlem vyuzivajici zakona odrazu Fermattv princip automaticky spliuje. Vyuzijete vlastnosti
zobrazeni (osové soumérnosti) a trojihelnikovou nerovnost.
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|LF| = ¢1 = konst. probéhnou za stejny ¢as, dorazi do jejiho stfedu F rovnéz ve stejny okamzik,
coz pozadujeme v duchu Fermatova principu. Nyni jim vsSak do cesty postavime odraznou
plochu, kterd ma viechny paprsky soustiedit do jiného jediného bodu G. Zadny paprsek, zadny

Obr. 3. Odrazna plocha

bod odrazné plochy by v duchu Fermatova principu nemél byt vysadni, tedy ocekavame, ze i po
odrazu vSechny paprsky dorazi do bodu G ve stejny okamzik za predpokladi nasi realizace.
Bod odrazu pro laser L ozna¢me T a vedme jim teénu (te¢nou rovinu) ¢ k hledané kfivce
(odrazné plose). VSechny paprsky musi urazit stejnou drahu |LA| = ¢z = konst., tedy osovd
soumérnost s osou ¢ musi zobrazit bod G na A, tzn. |GT| = |TA|. Jestlize si uvédomime, ze
rozdil vzdalenosti v absolutni hodnoté

IGT| = [TF|| = [|GT| + [TL| — |TL| = [TF[| = [(IGT[ + [TL[) — (ITL| + [TF])| =
= |(ITA[+ [TL]) = (ITL[ + [TF][ = [[LA| — |LF|| = [e2 — 1| = konst.,

odhalujeme zajimavou vlastnost, ze rozdil vzdédlenosti libovolného bodu (T) kfivky od dvou
pevné danych bodt (F a G) je konstantni. To je geometrickd definice hyperboly (v roving),
resp. rota¢niho hyperboloidu v prostoru®.

Navic jsme béhem feSeni objevili zajimavou vlastnost kuzelosecek: Sférickd plocha vraci
paprsky jdouci ze stfedu krivosti zpét do stiedu. Vsechny paprsky vychazejici z jednoho bodu
do jiného odrazi pravé jen rotacni elipsoid. Nyni jsme zjistili, Ze rotacni hyperboloid soustiedi
vSechny paprsky sméfujici do jednoho bodu (primarniho ohniska) do jiného (sekundarniho
ohniska). Odsud plyne, pro¢ sekundédrni zrcétka oblibenych astronomickych teleskopii (Cas-
segraintv dalekohled) maji tvar pravé rota¢niho hyperboloidu. A kone¢né rota¢ni paraboloid
odrazi rovnobézné paprsky (jdouci z ohniska v nekone¢nu) do svého ohniska. Soucasné jsme
odtvodnili nadzev ohnisko pro tyto vyznamné body.

3) Zajemcum doporucujeme precist si analogické autorské reseni tlohy II1.4 ze XVII. ro¢niku, kde je
navic uveden primy dukaz hypotézy, ktery lze rovnéz preformulovat pro hyperbolu ¢i rovinné zrcadlo.
Reseni se lisi v technickém detailu myslenkové realizace Fermatova principu. V piipadé hyperboly jsme
museli laserovy paprsek vyslat z vnéjsi obalkové kruznice do stfedu, zatimco u elipsy mohla byt jakasi
vnitini kruznice degenerovana na pouhy bod — jedno z ohnisek — a konstantni rozdil vzdalenosti presel
v konstantni soucet.

8
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Nezapomerime na diskusi k pivodnimu problému. Dobfe vime, ze hyperbola méa dvé vétve
a obé nutné splnuji pozadavek tulohy. Déle si vzpomeneme na vyznamné pifimky k vétvim
hyperboly, tzv. asymptoty, k nimz se hyperbola blizi v nekone¢nu. Zde uplatnime zadanou
okolnost, ze lasery nemohou byt dale od centraly (G) nez jistd vzdélenost, tedy diky omezeni
prostorového thlu prichozich paprski tloha mé vzdy feseni, kterych je v principu nekonec¢né
mnoho.
/ , hyperbola

Obr. 4. Porovnani hyperboly a elipsy

Shriime, Ze hledanou spojitou odraznou plochu predstavuje rotacni hyperboloid, pfi¢emz
vzdélenost sidel (ohnisek) |FG| odpovidd dvojnasobku excentricity (2¢) a maximélni vzdalenost
centraly G od lasert L vymezuje prostorovy thel pro mozné asymptotické kuzele. Ke zvolené
vétvi hyperboly (pfed uplatnénim rotaéni symetrie problému) a ke zvolenym asymptotam exis-
tuje prislusna velikost velké a malé poloosy. Tim jsou tvar i poloha odrazné plochy jednoznac¢né
urceny a zaroven predpokladdme, ze celé mésto F (Karlovy Vary) bude za ni schovéano — plocha
jim nebude prochazet. Z obou vétvi hyperboly bychom ziejmé doporudili tu blizsi ke Karlovym
Vartim, zejména kvli aspore materialu, a tedy i finan¢nich prostfedki.

Jediny Jan Hermann Tesil problém uzitim Fermatova principu, za coz byl odménén prémi-
ovym bodem. Mnoho fesiteli doporucilo postavit rovinné zrcadlo kolmé na spojnici obou sidel
a presné v poloviné jejich vzdalenosti. Tato rovinna plocha predstavuje zvlastni pfipad naseho
obecného feSeni (konst. rozdil c2 — ¢1 = 0), jde sice o méné Gsporné feSeni, ale spravné a s di-
kazem bylo ocenéno 3 body. Za jiné kuzelosecky nez hyperbolu jste podle celkové argumentace
mohli obdrzet nejvyse 1 bod, za pfijatelny dikaz svého tvrzeni dalsi 1 bod. Nékolik fesiteld by
nechalo postavit kulové zrcadlo, coz je zajimavy navrh, uvazime-li, ze tvar kuzelosecek pobliz
vrcholi lze pomérné dobfe vystihnout tzv. oskulaéni kruznici — tento argument vsak neuvedl
nikdo. Muzeme jen spekulovat, pro¢ nam feSeni neposlal sdm karlovarsky rodak, ale nejspis

o ném mafie dobie védéla ... Pavel Brom

paja@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha IV .P ... projekt 5 (4 body; primér 2,52; tesilo 27 studentii)

Navrhnéte spravedlivou (¢i co nejvice spravedlivou) pétisténnou kostku. Presnéji mame na
mysli takové pétisténné téleso, které se pri hodu na podloZce zastavi na kazdé své sténé se
stejnou pravdépodobnosti. Vymysleli ndruzivi hraci Ales Podolnik a Marek Scholz.

Patrné kazdy aspon jednou v zivoté hazel hraci kostkou. Jisté jste si po nékolika pokusech
tikali, Zze pravé ta hodnota, kterou potfebujete, nikdy nepadne. Za takovouto hrac¢skou smilu
vSak zpravidla nemutize kostka samotnd, ale cosi jako ,zakon schvalnosti“. Jeho opodstatnénost
se da matematicky ukazat na mnoha prikladech. Jmenujme alespon obligatni prasklou zarovku
v sériovém zapojeni*. AvSak skutecnost je takova, ze klasicka (Sestisténna) hraci kostka i v tom
nejobycejnéjsim provedeni je velmi dobie spravedliva, nebot jeji tvar vychézi z krychle. Krychle
je jedno z péti platénskych téles, kterymi déle jsou pravidelny ¢tyfstén, osmistén, dvanactistén
a dvacetistén.

Z4dné z uvedenych téles vSak nemé pét stén. Prvni otdzka, C
kterou je tieba zodpovédét, je, zda existuji i jind télesa, je- )
jichz uzitim bychom obdrzeli spravedlivou hraci kostku? Zku-

Seni hraci se mozn4 setkali i s ,,desetisténkami“ apod. Jsou vsak /
takové kostky spravedlivé? Jejich vyrobci nas o tom sice pre- |
svédcuji, ale jaka je skutecnost? /

Predné si ujasnéme, Ze vystupem nas$i prace by mélo byt /
téleso s rovinnymi sténami, které dopadne se stejnou pravdé- /
podobnosti na kazdou z téchto stén. Tim zakaZeme ponékud /
zvrhlou kostku tvarem pfipominajici ragbyovy mi¢. Co musi / i
takovy objekt spliiovat? Predev§im musi mit ve vSech polohich fm—F =
po dopadu stejnou potencialni energii, tj. vzdalenost vSech stén H
od tézisté kostky musi byt stejnd. Déale by mély byt vSechny /A VB r
stény identické (az na zrcadlovou symetrii) a identicky umis- a
t&né vidi vSem ostatnim. Jinak fefeno jedna sténa od druhé Obr. 5. Jehlan
nesmi byt rozlisitelna. To je z toho diivodu, aby pfi odvalovani kostky po podloZce neslo pred-
vidat, na kterou sténu se kostka aktualné prevali. V libovolném sméru se vykona stejna prace,
tedy neni nic pro kostku vyhodnéjsi. Vykonani stejné prace ve vSech smérech pak ve svém
dusledku vynucuje zna¢nou symetri¢nost kostky. A koneéné, téleso musi byt nutné konvexni.

Pro konvexni télesa s vic nez tfemi sténami plati Euleruv vzorec

V+N=E+2,

ve kterém V' znaci pocet vrcholi, N pocet stén a E pocet hran. Jelikoz jsou si vSechny stény
spravedlivé kostky rovny, museji mit vsechny také stejny pocet hran. Tento pocet ozna¢me M.
Protoze kazda hrana prislusi dvéma sténdm, mame snadno

E= %M N.
Protoze nas zajima pétisténnd kostka, N = 5, musi byt ¢islo M sudé. Takova kostka se tedy
musi skladat z péti shodnych sudothelniki. Z nich ovSem prichazi v tivahu jediné ctverec,
nebot kazdy dalsi s vice hranami by znamenal i vét$i pocet stén kostky.

4) Viz napriklad Jifi Andél: Matematika ndhody.

10
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Timto jsme dokazali, Ze zcela spravedliva pétisténna kostka nemiize existovat. Pokusme se
v nasledujicim textu alespon o néjaké dostatecné dobré priblizeni. Thned nas napadnou dvé
pomérné pravidelnd pétisténna télesa: jehlan a trojboky hranol.
Prozkoumejme obé z hlediska podminek, které jsme definovali ve
tretim odstavci.

Tézisté jehlanu se nachézi v jedné ¢tvrtiné jeho vysky, kterou
ozna¢me v. Déale necht a je délka strany podstavy. Podivdme-li se
na fez jehlanu kolmy k podstavé a obsahujici vysku, dostaneme
opét trojuhelnik, po némz v souladu s podminkami pozadujeme,
aby vzdalenost tézisté jehlanu byla od vSech stran shodné. Tento
trojuhelnik je zfejmé rovnoramenny. Umistéme pocatek soustavy
soufadnic do jednoho z vrcholt pfi zédkladné, bez Gjmy na obec-

nosti necht je to A v obvyklém znadeni trojuhelnika ABC. Pak

soufadnice tézisté jehlanu jsou T = (a/2,v/4). Chceme nyni pro- Obr. 6. Rozmisténi péti
vazat parametry a a v néjakou rovnici. Pfimka, jejiz podmnozinou elektront na sfére

je strana AC je vyjadritelnd jako p : y = xtg o, kde a je vnitini
uhel trojuhelnika, ktery o€ividné spliuje tga = v/(a/2). Vzdalenost bodu T od pfimky AC
vypocitame ze znamého vzorecku

v a_wv
2 4 3av

2 :4\/4v2+a2'
W;) ‘1

Chceme, aby tato vzdélenost byla stejna jako vzdéalenost T od primky AB. Rovnost

IAC, T| =

3av v

4/4v2 + a? T

je splnéna, plati-li v/2a = v. Bude-1li mit jehlan takov§to pomér délky strany podstavy a télesové
vysky, pak bude mit ve vSech stabilnich polohach stejnou potencialni energii. Jehlan presto neni
dobrym kandiddtem pro spravedlivou pétisténnou kostku. (Pfi kutdleni je zapotiebi riznych
energii pro pfetoceni se pfes jednotlivé hrany. A co teprv ,horni“ vrchol!)

Naproti tomu situace s trojbokym hranolem je o poznéani veselejsi. Muzeme si ji ptiblizit
nasledujicim myslenkovym experimentem. Méjme sféru a na ni umistéme pét elektrontu. Ty
se vlivem elektrostatickych sil odpuzuji, dokud se nedostanou do energeticky nejuspornéjsi
konfigurace. Je-li sféra normovana (tj. ma jednotkovy polomér), sta¢i najit minimum funkce

Eey Y

b
i=1j=i+1 7

kde d;,; oznacuje vzdalenost i-tého od j-tého elektronu (vyjadiime je pomoci Pythagorovy véty
a diky znalosti rovnice sféry). Reseni tohoto problému je matematicky velmi pracné, nastésti
existuji pocitace, s jejichz pomoci ndm vyjde, ze dva elektrony budou na pdlech a zbylé se
rovnomérné rozmisti podél rovniku. Vzdalenosti mezi témi ekvatoridlnimi jsou /3, resp. v/2
mezi jednim z nich a elektronem na pélu. Jestlize nyni zkonstruujeme te¢né roviny prochazejici

11
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misty, kde se nachéazeji elektrony, dostaneme presné trojboky hranol. Navic bude spliiovat
Pojdme jesté vypocitat optimalni pomér velikosti jednotlivych stran hranolu. Zfejmé jeho
zdkladnou je rovnostranny trojuhelnik. Necht a je jeho strana a dale v bud jeho vyska. Ziejmé

byt 2t. Méjme tedy takovyto trojboky hranol a uréeme nyni, jak velkou vykonadme praci pfi
preklopeni z jedné boc¢ni hrany na jinou. Z Pythagorovy véty mame

a\? a? 1 V3 V3
-~ a 2 _4_ 4 L s VIO VI
AW \/(2) +12—t= 4+12a 6= 6a7t’

Préce pii preklapéni z boéni stény na podstavu je naproti tomu tmérna vyrazu (v/2—1)t. Ackoli
toto neni ani polovina predchozi hodnoty, konstrukce kvalitnéjsiho modelu by byla mnohem
komplikovanéjsi, a proto si dovolime takovouto nepfesnost.

Symetrické pétisténné téleso jsme ukazali, ze neexistuje, nicméné jsme nasli hranol, ktery
velmi dobfe spliiuje podminky z ivodu. Kostky, které bychom vsSak na zakladé této predstavy
vyrobili, by vSak zcela jisté stoprocentné spravedlivé nebyly. Nicméné tento fakt neodrazuje
vyrobce, aby pétisténnou kostku prodavali. Existuje dokonce patent ¢islo United States Pa-
tent 6926275, ktery vychazi z nasi predstavy o trojbokém hranolu a drobnymi Upravami jej
vylepsuje, aby byl spravedlivéjsi. Uvedené téleso vSak neni pétisténné, a tedy nevyhovuje pod-
minkam zadani tlohy. Naproti tomu ,ragby* kostky jsme uznavali jako splnujici zadani alohy,
ackoli si jejich Tesitelé situaci vyznamné zjednodusili.

Zavérem dopliime zdroje, ze kterych jsme Cerpali:

e Diaconis, Keller: Fair Dice, American Math. Monthly 96, 1986;

e Fair Dice, http://www.mathpuzzle.com/Fairdice.htm;

e Min-Energy Configurations of Electrons On A Sphere, http://www.mathpages.com/home/
kmath005/kmath005 . htm;

e Properties of Dice, http://hjem.get2net.dk/Klaudius/Dice.htm;

e US Patent 6926275, http://www.freepatentsonline.com/6926275.html.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... valivy odpor (8 bodi; primér 4,00; vesilo 21 studentii)
Peclivé experimentalné provérte, zda valivy odpor valce zavisi na jeho poloméru ¢i ne.
Ruzné ndzory v knithdch objevil Jano Lalinsky.

V nasledujicim vzorovém feSeni se nebudeme pokouset prilis o vlastni treskuté invence
a radéji shrneme a okomentujeme vase napady a pristupy k experimentalni tloze.
Teorie

Kdyz vélec lezi nehybné na vodorovné podloZzce, podlozka i valec se trochu zdeformuji
a vznikne sty¢na plocha. Lze si pfedstavit, Ze na této plose je néjakym zpuisobem rozlozen tlak,
kterym podlozka ptsobi na vélec. Tento tlak se misto od mista méni, ale je rozlozen symetricky
a vysledna sila ptsobici od podlozky na valec je stejné velkd a opacného sméru nez tihova sila

valec nulové, a valec je tedy v klidu.
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7

Obr. 7. Silové ptuisobeni mezi Obr. 8. Silové plisobeni mezi
podlozkou a valcem v klidu podlozkou a valcem v pohybu

Kdyz se valec kutali, tlak neni ve sty¢né ploSe rozlozen symetricky a ani sty¢na plocha

Vv

Yy

kde £ znaci takzvané rameno valivého odporu. V literatufe se doCteme, Ze rameno valivého
odporu £ je dano materidlem valce a podlozky, nikoli v8ak polomérem vélce. Casto se valivy
odpor vysvétluje také tak, ze valec pred sebou tlaci jakysi hrbolek.

Moment M ma na zpomaleni valeni stejné Gcinky, jako kdybychom pisobili silou F, =
= M /r ve stfedu vélce proti sméru pohybu. Jak vyplyva z pfedchoziho vykladu, je sila valivého
odporu F, jisté zavislad na tize valce, a lze tedy psat

Py = u(rymg = g, (1)

Nasim tkolem je nyni zjistit, zda a jak ¢leny p a £ zaviseji na polomeéru valce.
Priprava a provedeni méreni
Budiz nasi motivaci pro vyfesSeni tkolu otazka, zda se vyplati vlaky opatrit vétsimi koly.

Snazme se proto zajistit, aby zkoumané vélce raznych polomért mély shodnou hmotnost a po-
délny rozmér, hmotnost vlaku se také ptilis nezméni, kdyz bude mit trochu vétsi kola.

2 //th

S l

—~

Obr. 9. Schéma experimentu

Pravdépodobné v domacich podminkach nejsnaze a nejlépe proveditelny zptisob méfeni,
ktery také vétsina Fesiteld pouzila, je nasledujici.

13
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Vélec poustime z urcité vysky h z naklonéné roviny. Valec na naklonéné roviné ziska kine-
tickou energii a dale se vali jiz po vodorovné podlozce pokryté néjakym mékkym materidlem.
Vlivem valivého odporu se na vodorovné podlozce v uréité vzdalenosti zastavi. Potencialni
energie valce se snizila o mgh a valec opét stoji, a tedy sila valivého odporu vykonala praci
rovnou rozdilu potencialnich energii. Prace sily Fy tedy je

Fys = mgh. (8)

Nejlépe je mékkym materidlem pokryt i naklonénou rovinu. Vyhneme se tak pfemgysleni
nad tim, jak velky je valivy odpor pro materidl roviny a zda ho miizeme zanedbat. Jakou
praci vykona F, pii cesté valce po naklonéné roviné? Muzeme uvazovat i obecné zprohybanou
rozjezdovou drahu. Pfedpokladejme, ze sila F, = puN, pficemz N je slozka tihové sily ve sméru
kolmém na podlozku. Prace sily F, na kazdém malickém tseku drahy dl je pak

dW = umgcosadl,

kde « je sklon elementu drahy di. OvSem vyraz cos a dl je piesné roven primeétu useku drahy di
do vodorovné osy. Prace sily F, vykonand na rozjezdové draze je tedy

W = pumgl,

kde [ je prumét rozjezdové drahy do vodorovné roviny. Nedomysleli jsme zvySené pritlaceni
véalce v disledku odstiredivé sily pfi zakfiveni rozjezdové drahy. Ale v pfipadé, Ze nasSe rozjezdova
drédha ma jen maly sklon a vysku a neni moc divoka, nemusime se pfedeslymi Gvahami vlastné
vibec zaobirat a feknéme, ze ndm touto nejasnosti vznikne chyba maximalné 2 cm.

Miuzeme zanedbat odpor vzduchu? Pro nase konkrétni usporadani, jehoz parametry jsou
uvedeny déle, odpor zméni vysledky o nékolik procent, a ma tedy jiz cenu se jim zabyvat
a provést korekci na odpor vzduchu. Sila odporu vzduchu je pfiblizné dana

Fu = 1CSoav?,

kde S = 2rb je prutez valce délky b, o, hustota vzduchu, v rychlost valce a C' =~ 1 je koeficient
odporu vzduchu pro téleso tvaru valce. Kvadrat maximalni rychlosti, kterou valec v ideadlnim
piipadé dosdhne, je v2, = 2gh/(1 + J/mr?), kde J znali moment setrvaénosti vélce.

2
F.=3CSgav

Fa(vmax) Y — — — — —

l l+s
Obr. 10. Zavislost velikosti odporové sily vzduchu na
ujeté vzdalenosti
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Kdyz valec zrychluje na rozjezdu, kvadrat rychlosti v podstaté linearné roste s urazenou
drahou, a kdy# vélec naopak zpomaluje, v? linedrné klesa s urazenou dréhou. Prace vykonans
odporem vzduchu je rovna obsahu plochy pod kfivkou zavislosti F, na poloze. Plocha pod touto
kiivkou je podle predeslé véty vlastné trojihelnik a praci W, vykonanou odporem vzduchu na
draze L = [ + s lze odhadnout vyrazem

Wa = 1 Fa(vmax)L .

Bohuzel odpor vzduchu je oSemetna véc a kupfikladu koeficient C' zavisi na mnoha vécech,
déle F, ptisobi ve skute¢nosti na draze I/ cos« + s, a proto odhadujeme chybu urceni W, az
na 30 %. Vyznam odporu vzduchu by bylo mozno snizit zvySenim hmotnosti valcd.

Miuzeme si byt jisti, Ze mame vodorovnou podlahu? Podlaha by neméla mit vétsi stoupani
nez 1 mm na metr, coz je zhruba i sklon rozliSitelny lepsi vodovahou. Presto jsme radsi provedli
méfeni i pro opac¢ny smér kutaleni a méfeni vyslo v podstaté stejné a sklonem podlahy se dale
zabyvat nebudeme.

Vialec se tedy zastavi po urazeni drahy, ktera spliuje

Fa max
mgh = Fy L + W, = (umg—%)L.

Odtud e n R )
a Umax
S A ©)

Pro vyhodnoceni ¢lenu p a £ uzijeme tento vztah.

Vidime, ze tfeba & zavisi na veli¢inach r, h, L atd., které maji vSak svoje vlastni chyby
Or, Oh,... Jak na jejich zdkladé rozumné odhadneme chybu £? Dejme tomu, Ze bychom méli
odhadnout chybu veliéiny y, kterou vypocteme jako funkci f(z1, z2) dvou jinych veli¢in, jejichz
chyby jsou 0,, 04,. Potom kvadrat chyby veli¢iny y vypocteme

oy = (f(x1,22) = f(21 + 0y, 22))° + (f(21,22) — f21, 22+ 04,))7 .

Zcela stejné postupujeme, i kdyz y zavisi na vétSim poctu veli¢in, a to nam dava recept na
odhad chyby &.

Rozjezdovou drahu jsme zhotovili z mirné ohnutého plechu, aby prechod na vodorovné
valeni byl hladky. Rovnéz startovni bod lezi na prakticky vodorovném tseku rozjezdové drahy,

vy

trubky riznych pramérti. Kousky trubek délky b = 10 cm jsme doplnili betonem (pfesnéji smési
vody a cementu) tak, aby mély vSechny valce hmotnost 80 g. Valce jsme vazili na kuchytiskych
vahach a jejich hmotnost se lisi maximalné o 2g. P¥i vypoc¢tu odporu vzduchu potiebujeme
znat hodnotu vyrazu J/m-?. Pro homogenni vélec nabyva hodnoty 1/2, pro tenkosténnou
trubku téméf hodnoty 1. Nase valce jsou tvoreny trubkou a homogennim valeckem z betonu
a moment setrvacnosti celého valce je dan souctem momentt téchto dvou casti. Ze znalosti
hmotnosti samotné trubky, samotného valecku z betonu, vnéjsiho a vnitfniho priméru trubky
moment J snadno vypocteme.
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Vysledky méreni

Valivy odpor jsme mérili celkem pro Sest vélcid, kazdy valec jsme nechali valit desetkrat
a poustéli jsme je z vysky h = (5,7 £ 0,2) cm. Pramér vélce jsme zméfili posuvnym méfidlem
a chybu poloméru potom odhadujeme na 0,1 mm.

Pro prehlednost uvadime jen primérnou délku urazené drdhy L a jeji smérodatnou od-
chylku o Z urazené drahy vypocteme dle (9) hodnotu koeficientu p a rameno valivého od-
poru &.

Tabulka vysledkd méfeni

rimm] [Llcm] [or[em] [u-10% [o, - 107 [£[mm] [ o¢[mm]
9,9 236 2 2,34 0,09 0,23 0,01
12,7 | 256 3 213 | 009 | 027 | 0,01
16,0 281 3 1,91 0,08 0,31 0,01
20,1 304 4 1,73 0,08 0,35 0,02
249 | 329 4 157 | 008 | 039 | 0,02
31,6 358 2 1,41 0,08 0,44 0,03

Pokud nés nezajima ani tolik presna hodnota p ¢i € jako spise, zda se tyto hodnoty méni
pri zméné poloméru valce, pak pro tento ti¢el mizeme p¥i pocitani chyby vynechat vliv ne-
presnosti h, protoze se h pro jednotliva méreni viibec nelisi a nepfesnosti pak budou mensi nez
uvedené.

Vétsi valce se dokutdleji dal a p s polomérem klesi. OvSem z naméfenych hodnot je ziejmé,
Ze rameno valivého odporu £ v nasem ptipadé s polomérem r roste. Vétsi valce se nedokutéleji
tak daleko, jak bychom podle teoretického predpokladu cekali.

V grafech je vynesena zavislost £ na poloméru vélce r a zavislost urazené drahy L na r.
Vidime, ze hodnotami £ lze prolozit pfimku. Miuzeme se ale pokusit hodnoty prolozit jinou
zéavislosti. Je rozumné, aby tato zavislost $la k nule, kdyz polomér jde k nule, a aby rameno
valivého odporu nebylo nikdy vétsi nez polomér valce. Naopak pro velkd r ocekdvame, ze &
bude v podstaté konstantni v souladu s teoretickym predpokladem. Potom namétfené hodnoty
lze prolozit néjakou konkavni kiivkou, jak jsme se o to pokusili v grafu. Tato prolozena zavislost
ale mozna dava pro malé r az prilis§ malé hodnoty &.

Zaveér

Domnivame se, Ze zjisténd nekonstantnost ramena valivého odporu £ pfi zméné r je dana
nevyzpytatelnosti povrchu karimatky a podobnych mékkych povrchi. Rameno £ v nasem pri-
padé pro vétsi valce vychézi zhruba pidl milimetru. V technicky vyznamném piipadé valeni
zelezného kola po zeleze je & asi desetkrat mensi a v pripadé kulicky v kulickovém lozisku az
stokrat mensi. Je pravdépodobné, ze pro velké poloméry valci, kdy jiz bude velikost deformace
karimatky mald vici r, bude £ skute¢né pfiblizné konstantni. Oproti teoretickym piedpokla-
dim navic muzeme zjistit, Ze rameno £ zavisi tfeba i na hmotnosti vélce.

Abychom vSak mohli délat vyznamnéjsi zavéry, bylo by tfeba méfeni provést na mnoha
ruznych povrsich.
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Obr. 11. Zavislost ujeté drahy na poloméru valce
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Obr. 12. Zavislost ramena valivého odporu na poloméru vélce

Dalsi méreni

Pokouseli jsme se také zmérit valivy odpor trochu jinym zptsobem. Méfili jsme rozdil doby,
za kterou valec urazi 1 m po naklonéné roviné, kdyz se v jednom ptipadé vali po tabulce skla
a v druhém piipadé po tabulce skla prekryté karimatkou. (Nebo lze méfit jen dobu valeni po
naklonéné karimatce a ze znalosti sklonu poté vyhodnotit valivy odpor.) Méfeni byla ov§em
zatizena prilis velkou chybou a touto metodou jsme neziskali zddné rozumné vysledky. (Roz-
myslete si, v ¢em tento zpiisob muze byt horsi nez predesly.)
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Aby vsak nasSe snaha nevysla uplné naprazdno, popiSme aspon, jak je mozné si amatérsky
sestrojit stopky, které automaticky zméri dobu, za kterou valec ujede urcitou vzdalenost.

Potfebujeme pocita¢ s paralelnim portem a opera¢nim systémem Microsoft Windows 98
a starsi nebo MS-DOS. (Linuxari jisté védi, jak néco podobného provést na Linuxu.) Potom si
poridime Turbo Pascal a koupime si saméi konektor k paralelnimu portu®.

Paralelni port s 25 koliky ma pét vstupnich koliki. Na vstupni koliky, jejichz ¢isla jsou 10,
11, 12, 13 a 15, lze ptilozit logickou nulu nebo logickou jednic¢ku a tuto hodnotu potom poci-
taCem precist. Logicka nula je napéti mensi nez cca 2V oproti zemi a logickd jednicka napéti
vétsi nez cca 3V oproti zemi. Na portu je zaroven nékolik kolikd znacenych GND s cisly 18
az 25, které jsou propojeny rovnou se zemi, a na téchto kolicich je tedy vzdy z definice 0 V.

Napéti na vstupnich kolicich je mozno pfecist a ulozit do proménné piikazem vstup :=
port [$379]. V proménné vstup najdeme cislo v rozmezi 0 az 255. Toto ¢islo je dekadickym
zapisem osmibitového binarniho ¢isla. Binarni ¢islo slozené z nul a jednicek fika, ze na urcitych
kolicich byla v momenté ¢teni logicka jednicka a jinde logicks nula. Cislo $379 je adresa portu
a dolar fika, Ze to je ¢islo v hexadecimalnim tvaru. Adresa muze byt pro riuzné pocitace rizna,
ale obvykle paralelnimu portu patii adresa $378 a nékolik nésledujicich. V p¥ipadé naseho
pocitace je pii spusténi prectend hodnota portu explicitné 255, tedy jakoby vSechny koliky
byly pfipojeny ke kladnému napéti. Kdyz tedy kolik pfipojime na nulové napéti, lze tuto
zmeénu zaznamenat.

Nyni si vyrobime styka¢ z dvou platka alobalu. Pfipdjime drat k nékterému ze vstupnich
kolikt paralelnfho portu (nepdjime samozfejmé pfimo na port, ale na koncovku, kterou jsme
si pofidili) a druhy drat ke koliku GND. Izolepou pfipevnime kazdy drat k jednomu platku
alobalu. Nyni kdyz valecek prejizdi stykac, platky se dotknou a na precteném portu zazname-
name na urcitém koliku logickou nulu. Tim mizeme zahajit méfeni casu, to znamend ulozit si
do proménné aktudlni ¢as, k ¢emuz slouzi funkce gettime. Pfechodem valce pfes druhy stykac
muzeme méreni ¢asu ukoncit, tzn. opét zjistime aktualni Cas, predesly ¢as odeCteme, a mame
tudiz stopky.

Je potteba si s tim malicko pohrat, ale pfi troSe snahy to funguje a jsme schopni mérit
s presnosti na milisekundy.

Poznamky k doslym fesenim

Vétsina z vas mérila podobné, jako bylo uvedeno, a vesmés vSsem vyslo, ze se draha valce
zvétSuje s rostoucim polomérem, tedy ze p klesa s r. Vysledky velmi zavisi na vybraném
povrchu a materialu véalce.

Jdn Bogdr valec pfipevnil na nit a nechal tdhnout elektromotorkem s konstantnimi otac-
kami. Mezi motorek a valec jesté umistil silomér. Méfil tedy silu potfebnou k udrzeni valce
v rovnomérném pohybu. Zuzka Chlebounovd zase mérila, jak moc je nutné naklonit podlozku,
aby se vélec dal do pohybu.

Vymysleli jste neméalo zptsobi, jak si poridit valce riznych polomért. Tieba Zuzka Chlebou-
novd vylila papirové formy téstem a poté upekla. Terka Jerdbkovd vymazala trubky indulonou
a naplnila saddrou. Jesté nez saddra tplné zatuhne, je mozné sadrové valce z trubky vytahnout.
Jini vyrabéli z modeliny, papiru, kouleli zavafovaci sklenice a podobné. Zuzka Docekalovd na-
vrhuje pojmout za valec toaletni papir, protoze lze pé€kné spojité ménit jeho polomér. Jako
povrch drahy poslouzil vétsinou koberec ¢i podobna mékka podlozka.

5) Vsemozné elektrosoucastky sezeneme tieba v prazskych obchodech GES nebo GME.
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Mimo jiné nas potésil i Jakub Michdlek, protoze p€kné diskutoval vliv odporu vzduchu.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... kvantovy harmonicky oscildtor (7 bodi; primeér 8,20; vesilo 5 studenti)
Modelujte ¢asovy vyvoj vinové funkce éastice, kterou umistime do potencialu V (x) = ka’ /2
a ktera je v ¢ase 7 = 0 popsana vinovou funkci

Yr(X,0) = exp (—%) :

Y1(X,0)=0.

Jedna se tedy o vinovy balik se stfedem mimo pocatek. Prozradime vam, ze jde o tzv. kohe-
rentni stav harmonického oscildtoru a vinovy balik by mél harmonicky kmitat kolem pocatku
s uhlovou frekvenci \/k/m stejné jako klasicka castice.

Pokud se vam toto podari namodelovat, miizete vyzkouset, jak se budou chovat vinové
baliky o jiné sifce (tedy se jmenovatelem v exponencidle odlisnym od étyi), pfipadné jak bude
situace vypadat pfi jiném prubéhu potencialu. Zadal autor seridlu Marek Pechal.

Mame za kol fesit soustavu dvou parcialnich diferencialnich rovnic

81/]R(Xa T) — 7821/]1()(’ T) —+ 2X2wI(X7 T)a

or 0X?2
(X, 7)  PYr(X,7) 1 .
or B 0X? B ZX Yr(X,7)

pro realnou a imaginarni ¢ast vinové funkce (X, 7), kterd zavisi na bezrozmérné souradnici X
a Case 7. Pocate¢ni podminky jsou dany vztahy

on(X,0) = exp (X200

Yr(X,0)=0.

Neptitomnost okrajovych podminek nas nemusi znepokojovat, protoze ty jsou zastoupeny
podminkou normalizovatelnosti vinové funkce — zjednodusené feéeno musi vlnova funkce pro
X — oo klesat k nule. Stadi tedy zvolit meze a a —a dostateén&® vzdalené od pocatku, ve
kterych polozime umélou okrajovou podminku ¢ (+a) = 0.

Rovnici dale diskretizujeme v proménné X, tj. rozdélime interval (—a,a) na 2N + 1 uzlo-
vych bodu ekvidistantné rozmisténych ve vzdalenostech a/N. Hodnoty vlnové funkce v téchto
bodech oznacime ¥ (1) = 1 (aj/N,7), kde j € {—N,—N+1,...,N}. Z okrajov§ch podminek
pak plyne 1/1(71\])(7') = ’(/)(N)(T) = 0. Druhou parcidlni derivaci podle X v bodé X = aj/N pak
zapiSeme pomoci jeji diskrétni aproximace

w(jfl)(T) _ 21/J(j)(7') + w(ﬁl)(T)
(a/N)? '

6) To znamena takové, Ze hodnota vinové funkce v bodech *a je zanedbatelna proti hodnotam v okoli
pocatku.
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7Z na$i soustavy dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic tak dostaneme soustavu 4N — 2
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODR)

+

a

1

4\ N
A (r) _ (N\? G-n 2@ (G+1) 1 (ai\* o)
a4\ (Wr (1) =29’ (1) + i (7'))_1 N 2 (7),

a

@)y 2 . .
S (F) V0 -2 )+ 0 )

kde je {—-N+1,...,N —1}.

Tuto soustavu ODR prvniho fddu bychom v principu mohli f
fesit napriklad nékterou z Runge-Kuttovych metod. My zde
viak popiSeme jednoduchou metodu”, ktera elegantné vyuziva

specialniho tvaru této soustavy. Muzeme si totiz vSimnout, Ze
lze neznamé funkce rozdélit do dvou takovych skupin (oznacme (
je A a B), ze ¢asové derivace funkci ze skupiny A zavisi jen na ;| 35 0- - - - - >
hodnotéach funkci ze skupiny B a naopak (v nasem pfipadé jsou 5
témito skupinami funkce LZJ(J)( ) a ng)(’?’)). (4 _____ O totgh
Pti integraci takové soustavy ODR je obzvlasté vyhodné ¢, 4 op O--- - - >
pocitat hodnoty funkci ze skupiny A v Casech to, to + h, to +
2h, ..., zatimco hodnoty funkci ze skupiny B v mezilehlych (< _____ O tot3h
casech to + h/2, to + 3h/2, to + 5h/2,... Potom totiz mizeme 4 4 O----- .>;
k pocitani hodnot v kazdém dal$im case vyuzit symetrickou 1
aproximaci prvni derivace. Mame-li napiiklad soustavu dvou oo ® lotsh
rovnic ty ®
df(t) Obr. 13. Ilustrace feseni
“ar F(g(t),t), soustavy ODR
dg(t) _
TR G(f(t),1),

plynou z aproximaci df(t)/dt = (f(t + h/2) — f(t —h/2))/h a dg(t)/dt = (g(t + h/2) — g(t —
h/2))/h vztahy

flto+ (G+3)h) = f(to+ (j— L) R) +hF (g(to + jh) ,to + jh) ,
glto+(G+1)h)=g(to+jh) +hG (f(to+ (i +3)h),to+ (j+2)R) .

Pokud tedy na pocatku zndme hodnotu funkce f v bodé ¢o + h/2 a g v to, mizeme ihned
pomoci druhého z predchozich dvou vztahi vypocitat hodnotu g v to + h, dale pomoci prvniho
vztahu f v to + 3h/2 a tak dale (viz obrazek 13) az do hodnoty ¢, kterou potfebujeme.

Tento postup snadno zobecnime i na nasi ptivodni soustavu ODR. Jedinou komplikaci, ktera
nas déli od napsani programu pro feseni Schrodingerovy rovnice, je to, Ze zname pocatecni
podminky pro 1/1(J)( )i (])( ) ve stejném &ase a ne v ¢asech navzajem posunutych o h/2, jak

7) Tato metoda je p&kné popséna i v prvnim dilu Feynmanovgch
predndsek z fyziky nebo v chytré knize Computational Physics od
R. H. Landaua a M. J. Péeze.

20



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI ¢éislo 6/7

vyzaduje vyse popsany algoritmus. To ovSem jednoduse vyresime jedinym pocatecnim krokem
o h/2 s pouzitim asymetrické aproximace prvni derivace.

Nakonec jesté vyuzijeme dalsi trik, podle kterého ziskdme presnéjsi hodnotu hustoty prav-
dépodobnosti, pokud misto % () 4 3 (t) budeme pocitat ¥%(t) + 1 (t — h/2)¢1(t + h/2).

Obr. 14. Zéavislost hustoty pravdépodobnosti na poloze a ¢ase pro Castice
v koherentnim stavu harmonického oscilatoru.

Klicové casti kédu pak mohou vypadat napiiklad takto ...
hx:= a/N;
// predvypocet pocatecni hodnoty pI - krok zpet o h/2
for j:= -N+1 to N-1 do
pI[jll0] := pI[jll0] - h / 2 % ((pR[j - 11[0] +
pR[j + 11[0] - 2 * pR[j1[0])/sqr(hx) -
pRI[jI[0] * sqr(hx * j) / 4);

// reseni rovnice
for k := 0 to maxk - 1 do
// vypocet hodnot pR a pIl v nasledujicim case
for j := -N+ 1 to N - 1 do begin
pI(jl1lk + 1] := pI[jl1lk] + h * ((pR[j - 11[k] + pR[j + 1]1[k] - 2 * pR[j][k])
/ sqr(hx) - pR[jI[k] * sqr(hx * j) / 4);
pRIj1[k + 1] := pR[jI[k] - h*x((pI[j - 11[k] + pI[j + 11[k] - 2 * pI[j]1[k])
/ sqr(hx) - pI[jl[k] * sqr(hx * j) / 4);
end;
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// vypocet hustoty pravdepodobnosti
for k:= 0 to maxk -1 do
for j :=-N+ 1 toN-1do
plj1[k] := sqr(pR[j1[k]) + pR[j1[k] * pR[jI[k + 11;

V tomto programu obsahuje pole pR[j] [k] hodnoty wg)(m + kh), pole pI[j][k] pak
hodnoty w(lj) (To+(k—1/2)h). Poc¢ateéni hodnoty v ¢ase 7o jsou na zac¢atku ulozeny v pR[j] [0]
a pI[j1[0]. V poli p[j][k] je na konci vypoctu ulozena hustota pravdépodobnosti v bodech
X =aj/N a casech 7 = 1o + kh.

Pokud si vyse popsany program napiSete (nebo stdhnete z nasich webovych stranek) a bu-
dete s nim chvili experimentovat, zjistite, ze pouzity algoritmus bohuzel neni stabilni. K tomu,
abychom mohli nasimulovat nékolik mélo kmiti ¢astice, je tfeba pouzit pomérné dosti maly ¢a-
sovy krok. Jinak se jakékoliv malé odchylky vinové funkce (vzniklé napiiklad zaokrouhlovanim)
v prubéhu vypoctu neldnosné zesili a znehodnoti cely vysledek. Abychom tento efekt co nejvice
potlacili, je kromé volby dostatecné malého ¢asového kroku nutné, aby pocatecni vinova funkce
byla co nejhladsi. Neni proto pfili§ rozumné ji nastavit jednoduse jako exp(—(X — Xo)?/4).
Vzhledem k okrajové podmince, kterd vyzaduje nulovost vlnové funkce v krajnich bodech X =
= =+a, by pak pravé v krajnich bodech méla vlnova funkce skok. Ten by pfi vypoctu zpusobil
vznik a Sifeni stale silnéjsich oscilaci ve vypoctenych hodnotach. Tento problém lze castec¢né
vyfesit naptiklad pouzitim pocatecni vinové funkce (1 — (X/a)?)exp(—(X — Xo)?/4). Faktor
(1—(X/a)?) vhodné utlumi gaussovsky ¢len v okrajovych bodech a pfitom jej téméi neovlivni
v oblasti, kde je jeho hodnota nezanedbatelna.

V grafu na obrazku 14 jsme hustoty pravdépodobnosti ziskali polozenim h = 1074, N = 50,

@ =10, 71 =70 = 14, Xo = 3. Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 6: To nejlepsi na konec

V posledni kapitole naseho seridlu jsme pro vas vybrali nékolik zajimavych loh. Je uplné
na véas, kterou z nich si vyberete a zpracujete. Narozdil od pfedchozich dili, kdy jsme vesmés
vyzadovali feseni vSech c¢asti tlohy, ndm nyni bude stacit, pokud dikladné zpracujete jedno
z nabizenych témat. Nikomu samoziejmé nebudeme branit ve zpracovani vice tloh a za zaji-
mava Feseni se i nyni mizete dockat prémiovych bodi.

Raytracing

Jisté jste nékdy slySeli o efektu tzv. gravitacni Cocky, tj. odchylovani svételnych paprska
v okoli velmi hmotnych téles. Lze ocCekavat, ze tento fyzikalni jev bude mit napfiklad v bliz-
kosti ¢erné diry® za nésledek spektakularni vizualni efekty — svétlo miize ob&hnout kolem diry
(i vicekrat) a vratit se k pozorovateli — ten pak uvidi obraz sebe sama. Efektni obrazky typu,
jak to vypadd pobliZ cerné diry, se daji vytvorit uzitim metody zvané raytracing (sledovani
paprsku), jejiz zékladni princip zde popiSeme.

¢ernd dira

o
3D objekt 3D objekt

pozorovatel

Nejdrive si ujasnéme, jakym zptisobem se vytvari napiiklad na obrazovce pocitace dvou-
rozmeérny obraz trojrozmérné situace. Mezi pozorovatelem a pozorovanym objektem se umisti
myslend rovina p. Sledujeme-li pak paprsek sméfujici z ur¢itého bodu objektu do oka (kamery,
fotoapardtu atd.) pozorovatele, zaznamename prusecik tohoto paprsku s rovinou ¢ (viz obré-
zek 15) a toto provedeme pro viechny® body objektu, pak takto vznikly obraz ve dvourozmérné
roviné je z hlediska pozorovatele ekvivalentni s ptivodni trojrozmérnou scénou. Samoziejmeé je

8) Cerna dira je extrémné masivni objekt, ktery ve svém gravitacnim poli mize uvéznit i svétlo.

9) V praxi samoziejmé vybereme jen koneéné mnoho bodit objektu, které pak zobrazime. Je-li ob-
jektem naptiklad kfivka, pokryjeme ji rozumnym mnozstvim pokud mozno rovnomérné rozmisténych
bodu a ty nakonec opét pospojujeme.
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pfirozené zobrazovat pouze ty body, jejichz obraz padne do urcité omezené oblasti roviny p,
ktera odpovida zornému poli lidského oka.

V principu muzeme pii vykreslovani trojrozmérné scény na pocitaci metodou raytracingu
postupovat dvéma zpusoby. Bud prochdzime vSechny body zobrazovaného objektu a pro kazdy
zkonstruujeme a vykreslime pfislusny bod v roviné g, nebo prochézime vSechny body (pixely)
roviny o, pro kazdy zjistime, zda odpovidajici paprsek protne zobrazovany objekt, a podle toho
jej vykreslime, resp. nevykreslime.

Nevyhodou prvniho pfistupu je, ze ne vzdy muzeme jednoduSe urcit drahu svételného
paprsku, ktery prochézi dvéma danymi body. Jednou z takovych situaci je pravé vysetfovani
zminéného odchylovani svétla v gravitaénim poli (viz obrdzek 15 vpravo).

V tomto ohledu je vyhodnéjsi druhy pfistup — je dan bod, kterym ma paprsek prochézet
(oko pozorovatele), a smér paprsku v tomto bodé (ten je urden prisecikem s rovinou g — pfitom
pfedpokladdme pfimy chod paprsku mezi okem a touto rovinou). JelikoZ je drdha paprsku
vétsinou dana néjakou diferencidlni rovnici, ocitime se zde na zndmé pudé. Je tfeba Fesit
ODR s danymi pocatecnimi podminkami. Nevyhodou tohoto pristupu ovsSem je, Ze musime
umét najit prisecik znamého paprsku s pozorovanym objektem. To vSak muze byt zejména
v pripadé komplikovanych tvaru velmi obtizné.

Prvni pfistup muzeme pouzit naptiklad tehdy, kdyz se paprsky $ifi pfimocafe. A¢ to muze
na prvni pohled vypadat jako pomérné nudny pfipad, pokusime se vas presvédc¢it o opaku.
Uvazujme néjakou statickou trojrozmérnou scénu a predstavme si, ze skrz ni prolétame velmi
vysokou (tj. relativistickou) rychlosti. Co uvidime? Zajimé nas vzhled scény, jak ji vidi pohy-
bujici se pozorovatel v néjakém pevné daném bodé P své drahy.

Bodem P v kazdém okamziku (bez ohledu na to, zda tam pozorovatel je, nebo neni) pro-
chézeji paprsky ze vSech odtud viditelnych boda scény. Tyto paprsky jsou pfimé, a nedéla
nam tedy problém urcit smér jejich sifeni. Takto ovSem zjistime smér sifeni paprsku vzhledem
ke statické scéné. Abychom zjistili jeho smér vzhledem k pozorovateli (a nésledné provedli
znamou proceduru s rovinou p), staci provést Lorentzovu transformaci, kterd ve specidlni te-
orii relativity popisuje vztah mezi dvéma vici sobé se pohybujicimi inercidlnimi vztaznymi
systémy.

Jsou-li ng, ny a n. soufadnice jednotkového vektoru ve sméru $ifeni paprsku a f jeho frek-
vence, pak &tverice ¢isel (f, nzf,nyf,n.f) predstavuje tzv. vinovy étyfvektor. Je-li souradna
soustava zvolena tak, Ze pohyb pozorovatele se déje rychlosti v ve sméru osy z (takovou volbu
miZeme provést bez Gjmy na obecnosti), pak vlnovy ¢tyfvektor transformovany do vztazné
soustavy spojené s pozorovatelem je

(f/7f/n/zv fln;u f/n;) = (f(l - ﬁn2)7> fnxyfnyyf(nz - 6)7) )

kde 3 je zkracené oznaceni pro vyraz v/c a v pro 1/(1/1 — (32).

Odtud snadno vypocitame transformované slozky ni, n; a n, smérového vektoru paprsku
takto definovaného paprsku s rovinou g a tim je konstrukce obrazu vidéného pozorovatelem
dokoncena.

Nase teoretické povidani ukonc¢ime ukazkou nékolika obrazki ziskanych pravé popsanou
metodou'®. Pro demonstraci jsme pouzili scénu znizornénou na obrazku 16. Pozorovatel je

10) Na FYKOSich strankach bude nejspiSe umisténo i nékolik kratkych animovanych sekvenci.
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v okamziku zachyceni obrazku v pocatku, diva se v ,podélném sméru“, ktery je také smérem
jeho rychlosti. Obraz, ktery vidi pfi nulové rychlosti, ukazuje obrazek 17.

Obr. 16. Ukazkova trojrozmérna scéna

Obrazy, které nas pozorovatel vidi pfi pohybu relativistickymi rychlostmi, jsou pro nékolik
hodnot v (kladnych pfi pohybu ve sméru pohledu) znazornény na obrézku 18.

v/c = 0,00

Obr. 17. Scéna z obrazku 16, jak
ji vidi nehybny pozorovatel

Pokud vas pohled na tyto obrazky povzbudil a chtéli byste si raytracing vyzkouset také,
pokuste se vytvorit vlastni program na vizualizaci vzhledu objektt z hlediska relativistického
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pozorovatele a poslete ndm jej i se ziskanymi obrazky (nezapomeite funkci svého programu
fadné okomentovat). Odvaznéjsi se mohou zkusit poprat i se zminénou ¢ernou dirou. Budou
vSak zfejmé muset vyuzit druhy popsany pristup a sledovat paprsek pozpatku od oka pozoro-
vatele az k jeho pruseciku se sledovanym objektem. Prozradime vam, ze svételny paprsek se
v okoli sféricky symetrického objektu o hmotnosti'* M v polarnich soufadnicich r a ¢ (pohyb
kazdého paprsku je rovinny, staci tedy dvé soufadnice) pohybuje podle diferencidlni rovnice

d? 1 1 3M

de2r  r o2

v/c =-0,90

v/c =-0,50 v/c = 0,50 v/c=0,95

mm TW ] et [

Obr. 18. Scéna z obrazku 16 z pohledu relativistického pozorovatele pii rtiznych rychlostech

Chaos

Neékteré pomérné jednoduché mechanické systémy se chovaji az prekvapivé komplikovanym
zpusobem. Typickym pfikladem je prosluly problém tfi téles pusobicich na sebe gravitacni silou,
ktery pfes svou zdanlivou jednoduchost neni analyticky fesitelny. Dalsim systémem z podob-

Obr. 19.
Schéma
dvojkyvadla
a oznaceni
jeho
parametra

ného soudku je takzvané dvojkyvadlo. Jde o dvé kyvadla, z nichz jedno je
upevnéné na konec druhého (viz obrazek 19). Tento systém, jakoZ i Siroka
skala jinych (kulicka v pinballu, turbulentné proudici kapalina atd.) se vy-
znacuje tzv. chaotickym chovanim. Chovani takovych systému je extrémné
citlivé na nastaveni pocate¢nich podminek.

Tlustrujme to na jiz zminéném dvojkyvadle. Na obrazku 20 jsou znéa-
zornény polohy dvou dvoukyvadel v né€kolika réiznych casech po vypusténi
z klidu v case t = 0s. Pocatecni thly natoceni jejich ramen se lisi o pou-
hou desetitisicinu thlového stupné. Tento rozdil je natolik maly, ze se na
pohybu obou kyvadel prakticky neprojevi az do ¢asu cca t = 10s. Potom se
ovsem rozdily v jejich pohybech dramaticky zvétsuji a pro dostatecné velké
Casy jiz z okamzitého pozorovani nemiZzeme na prvni pohled (tj. bez zpé&tné
integrace pohybovych rovnic) usoudit, ze obé kyvadla za¢inala svij pohyb
v témér identickém pocatecnim stavu.

Ukazuje se, ze pro chaotické systémy se typicky rozdil A v jejich vy-
voji zpusobeny ponékud odlisnymi pocatecnimi podminkami s casem zvét-
Suje priblizné exponencialné. Tedy napriklad rozdil v natoceni ramen dvou

11) Uzivame zde tzv. geometrizované jednotky, v nichz mé hmotnost rozmér vzdalenosti a Schwarz-
schildiv polomér (polomér sféry, z niz neni névratu) je roven 2M. Komu se to nelibi, necht si vsude M
nahradi vyrazem GM/c?.
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dvojkyvadel by mél alespoii pro malé asy riist amérné e (pro velké Zasy
samoziejmé brani dal$imu ristu omezeni thli na interval (0,2x)), kde A je tzv. Lyapunoviv
exponent. Ten je dilezitou charakteristikou kazdého chaotického systému. Pro rizné nastaveni
pocatecnich podminek obou sledovanych systémi mohou vyjit rizné hodnoty Lyapunovova
exponentu, obvykle nas vSak zajiméa ta nejvyssi, protoze nam dava horni odhad , predvidatel-
nosti“ systému.

Vasim tkolem bude pro chaotické systémy dle vaseho vybéru (pfi ném se mizete inspirovat
tfeba na internetu) provést dostateény pocet numerickych simulaci, abyste z nich mohli sta-
tisticky vyhodnotit, zda skuteéné plati zminéné exponencialni zavislost A na ¢ase. Pokud ano,
provedte odhad hodnoty maximalniho Lyapunovova exponentu. Podle uvazeni miizete sledovat
i jiné aspekty chovani chaotickych systému.

Pohybové rovnice pro dvojité kyvadlo jsou

%131 — MiéQ COS(’L91 =+ 192) =+ /1193 sin(191 + 192) + w2 sint; = 0,
Vg — 201 cos(V1 + 92) + %19% sin(v1 + 92) + wlsindy = 0,

kde p=m1/(m1 4+ m2), x =11/l2 a w2 = g/la.

t=0.0

t=4.0

4

SN

t=8.0

-

t=12.0

t=16.0

\

t=20.0

<

e

t=24.0

t=28.0

Obr. 20. Casovy vyvoj dvou dvojkyvadel s mirné odlisnymi poc¢ateénimi podminkami

Pokud byste si chtéli dvojkyvadlo blize osahat hravou formou, viele doporu¢ujeme webovou
stranku http://www.myphysicslab.com/.

Dalsim chaotickym systémem, kterym byste se mohli zabyvat, je hmotny bod v dvouroz-
meérném prostoru s periodickym potencidlem daném napiiklad vztahem

Viz,y) =— sin® zsin’y.

Pribéh takového potencidlu je znazornén v grafu na obrazku 21.

Pokud je celkova energie hmotného bodu jen o mélo vétsi nez nula, bude se vzdy pomérné
dlouho pohybovat v jedné z ,buné€k“, casem ovSsem pieskoci do né€které sousedni, pricemz
je velmi obtizné predvidatelné do které. Cely proces je tedy extrémné citlivy na pocatecni
podminky.
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Obrazek 22 ukazuje trajektorie dvou hmotnych boda pohybujicich se v potencialu V', jejichz
pocatecni rychlosti se 1isi na misté devaté platné ¢islice. Opét vidime, Ze i zdanlivé zanedbatelny
rozdil se Casem vyznamné projevi.

Obr. 21. Graf periodického potencidlu

V(x,y)
3 B B OB B » - 5 " " " » 3 B OB OB OB B R N
3 B OB OB B » - " » - "."'..
- 5 5 " " " » » - " » - ..II....
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3 B B O B » " - » .'.l'.l"..
................

Obr. 22. Pohyb dvou hmotnych bodi s mirné odlisSnymi pocateénimi podminkami
v potencidlu V(z,y)

Rovnovdha na kouli

Predstavme si kouli, na jejimz povrchu je rozmisténo N stejné velkych ndboji souhlasného
znaménka. Naboje se po sféfe mohou volné pohybovat. Jak bude vypadat rovnovazny stav, ve
kterém se takovy systém nakonec ustali (pfedpokladejme, Ze existuje tlumeni, které ustaveni
rovnovahy zaruéi). Intuice nAm muze napovédét, ze pro N = 4 by mohly kone¢né polohy naboju
tvorit vrcholy pravidelného Ctyfsténu, protoze naboje se vzajemné odpuzuji a maji tendenci
mit mezi sebou co nejveétsi rozestupy. Tato velmi vagni ivaha nas vede k domnénce, ze pro N =
=4,6,8,12,20 budou rovnovazné polohy odpovidat vrcholim platénskych téles s prislusnym
poc¢tem vrchold.

Pokuste se tuto hypotézu podpofit numerickym modelovanim. Prozkoumejte, jak bude
rovnovaha vypadat pro hodnoty NN, které neodpovidaji zaddnému pravidelnému mnohosténu.
Muzete také vyzkouset, jak se vysledek zméni, pokud budete uvazovat jinou nez coulombickou
zéavislost odpudivé sily na vzdalenosti naboja.
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Uloha VI.S ...

na prani

Pokuste se o feseni libovolného problému z Sesté kapitoly serialu.

po V. sérii

Kategorie prvnich rocniki

Poradi resitelll

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 444 4 8 7 35 100 134

1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 322030 - 10 42 37

2. Zuzana Bogdrovad G TLudovita Sttra, Trenéin 24 --2 3 - 11 60 31

3. Barbora Drozdovd G Ludovita Sttra, Trencin 34 -31 - - 11 654 22

4.—5. Tomas Bartonéek G O. Havlové, Ostrava - Poruba 2 1 - 2 2 - - 7 27 18

Ondrej Maslikiewicz SPS Hronov 14 -- -1 - 6 36 18

6. Tomds Volf G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - = 0 65 13

7. Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava - - - - - 0 44 12

8. Barbora Veselkovd G Ludovita Stara, Tren¢in - - - - - - = 0 44 7

9. Michal Gallovié G Ludovita Sttra, Trendin - - - - - - - 0o 17 5

10. Michal Pokorny G Décin - - - - - - = 0 67 4

11. Ondrej Palla SPS Hronov - - - - - - = o 17 3

12. Petr Pecha Z8 Skolni Valasské Klobouky 2 - - - = 2 50 2
Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 444 4 8 7 35 100 134

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 243 -2 7 - 18 80 95

2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 14 -54 - - 14 91 75

3. Airidas Korolkovas 1 4 - - - - 5 84 72

4. Luka$ Ledvina PCG Karlovy Vary 341 -5 -4 17 81 70

5. Marek Necada G Jihlava 4 -3 4 - -7 18 81 51

6. Peter Onddc¢ G Humenné 34 --3 3 - 13 58 42

7. Prabhat Rao Pinnaka 2 40 — 2 - 8 36 30

8. Juraj Hartman Jirdskovo G Nachod - - - - - - - 0 61 22

9. Hana Sirovd G F. Palackého, Val. Mezifici - - - - - — - 0 109 12

10.—11. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha - - - - - 0 88 7

Dalimil Mazdc¢ G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 140 7
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PE IVv. % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 35 100 134

1. Zuzana Docekalovd G Ostrava - Hrabuvka 523335 21 69 83

2. Petr Rysavy G J. Heyrovského Praha 2422 - 4 14 64 T2

3. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 2422 1 - 13 60 66

4. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 2 4 - — — 6 12 76 65

5. Jan Bogadr G TLudovita Sttra, Trenéin 3423 3 4 19 64 63

6. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad 3 - - -4 5 12 70 50

7. Veronika Pastykovd G J. Ortena, Kutna Hora 2212 2 4 13 40 40

8. Katerina Honzdkovda G Jana Keplera, Praha 2 41 2 - 9 75 39

9. Jana Bazovad G TLudovita Stara, Trenéin 332 - -4 12 48 36
10.—11. Petra KriaZekovd G Ludovita Stara, Trenéin 341 - - 4 12 53 31
Michal Miiller G Jevicko 341 - - 4 12 60 31

12. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 2 4 - - 4 - 10 79 26

13. Lada Peksova G Ch. Dopplera, Praha 34 - - - - 7T 62 21

14. Martin Chudjak SPS Martin - - - - - - 0 35 17

15. Frantisek Steinhauser G Dacice - - - - - - 0 50 10

16. Lukds Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov - - - - - - 0 82 9

17. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava - - - - - - 0 21 7
18.—19. Michal Spanko G Havlickuv Brod - - - - - - 0 38 5
Anna Vacitovd VOS a SPS G Evropskd Praha - — - — — — 0 25 5

20. Irena Pavlickovd G a SOS Frydek-Mistek - - - - - - 0 100 3
21.—-23. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin - - - - - = 0 67 2
Veronika Drgomiovd G Hlohovec - - - - - - 0 29 2

Simona Larkovd G Havlicktv Brod - - - - - - 0 17 2

24. Martina Bartonovd G Hlohovec - - - - - - 0 33 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 7 35 100 134

1. Karel Kolar G Spitalska, Praha 343036 2 21 64 T2

2. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 242 - 2 - 10 77 71

3. Hana Sustkovd G Trutnov 2412 2 4 16 52 70

4. Michal Koutny G Masarykovo nam., Ttebic¢ 2413 3 - 13 73 62

5. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava 24 - -2 6 — 14 63 56

6. Zuzana Chlebounovda G M. Kopernika, Bilovec 33 - -2 4 - 12 69 44

7. Alzbéta Kadlecovd G Jana Keplera, Praha 34 -3 3 - - 13 66 43

8. Michal Maizner G Zilina - Vléince - - - - = - = 0 71 42

9. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha 24 - - - 4 - 10 55 35

10. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin 4 - - 2 - - 6 58 34

11. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - - - - - - 0 89 33
12.-13. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 4 3 - - 2 4 - 13 56 32
Miroslav Klimos G M. Kopernika, Bilovec 340 -3 - - 10 58 32

14. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - - 0 8 31

15. Jana Figulovd G Ludovita Sttra, Trendin 24 - -1 - - 7T 73 30

16. Dana Suchomelovad G Ludovita Stara, Trenéin 34 --2 - - 9 70 21
17.—18. Vaclav Obrazek G Jana Keplera, Praha 4 4 2 - - - 10 7/ 20
Martin Zahradnik G Ttebon 3 -2 - - - - 5 65 20

19. Eva Haskovd G a SOS Upice 3211 - - — 7 3 15

20. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - = - - = - 0 52 12

21. Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 69 11

22. Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem - - = - - = - 0 67 8
23.—24. Richard Polma G Mlada Boleslav - - - - - - - 0 50 6
Ondrej Ruzicka G a SOS Hotice - - = - - - - 0 38 6

25. Matej Dzuro G Hlohovec - - - - - - - 0 21 3

26. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - — - 0 20 1

31



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI ¢éislo 6/7

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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