Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI éislo 7/7

Mili resitelé!

FYKOSi XXI. ro¢nik se dobral svého konce. Doufame, ze se vam libil, bylo vam radosti fesit
nase ulohy a Ze jste se také néemu novému priucili. Do budoucna se téSime, az se s nékterymi
z vas, maturanti, budeme setkavat na chodbéch nasi fakulty a tfeba i pfi organizovani semi-
nare. Ty mladsi pak srde¢né zveme do dalsiho ro¢niku, jehoz prvni sérii pravé dokoncujeme.

Obsahem této zavéreéné brozurky jsou fesSeni 5. a 6. série véetné vysledkovych listin. Ale
pokud jste se neumistili tak vysoko, jak jste si v zafi pfedstavovali, rozhodné nesmutnéte. Vézte,
ze neni dulezité vyhrat, ale zucastnit se. A ve FYKOSu to plati dvojnasob. Vam vSem patii
nase gratulace za projevenou odvahu pustit se do toho. I nadale bychom byli radi, kdybyste
svlij zdjem o fyziku rozvijeli tfeba feSenim FYKOSu. A nestydte se fict i kamaradam.

Béhem prazdnin pripravime ro¢enku XXI. ro¢niku, ve které naleznete vsechny tlohy véetné
feSeni, reportaze ze soustfedéni i Tydne s aplikovanou fyzikou.

Pfipominame, Ze 29. za¥i se kona tradiéni akce Jeden den s fyzikou, na které i my
budeme mit kratky program.

Za viech at [ skné prézdni " o
a vSechny organizdtory vam pé€kné prazdniny pfeje Tomaés Jirotka

Reseni V. série

Uloha V.1 ... pozor, neudus se (4 body; primeér 3,38; vesilo 21 studentii)

Vstup do Ramy je otvor uprostied jedné podstavy. Predtim, nez vstoupis a sundas si ska-
fandr, si vSak rozmysli, zda je na jeho ose dychatelny vzduch. Jaka je jeho hustota v porovnani
s hustotou na vnitinim povrchu, je-li teplota vzduchu vsude stejna?

Tvrzeni A. C. Clarka, Ze je na ose nulovy tlak, zarazilo Martina Formdnka i Jakuba Bendu.

Pro fesSeni je podstatny predpoklad, ze vzduch
uvnitt Ramy se otaci spolu s Ramou. Tento stav je
rovnovazny a dospéje se k nému v dusledku tifeni
mezi vzduchem a okolim.

Rama je symetricky dle své osy, stejné tak bude
symetrické rozmisténi molekul vzduchu. Tlak p
i hustota ¢ vzduchu zavisi jen na vzdélenosti 7
od osy Ramy, pficemz dle zadani p(R) = latm
(R = 8km je polomér Ramy).

7Z Ramovy atmosféry vyfizneme vyse¢ s vrcho-
lovym tihlem ¢ (viz obr. 1). Tuto vyse¢ dale rozpor-
cujeme na vrstvicky siroké Ar. Rozeberme nyni sily
pusobici na vzduch uvniti jedné takové vrstvicky,
ktera je vzdalena r od osy.

Tvar vrstvy je vyhodny, nebot tlak vzduchu
u horni strany je vSude stejny, a to p(r). Podobné
u dolni strany je tlak p(r+Ar). Sitku Ar zvolime co
nejmensi tak, aby se tlak a hustota vzduchu uvnit¥
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vrstvicky ménily co nejméné. Toto nas bude také opraviiovat bez komentaie zanedbavat sci-
tance tmérné (Ar)2 (pokud se vam bude zdat, Ze jsme ve vypocétech na néco zapomnéli, bude
to pravdépodobné toto zanedbani). Reseni se podstatné zjednodusi pro maly vrcholovy thel ¢
(nejvyse 5°).

Plocha horni strany je S(r) = r¢L, kde L je délka Ramy, plocha dolni strany je S(r+Ar) =
= (r + Ar)eL a plocha bo¢ni strany je AS = ArL. Vyslednici sil piisobicich na horni stranu
uréime snadno. Ackoli kazda elementéarni sila ma jiny smér, smér libovolné sily se od svislého
sméru lisi maximalné o ¢/2 a cos(p/2) ~ 1 diky malosti . Tedy

F(r) =reLp(r) ataké F(r+ Ar)=(r+ Ar)pLp(r+ Ar).

Vyslednice sil plisobicich na bo¢ni stranu (v8echny elementarni sily jsou rovnobézné) ma veli-
kost AFy = AF> = ArLp(r). Podstatn je vyslednice sil ptsobicich na protéjsi strany

|AF, + AF| = 2ArLp(r) sin (p/2) = AreLp(r) .

Zbyva urcit celkovou odstiedivou silu pisobici na vzduch o hmotnosti m ve vybrané vrstve.
Odstiedivé zrychleni je rovno w?r (w = 2n/(4-60)s™! je thlova rychlost Ramy), tedy sila je
mw?r. Hmotnost vzduchu vyjadiime pomoci hustoty m = roLAro(r). Jak plyne ze stavové
rovnice idealniho plynu, hustota vzduchu (za pfedpokladu, Ze je idedlni plyn) je pfimo timérna
tlaku

Mm
o(r) = mP(T) = Ap(r),
kde My, = 28,96 g-mol ! je molarni hmotnost vzduchu, Ru je plynova konstanta a T = 300 K
je teplota vzduchu. Pro prehlednost jsme zavedli konstantu A. Celkova odstiediva sila ptisobici

na element vzduchu potom je
F, = Aw’r*oLArp(r).

V rovnovaze je celkova sila piisobici na kazdou vrstvu vzduchu nulové, to implikuje rovnici
roLp(r) — (r + Ar)pLp(r + Ar) + AreLp(r) + Aw2r2<pLArp(r) =0,

po upravé
p(r+ Ar) —p(r) _ Aw’r’p(r)
Ar T (r+Ar)

Této , piirtistkové rovnici“! vyhovuje feSeni ve tvaru?

~ Aw’rp(r).

p(r) _ eAw2r2/2
p(0)

1 Pro malé Ar prechazi leva strana v derivaci p/(r). Diferencidlniho poé¢tu znali ¢tenéfi tedy budou
fesit diferencialni rovnici p’(r) = Aw?rp(r) separaci proménnych

p(T) r
/ dp = / Aw?rdr.
p(0) P 0

2) Jak se mtzeme presvédcit

o p(O) eAw2(r+A7‘)2/2 _ eAw2r2/2 p(O)eA“’QTZ/Q esz'rAr 1
plr + &r) = p(r) = ( ) ~ ( ) ~ Aw27"P(T) )
Ar Ar Ar
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Za tkol bylo vySetfit podminky na ose Ramy. Tak tedy
p(0) = p(R)e—Au2R2/2 =0,78p(R) = 0,78 atm .

Hustota je pfimo Gmérna tlaku, takZze pro ni bude platit stejné o(0) = 0,780(R). Uvedena
hodnota tlaku odpovid4d nadmoiské vysce zhruba 2000 mn. m. Po sundani skafandru s vniti-
nim atmosférickym tlakem pocitime tlakovou zménu odpovidajici vynofeni se z dvoumetrové
hloubky bazénu. S dychanim mit zadny problém nebudeme.

Vase feSeni mé velice potésila, vétsina z vas méla feSeni spravné, a dokonce si poradila
i s feSenim diferencidlni rovnice (at uz analyticky nebo numericky na podcitaci jako Jakub
Klemsa). Snad jen vétsi diskusi by si zasluhovalo odvozeni rovnice pro pfirtstek tlaku na
jedné vrstvé, o coz jsem se pokusil v tomto feSeni. Zvlastni pochvalu zaslouzi Jakub Michdlek,
ktery tlohu vytesil elegantné pomoci Boltzmannova vztahu.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.2 ... otdzka preZiti (4 body; primér 2,56; vesilo 27 studenti)

Od vchodu vede k vnitfnimu povrchu zebiik. Jiz jsi po ném sestoupil kilometr, kdyz vtom
Jjsi neopatrné sklouzl a pustil se zebriku. Jakou rychlosti dopadnes na povrch Ramy a za jak
dlouho? Mas Sanci piezit? Vymayslel séf sekce psychotroniky a UFO Martin Formdnek.

Ulohu budeme fesit z inercialni soustavy, ve které se
Rama otaci kolem své osy s periodou 7', takze pustime-li
se zebriku, uz na nas nebude pusobit dostfediva sila
a budeme se pohybovat rychlosti, jakou jsme se pohybo-
vali v okamziku, kdy jsme se zebfiku pustili. Tedy ale-
spon pokud pfi vypoc¢tu zanedbame odpor vzduchu. Ja-
kou rychlosti jsme se pohybovali, vypoc¢teme ze vztahu

27r
v = T 5
kde T je perioda rotace Ramy a r je nase vzdalenost od
osy Ramy v okamziku uklouznuti. Pohybovat se budeme
po te¢né k rotaci, tedy musime urazit vzdalenost

d=VR?—1r2,

a Cas dopadu tedy ziskame ze vzorce

LA _TVEE 2
v 2nr

Obr. 2. Skladani rychlosti

= 303s.

nebot s vyuzitim aproximace pro malé hodnoty argumentu e* = 1 + z zjistime, Ze

AW TAT _ 1 + Aw?rAr.
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Rychlost dopadu bude vektorovym rozdilem rychlosti padu a rychlosti pohybu povrchu.

Rychlost pohybu povrchu je
__2mR

Up T
Slozka rychlosti kolma na povrch bude (z podobnosti trojuhelnik)

R2 — r2v _ 2nrvR2 — r2
R - RT ’

Vk =

vodorovné slozka rychlosti bude

vy = —v
YR RT
a rychlost dopadu tedy bude

32\ 2 2 2
Ud_\/(Q'rtr\/R r) +<2‘nr _211R> :EW:QOSmS*l.

RT RT T T

Pokud tedy budeme pfi vstupu na Rdmu takto neopatrni, dopadneme na povrch za ¢as 303 s
rychlosti 208 m-s™!, a nae $ance na preziti by byla tudiz mala.

Jan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.3 ... schody z nebe (4 body; primér 2,39; vesilo 23 studentt)

Zebiik vede jen dva kilometry na plosinu, ze které se déle sestupuje po schodech, jez se
mohutnym obloukem klenou nad krajinou. Schodisté ma zvlastni tvar. Je totiz postavené tak,
ze se na kazdy krok vynalozi stejnd prace. Odvod, jak zavisi vyska schodu na vzdélenosti od
osy Ramy, pokud je délka schodi konstantni. Také miizes urcit, jaky tvar ma onen oblouk.

Vymyslel ctendr Martin Formanek.

Zamysleme se nejdiiv, jak tlohu chceme pocitat. Nejdfive si musime ujasnit, proti kte-
rym silam budeme konat praci. Jde o rotujici soustavu a hlavni slovo zde m4 sila setrvacna
odstiediva. V neinercidlni soustavé spojené s rotujicim Ramou také pozorujeme ucinky Corio-
lisovy sily, ale tu zanedbame, jelikoz otaceni Ramy a rychlost a hmotnost ¢lovéka jdouciho po
schodech jsou tak malé, ze vysledna sila bude v jednotkdch newtoni, coz chodec ani nepozna.

Dalsi véci je tvar schodisté. Na obrazku ze zadani je schodisté vyvedeno jako krivka smé-
fujici podél osy Ramy, coz je konstrukcéné nevyhodné. Kvuli aspofe materidlu apod. je lepsi
schody postavit v podstavé valce.

K pocitani vysky schodi v zavislosti na poloméru se muzeme dobrat dvéma zptisoby. Pfi
prvnim praci potfebnou na piekonani jednoho schodu poéitdme uréitym integralem (W =
= f:f F(r)dr), pfi druhém si fekneme, ze vyska schodtt viéi Ramovi je zanedbatelnd, a tedy
sila, proti které koname préci, se téméf neméni (W = F's). Jak se vytrvaly ¢tendf muze presvéd-
¢it (a jak opravujici udélal), oba postupy davaji kvantitativné témér nerozlisitelné vysledky.

Ale fyzik zanedbd, co muze, takze provedeme pouze ten zpusob vypoctu, kde uvazujeme
neménné odstredivé zrychleni na vysce jednoho schodu.

Uvedme znadeni, které budeme pouzivat. Rd4ma méa vnitini polomér R, plosina je vzda-
lenda H od osy rotace. Schody maji konstantni délku d a vyska k-tého je hy a jeho vzdalenost
od Ramy je rx. Pro pocitani tvaru kifivky uvazme, ze x = 0 je u styku Ramovy podstavy s jeho
plastém.

4
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Nejdrive je potfeba urcit, jakd prace bude nutna k pfekonani jednoho schodu. Tato prace
musi byt shodné pro vSechny schody, tedy i pro prvni,

W = W1 = mw?rihi = mw’(R — h)h,

kde h je vyska prvniho schodu a R — h je jeho vzdélenost od osy Ramy. Volime tuto hodnotu
proto, ze chceme, aby prvni schod byl ten u paty schodisté a navic aby vzdalenost ploSiny
posledniho schodu od osy byla rovna H (Gtenaf si rozmysli, pro¢ je tedy r1 = R — h).

Tedy obecné prace potiebna na prekonani k-tého schodu bude rovna

2
Wk = mw T'khk 5
kterd ovSsem musi byt rovna praci W potfebné na prekonani kazdého schodu, proto

mw?rehy = mwQ(R —h)h,
(R — h)h

hy = ———.
Tk

Nic ndm nebréani funkci spojité prodlouzit na cely interval r € (H, R), tedy

R—h)h
hs(r) = (= h)h .
r
Toto je hledana zévislost vysky schodu na vzdélenosti od osy Ramy, funkce je zfejmé nepfima
umeérnost. Nicméné tvar kiivky to stale neni. Vypocitame-li smérnici te¢ny ke kfivce, mizeme
potom integraci vypocitat, jak krivka vypada. Uvazme, Ze schod je oproti Ramovi zanedbatelné
maly, a tedy te¢nu ke schodisti vypocteme jako pomér vysky ku délce schodu. Vysku schodu
popisuje uz objevena zavislost hs(r)
(R—h)h

Ar = ———
r

Délku schodu zname, je konstantni, rovna d

Ar=d.

Tedy te¢na ke schodisti bude pomér Ar/Ax. Uvazime-li, Ze jednotlivé schody jsou zanedbatelné
malé, tento pomér prejde k derivaci.

Ar  (R—h)h dr
2r _\n—mn 9r
Az dr dz

Odseparujeme proménné a vypocteme integraly

/rdrz/@dx,
T(m)—\/Q ((R_Th)hx-l—C).
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Konstantu C' uréime z podminky, ze 7(0) = H. Tedy C' = H?/2. Hledan4 zévislost popisujici
tvar schodisté je tedy

r(z) = \/LR;h)hz—kHQ ~ —ﬂshx—kH?

a tvarem schodisté je tudiz parabola.
Uvazujeme-li schodisté v podstaveé, bude v polarnich soufadnicich pro délku schodu platit

d=rAp.

A tedy dochézime k rovnici, kterou vyfesime obdobné jako v minulém pfipadé.

dr _ (R—h)h

de  d
/dr:/i(R_dh)hdgo,
7‘(@)=L_dh)hs0+D-

Konstantu D urcime tak, ze stanovime, ze nulovy thel ¢ urcuje zacatek schodisté na plosiné
uprostied podstavy, tedy r(0) = H, z ¢ehoz vyplyva, ze i D = H. Hledan4 zavislost je tedy
pfimo tmérna uhlu .

R —h)h Rh
r(p) = u@—i—H@ — o+ H.
d d
T
H
R l =
r(x) r(p)
Obr. 3. Tvar schodisté klenouciho se Obr. 4. Tvar schodisté v podstavé
v Ramovi pro d = 2h Ramoveé pro d = 2h

Z teSeni vyplyva, ze pii obou zpusobech konstrukce bude vyska schodu klesat s prvni moc-
ninou poloméru. Postavime-li schodisté kolmo k podstavé Ramy, jeho tvarem bude parabola.
Pokud jej ovsem postavime v podstavé, bude to spiréla.

6
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Ve svych fesenich jste se vétsinou dopracovali ke spravnému vysledku u vysky schodi, jen
jste si Gastéji mohli zavést trochu jiné soufadnice (nejcéastéji jste méli r = 0 u plasté Ramy).
Bohuzel se nenaslo moc fesiteld, ktefl aspon naznakem vypocitali tvar schodisté, a bylo dost
takovych, ktefi si funkci popisujici vysku schodu spletli s tvarem schodisté. Ale spravna feseni
jsem nenechaval nepovsimnuta. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.4 ... sluneéni konzerva (4 body; primér 2,44; vesilo 16 student)

Rama cestuje mezi hvézdami tak, ze polovinu ¢asu rovnomérné zrychluje a polovinu casu
rovnomérné zpomaluje. Pravé se pohybuje kolem Slunce po parabole s vrcholem na orbité
Zemé. Energii ziskava ze slune¢niho zafeni (zadny reaktor nebo obii baterie jsi na ném neob-
jevil) a jeho povrch absorbuje 80 % dopadajici energie. Nasbira pii priiletu sluneéni soustavou
dostatecnou energii, aby se dostal k Siriu, ktery je vzdalen 12 svételnych let, za 24 let?

Nadhodil Jakub Benda.

Tato tloha se zaméfila na energetickou naro¢nost Ramovych pouti, které se skladaji ze
svizného pfesunu mezi riznymi hvézdnymi systémy a interakce s zivymi bytostmi v nich.
V knizni predloze je mechanizmus ziskdvani energie utajeny, ledaze by se jednalo o mohutny
gravitaéni{ prak kolem Slunce, nicméné ten prili§ Uéinny byt nemize (alespoii ne na cesté
k Siriu), nebot relativni radialni rychlost Slunce a Siria je pouhych 7,6 km/s.

Jestlize volime parabolickou trajektorii pfi pruletu kolem Slunce, 1ze rychlost vesmirného
plavidla na okraji slune¢ni soustavy povazovat za zanedbatelnou. Pro jistotu si urcime jeji
hodnotu. Vylou¢ime-li z nasich avah vSechna télesa vyjma Slunce a Ramy, je energie vesmirné
lodé

1 GM@m

E = §m"02('r) . ,

kde m je hmotnost Ramy a Mg = 2 - 103° kg hmotnost Slunce. Parabolu dostaneme pro mezni

unikovou energii, £ = 0, tudiz
2G Mg
o) = /2502 1)

Vezmeme-li jako hranici slune¢ni soustavy zacatek heliosférické obdlky, okraj oblasti Cis-
téné sluneénim vétrem od mezihvézdného materidlu, coz ¢ini asi r, ~ 90 AU, dostaneme
v(rn) & 4,5 km/s. To sice neni nula, ale na uvazovanych vzdélenostech od ni neni daleko.

Jestlize ma Rama po opusténi systému nulovou rychlost a ptlku cesty zrychluje a ptalku
zpomaluje, je jeho maximalni rychlost rovna dvojnasobku primérné rychlosti. Takze protoze
prumérna rychlost je

121y 1
Up = m = QC’

dosdhne maximalni rychlost rychlosti svétla, coz hmotny objekt podle teorie relativity nedo-
kaze. Zda se tedy, ze zadand ¢isla jsou chybnd, coz je na jednu stranu (nanestésti) pravda
— cesta trvala Ramovi podle knihy pouhych 12let a vzdalenost k Siriovi od Zemé je spravné
8,61y — na druhou stranu, kdyz se zahledime na tento novy par cisel, dojdeme k zavéru, ze
tim spise je popsany manévr neproveditelny. Budeme tedy prozatim uvazovat néjakou blizsi
soustavu, napiiklad trojhvézdu Alfa Centauri ve vzdélenosti 4,41y a k otézce proveditelnosti
v pavodnim pfipadé se vratime pozdéji.
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Prvnim tkolem je urceni energie nacerpané ze sluneéniho svétla. Zafivy vykon Slunce (ener-
gie vyzarend za jednotku casu) je Po = 385 - 10%* W. Protoze zafeni je kulové symetrické, na
¢elné nastavenou plochu S ve vzdalenosti r dopada vykon

p- oS
42

ProtoZze Rama zafeni o nizSich frekvencich odrazi, ulozi podle zadani jen s = 80 % z energie
dopadajiciho zafeni, coz za jednotku ¢asu ¢ini

»PyS

AW = »Pdt =
> 42

dt.

Celkova dodané energie je pak integral predchazejiciho piispévku po celé trajektorii®

xPpS [ dt
wh =20 /_0072. (2)

4T

Pro jeho vypocet potiebujeme znat bud polohu Rédmy v kazdém &ase, nebo — 1épe — ho trochu
zjednodusit. Vyjdéme z druhého Keplerova zdkona o plochich opsanych privodicem, totiz ze
se zachovavaji. Je-li o plosna rychlost, plati

wr® = Lorsind = o9, (3)

N[

g

priCemz 9 je thel sevieny vektorem rychlosti a privodi¢em a oo je konstanta. Toto plati
i v piisluni ve vzdalenosti R = 1 AU od Slunce, kdy je rychlost R4my te¢né (radilni rychlost
je v tu chvili nulovd), tedy ¥ = n/2 a po dosazeni dfive vypoétené rychlosti (1) do (3) mame

1 _ [GMoR
oo = §v(R)R = 5 -

Pokud nyni z (3) vyjadfime thlovou rychlost, dostaneme

1
w= 5 2GMoR,

a jelikoz w = dy/ dt, je koneéné
e dy
2 \2GMoR'

Vyslednym vyrazem nahradime pfipraveny integrand v (2) a pfislusné zménime meze, pak

W+ _ %P@S T d _ %P@S
T 4 RGMGR )T T 2 2GMLR

Osvétlenou plochu vélce odhadneme jako obdélnik o rozmérech 50km x 20km (délka krat
prumér). Vyjde
wt=2.10"7J.

3) Ptispévek integralu mimo sluneéni soustavu je zanedbatelny a takto se nam bude snaze pocitat.

8
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Pokud by se nékdo viibec nechtél poustét do integrovani, byt takto jednoduchého, velice
podobny vysledek asi 3,5 - 10'° J dostane nésledujicim odhadem. Vétsinu energie ziskd Réma
v periheliu, totiz na orbité Zemé. Pokud se vzdali, dopadé na néj méné svétla, ale zato se podle
Keplerovych zakont pohybuje pomaleji’. P¥i jednom svém obéhu tak Rama ziska skoro stejnou
energii, jakou by nacerpal na orbité Zemé za jeden rok.

Nyni je na Case rozmyslet si cestu mezihvézdnym prostorem. Z tGvodnich tvah je zfejmé,
ze se vesmirné lod nestiti relativistickych rychlosti, pouzijeme tedy vzorec pro relativistickou
kinetickou energii

Wi =m/c® —me® = me’ (y(v) — 1),

kde v(v) = (1 — v* /02)71/ 2. Pokud lod zrychluje s konstantnim zrychlenim, D je vzdéalenost
mezi hvézdami a T planovana doba letu, je primérna rychlost v, = D/T a maximalni rychlost
Umax = 2D/T. Protoze na zacatku cesty se Rdma (téméf) nepohybuje, k urychleni na vmax

musime dodat energii
oD\ ? —-1/2
AW = mé? <1—<>) -11,
cT

Pokud Réma stejnym zpiisobem brzdi, je toto polovina celkové vydané energie®. Letime-li na
Alfa Centauri po dobu 12 let, spotfebujeme tak

W™ =2AW =4-10"°Jkg™'m,
coZ pro vesmirnou lod t8Zsi nez trabant znamena nutnost vézt s sebou dodatecné zdroje energie.
Mnohasettisicitunovy Rama fungujici na sluni¢ko by tedy nikam daleko nedoletél.

Na konci avodu jsme slibili, ze se jeSté vratime k otazce realizovatelnosti zadaného Ra-
mova zpusobu cestovani od Slunce k Siriovi. V predchéazejicim feSeni jsme predpokladali, ze
Lkonstantni zrychleni“ v zadani je mysleno z pohledu vnéjsiho pozorovatele. Z teorie relati-
vity plyne, ze rychleji se pohybujici objekt mé vétsi setrvac¢nost (rozuméj hmotnost), a tedy
stejnému urychlovani klade vétsi odpor. To ale znamend, Ze aby udrzel Rama stejné vnéjsi
zrychleni (pozorované naptiklad od Slunce), musi vynakladat stale vétsi vykon s tim, jak jeho
rychlost roste. Tak se ale ztraci pfedpokladana ekonomicnost Ramovych presuni, totiz staly
(a tedy i minimalni) vykon a s nim spojené opotfebovavani motort. Pohledme proto nyni oéima
fidice — bezvékého tvora ovladajiciho korab Réama, brazdiciho na ném hvézdné hlubiny po eény
let. Ridi¢ neni svazany relativitou v tom smyslu, Ze by jeho rychlost byla jakkoliv omezena;
pfti vyssich rychlostech dochézi z jeho pohledu ke kontrakci vzdalenosti ve sméru jeho rychlosti
podle zndmého vzorce Alsiaic = Alg/v(v), a pokud se jeho rychlost (vzhledem k soustavé po-
catek—cil cesty) priblizi k rychlosti svétla, Alsiaic se zkracuje k nule a jim pozorovana rychlost
Vridic nartstd do nekoneéna, nebot za stejny (vlastni) ¢as urazi y-krat vétsi vzddlenost. Jinymi
slovy

Vyidie = ’U’Y(”U) . (4)

4) Nicméné intenzita je umérna r—2, zatimco perioda 73/2 takze jejich soucin piece jen klesa se
vzdalenosti — ale pomalu, jako r=1/2,

5) Jakub Michdlek a Dalimil Mazdé si uvédomili, e Rama by mohl mit n&jaky mechanizmus, jak pri
zpomalovani svoji kinetickou energii ukladat k opétovnému pouziti, a byt tak nezavisly na energetickych
zdrojich. Pak by ale nebylo co pocitat.
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Ridi¢ navic jisté vede lod tak, ze konstantné zrychluje ze svého pohledu, vrigic = asidic t, plisobi
na néj konstantni setrvacna sila a Rdma ma stabilni vykon. Z (4) vyéislime v,

Qridic t

27
14 <aﬁdiét>
c

coz uz stadi zintegrovat (s podminkou x = 0 v ¢ase ¢ = 0) na

o(t) = < 1+(‘“i‘jft>2—1 . ©6)

afidi¢

u(t) = (5)

Jestlize si nakreslime graf této zavislosti, snadno nahlédneme, pro¢ se pohybu, pfi némz urych-
lovany pozorovatel pocituje konstantni zrychleni, ¥ika hyperbolicky pohyb. Nyni jsme schopni,
dosazenim z = D/2 = 4,3ly pro t = T/2 = 6y do (6), vy¢islit potfebné zrychleni, resp.
zpomaleni Ramy pfi cesté k Siriu

4D

. -2
Ayidic = =4,7Tms"".

Zd4 se tedy, ze Fidici se ani pFili§ neodvapni kosti (mé-li n&jaké), ani ho v sirijském kosmodromu
nebudou seskrabovat ze zadni stény. Spotfebovanou energii ziskdme opét jako dvojnasobek
kinetické energie Ramy letictho maximalni rychlosti

W™ =2me® (v (vmax) — 1) |

kde vmax se vypod¢itd z (5) dosazenim vypocéteného zrychleni a ¢t = T'/2. Dohromady po upravé
je )
_ 4 . _
W= - 4.107 Jkg 'm.

(%)

Zavér je tedy stejny jako pro cestu na Alfa Centauri pti konstantnim vnéj$im zrychleni s tim,
ze z trabantu by uz zbyly jen narazniky — Ramovi by nasbirana energie nestacila.

Jakub Benda
jakub@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.P ... rdmatreseni (4 body; primér 2,46; vesilo 24 studentii)

Uspésné ses dostal na povrch Ramy. Z ni¢eho nic se Rédma nékolikrat otidsl a zda se ti, e
se zménila rychlost jeho rotace. Tato otazka té velice tizi. Navrhni proto nékolik zpiisobu, jak
bys zménénou periodu rotace urcil. Zamyslel se Martin Formdnek.

Nejjednodussi zptisob, ktery urcité napadne kazdého jako prvni, je pokusit se zmérit od-
stredivé zrychleni a u povrchu Ramy. Ze zndmych vzorecku pro rotujici soustavy

v=wR

=S

10
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snadno dostaneme, Ze nova perioda rotace Ramy je

T:2‘KHE.
a

Metod pro urceni zrychleni a je mnoho. Prakticky mutzZzeme pouzit jakykoliv vztah, ktery
zname ze Zemé, ve kterém vystupuje tithové zrychleni. Pruzkumnikim Ramy by tedy stacilo
vyrobit si matematické kyvadlo. Hodné z vas navrhovalo mérit odstfedivé zrychleni p¥imo,
pomoci stopek. Tato metoda je vsak velmi nepiesnd. Méfeni doby padu télesa bez optoelek-
tronickych prvka by nam dalo jen velmi hruby odhad odstiedivého zrychleni. Pousténi téles
z vétsich vysek by zase ponékud zkomplikovalo vypocet, protoze bychom museli uvazovat, ze té-
leso 0dléta po tecné k rotaci v daném misté. (Vice se o tomto problému pojednéava v tloze V.2.)
Navic ani u nas na Zemi se tato metoda k stanoveni velikosti tthového zrychleni nepouziva.

Odsttedivé zrychleni Rdmy muzeme také jednoduse zjistit pomoci libovolnych vah (aZ na
ty rovnoramenné). Stadi totiz znovu zvazit libovolné téleso znamé hmotnosti. Pomér pozemské
a nové hmotnosti bude odpovidat podilu tihového zrychleni Zemé s odstfedivym zrychlenim
Rémy. Improvizované vahy si mizeme vyrobit i pomoci pruziny, jenom musime néjakou me-
todou zmérit jeji tuhost. Zpusobu, jak to provést, aniz bychom pouzili tihu néjakého télesa,
vés jisté napadne nepreberné. Staci vyrobit jakoukoliv silu o znamé velikosti, at uz elektrickou,
magnetickou nebo jinou.

Mame vSak i moznosti, jak uréit novou periodu rotace pfimo. Jednou z nich je pouziti
setrvacniku. Roztoceny setrvacnik totiz zachovava rovinu rotace vici venkovnimu pozorovateli.
Stacilo by tedy divat se na setrva¢nik a zméfit dobu, za kterou vykona obratku. Setrvaénik by
vSak musel byt upevnén tak, aby mu bylo umoznéno volné nataceni. Takovému uchyceni fikdme
Cardaniiv zaveés. Dalsim zptisobem z této kategorie je zaméfit se na libovolny pevny bod mimo
Ramu. Pokud Rdma neni dostateéné odstinény (bohuzel jeho plast funguje jako Faradayova
klec), mtizeme detekovat zdroje libovolného zafeni z vnéjsku. Prinejhorsim ho mizeme vzdy
opustit a zjistit, jak je to doopravdy.

Jak je vidét z prvni ulohy, uspofdddni Ramovy atmosféry je zavislé na periodé rotace.
Teoreticky by tedy mohlo pomoci zmérit novy tlak vzduchu u povrchu nebo i jinde. Prakticky
to vSak bude horsi, protoze atmosféra se pfeusporadéa az po uréitém case! Pfi roztaceni sklenice
s vodou vytvofite vir az po chvili tsili. Stejné tak rotujici povrch Ramy bude strhavat atmosféru
postupné a mnohem pomaleji nez u analogie s vodou, protoze vzduch ma mnohem mensi
viskozitu. Kazdopadné zména rotace Ramy vyvola uvnitf pé€knou vichrici a je otazka, za jak
dlouho budou udaje o tlaku vzduchu odpovidat nové periodé rotace, o presnosti ani nemluvé.

Martin Formanek
martin@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V .E ... Zivotni etapy Ramy (8 bodi; primér 4,81; vesilo 16 studentii)
Bude mit Rama jiné fyzikalni vlastnosti, poté co ji roztavite a opét nechate ztuhnout?
Doporuc¢ujme mérit hustotu, viskozitu ¢i barvu. Vytlacil Marek Pechal.

Rozpoustélo se vSechno mozné, vétsinou Rama, obcas i maslo, Fléra, Perla, rostlinny tuk
a na Slovensku doslo i na Veto. Urcovali jste v prvni fadé zménu barvy, dale pak zménu hustoty,
ti odvaznéjsi i zménu chuti a zdpachu. Musime vyzdvihnout feSeni Zuzany Docekalové, ktera
na Ramé mérila hustotu, absorpéni spektrum, reflektanci, fazovy prechod, rozpustnost a pH.

11
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Teorie

Ramu mutzeme rozpoustét v béznych kuchynskych nadobach, nejlépe vSak ve vodni lazni,
abychom zustali v mezich rozumnych teplot. Po opétovném ztuhnuti piestane emulgator pu-
sobit a Rama se nam zacne rozdélovat na dvé slozky. Pokud bychom Ramu ohfivali ve vhodné
nadobé jako Zuzana Docekalovd a Veronika Pastykovd, tak bychom obé slozky od sebe roz-
délili. Horni Zlutéd rychle tuhnouci a pod ni naopak slozka bilé barvy, ktera za bézné teploty
netuhne.

K meéfeni hustoty pouZijeme defini¢niho vztahu

0= e
Objem i hmotnost dokdZzeme méfit pomérné presné i v podminkach bézné domacnosti, pokud
bychom vsak potifebovali pouze rychlé orientacni porovnani s hustotou napi. vody, muiizeme
dle Archimédova zdkona porovnat ponofenou ¢ast Ramy s jejim celkovym objemem.

K méfeni barvy pouzijeme digitdlni fotoaparat, jak jste spravné poukazovali. Abychom
vSak mohli vysledky porovnavat, je nutné zarucit stalost osvétleni a zbavit se automatického
vyvazeni bilé. Na jakou hodnotu vsak bilou vyvazit? Pokud vystup neméfime absolutné, ale
pouze relativné, nastavme ji tak, aby rozdily vynikly a my je mohli porovnat. Vhodné je umistit
si do zabéru libovolny referen¢ni barevné staly objekt, ktery by mél mit na obou fotografiich
stejnou barvu. Pokud se ndm to vse povede, mizeme na pocitaci provést barevny rozklad.
S vyhodou pouzijeme tzv. HSV® model. Jesté podotknéme, Ze i méfFeni subjektivni ma svoji
hodnotu a pfimé porovnani mize pfinést své vysledky.

Meéfeni viskozity se nejlépe povedlo Tereze Steinhartové, kterd uzila Poiseuillovu rovnici
pro prutok kapaliny kapilarou o poloméru r a délce [

TLAAP

Qv = sl P

kde Qv je objemovy pritok Ramy, neboli Qv = V/t, Ap pfetlak v kapiladfe a 7 ndmi méfena
viskozita. Nejlépe bychom méli provadét meéreni relativni. Méjme tedy kapalinu se znamou
viskozitou nef, pak
ot e
TNref tret  Oref ’
kde t a trer jsou doby pritoku jistého objemu méfené a referencéni kapaliny, ¢ a grer pak hustoty
kapalin, okamzité mtizeme pouzit predchoziho méfeni.
Zéapach, resp. chuf, mé&fime b&znym pri¢ichnutim, resp. ochutnanim. Pro lepsi vysledky
muzeme prizvat vice pozorovatelti.
Vysledky méreni
Pouzijme odmérného valce k méreni hustoty a kuchynskych vah k urc¢eni hmotnosti jistého
mnozstvi Ramy. K dispozici mame vahy s presnosti +1g. U valce mame rysky po 10 ml, jako
chybu vezméme ptlku nejmensiho dilku, dostdvame se tak na +5ml.
Po zvézeni prvniho kusu Ramy o hmotnosti (103 & 1) g a zméfeni jejiho objemu (112 £ 5) ml
vidime, Ze relativni chyba méfeni hustoty je 5,4 %. Nami naméfend hustota je go =
= (920 + 50) kg-m 3. ZméFenim hodnot po op&tovném ztuhnuti stejnym zptisobem zjistime,

6) Hue — barevny ton, odstin. Saturation — sytost, mnozstvi Sedi. Value — hodnota jasu, mnozstvi
bilého svétla.

12
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ze 01 = (930 £ 50) kg-m 3. P#i dalsich méfeni dojdeme ke stejnym vysledktm. Muzeme tedy
vysledovat jakési zvySeni hustoty, ale pouze v ramci chyby méreni. Toto zvyseni lze pfipsat
odpareni vody, kterd se z masla uvolni a ma vyssi hustotu, nezli je primérné hustota masla.

Zuzana Docekalovd méFila hustotu obou slozek zvlast, z jejich vysledki plyne nepatrné
vyssi hustota zluté ¢asti v porovnani s Ramou v ptivodnim stavu a hustota bilé slozky vyssi
nez hustota vody.

P#i méfeni barvy uvedme jako vysledek pouze mirné ztmavnuti, které je pozorovatelné
i lidskym okem.

Viskozita masla je bézné udavana mezi hodnotami 150 az 250 Pa-s; méfenim viskozity Ramy
po ztuhnuti zjistime, Ze poklesla fadové na jednu desetinu. Pékné méreni viskozity provedla
Tereza Steinhartovd.

Tepelnou tpravou dochdzi ke zvyraznéni viiné Ramy. Chutové vlastnosti se méni az pii
vyssich teplotach, dochéazi ke zhorknuti.

Zavér
Hustota pretavené Ramy ve vodni lazni je nepatrné vyssi, dojde vsak k oddéleni dvou

slozek, kazdé o jiné hustoté. Pretavenim dochazi k drobnému ztmavnuti, vyraznému snizeni
viskozity a také ke zvyraznéni viiné. Chufové se Rama méni aZ vlivem vyrazné vyssich teplot.
Poznamky k doslym resenim

Vétsina vysledku byla ve shodé s vySe uvedenym zévérem, davejte si vSak pozor na né-
kolik zékladnich chyb. Popiste pofadné metodu, jakou jste pouzili, kazdy méri jinak, a tak
véta ,Barvu jsem rozlozil do RGB.“ neni postacujici. Dale zhodnotte kriticky svou metodu
a odhadnéte presnost, s jakou jste mérili. Vysledky uvadéjte v bézném tvaru a spravné zao-
krouhlujte! Nakonec neni bez zajimavosti, Ze dva nasi feSitelé se shodli na hustoté polovi¢ni,

Krystof Touska
krystof@fykos.mff.cuni.cz

nez jsme namérili my.

Uloha V.S ... horka dutina a bily trpaslik (7 body; primér 3,25; vesili 4 studenti)

a) Urcete zavislost koncentrace elektronti a pozitronti na teploté pfi celkovém naboji Q = 0
v prézdné uzaviené horké dutiné. (Bude-li se vdm chtit, i pfi jinych vdmi zvolenych hodno-
tdach Q.) Déle urcete zavislost poméru vnitini energie Ue elektront a pozitronua ku celkové
vnitini energii systému U (tj. souctu energie elektromagnetického zafeni a ¢éstic) na tep-
loté a urcit hodnoty teploty odpovidajici nékterym vyznacnym hodnotam tohoto poméru
(napf. 3/4,1/2, 1/4,...; miiZe tento pomér nabyvat vSech téchto hodnot?).

Pokuste se své vysledky pékné graficky zpracovat ve formé grafi (miizete zkusit i troj-
rozmérné).

Pri vasem snazeni vam muze hodné pomoci, pokud si zavedete vhodné bezrozmérné
Jjednotky (napf. 3FEy misto 8 apod.).

b) Reste soustavu diferencidlnich rovnic pro M (1) a o(r) v modelu bilého trpaslika pro nékolik
vhodné zvolenych hodnot ¢(0) a pro kazdou z nich sledujte hodnotu, ke které se blizi M (r)
pii r — oo. Ta je zfejmé rovna hmotnosti celé hvézdy. Pokuste se prozkoumat zavislost
této celkové hmotnosti na o(0) a odhadnout jeji horni mez. Srovnejte vas vysledek s horni
mezi hmotnosti bilého trpaslika, kterou najdete v literature nebo na internetu. Uvazujte,
ze je hvézda tvorena héliem.

Zadali autori seridlu Marek Pechal a Lukas Stritesky.
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Horka dutina
Méme zadany vztahy” pro hustotu elektronii a pozitronti v zavislosti na teplotnim para-
metru 8 = (KT) "' a chemickém potencialu p

S p?

(B =33 o exp(B(VE3+p3c2—p))+1

n (B, p) = 8% /+Oo v dp
h? Jo  exp(B(v/EG +p?c® + ) +1

Stejny tvar ma i zavislost koncentrace fotonti n¢(3), pouze s tim rozdilem, ze plati p = 0,
Fo = 0 a nejde o fermiony, ale o bosony. Je tedy navic tfeba obratit znaménko ve jmenovateli.

B 87 +oo p2
MO a1

Podobné vyrazy pro hustotu energie elektront, pozitront, resp. fotoni nabyvaji tvaru
w(g =t [T P VE e
o Vi B o exp(B(VER + P2 — ) +1
wip ==t [ PR e
+B,p) = — =33
Vi Ry exp(B(VE}+ 12 +p) +1
U 8n [T pie
=== ——dp.
ur(0) Vo h /0 exp(fBpc) — 1 P

Integraly ve vztazich pro n¢(8) a us(8) lze zjednodusit substituci Bpc = x. Dostaneme tak
8x too g2
= d
ne(8) h3c333 /0 expx — 1 o

8m Fee z3
ur(8) = h3c3 34 /0 expr — 1 dz.

Zde vystupujici integraly uz nezavisi na zadnych vnéjSich parametrech, jde tedy pouze
o Ciselné konstanty. Snadno je miZeme vypocitat numericky. Jejich hodnoty je ovSem mozno
zapsat 1 v jednoduchém tvaru pomoci tzv. Riemannovy zeta funkce ¢ (vypocet zde nebudeme
rozepisovat — provadi se pomoci rozvoje integrandu v nekoneénou fadu). Vysledné vztahy jsou

16w((3
Tlf(ﬁ) = #ﬁég»

487 ((4 8n®
ug(B) = hsﬁcséz = 15h;c3ﬂ4 )

dp,

dp,

dp,

kde ¢(3) = 1,20206 a ¢(4) = ©*/90 = 1,08232. Ziskany vztah pro uf mimochodem pfedstavuje
znamy vyzarovaci zakon, podle kterého je hustota energie zafeni cerného télesa o teploté T
amérna T* (vzpomenime si, ze 3 = (kT)71).

7 Omlouvame se za chybu v zadani. Zapomnéli jsme nahradit znaménko + z obecného vztahu zna-
ménkem + odpovidajicim fermiontim.

14



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI éislo 7/7

Vyrazy pro n+ (8, 1) a ut (8, n) takto jednoduse vypocitat nelze (jinak bychom tuto tlohu
nezadavali do seridlu o numerickych metoddch). Muzeme si ovSem zavést bezrozmérné para-
metry v = BFo, v = Bu (ty ndm budou od této chvile slouzit jako parametry systému misto 3
a ) a provést substituci pc/Eo = = a pfepsat pfislusné vztahy do tvaru

8rFs
n-(1v) =53

+oo :E2
dz
/0 exp(yV1+z2—v)+1

ne () = 8t Es /+°° x? du
+ h3c3 |, exp(7m+y)+ 1 )
e (y,v) = 8t Fg /+°° 22V1 + 22
-V = h3c3 J, exp(yV1+z2—v)+1
wi (,v) = 8xEg /+°° 22V1 + 22 du
T h3c3 Jo  exp(yvV1+22 +v)+1

Zavedeme-li jednotkovou hustotu &astic ng = 8n(Eo/hc)®, mizeme piedchozi vztahy zapsat
jednoduse jako

dz,

n:t(’Yv V) _ /+oo $2 dz
no o  exp(yVi1+zZxv)+1
ux(y,v) :/+°C 2*V1+a? do
Eono o exp(yWl+a2+v)+1

Néabojova hustota ¢ uvazovaného plynu v jednotkach eng (kde e je elementdrni nédboj) je pak
zfejmé rovna (ny(v,v) — n—(v,v))/no, tedy

o(v,v) /+°° < z? _ v ) da =
€eno 0 exp(yvV1+ax2+v)+1 exp(yvV1l+a2—v)+1

. Foo 22 exp(yV/1 + 22)
= —2sinhv —
o  (exp(yv1+ 22) + coshv)? — sinh? v

Podobné celkova hustota energie ue(y, ) elektronti a pozitrond je rovna ue(y,v) = u+(y,v) +
U— (’Yv V), tedy

ue(y,v) _ /+°° < 221+ 22 N 221+ 22 )d:z: _
Eono 0 exp(7vV1I+22+v)+1  exp(yvV1+22 —v)+1

_ 2/+°° 221+ 22 (exp(yv/1 + 22) coshv 4 1)

0 (exp(yv/1 + 22) 4 cosh )2 — sinh? v

Jednoduchym dosazenim pak dostaneme pro pomér A(v, v) energie elektronti a pozitronti k cel-
kové energii soustavy vztah

1 us(y) _

A(’%V) u+('75’/) +u—(’77l/)

ot (/“’O 2?1+ 22 (exp(yV/1 + 22) cosh v + 1) dm) -t
30v* \ Jo (exp(yv/1 + 22) 4 cosh v)2 — sinh? v ’

dx.

dx
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V klicovych vztazich, které budeme nakonec integrovat numericky (tj. vztahy pro n (v, v),

o(v,v) a A(v,v)), pouzijeme v seridlu doporuéenou substituci ¢t = (1 + x2)71/2, a dostaneme
ni('y,y)_/l V17t2 dt
no  Jo tHexp(y/txv)+1)
1 42
ov,v) _ _2sinhy/ V1 —t2exp(v/t) ____a,
€eno o t*((exp(v/t) + coshv)? — sinh® v)

—1

1 1 mt (/01 - V1 — 2 (exp(y/t) coshv + 1) dt)

A(y,v) ~ 3044 ((exp(y/t) + cosh )2 — sinh? v)

Ackoliv tyto vyrazy vypadaji désivé, nebude problém je zdolat numerickymi metodami. Pro
vypocty jsme zvolili v seridlu popsanou Rombergovu metodu. K invertovani vztahu o(v, v) (tj.
nalezeni v spliujiciho o(v,v) = ¢ pro dané v a p) jsme pouzili jednoduchou metodu regula
falsi pro feSeni oby¢ejnych rovnic, vysvétlenou ve studijnim textu Uvod do programovdns. Takto
jsme pak ziskali zavislosti n+ a A na v a g/eng misto v a v, coz bylo nasim cilem. Pro ¢ =0
pfitom specidlné plati ¥ = 0, v tomto ptipadé tedy vztah o(~,v) invertovat nemusime.

ny +n_
no
12

10 7

0 + + + + + +

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 16 T
Th

Obr. 5. Hustota elektrond a pozitronu v zavislosti na teploté pro nékolik hodnot nabojové

hustoty

Stejnym zptisobem jsme zjistovali i konkrétni hodnoty ~, pfi kterych nabyvad pomér A
urcitych vyznacnych hodnot.

Kdy#z uz méame napsany program®, nic ndm nebrani zaéit kreslit grafy. Kvuli jejich nazor-
nosti je jesté vhodné piejit od parametru v k v~ 1. Ten je stejné jako 7! = kT tmérny teplotd.
Konkrétné predstavuje hodnotu teploty v jednotkach Tpo = FEo/k.

8) Viz program elpoz.pas na FYKOSim webu.
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V grafu 5 mazeme vidét zavislost thrnné koncentrace elektront a pozitront na teploté pro
nékolik danych hodnot nadbojové hustoty. Pro malé teploty se samoziejmé hodnoty koncent-
race blizi koncentraci dané nabojovou hustotou (v systému se prakticky nalézaji bud pouze
elektrony, nebo pouze pozitrony podle toho, jaké znaménko mé hustota néboje).

U
nf

3

4

0,6 1

0,4+

0,21

; ; 5 5 T

To
Obr. 6. Pomér hustoty elektront (resp. pozitront) k hustoté fotont v zavislosti
na teploté v neutralnim systému

Graf na obrazku 6 ukazuje zavislost poméru koncentraci elektronti, resp. pozitroniu ke kon-
centraci fotonti v neutralnim systému (tj. pfi v = 0). Je pomérné pozoruhodné, ze tento pomér
se pii vysokych teplotach blizi hodnoté 3/4 (tento zavér zde nebudeme dokazovat — lze jej
ovSem pomérné jednoduse odvodit limitnim pfechodem v — 0 v pfislusnych integralech).

V grafu na obrazku 7 pak vidime teplotni zavislost poméru hustoty energie elektroni a po-
zitronu k celkové hustoté energie v systému. Opét je mozno ukazat, ze vysokoteplotni limita
tohoto vyrazu je 7/11, coz ndm naznacuje i provedeny numericky vypocet.

Podil elektronti a pozitroni na celkové energii systému se za¢ne vyrazné projevovat pfi tep-
lotach, které radové odpovidaji jednotkové teploté Tp. Konkrétné jsme numerickym vypoctem
(metodou regula falsi) zjistili, ze

1 .
A= ; = 1 pri TO == 0,2126,
Ue 1 . T .
A=Y= pH =02
" 3 pri Ty 0,2498 ,
ue 1 A
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Na zavér jesté uvedme ¢éiselné hodnoty jednotkovych veli¢in To, no, Eono a eng. Po dosazeni
zjistime, ze

To = % =5,93-10"°K,
no = 8}2‘3533 =1,76- 10 m™?,
Eono = 8;;]0533 =1,44-10% Jm 2,
eng = 8237]‘2‘26 =281-10*°Cm™>.

Oblasti, ve kterych se pohybuji vSechny studované veli¢iny, jsou tedy velmi extrémni. Na-
piiklad teploty, pfi nichz zacind byt podil elektronti a pozitrond v systému nezanedbatelny,
jsou fadoveé desitky miliard kelvinu!

Ue
U

T
11 |
0,6

0,41

0,21

To
Obr. 7. Pomér thrnné energie elektronii a pozitrond k celkové energii

neutralniho systému v zavislosti na teploté

Jisté neprekvapi, ze pokud dosadime do ziskansych vztaht pokojovou teplotu, vyjde ndm
koncentrace pozitront, resp. elektront v f4du 10~ 1%, Uvazovany jev tedy v nasich podminkach
nemuzeme pozorovat, ani kdybychom se snazili sebevice.

Bily trpaslik

V 5. kapitole seridlu tlohy jsme dospéli k tomu, Ze rozloZeni hmoty ve sféricky symetrické

hvézdé tvorené degenerovanym fermionovym plynem je dano diferenciadlnimi rovnicemi

if(@) do(r) _  GM(r)o(r)

dr r2 ’
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dM (r)
dr

= 47YT2Q(T) ,

kde o(r) je hustota hmoty ve vzdalenosti r od stfedu, M (r) je hmotnost uzaviend ve sfétre
o poloméru r, G Newtonova gravitacni konstanta, m hmotnost pfipadajici na jeden fermion
a konecné

f'<g‘”>2°-(<ff?)lf |
2r ) +1

m
pficemz ng je jednotkova koncentrace definovana jako (pozor, defini¢ni vztah je jiny nez v pred-
chozi ¢asti tlohy!)
ng = 57 (Eo )’
7 3 \he) -

Jako v predeslé tloze si i nyni zavedeme bezrozmérné veli¢iny, se kterymi se nam pak
bude 1épe pocitat. Jako jednotku hustoty je prirozené zvolit mng. Budeme tedy dale pouzivat
bezrozmérnou hustotu p = go/mno.

Volba jednotky vzdalenosti uz takto jednozna¢na neni. Chtéli bychom ovSem, aby nam pti
pouziti bezrozmérnych veli¢in z rovnic zmizely veskeré fyzikalni konstanty. Oznacme si zatim
neznamou jednotku vzdalenosti jako «. Zavedeme pak bezrozmérnou vzdalenost 7 = r/a.

Jednotka hmotnosti bude mnga®, tedy bezrozmérna hmotnost je definovéna jako M =
=M /mnoa3. Nové nezndmé funkce, které chceme najit jako feSeni diferencidlnich rovnic,
jsou p(7) a M (7). Dosadime tedy do puvodnich rovnic o(r) = mnod(7), M(r) = mnoa® M (7)
a r = aF a po upravach dostaneme

oM da(F) . Gm’nea® M(7)a(F)
3/023(F) + 1 dr Ey 72 ’
dM (7)

dr

= 4m7 (7).
Zvolime-li o« = /Ep/Gm?ng, multiplikativni faktor na pravé strané prvni rovnice bude

roven jedné, rovnice pro bezrozmérné veli¢iny tedy mizeme zapsat v konecném tvaru

do(F) _  3M(#)a"*(7)VE*A(F) + 1

dr 72 ’
Lifr) = 4ni?B(7) .

Pocateéni podminka pro M je zfejmé M(O) = 0, hustotu 9(0) ve stfedu hvézdy si budeme
volit jako parametr.

Nyni mizeme rovnice fesit numericky. Musime si ovS§em dat pozor na dvé véci. Zaprvé
nemiizeme zacinat s feSenim od 7 = 0, protoZe tam prava strana prvni rovnice neni definovana.
Tento problém vSak mizeme obejit malym trikem. Budeme predpokladat, ze mala kulova oblast
o poloméru ¢ kolem stfedu hvézdy je homogenni s hustotou 5(0). Za¢neme tedy integraci na
poloméru 7 = € a budeme piedpokladat p(¢) = 5(0) a M (e) = 4we>5(0)/3. Druhou komplikaci,
na kterou si musime davat pozor, je neceloCiselnd mocnina 9 na pravé strané prvni rovnice.
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Pokud ji program pocita pomoci logaritmu, nemiize byt umocnované ¢islo zaporné. Hustota
materiadlu ve hvézdé se pritom s rostoucim polomérem rychle blizi k nule. Je-li o dostatecné
malé, muze pfi integracnim kroku snadno piejit do zapornych hodnot a algoritmus skoné¢i
chybou.

Abychom tomu predesli, miZeme testovat znaménko 9, a je-li zadporné, vypocet ukonéit.
Daéle pak predpoklddédme, Ze pro vyssi 7 je jiz hustota nulova. Dal$i moznosti je posledni
integracni krok, pfi kterém se zménilo znaménko 9, opakovat s polovicnim krokem.

V kazdém pripadé vSak nakonec dospéjeme k poloméru 7, nad kterym je jiz hustota o
zanedbatelna a M se dale prakticky neméni. Takto ziskand hodnota M (oznacme ji M (o))
pak odpovida celkové hmotnosti hvézdy v jednotkach

3,3
Mo = mnoa® = ,/85’27;”# = 5,0815 - 10* kg = 2,552M ,

kde Mg je hmotnost Slunce. Za m jsme dosadili hmotnost pfipadajici na jeden elektron
v hvézdé slozené pouze z hélia — tedy soucet hmotnosti elektronu a poloviny hmotnosti hé-
liového jadra.

0,51
041
0,3 1
0,21 2(0) = 50
2(0) = 100
----- 2(0) = 150
R Y/ N — 2(0) = 200
-——5(0) = 250
0 - ( + + + + + + >
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03 7

Obr. 8. Zavislost hmotnosti na poloméru v bilém trpasliku pro nékolik
hodnot centralni hustoty

Soustavu diferencialnich rovnic jsme Fesili Runge-Kuttovou metodou &tvrtého ¥adu®. V po-
uzitém algoritmu jsme aplikovali vyse zminéné zmensovani integrac¢niho kroku, pokud hustota
piejde do zapornjch hodnot. Podateéni krok jsme pfitom nastavili na 1075, jeho minimAalni
hodnotu jsme omezili na 10™° (je-li krok nizsi, vipocet povazujeme za skonceny). Podobné
testujeme i velikost hustoty p — pokud klesne pod 10~°, vypoéet skonéi. Polomér 7, na kterém
vypocet zastavime, pokud se tak jiz nestalo kvili vyse uvedenym ukoncujicim podminkam,
jsme stanovili na 2,0.

9) Viz program hvezda.pas na FYKOSich internetovych strankach.
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Pro nékolik rtznych hodnot hustoty ve stfedu hvézdy jsme tak dostali zavislosti M na 7.
Jejich tvar muzete vidét v grafu 8.

Je vidét, ze s rostouci centralni hustotou se zmensuje polomér hvézdy a zvétsuje jeji celkova
hmotnost. Zda se ovSem, ze tempo ristu celkové hmotnosti se postupné snizuje. To odpovida
skutecnosti, Ze existuje jista kriticka hmotnost hvézdy, ktera se jesté dokaze diky tlaku degene-
rovaného elektronového plynu ubranit dal$imu gravitacnimu kolapsu. Je-li hvézda hmotnéjsi,
éeka ji bud osud neutronové hvézdy, nebo dokonce ¢erné diry.

Abychom mohli odhadnout tuto limitni hmotnost, provedli jsme vypocet pro ptiblizné sto
riiznch hodnot centralni hustoty a zjistovali, jak na ni zavisi celkovd hmotnost hvézdy M (o).

Ziskanou zavislost uvadime v grafu 9.

Vypoctenymi body jsme prolozili zavislost typu

~ B C F
M(oco) = A+ 3(0) + 2(0) +...+ OR

Hodnota A ziskana pomoci gnuplotu je 0,56570 4 0,00004. Toto ¢islo je ovSem také limitni
hodnotou, ke které se blizi M(oo) pro p(0) — oo. Ziskali jsme tedy odhad maximélni mozné
hmotnosti bilého trpaslika

Mmax = 0,5657.

Po vynasobeni tohoto bezrozmérného ¢isla pouzitou jednotkou hmotnosti My dostavame
Mmax = 1,444 Mg, .

Wikipedia uvadi pro horni mez hmotnosti bilého trpaslika tvofeného héliem podle S. Chan-
drasekhara (na jehoz pocest se nazyva Chandrasekharovou mezi) hodnotu cca 1,43My. Ta se
od nami vypoctené hodnoty lisi pouze o cca 1 %, coz je vzhledem k hrubosti pouzitého modelu
jisté velmi uspokojivy vysledek.

M (o0)
0,56 1 ooa
0,55 -
0,54 -
0,53 -
— fitovana zavislost
0,521 | = data ziskand feSenim ODR
0 1000 2000 3000 4000 5000 (0)

Obr. 9. Zavislost celkové hmotnosti hvézdy na hustoté v jejim stiedu
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Dodejme jesté, ze jak nase, tak Chandrasekharova hodnota jsou zalozeny na Fadé idealizaci.
Pro ziskani realisti¢téjsiho modelu by bylo nutno zapocitat efekty elektromagnetické interakce
mezi elektrony a jadry hélia, obecné relativistické efekty atd. Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Reseni VI. serie

Uloha VI.1 ... pterodaktyl sestielen (3 body; primér 2,62; vesilo 42 studentd)
Pterodaktyl letél ve vysce 1 km nad pralesem rychlosti 4 m/s. Guerillovy vale¢nik, drzici
v ruce kalasnikov (kulka opousti hlaven rychlosti 710 m/s), ho spatfil nad hlavou a vystrelil.
Ptik FYKOS&k byl trefen do kiidla a zacal padat. Jak daleko od vale¢nika dopadl? (Odpor
vzduchu si dovolte zanedbat.) Ulohu zplodil Jan Prachar cisarskym tezem.

Predpokladejme, ze valecnik vystieli hned, jakmile ma pterodaktyla nad sebou, a Ze tedy
mezi spatfenim a vystielem neuplyne zadny cas. Déale predpokladejme, ze kulka pterodaktylem
pouze projde a nepfeda mu zadnou kinetickou ani potencilni energii, pouze zpusobi zranéni.

Pohyb kulky rozdélime do vodorovného a svislého smeéru, vodorovna slozka bude rovna
rychlosti pohybu pterodaktyla v, a svislou dopocitame na zdkladé znalosti absolutni hodnoty

rychlosti vy.
vs =y /vE — 2.

Pterodaktyl tedy bude sestielen za ¢as, za ktery projektil vyleti do vysky, v niz ptak FYKOSak

leti,
AR A
g
Druhé rovnice ma sice dvé feSeni, ale to vétsi nas nezajimé, nebot vyjadiuje cas, kdy se
trajektorie protnou, az bude kulka padat dola. Za tuto dobu pterodaktyl uleti vzdalenost

VR R %h
) |
g

h = vst — %th =

S1 = Uptl =

Nyni jesté musime vypocitat, o kolik se vzdali béhem padu. Vzhledem k tomu, Ze zanedbavame
odpor vzduchu, budeme predpokladat, ze se bolesti schouli do klubic¢ka a bude padat volnym
padem, misto aby se pokousel plachtit. Dopadne tedy za cas

a za tento Cas jesté uleti drahu

ot [2h
§2 = Upl2 = Up{ [ — .
g
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Vysledné vzdalenost je souctem téchto dvou vzdalenosti

2 _ 2 _ 2 _ 12 _9gh 2h
S:Sl+52:’ljp <\/Uk vp \gvk vp g + ; .

Takze pterodaktyl dopadne 63 m od valecnika. TJan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.2 ... vafeni hada (4 body; primeér 2,11; vesilo 27 studenti)

Ubohy pterodaktyl ze své klece s obavami pozoruje divokou zvér v okolni dzungli. Zejména
ho zaujal parek bezstarostnych hadii, kteri se chystali vlézt do jeho klece. Véznitelé je vsak
netprosné sevreli klacky tvaru pismene Y. Z hadid bude vyborna veceie, malou radost z toho
ma i ptak FYKOS&k, ackoliv dava prednost jinému nez hadimu masu.

Tuhé maso jedovatych hadid se musi varit pii vyssi teploté, k tomu se pouziva papinak.
Nadoba se naplni z poloviny vodou, v druhé poloviné zustane vzduch, potom se uzavie a pomalu
zahfiva. Pii jaké teploté se zaCne voda v hrnci varit? V jakych fazich voda existuje pii rostouct
teploté? Ze sebranyjch loh.

Nejprve si ujasnéme pocatecni stav naseho problému. V case top tésné po uzavieni hrnce
je nad vodni hladinou atmosféra skladajici se z dusiku, kysliku a zanedbatelného mnozstvi
ostatnich plynt a vodni pary. Jeji tlak ozna¢me po. Jakmile za¢neme hrnec zahtivat, voda
uvnitt se bude snazit dostat do dynamické rovnovahy se svym okolim. Tedy bude se vypafovat
do doby, nez se nad hladinou vytvori syta para o tlaku ps, jenz se odviji od teploty vody. Nad
vodni hladinou tedy bude tlak p = po + ps.

Nyni si ujasnéme, co se déje béhem varu. Pfi varu vznikaji uvniti kapaliny bubliny syté pary
o tlaku ps, které vystupuji k povrchu kapaliny. Ovsem aby k varu viubec doslo, musi byt nad
hladinou kapaliny tlak mensi nebo roven tlaku sytych par pfi dané teploté. V nasem piipadé
je vsak tlak nad hladinou kapaliny vétsi o tlak po, tedy k varu nikdy nedojde. Béhem dalsiho
zah¥ivani po vytvoreni syté pary nad vodni hladinou se bude stav naseho systému pohybovat
po kiivce syté pary az ke kritickému bodu. Pro vodu je kritickd teplota rovna 374 °C a kriticky
tlak je roven 22,1 MPa.

Zbyva jesté odpovédét na otazku, v jakych fazich se bude voda béhem zahfivani vyskytovat.
Nejdrive se bude vyskytovat jako kapalina a plyn, po jisté dobé bude ve stavu kapaliny a jeji
syté pary a konecné po dosazeni kritického bodu bude voda existovat v superkritickém stavu.

Zdenék Kucka
zdenek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.3 ... hadi polévka (4 body; primér 2,52; fesilo 31 studentii)

Kdyz je hadi maso uvaiené, kuchari z néj pripravuji hadi polévku v médénych hrncich, které
maji tvar polokoule o primeéru 40 cm. Hrnec s polévkou davaji potom vychladit do nedalekého
jezera. Kdyz ho nechaji plavat, ponoii se o 10 cm. K bodu na okraji hrnce je pfipevnén retizek.
Pokud za retizek zatahneme, a zvedneme tak okraj hrnce o 10 cm, natec¢e do hrnce voda?

Ze sebranych dloh.

V této tloze si lehce procvic¢ime zptisob feseni problémi, kde hleddme rovnovaznou polohu
mechanické soustavy. Pro rovnovaznou polohu plati, ze vektorovy soucet vsech sil, stejné jako
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soucet vSech momenti sil na soustavu pusobicich, je nulovy. Momenty ptisobicich sil (tedy
skalarni soucin vektoru sily a ramena F - r) je vzdy t¥eba vztahnout k urc¢itému bodu prostoru,
od kterého toto rameno odméfujeme. Pro rizné zvolené vztazné body je velikost momentu
sil obecné rizna. Kdyz je moment nulovy vic¢i néjakému vztaznému bodu, nemusi byt nulovy
vuci jinému. Pokud mé ale mechanickd soustava byt a zistat nehybnd, musi byt jeji zména
momentu hybnosti vici libovolnému vztaznému bodu nulova, coz implikuje nulovou vyslednici
moment sil vici libovolnému vztaznému bodu.

F;

FVZ

FVZ 1

| Ao
Al

Fy

Fy

Obr. 10. Hrnec na hladiné Obr. 11. Hrnec v naklonu

Polomér polokulového hrnce je r = 20 cm. Na pocéatku je hrnec ponofen do hloubky /2,
¢emuz odpovida objem ,vytlacené“ vody Vi, ktery bychom vypocetli jako objem kulové tsece.
Tihova sila F, pusobici na samotny hrnec, tihova sila F, pisobici na polévku v ném a vztlakova
sila F,, jsou v rovnovéze, tedy jejich vektorovy soucet je roven nule'?. Piisobisté sily F, klademe
klast do tézisté vytlacené vody. Vztlakova sila je podle Archimédova zdkona dana jako tiha
objemu vody rovné ponofené cCasti télesa, tedy

sz:‘/OQg'

Vsechny sily lezi v jedné primce a jejich moment vici libovolnému bodu je proto nulovy.

Nyni levy okraj hrnce vyzvedneme o r/2 = 10cm. Jak velkd ¢4st hrnce bude ponofena,
pokud by se pravy okraj dotykal pfesné hladiny (viz obr. 11)? Tuto novou polohu hrnce bychom
dostali pouhym pootocenim hrnce okolo stfedu myslené koule, jejiz ¢asti hrnec je, a ponofeny
objem se tedy oproti ptivodni poloze vibec nezméni. Aby i v této pootocené poloze byl hrnec
v rovnovaze, je tieba zajistit rovnovahu sil a momentt sil. Nadéle plati

Fh+Fp+sz:0-

10) Silu jakozto vektor piseme tuénym pismem, obycéejnym sklonénym fontem oznacujeme velikost této
sily.
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Sily uz ale nelezi v jedné pfimce a hrnec méa pfirozené tendenci otacet se do ptivodni stabilni
polohy. Pro jeho udrzeni v nové poloze je tieba piisobit dvojici sil, jejichz vyslednice je nulova,
ale pusobi silovym momentem. Museli bychom tedy hrnec na jednom okraji ptrizvedavat a na
druhém stejnou silou ptitlacovat.

V nasem ptipadé ovsem jen tahame za retizek a ptisobime silou F; ve sméru kolmo vzhiru.
Aby byla i ted splnéna rovnovaha sil, musi platit

Fh+Fp+sz+Ft:0-

Sila F,, musi byt patrné mensi nez na pocatku, a to pravé o velikost sily F;. Hrnec je
proto ponofen do mensi hloubky nez r/2 a voda do néj nenatee (a ani z hrnce polévka
nevytece, protoze pokud m4 hustotu srovnatelnou nebo vétsi nez voda, je ji méné nez objem Vj).
Stejné tak uvazme moment sil vzhledem k bodu zévésu. Sila F; ptsobi nulovym momentem
a sily Fy, a F, maji stejné rameno, v disledku vytazeni se zkratilo rameno sily Fy, a to musi
byt kompenzovano zmensenim sily Fy,.

Zde bychom mohli skoncit, ale pokusme se jesté nastinit, jak bychom vypocitali, v jaké
poloze se hrnec ustali a jakou silou musime tahat za fetizek.

Necht proménné y udavéa vysku levého okraje hrnce oproti piivodni poloze a proménné «
sklon obruby hrnce vic¢i vodorovnému sméru. Vse podstatné, co o nasi mechanické soustave
vime, lze shrnout do néasledujicich rovnic:

Mh + mp = VOQg,
09(Vo — V(y,a)) = Fi,

hF,sina —rFycosa =0,

kde my je hmotnost hrnce a mp hmotnost polévky.

Vyraz V(y, ) znal ponofeny objem hrnce, ktery zavisi na proménnych y, . Tento vyraz
nebude prilis pékny a nebudeme ho konkrétné vyjadiovat. Pismeno h udava vzdalenost tézisté
duté polokoule (hrnce) od stiedu koule. NadSenci si mohou jako jednoduché cvideni na inte-
grovani vypocitat, ze h = r/2. Druhd rovnice vyjadfuje myslenku, ze vztlakova sila poklesne
o velikost tahové sily. TTeti z rovnic znaci rovnovahu momenti sil viiéi stfedu pomyslné koule,
ramena sil Fy, a F, jsou vuci tomuto bodu nulova. Bod, vici kterému momenty vztahujeme,
volime tak, aby se rovnice co nejvice zjednodusila. Dosazenim druhé rovnice do treti ziskdme
snadno rovnici pro neznamou «. Tato rovnice vSak pfedstavuje rovnici s parametrem my, ktery
nezname. Pokud ale tfeba budeme znat pomér my/mp, uréime my a rovnici pro neznamou «
miuzeme vyftesit napfiklad numericky metodou ptleni intervalu.

Velké cast fesiteld opomenula uvazovat vliv sily, kterou tahame za hrnec. Takova reSeni
j étsi hodnotili dvéma body.
jsme vétsinou hodnotili dvéma body. Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.4 ... rychly tiprk (3 body; primeér 2,10; vesilo 20 student)

Ptik FYKOS&k statecné prcha chodbou (nemize v ni letét), v patdch md dva vojéky,
kterym se pred okamzikem vymkl z pout. Chodba zataci ve tvaru pismene L a pterodaktyl
horlivé premysli, jak dal.

Chodba je siroka w, pterodaktyl bézi rychlosti vo a zatacka je ve vzdalenosti d. Pokud
velikost ptakova zrychleni dosahne hodnoty ag, pterodaktyl uklouzne, spadne a bude chycen.
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Po jaké draze ma bézet a jak se ma naklanét, aby ho zatacka zdrzela co nejméné?
Neodhadl Honza Jelinek pri dobihani tramvagje za rohem.

Podstatou této ulohy bylo najit drahu, kterd minimalizuje ¢as projeti zatackou. (Nikoli
zrychleni jak se mnoho fesiteli mylné domnivalo). I kdyz v nasledujicim autorském feseni
postupujeme jinak, pfi opravovani doslych feseni jsme akceptovali i pfedpoklad, ze ptak FY-
KOSék probéhne zatackou po dréze slozené jenom z piimek a ¢asti kruZznice. Spravné reseni
ulohy se totiz ukdzalo byt (oproti ofekavani) ponékud komplikované. Dobfe vypracované fe-
Seni tohoto typu vSak muselo obsahovat informaci o poloméru kruznice, po které ptak pobézi,
zdvodnéni, proc¢ je pravé tenhle polomér nejlepsi, a diskuzi podminek tlohy.

Za predpokladu, ze pfi pohybu po kruznici musi ptak FYKOSak zpomalit, byl nejvyhod-
néjsi nejvetsi mozny polomeér. Jinak to byl nejmensi polomér, po kterém se mohl pohybovat
svou maximalni rychlosti a projel zatackou (krat$i draha — mensi ¢as). Kdyz se totiz zapsal
¢as pruchodu zatackou jako funkce poloméru (Gas = doba brzdéni na pozadovanou rychlost
+ doba rovnomérného pohybu + doba rovnomeérného pohybu po kruznici + doba zrychlo-
vani), nejkratsi vySel pro maximalni polomér. Do diskuze by stacilo poznamenat, ze kdyz bude
zrychleni potfebné na zastaveni z pocatecni rychlosti na vzdélenosti d + b vétsi nez ao, tak uz
nemuze pied zatdckou ubrzdit, aniz by narazil do protéjsi stény (anebo doslo ke smyku). Dobte
vypracované feseni tohoto typu méli naptiklad Petr Rysavy anebo Tereza Steinhartovd.

Véagni formulace tlohy zde nemusela byt vzdy na skodu. Mohli jsme totiz predpokladat
vstupni podminky, které se nadm zrovna hodily. K velice originalnim feSenim lze dojit, uc¢inime-li
dodate¢né predpoklady o velikosti ¢i sméru pocéatecéni rychlosti (napf. za¢ind z nuly, sméfuje
k rohu zatacky apod.). Lukd$ Labor dostal bonusovy bod za tvahu, kde predpokladal, ze se
bézec mize odstréit od stény (proé¢ ne?).

Ted bychom méli vyjasnit, co jsme mysleli, kdyZ jsme v iivodu fekli ,,ponékud komplikované
feSeni“. V principu existuji dvé metody, jak se iloha dala fesit. Prakticka a teoreticka. Tu prvni
0 néco jednodussi muzeme stru¢né nazvat ,,minimalizace ¢asu jako funkce parametri s pouzitim
downhill simplexové metody pfi draze a pribéhu rychlosti aproximovanymi polynomidlnimi
funkcemi®.

K dohledéani aproximované drahy a prubéhu rychlosti pouzijeme pocitac. Vysvétleni down-
hill simplexové metody by proto mélo pattit spiSe do aktudlniho seridlu. V principu se jedné
o to, ze namisto hledani presné drahy si ji budeme aproximovat néjakou polynomialni funkci
tvaru y = anx” + An_12" ' 4 ...+ a1z + ago. Cim vice zvolime &lentt této fady, tim bude nase
aproximace presnéjsi. Podobné také rychlost zapiSeme jako v = b,z +by 12" *+. .. +brz+bo.
Potom vypocitame cas T jako integralni funkci rychlosti po draze. Dostaneme funkci, ktera
bude zéviset na parametrech a;,b;. Minimum funkce mnoha proménnych najdeme downhill
simplexovou metodou. Splnéni podminek tlohy docilime vhodnou parametrizaci a modifikaci
simplexové metody. Podrobnéji mizeme postupovat nasledovné.

Reknéme, 7e v bodé A pred zatackou k ni ptak FYKOSak utikd svou maximalni rych-
losti vmax a stejné daleko za ni utika priblizné tou samou rychlosti ale smérem od zatacky.
Okrajové podminky muzeme zvolit zcela libovolné, na postupu feSeni se nic nezméni.

Pak zavedeme pravotihlou soufadnou soustavu s pocatkem v rohu zatacky a osou y rov-
nobéznou s jeji osou. Soutadnici x vyjadiime jako funkci ¢asu a soufadnici y jako funkci x.
Budeme predpokladat, ze tyto funkce maji tvar

T = a3t3 =+ a2t2 + a1t + aoo ,

y:ng3+b2$2 + bix + bo,
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kde jsme pro prehlednost zapsali obé funkce jen jako polynomy tietiho fadu. R4d polynomi
samoziejmé muzeme zvolit i vyssi, podle toho, jakou presnost pozadujeme. Miizeme dokonce
zvolit i obecnéjsi funkce (tfeba nahradime ¢ za 7 =t — Tp).

Déle zapiseme podminky tlohy. Budeme chtit, aby ptak FYKOS&k v Zzddném okamziku ne-
prisel do kontaktu se sténami chodby. To v dané souradnicové soustavé vyjadiime nerovnostmi

2
lz] <y < |x|+§b.

V zadném case nemiize bézet rychleji nezli maximalni (tedy poc¢atecni) rychlosti
0 <vpax, 00 = ()74 (E)?,
kde teckou znacime derivaci podle ¢asu a ¢arkou derivaci podle x. Pozadavek na zrychleni

mensi nez ao zapiseme jako a? + a2 < a3, tedy

1

)
1+ @)

(i2 + (s + y'i)2) + (kv2)2 <ajb, kde kfivost k= % =

Podminku, Ze za zatackou dosdhnou funkce polohy a rychlosti pozadovanych hodnot zapiseme
jako
V = Umax , v =y |t=0 £ 10%, T =—Ta. (7)

A koneéné ptak FYKOS&k musi projit bodem A a mit v ném pozadovanou rychlost, tedy
pro t = 0 musi byt hodnoty = a y a jejich derivace rovny hodnotadm v bodé A. Jako posledni
musime doplnit jesté ¢ < Tmax. Vyznam této posledni podminky spociva v tom, ze zavrhneme
ty drahy, pro které by priichod zatackou trval prili§ dlouho. Pouzita parametrizace miize totiz
teoreticky popsat i drahu, pii které bude délat kolecka v chodbé.

Podminky pro povolené hodnoty parametri a;, b; mizeme ziskat z predchozich vztaha
tak, ze do nich dosadime funkce z(t) a y(z) v pfedpoklddaném tvaru. Pro t = 0 plyne pfimo
z tvaru téchto vztaht podminka ago = 4. Z podminky na pocéateéni rychlost (derivace) plyne
a1 = & |t=0= v(()z). To dosadime do funkce y(x) a mizeme vyloucit dva z koeficientti.

Nakonec zjistime dobu prichodu zatackou. Pri danych parametrech a;, b; zvolime maly ¢a-
sovy krok dt. Zaéneme v bodé A, vypocéitame & a ¢ a zjistime, kam se posune za 6t. V tom bodé
znovu vypocitdme rychlost stejné jako predtim atd. az dokud nejsou splnény podminky (7)
anebo celkovy Cas nepresdhne povolené maximum.

Jestlize budeme uvazovat ¢as jako funkci parametru a;, b; a soufadnice budeme uvazovat ve
vyse uvedeném tvaru, tloha se zméni na hleddni minima funkce nékolika proménnych. Celkem
je jich osm, z pocatecnich podminek vsak mame Ctyfi. Hledadme tedy minimum funkce ctyf
proménnych. Problém je jen v tom, ze nemame jeji analytické vyjadreni, ale jenom navod jak
ji pro dané parametry vypocitat. A pravé tenhle problém fe$i simplexovd metoda. Vysvétleme
nyni jeji podstatu.

Pfedstavme si, ze chceme najit minimum spojité funkce dvou proménnych z = f(x,y). Graf
takové funkce ve tfech dimenzich vypada jako reliéf (jama, kopec, . .. ). Vybereme v roviné (z, y)
t¥i body. Mtizeme to udélat tak, ze jeden bod vybereme zcela ndhodné (anebo se zkusime trefit
do blizkosti minima) a zbylé body budou od ného posunuté o néjakou vzdédlenost vzdy ve sméru
jiné soufadnice. Vypocitame hodnotu funkce ve vSech tfech bodech. Vezmeme bod, ve kterém
mé funkce nejvétsi funkéni hodnotu (pokud je jich vic ekvivalentnich, vybereme kterykoli),
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a zobrazime ho symetricky podle pfimky tvofené zbylymi dvéma body. Ted by bod mél byt
blize k minimu nez zbylé dva, tj. funkéni hodnota v ném by méla byt mensi. Jestlize tomu tak
neni, zmensime trojuhelnik tvofeny vybranymi body (posuneme zbylé body podél stran blize
ke stfedu trojuhelniku) a déle postupujeme stejné. Algoritmus konéi ve chvili, kdy jsou body
u sebe bliZze, nez je presnost, se kterou chceme nalézt bod minima. Cely algoritmus si miiZeme
tedy predstavit tak, ze ,kutalime“ trojuhelnik po povrchu grafu funkce a v blizkosti minima
ho postupné zmensujeme. Pro funkci tfech proménnych uz nebudeme kutalet trojihelnik po
roviné, ale ¢tyfstén v trojrozmérném prostoru. Tento postup jde zobecnit i do vice dimenzi.
Vyhoda této metody je ta, Ze neni potfeba hledat derivace minimalizované (maximalizované)
funkce. Sta¢i ndm pouze znat funkéni hodnoty ve vysetfovanych bodech.

Y

.

Obr. 12. Pocditacova simulace trajektorie ptaka
FYKOS&aka v neptrehledné zatacce

Modifikace simplexové metody pro nasi tlohu spociva v tom, Ze ne vSechny body budou
pfipustné. Pfi vypoctu ¢asu musime zaroven kontrolovat splnéni vSech podminek tlohy. Pokud
by se mél néktery z bodu simplexu posunout do nepfipustné polohy, dostaneme pro dany bod
¢as Tmax a dojde k zmenseni simplexu.

Pri praktické implementaci jsme pouzili upraveny kéd z knihy Press et al.: Numerical recipes
in C. Pro konkrétni hodnoty d = 3m, w = 2m a Umax = 8m/s jsme nalezli nejvyhodnéjsi
kiivku pro prichod zatackou zobrazenou na obrazku. Doba pohybu po této kiivce vysla t =
= 0,49s. Naproti tomu dostat se stejné daleko za zatacku po nejvyhodnéjsi ¢tvrtkruznici by
trvalo pres 0,7 s. Uz takhle jednoduchou aproximaci jsme tedy zlepsili ¢as prichodu zatackou az
0 30 %! Kdybychom zvolili lepsi aproximaci, pfipadné se vice pohrali s po¢ateénim a koncovym
bodem, tento ¢as by urcité Sel jesté vylepsit.
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Uloha se v principu dala fesit také analyticky''. Toto feseni vSak uz bylo natolik kompliko-
vané, ze zde poskytneme jen nastin toho, jak by se dalo postupovat. Abychom mohli vysvétlit
podstatu tohoto feseni, budeme potiebovat alespon zaklady varia¢niho poc¢tu. V nasledujicim
mintermezzu® si shrneme par zakladnich poznatkd o ném.

Budeme se zabyvat k¥ivkami, které jsou definované pomoci intervalu I = (xa,zB)
a funkce y(x), kterd mé v bodech xza a zg dané hodnoty ya a ys. Kfivku potom tvori
vSechny body (z,y(x)) pro z € I. Rozdilu funkénich hodnot dvou rtiznych funkei yo(z) a y(z)
v nékteré pripustné hodnoté = fikdme variace funkci.

Zobrazeni z mnoziny vSech moznych takovych krivek do mnoziny redlnych anebo kom-
plexnich &isel se nazyva funkciondl. Specialné se budeme zabyvat funkciondly typu C(K) =
= [7® F(z,y,y') dz, kde K je kfivka (dana intervalem a funkci). Cislo V = C(Ko) — C(K) =
= fig [F(z,y0,v0) — F(z,y,y")] dz nazyvame variace funkciondlu pro dvé kiivky dané inter-
valem I a funkcemi y a yo. Rekneme, ze dvé kiivky jsou tim odlisnéjsi, ¢im vétsi je jejich
variace.

Zakladni dlohou varia¢niho poctu je nalézt extrém funkcionalu ve vyse uvedeném tvaru.
Podobné jako pro minimum obyc¢ejné funkce bude platit, Ze hodnota funkcionédlu pro néjakou
k¥ivku bude vétsi (mensi) nez hodnota pro kfivky z néjakého okoli (tedy pro k¥ivky, kterych
variace od uvazované je mensi nez néco). A tak jako pro extrém funkce existuje podminka
1y’ = 0, funkcional uvazovaného tvaru ma extrém pro kiivku K, kdy# y spliiuje diferencialni
rovnici oF doF

Oy dxoy

Pro varia¢ni problém s vedlejsimi podminkami, ktery budeme fesit, se rovnice zméni na

oy dx dy’

OF d oF A(@g d Bg):07 (8)

kde g je vazba ve tvaru g(x,y,y’) = 0 a X je tzv. Lagrangeiiv multiplikator, ktery je potfeba
z dané rovnice najit.

S touto teoretickou pfipravou muZeme postoupit dal. Budeme hledat tvar kiivky, po niz
ptak FYKOS&ak probéhne zatacku za predpokladu, ze jeho rychlost se méni spojité. Ve vhodné
soufadnicové soustavé vypocitdme cas jako integral funkci x(t) a y(t), ktery bude ve tvaru
funkcionalu, jehoz minimum potom nalezneme pomoci uvedené podminky (8).

Zvolime pocateéni a koncovy bod drahy jako dva body, kterymi musi ptak FYKOSak
projit, a také slozky jeho rychlosti v nich. Jako dalsi parametr vezmeme bod, ve kterém projde
osou zatacky. Ve findlnim vysledku pak budeme jesté muset hledat minimum ¢asu jako funkce
polohy tohoto bodu, to je uz vSak relativné snadna operace. Drahu rozdélime na dvé ¢asti
(pfed zatackou a po zataéee) a v kazdé zvolime jiné soufadnice. Osa y bude vzdy rovnobéznéd
se sténami chodby, osa = kolma na né. Celkovy ¢as bude souctem c¢ast potfebnych k projeti
od zacatku do bodu na ose a z bodu na ose do koncového bodu. Druhé ¢ast drahy bere jako
vstupni parametry rychlost na konci prvé ¢asti. Tohle feSeni neni plné obecné (nezahrnuje
vSechny mozné drahy, napf. z nemuze byt mensi nez xa), ale dalo by se na néj pfevést vhodnou
transformaci soufadnic. Pro ndzornost ukazeme jenom nalezeni drahy v jedné ¢éasti. Pro vypocet
celkového Casu, za ktery se projdou obé pak uz stac¢i do téch samych vzoreckt dosadit soucet
dvou funkci misto jedné.

11) Tento postup byl inspirovan FeSenim tlohy o brachystochroné.
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Budeme uvazovat © = z(t) a y = y (z(t)) a najdeme celkovy ¢as, za ktery ptak probéhne
po dréze mezi dvéma body popsané témito funkcemi. Jelikoz v = ds/ d¢, tak

T:/dt:/%, )

kde se integruje od zacatku do konce drahy. Rozepiseme ds pomoci vzorce pro délku kiivky

ds=+/1+ (v')?dz

a zapiSeme jeji slozky ds, a ds,. Primét ds na osy = a y ziskdme pomoci y' = tga, kde a je
sklon k ose x. Z toho
1 : y
ds; = cosads = ————=ds a dsy =sinads = ———=—=ds.
1+ (y)? 1+ ')?
Rychlosti zapiseme jako &, resp. .
Pozadujeme, aby v2 +v§ < i, ad’ +a§ < a?. Vazbu g, kter4 je formaln& v pozadovaném
tvaru a tyto pozadavky zahrnuje, muZzeme zapsat napt. takto

go=("+9+ 2 —0ha) =0 a ga= (@ 4§ +5 —ag) =0,

kde z je cokoli. Za g dosadime soucet g, + gaq-

Dosazenim téchto vyjaddfeni do integrdlu (9) dostaneme dvé slozky funkciondlu. Dvé
funkce F, a F, dosadime do rovnice (8). Odsud dostaneme soustavu dvou nelinearnich diferen-
cidlnich rovnic druhého ze které dostaneme soustavu pro Lagrangeovy multiplikatory. Z nich
mame dostat y a &, odkud bychom méli ziskat parametricky popis drahy. Zajemci si mohou
tyto rovnice zkusit napsat sami (nezapomerite, ze & je také funkce x). Ostatni radéji jejich
explicitnim vyjadfenim désit nebudeme.

Zde uvedeny analyticky postup byl jen néznakovy. Jeho cilem nebylo dlohu vyftesit, ale
ukazat myslenkovou cestu a potfebny aparat, které by byly potieba pro analytické feseni neboli
ukazat, pro¢ jsme tlohu fesili radéji na pocitaci. I po tomto néastinu jisté ocenite jednoduchost

a ucelnost prvni ukazané metody. Peter Greskovic

grepe@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... mission impossible (8 body; primér 2,78; vesilo 23 studentii)
Napldnujte zdchrannou misi a vysvobodte ptdka FYKOSédka. Nezapomerite na pldn B,
prip. C. Vymyslel militantn? Honza Prachar.

,Neletim nad tim pralesem uz néjak dlouho?* zamyslel se ptak FYKOS&ak, kdyZ pod sebou
uz patou hodinu nevidél nic nez vrcholky stromt. A vtom se pod nim z ni¢eho nic objevila
paseka, na které nékdo poskakoval a méaval jakousi holi. Kdo by si myslel, ze to byl kmenovy
Saman, a letél se podivat bliz, udélal by stejnou osudovou chybu jako pterodaktyl. Hil nebyla
hil, ale kalasnikov, a nez se FYKOS4k stacil rozkoukat, uz padal s prostfelenym kiidlem mezi
mahagony a dalsi vzacné dfeviny. ,,jChupacabras, chupacabras!“ k¥iceli neznami ttocnici a ma-
vali itoénymi puskami ve vzduchu, nacez si ptakojestér uvédomil, Ze byt zaménén s legendarni
priserou, kterd domorodciim drancuje stadda, neni zrovna nadéjna vyhlidka.
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Kdyz se za néjakou dobu probudil, uz nebyl v pralese, ale v rezavé kleci uprostied dvora
neznamé haciendy. Ve stinu u vchodu poklimbéavaly straze a u hlavni brany lezel nepfipoutany
pes. A vSude okolo hejna much a komari. Najednou se rozletély dvere a po dalsich dvou
gorilach z nich vysel postarsi, rovnéz omaskacovany, muz, okolo kterého jako dalsi otravny hmyz
poletoval maly zavality hispanec a stale néco Spanélsky brebentil. V ruce drzel FYKOSakuav
batoh a kdyz dosli ke kleci, zasmatral, nasel ro¢enku FYKOSu a podal ji $éfovi.

», Qué es?“ Spanélsky se zeptal velitel.

,2Rocenka FYKOSu,“ odpovédél cesky ptak FYKOSAak.

Obé strany brzo shledaly, Ze takhle to dal nepujde, a po chvili handrkovani a hrozeb zbrani
FYKOS&k nalistoval v rocence tirdz a ukazal na email, na ktery po néjaké dobé dosla zadost
o vykupné. Ale o tom viibec nic nevédél, a tak se rozhodl, Ze zkusi uprchnout sdm, az se mu
kfidlo aspon trochu zahoji.

Vykupné stale neprichazelo, ale aspon uz jej nedrzeli v kleci. Ochranka chytila jaguara,
a tak rukojmi muselo z klece do cely a chudak selma s kleci do cirkusu. K¥idlo sice jesté trochu
bolelo, ale kozni blana uz byla vcelku srostla a néjakou desitku kilometr by snad uz odletél. Ale
z rozhovorid mezi vojaky a personalem haciendy odposlechl, Ze jej zajala teroristicka organizace
FARC a Ze momentalné je na venkovském sidle jejiho nejvyssiho velitele, coz byl ten starik,
kterého vidél prvni den. Z takového vézeni se Spatné utika.

Ale rozhodné nepropadl zoufalstvi a pomalu, ale jisté se pfipravoval k utéku. V mékkych
cihlach okolo dveri a oken vyskrabal drazku, kterou postupné zvétSoval. Jednou bude stacit
mocny pterodaktyli kop a poleti ven i s ,futrama“. Uz jen ¢ekal na spravnou prilezitost.

»iAlarmal“ ozvalo se z chodby. Straz sedici naproti FYKOSéakové cele spadla ze zidle a zbyst-
fila. Pterodaktyl koukl skvirou ve dvefich ven a v tu ranu mu pred nosem piebéhla skoro
celad vojenska posadka a jeden doktor, ktery za nimi vlal jak praporek ve vichfici. Vojaci na
chudéka felcara pokiikovali néjaké spanélské nadavky, ze kterych FYKOS&k pochytil jenom
infarkt a Tirofijo, coz byla prezdivka velitele, a pomyslel si, Ze takova prilezitost uz se mu
nenaskytne. Skoc¢il na dvere, které podle o¢ekavani povolily, a v oblaku prachu z vyldmanych
cihel dopadl na nic necekajiciho hlidace a utikal smérem ke svétlu. Ve shonu, ktery pred chvili
vypukl, skoro nikdo nepostiehl, ze vézen chybi. Kdyby nenarazil na dva vojaky pravé se vra-
cejici z latriny, které brzo settasl, kdyz bleskové probéhl rohem chodby a za sebou zvrhl pytel
kulickovych lozisek (jakd nahoda, Ze tam zrovna byl), na kterych si pronésledovatelé doslova
vylamali zuby, nikdo by si ho ani nevsiml. Dvir byl prazdny, jak se vSichni nahrnuli do budovy
zjistit, co se déje s jejich velitelem. Mimochodem, dostal infarkt. FYKOS&k na nic necdekal,
zamaval kiidly a hned stoupal mimo dosttel kalasnikovi. . ,

Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.E ... magneticky zamek (8 bodi; primér 4,74; vesilo 27 studenti)

Cela, ve které je pterodaktyl véznén, je uzamcena pomoci magnetického zamku. Americké
tajné sluzby vlastni prototyp tohoto zamku a kousek z jeho magnetu vam posilame v obalce se
sérii. K otevieni zamku bez klice je nutné znat, jak zavisi sila mezi dvéma magnety na jejich
vzdalenosti. Zméite co nejpresnéji tuto zavislost!

Navod: Mezi oba magnety postupné vkladejte tenké listy papiru a méfte silu nutnou na
odtrzeni magnetkii od sebe. K vymyslent ulohy donutila situace Honzu Prachare.
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Teorie

Latka se sklada z atomt. Nékteré atomy maji nenulovy celkovy spin — moment hybnosti
a tedy i magneticky moment. Mizeme si to predstavit tak, ze elektron obihajici kolem jadra
vytvari proudovou smycku a ta ma, jak zndmo, magneticky moment. KdyZ se stane to, ze
vSechny atomarni magnetické momenty maji stejny smér (feromagnet), mame magnet. Kazdy
magneticky dipdl (proudova smycka) kolem sebe vytvafi magnetické pole, prostfednictvim
kterého pusobi na okolni dipdly.

Skutecny magnet se sice skldd4 z malych atomarnich dipdld, jako celek vsak dipélem neni.
Abychom byli schopni vyfknout alesponi né&jakou teoretickou predpovéd, jako nejjednodussi
pfiblizeni predpokladejme, ze magnet dipdl je.

Jak se piSe v ucebnicich, magnetické pole dipdlu klesa ve velkych vzdalenostech od néj
jako 1/r®. Energie dipélu m v poli B je —m - B, tudiz sila mezi dipély klesi jako 1/r*. Na
druhou stranu, pokud jsou dva magnety velice blizko, takZe kazda indukéni ¢ara vychazejici
z jednoho magnetu skonci ve druhém, je sila konstantni — nezavisi na vzdalenosti. Co bude
platit v nasem ptipadé?

Vzdalenosti, na kterych budeme silu mezi magnety méfit, bude srovnatelnd s velikosti
magnetl. Nemuizeme tedy mluvit o tom, ze bychom byli v rezimu velké vzdalenosti, kdy plati
F~1/ r*. Naopak sila neni ani konstantni, neb méfime jeji pokles, dokud udrzi dva magnety
u sebe.

Zda se, #e jsme ve svizelné situaci. To nas vSak nesmi mrzet. Ulohu jsme proto zadali
jako experimentalni, abychom si onu zavislost sily na vzdalenosti magnetd promérili. Muzeme
otekéavat, Ze sila bude klesat pomaleji nez 1/r?.

Na zavér teoretického tvodu uvedme, ze v analogii z elektrostatikou bychom mohli silu
mezi dvéma kolinedrnimi dipdly (dipdly lezi na jedné piimce, dip6lové momenty maji opaény

smér) zapsat jako
1 1 2
F=1(—- - 1
<w2 ICEE Ok (w+L>2)’ (10

kde Y je konstanta zavisla na materidlu a rozmérech magnetu a L je charakteristicky rozmér
magnetu. Pro z > L se lze presvédéit'?, Ze sila klesa podle vztahu F = 6L2Y /z*. V opacéné
limité * < L vsSak sila diverguje, vztah tedy pro velice kratké vzdalenosti nedava spravné
predpovédi. Uvidime, jak bude odpovidat naméfenym hodnotam.

Meéreni

Meéfili jsme silu mezi magnety, mezi témi stejnymi, jako kazdy fesitel obdrzel v obélce
se Sestou séril. Jak mérit, jsme vam napovédéli. Mezi magnety budeme vkladat listy papiru
a budeme méfit silu nutnou na odtrzeni magnetid od sebe. Je vhodné pouzit néjaky jemny
papir, jednak kviili malé hmotnosti a jednak kvili malé tloustce.

Vzdélenost magnettt muzeme urdit jako pocet listi papirti mezi magnety krat tloustka
papiru. Tloustku papiru pak nejlépe zjistime opakovanym méfenim tloustky nékolika desitek

12) Formuli pro silu prepiseme

oyl 1 2 1
B z2  x2 (1+2L/x)2 22 (1+ L/x)2

a vyuzijeme Tayloriiv rozvoj 1/(1 4 €)% =1 — 2¢ + 3¢2 + O(¢%).
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vrstev papiru, ¢imz podstatné snizime chybu méfeni i chybu statistickou. Jinou moznosti je
mé&Fit vzdalenost mikrometrem pro kazdé méreni zvIast.

Silu nutnou k odtrzeni magnetii od sebe lze mérit silomérem nebo vazenim. Méfeni silo-
mérem bude zatizeno velkou chybou. Jednak proto, ze siloméry nejsou vétsinou konstruovany
k dostateéné pfesnému méfeni. Podstatnéjsi je vSak fakt, ze k odtrzeni magnett dojde néhle
a neoc¢ekavané a maximalni vychylka siloméru pujde odecist jen béhem kratkého okamziku.

Lepsi metoda je nasledujici. Jeden magnet upevnime tak, Ze rozhrani mezi magnety bude
vodorovné, a na ten druhy spodni budeme zavésovat zavazi, dokud nedojde k odtrzeni. Jako
zavazi 1ze pouzit cokoli, nejlepsi je vSak néco, co lze pridavat po malych kouscich, jako naptiklad
pisek nebo voda. Po odtrzeni zméfime hmotnost zavazi véetné spodniho magnetu a pripadné
pomocné konstrukce pfipevnéné k magnetu (tj. miska), do které umistujeme zévazi. K méteni
hmotnosti pouzijeme dostateéné presné vihy. Sila, kterd zpusobila odtrzeni magnetii od sebe,
je, jak tusite, tihova sila. Tu ur¢ime snadno z hmotnosti vztahem F' = mg. Jediné uskali
spoéiva ve velikosti tihového zrychleni, za kterou budeme dosazovat hodnotu g = 9,81 m-s™2.
Tim se dopustime systematické chyby, ale zanedbatelné vii¢i ostatnim chybam.

Vysledky

Dovolili jsme si prevzit hodnoty naméiené Terkou Jerdabkovou, ktera provedla nejpreciznéjsi
méfeni, za coZ ji velice chvélime. Povazte sami. Méfila silu pro 30 riznych vzdalenosti (tedy az
29 vrstev papirt) a pro kazdou vzdalenost méfila silu pétkrat. Tloustka jednoho papiru byla
(0,100 + 0,002) mm. Namé¥ené hodnoty naleznete v tabulce a v grafu na obrazku 13. Kromé
hodnot zobrazujeme i chybu méfeni sily Ar pomoci chybovych tseéek. Chybu uréeni vzda-
lenosti magnetii povazujeme za zanedbatelnou oproti chybé zmétené sily, a proto ji do grafu
nezakreslujeme.

Zmérené hodnoty sily mezi magnety pro rizné vzdalenosti

= [mm] | 0,00]0,10]0,20]0,30[0,40]0,50[0,60]0,70]0,80[0,90 [1,00] 1,10 1,20 [1,30] 1,40
FN] [212]1,90]1,65[1,49|1,34[1,20[1,11[0,99]0,88]0,82(0,79]0,72]0,67 0,61 0,57
Ar [N]]0,05]0,09]0,05]0,12 0,09 [0,07|0,10[0,05[0,08]0,04]0,02]0,05]0,04]0,03 0,05
z [mm] | 1,50 [1,60 1,70 [ 1,80 [ 1,90 [2,00]2,10[ 2,20 2,30 2,40] 2,50 | 2,60 [ 2,70 [ 2,80 [ 2,90
F[N] [0,54]0,49]0,440,42]0,36 0,36 0,32]0,30[0,27|0,25]0,25 [ 0,23 [ 0,22] 0,19 0,17
Ar [N]]0,03]0,03]0,03]0,02]0,03]0,02]0,03]0,04]0,03]0,03]0,02]0,02]0,03]0,030,03

Zmeétenim 30 bodt zavislosti nase Gsili samozfejmeé skoncit nesmi. Naméfenymi body pro-
lozime k¥ivku. Pfedpokladejme nejprve mocninnou zévislost F(z) = A(z/b — 1)"¢ a hledejme
hodnoty parametria A, b a c. Vysledkem je

A=(21+15)N, b=(2,8+0,6) mm, c=(3,3+£0,6).
Kfivka této fitované zavislosti je vynesena v grafu na obrazku 13.
Rovnéz muzeme zméfené body fitovat funkei ve tvaru (10), kterou jenom zkorigujeme po-
sunem pocatku soufadnic o a. Nami zvolend nulovd vzdalenost mezi magnety totiz nemusi
odpovidat nulové vzdalenosti podle teoretického modelu. Parametry vyjdou

T = (124 9)N-mm?, L=(2,7£1,7) mm, a=(2,0+£0,4) mm.
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Vysledna funkce ma téméf identicky prabéh jako pfedchozi mocninna zavislost, v grafu ji tedy
odpovida stejna kiivka (v daném zvétseni by mezi k¥ivkami nebyl patrny rozdil).

£ [N]

2,01 o Namé¥ené hodnoty
— Fitovana zavislost
1,5+
1,0+
0,5+
0 + + + + +
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 x [mm]

Obr. 13. Graf zavislosti sily mezi magnety na jejich vzdalenosti

Diskuse a zavér

Silu mezi magnety v zavislosti na jejich vzdalenosti jsme méfili v rozmezi od nulové vzda-
lenosti, az dokud byla sila mezi magnety nasimi moznostmi méfitelnd, tj. v rozmezi 0—3 mm.
Méfeni se dalo realizovat relativné pfesné, coz lze vidét i z grafu, protoze body lezi na hladké
kiivce a nejsou kolem ni ,,ptili§ rozhazené“.

Hledali jsme mocninnou zavislost, kterd nejvice odpovidéd zmérenym bodim, a vysledkem
byl pokles zhruba se tfeti mocninou vzdalenosti ¢ = (3,3 £ 0,6). To je ofekdvany zavér (pokles
je pomalejsi nez se ¢tvrtou mocninou).

Pii fitovani teoretického vztahu (10) jsme dospéli k vysledku, ktery také vyborné vystihuje
zévislost zméfenou, a navic jsme ziskali odhad pro rozmér magnetu L = (2,7 + 1,7) mm, coz
odpovid4 realité.

Slusi se jesté okomentovat vysledné chyby. Jisté jste si v§imli, Ze chyby fitovanych parametru
jsou pomérné velké. To je zpusobeno tim, Ze parametri je hodné, neméme pro né zadna
omezeni a zméfené body postihuji relativné kratky interval. Napriklad pokud vyrazné zménime
hodnotu parametru Y, miZeme to kompenzovat posunem funkce ve sméru osy x, tedy zménou
parametru a a dostaneme srovnatelné dobrou kiivku. Pokud bychom znali b pfi prvnim fitu ¢i
a ve druhém, vysledky by se vyrazné zpfesnily.

Pti mérfeni bylo také nutné neopomenout faktu, ze sila se mize ménit i pfi vzdjemném
otaceni magnett. To je zpisobeno tim, ze magnety byly uchyceny v kovovych pouzdrech, do
kterych mohly byt vlepeny trochu nakfivo.
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Poznamky k doslym fesenim

S vétsinou FeSeni jsem byl spokojen a seslo se jich hojné. Obzvlast jsem ocetioval Fesitele,
ktefi mérili peclivé a nebyli lini zmérit silu pro co nejvice vzdalenosti. Také jsem ocenoval
ty, kteri neskoncili u méfeni a pustili se do fitovdni a vyhodnoceni chyb, coz by mél byt
neopomenutelny fakt pfi méreni zavislosti dvou velic¢in. Néktefi resitelé fitovali exponencialni
zévislosti, coz je vzhledem k fyzikalni povaze tlohy neopodstatnéné.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.S ... na pfani (7 bodi; primér 4,50; vesili 2 studenti)
Pokuste se o feseni libovolného problému z Sesté kapitoly serialu.
Zadal, nezadal Marek Pechal.

Viyhlidka na Zemi
Rovnici trajektorie svételného paprsku v okoli ¢erné diry
1 1,3M
de2r = 1 72
nejdiive prevedeme do tvaru ponékud vhodnéjsiho pro numerické feSeni. Vsimneme si, ze

d1l  1dr 1dr

der  r2de  rdz’
kde dz je element vzdalenosti ve sméru tthlové soufadnice . Oznacéime-li « thel, ktery s timto

smérem svird smér paprsku v daném bodé (znaménko a volime kladné, pokud paprsek obiha
v kladném smyslu a pfitom se zmensuje jeho vzdalenost od centra), pak plati

da1_1.,
dpr 7 &
Odtud pak opétovnym derivovanim dostaneme, ze
21 1 1
a1 1 te? o doy _ 1 dla+y) 1
dp? r cos? a dp

rcos2a  dy r’

Daéle zfejmé thel o + ¢ vyjadfuje smér svételného paprsku v daném bodé (tj. natodeni
vektoru k nému teéného vidi jistému pevné danému vektoru). Oznaéme a + ¢ = . Soudin
r dep je opét roven elementu dz a ten lze vyjadrit jako cos avds, kde ds je element drahy paprsku.
Dosazenim pak dostavame

d?>1 1 1 dyp

dp2r r  cosads’

Pouzijeme-li pak zadanou rovnici trajektorie, ziskdme jednoduchy vysledek

de —%cosga.

ds 72
Protoze vsak pii numerickém vypoctu bude vyhodnéjsi pracovat spise se samotnym te¢nym
vektorem nez s tthlem popisujicim jeho smér, provedeme jesté dalsi upravy. Jako n budeme
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oznacCovat jednotkovy vektor ve sméru paprsku, jako r vektor sméfujici z pocatku soufadnic
do piislusného bodu trajektorie a e, budiz vektor kolmy k roviné pohybu paprsku (zvoleny
tak, ze vektory e, e, a e, tvoii kladné orientovanou bézi). Jelikoz vektor n ma konstantni
jednotkovou velikost, plati d(n - n) = 0, tedy n-dn = 0. Navic n x dn = e, sin(dy) ~ e. dyp,
odkud plyne nxdn = e, dy. Vynasobenim této rovnosti vektorové vektorem n zleva a vyuzitim
znamé identity @ x (b x ¢) = b(a - ¢) — c(a - b) dostaneme n(n-dn) —dn(n-n) = n x e; dy,
neboli dn = —n x e, dp. Odtud pak ihned dostaneme

d—n:—nxe d—w:—ﬂnxe cos®
ds “ds r2 i '
Vyuzijeme-li déle zfejmé rovnosti n X r = re, cos «, ziskame dosazenim

dn _ —ﬂn x (nx r)|nxr|?
r

Vyhodou této vektorové rovnice je, Ze plati obecné, a nejen pro pohyb v jediné zvolené
roviné. Doplnime-li ji o druhou rovnici, ktera popisuje, jak se pfi pohybu méni vektor r, tedy
dr

— =n
ds ’

dostaneme soustavu dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmé vektorové funkce n(s)
a r(s), které mizeme snadno Fesit napiiklad nékterou z Runge-Kuttovych metod. Ziskame tak
rovnou trajektorii paprsku parametrizovanou drahou s.

Mizeme tedy prikrocit k samotnému raytracingu, jehoz princip byl popsan v zadani. Jed-
noduse za¢neme s polohovym vektorem r(0), ktery je roven polohovému vektoru pozorovatele,
a smérovym vektorem n(0), ktery predstavuje smér pozorovatelova pohledu. Pak fesime vyse
uvedenou soustavu ODR a sledujeme, jestli paprsek nezasahl povrch nékterého z objekti, které
jsme si do 3D scény umistili. Jestlize ano, vykreslime na pfislusné misto promitaci roviny bod
(jeho barva miize byt odvozena napf. z barvy, struktury a osvétleni zasazeného bodu objektu).
Jestlize paprsek nic nezasihl ani po pfedem zvoleném maximélnim poc¢tu vypocetnich kroku,
bod nevykreslime (nebo vykreslime bod s barvou pozadi'?). Stejné tak, pokud paprsek zmizel
pod horizontem ¢erné diry (tj. jeho vzdalenost od ni se zmensila pod hranici 2M).

Princip algoritmu, ktery jsme pouzili my, je jednoduchy. Kazdy z objektti ve 3D scéné
je reprezentovan urcitou redlnou funkci f v tfirozmérném prostoru. Kladna hodnota funkce
znamena, ze prislusny bod je vné objektu, zdpornd oznacuje vnitini body objektu (pro kouli
o poloméru 2 a stfedu v bodé (1,2,3) by takovd funkce mohla byt napf. f(z,y,z2) = (v —
1)2 + (y — 2)® + (z — 3)? — 4). P¥i numerickém integrovani soustavy ODR tedy opakované
pocéitdme hodnotu funkce f v bodé r. Pokud je kladna, pokracujeme ve vypoctu. Jakmile zméni
znaménko, vime, Ze paprsek narazil na objekt. Vratime se tedy o krok nazpatek, zmensime krok
(napf. na polovinu) a postupujeme dale. Tuto proceduru opakujeme, dokud neni krok mensi
nez pozadovana piesnost, s jakou chceme priisecik paprsku s povrchem objektu najit.

N4&s program jsme obohatili o nékteré spise kosmetické drobnosti, jako je moznost stinovani
objektu podle libovolné rozmisténych svételnych zdroji (nepocitdme vsak se stiny, které vrhaji

13) Ta ovSem nemusi byt konstantni. Mizeme predpokladat, ze paprsek se dale pohybuje rovnomérné
(provedli jsme velky podet vypocetnich krokt, pfedpokladdme tedy, Ze se paprsek nachéazi nékde daleko
od centra), a vypocitame, kde protne ndmi zvolené vzdélené objekty. Témi mize byt napfiklad krajina,
hvézdné nebe apod.
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samotné objekty, s odrazy ani s ohybem svétla ze zdrojui v gravita¢nim poli — feSeni podobnych
detailt neni pro nas tdel nezbytné) ¢ naneseni textury na objekt.

Vykreslovali jsme vzhled scény sestavajici ze
Zeme, v jejimz okoli se vznasi Cernd dira. Pri-
tom jsme samoziejmé nebrali v potaz fakt, Ze
by nase draha planeta byla slapovymi silami od
takto masivniho objektu v okamziku roztrhana
na kousky (nasim cilem je pouze znédzornit de-
formaci vzhledu objektt v okoli velmi masivniho
télesa). Také jsme neuvazovali frekvenéni posuv
v gravita¢nim poli, ktery by zpusobil zménu
barvy prichazejiciho svétla.

V jedné ze simulaci jsme pozorovatele po- i %-&j‘é ’
sadili do podatku soufadnic a Zemi do bodu ) "Ukﬁ'?-?i’q"'f‘ﬁ&l%?'ﬂlé#--"'
o soufadnicich (0,0, —3). Jednotka délky je zvo-
lena tak, ze polomér Zemé je roven 0,4. Do bodu
(—0,2;0; —1,5) jsme umistili &ernou diru o polo- Obr. 14. Vzhled scény slozené ze Zemé se
méru 2M = 0,02 (to odpovida cca stondsobku stfedem v bodé (0,0, —3) a polomérem
hmotnosti Slunce — fatalni dusledky pro Zemi 0,4 a cerné diry o stfedu (—0,2;0; —1,5)
i pozorovatele ziejmé netfeba zdtraziovat). Po- a polomeéru 0,02 z hlediska pozorovatele
zorovatel se diva proti sméru osy z, tedy pfimo v pocatku

k Zemi. Znaéné pok¥iveny obraz, ktery uvidi, je znazornén na obrazku 14.14

Zavérem jesté drobné doznani. Zatajili jsme pfed vadmi jednu nepiesnost naseho modelu.
Sférické souradnice, ve kterych popisujeme pohyb paprsku, jsou pouze matematicky zavedené
objekty. Ve velké vzdalenosti od ¢erné diry sice maji stejny vyznam jako ,obycejné* sférické
soufadnice, ¢im vice se v8ak pfiblizujeme k horizontu udalosti, tim vice se od nich 1isi. Sférické
soufadnice, které jsou ze své definice soufadnicemi v plochém ¢asoprostoru, nemuzeme v jejich
ptvodnim vyznamu pienést do casoprostoru zakfiveného. Jednim z dusledkt této komplikace
je, ze pri prechodu od ndmi pouzitych ,sférickych* souradnic do soufadné soustavy pozorovatele
stojiciho v uréité vzdalenosti'® R od erné diry musime vzdalenosti v radidlnim sméru vydélit
faktorem 1—2M/ R, zatimco vzdélenosti v tangencidlnim sméru ziistavaji stejné. Striktné vzato
tedy nami ziskané obrazky nejsou zcela presné, protoze smérovy vektor paprsku je tieba pred
zaCatkem vypoctu netrividlné pretransformovat z pozorovatelovych soufadnic do globalnich
(podobné jako v piipadé specidlné relativistického raytracingu uvedeného jako piiklad v za-
déni). Oprava vSak nastésti spo¢iva pouze v preskalovani obrazki pravé zminénym faktorem
1 — 2M/R. Ten se navic pro nase obrazky lisi od jednicky jen fddové o setiny.
Chaotické dvojkyvadlo

Z pohybovych rovnic dvojkyvadla jsme si vyjadrili 91 a s jako funkce Y1, D2, 91 a Da.
Pfitom jsme zvolili mq = mo, l1 =1z (tedy p=1/2a»=1)aw=1.

Soustavu ODR jsme fesili Runge-Kuttovou metodou ¢tvrtého fddu. Tato metoda je pro
vétsinu aplikaci dostateéné presnda, v pripadé chaotickych systémi vSak ani ona nedokaze po-

14)  Dalsi obrazky i program raytracing console.pas, kterym byly vytvofeny, muzete najit na FY-
KOSich webovych strankach.

15) Dalsim prikladem zvrhlého chovéni prostoru v obecné relativistickych situacich je to, e i samotny
pojem vzdalenosti prestava byt tim, ¢im se zda. Pokud napriklad zméfime vzdalenost mezi dvéma body
pomoci radiolokace, dostaneme jiny vysledek nez pii ,fyzickém® méfeni pomoci tuhych tyci.
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skytnout zcela spolehlivé vysledky. Pokud bychom chtéli skutec¢né precizné simulovat chovani
dvojkyvadla, bylo by tifeba pouzit néktery ze sofistikovanych algoritmi navrzenych specidlné
pro Feseni pohybovych rovnic (nap¥. tzv. symplektické integratory). Néas ale spiSe nez konkrétni
stav kyvadla po urcité dobé zajimaji statistické aspekty jeho ¢asového vyvoje. Mizeme se tedy
spokojit i s ,méné presnou“ metodou.

Pii kazdé simulaci jsme nejdfive ndhodné nastavili polohu jednoho kyvadla (zvolili jsme
nahodn& 91 a 92 z intervalu [0,2w)) a podateéni rychlosti jsme polozili rovny nule. Uhly 9}
a 95 pro druhé kyvadlo jsme pak nastavili na k1, resp. ka-nasobek thld 91, resp. 92, kde

ki =14+¢esina,

ka=1+4+c¢ccosa.

Tato procedura zajisti, aby relativni odchylka poloh obou dvojkyvadel byla pfiblizné rovna
danému ¢ a pritom byla ndhodné rozdélena mezi thly 9; a 92 podle ndhodného parametru a.
Pro nas vypocet jsme zvolili e = 5 - 10710 (jde tedy skute¢né o velmi malou odchylku).

Po nastaveni poc¢atecénich podminek jsme provadéli simulaci obou kyvadel (pouzili jsme
integra¢ni krok dt = 2 - 10™%) a pribézné sledovali hodnotu odchylky

d= (91 —97)% + (92 — 95)% + (D1 — D7) + (D2 — D)2

Cetnost
6000
5000 t

4000 1

3000

2000 1

1000 1

o o011 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Smérnice pfimky

Obr. 15. Histogram smérnic pfimek prolozenych zavislostmi log d(t)

Simulaci'® jsme zastavili po dosaZeni ¢asu t = 36, p¥ipadné pokud d piekroéilo hodnotu 1.

16) Program chaos_dvojkyv.pas naleznete na FYKOSich webovych strankach.

38



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI éislo 7/7

Jestlize se vzdélenost obou kyvadel ve fazovém prostoru skutecné zvétsuje priblizné ex-
ponencialné, pak hodnota veli¢iny log d roste zhruba linedrné. Zavislosti log d(¢) ziskanou vy-
poctem jsme tedy prolozili pfimku pouzitim metody nejmensich ¢tverci a zaznamenali jeji
smérnici (kterd souvisi s Lyapunovovym koeficientem).

Cely vypocet jsme opakovali 50000krat a vypoctené smérnice jsme zndzornili ve formé
histogramu (viz obrézek 15).

Vidime, ze typicky se hodnota smérnice pohybuje v fadu desetin. Maximalni hodnota je pfi-
blizné 0,6. V histogramu se sice vyskytuji i vyssi hodnoty, ale jejich zastoupeni je zanedbatelné.
Uvédomme si také, ze pouzitd metoda trpi nékolika tézko odstranitelnymi neduhy — napriklad
zévislost log d(t) je linearni jen v dlouhodobém priméru, pro pfesnéjsi uréeni smérnice by tedy
bylo tfeba provést mnohem delsi simulaci (pokud mozno v ¢asovém useku Fadové vétsim, nez
je typickd perioda pohybu dvojkyvadla). To ovSem neni mozné, pravé protoze je studovany
systém chaoticky. Aby si obé dvojkyvadla zustala po celou dobu vypoctu blizkd, musime je-
jich pocatecni podminky volit co nejblizsi, tedy € musi byt co nejmensi. Zde ovSem narazime
na omezené moznosti pocitacové aritmetiky. Jestlize € prilis zmensime, nebude pouzity realny
datovy typ schopen zachytit takto malé rozdily v polohach obou dvojkyvadel.

Ziskany vysledek tedy je nutné zatizen chybou, kterou musime ur¢itym zptsobem odhad-
nout. Provedeme jen velmi hruby odhad podle charakteru ziskaného histogramu. Hodnoty
smeérnice okolo 0,5 jsou jiz zfejmé zastoupeny statisticky vyznamné, zvolime tedy chybu cca
0,1 a za maximalni hodnotu smérnice vezmeme 0,6 + 0,1.

Nyni jiz zbyva jen urcit hodnotu maximalniho Lyapunovova koeficientu. Vzdalenost dvoj-
kyvadel ve fazovém prostoru se, jak vime, méni s ¢asem pfiblizné jako A exp(At). Veliéina d je
v8ak druhou mocninou této vzdalenosti, a jeji logaritmus se tedy méni jako

logd(t) =~ 2(log A + Xtloge).

Smeérnice, které jsme pocitali, jsou tedy rovny 2Aloge. Odtud jiz jednodusSe zjistime, ze
maximalni Lyapunoviv koeficient je

)\max - (0,7 + 0,1) .

Podivejme se, co to znamena. Maximalni Lyapunoviv koeficient udava miru predvidatel-
nosti systému. Co kdyz si sestrojime dvojkyvadlo a chceme predvidat, jak se bude pohybovat,
kdyz jej vypustime z dané polohy? Na jak dlouhy ¢asovy tisek budeme moci udélat spolehlivou
predpoveéd?

Predpokladejme, ze mame k dispozici zazra¢né experimentalni vybaveni, které nam umozni
pfi urcovani pocateéni polohy soupetit s dosud nejpresnéjsim mérenim viubec, kterym je urcéeni
frekvence hyperjemného piechodu v atomu rubidia na 15 platnych ¢islic. Nase dvojkyvadlo se
tedy stane nepiedvidatelnym pfiblizné po uplynuti ¢asu 7', pro néjz

exp(AT) ~ 10",

Odtud dostaneme T ~ 50. Vzhledem k tomu, Ze jsme na pocatku zvolili w = 1, odpovida tento
Casovy usek asi osmi kmitim dvojkyvadla, coz neni nikterak oslnivy vysledek.

Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES V % X
Student Pilnyg MFF UK 4 4 4 4 4 8 7 35 100 168
1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 2222 31 - 12 42 49
2. Zuzana Bogdrovd G TLudovita Sttra, Trenéin -3 -2 2 - - 7 59 38
3. Ondiej Maslikiewicz ~ SPS Hronov 342 -3 - - 12 45 30
4. Barbora Drozdovd G TLudovita Sttra, Trenéin - - - 5 - 5 55 27
5. Tomds Bartonék G O. Havlové, Ostrava - Poruba - - - - - - - 0 27 18
6. Tomas Volf G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - = 0 65 13
7. Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava - - = - - - - 0 44 12
8. Michal Gallovié G Ludovita Stara, Trenéin - - - -0 5 - 5 2/ 10
9. Barbora Veselkova G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - 0 44 7
10. Michal Pokorny G Décin - - - - - - - 0 67 4
11. Ondrej Palla SPS Hronov - - = - - - - 0o 17 3
12. Petr Pecha SPS strojnicka Vsetin - - - = - - - 0 50 2
Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PE VvV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 35 100 168

1. Zuzana Docekalovd G Ostrava - Hrabuvka 432 -209 20 71 103

2. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 2324 2 5 18 64 93

3. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 53 44 4 6 26 81 91

4. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 322021 15 56 81

5. Jan Bogar G TLudovita Stutra, Trenéin - 332 2 10 64 73

6. Tereza Jerabkovd SPS a SOU Letohrad 53 - - 4 - 12 75 62

7. Veronika Pastykovd G J. Ortena, Kutna Hora 1222 1 5 13 41 53

8. Katerina Honzdkovda G Jana Keplera, Praha 3 3 2 3 - 11 74 50

9. Jana Bazovd G TLudovita Sttra, Trendin - - - -2 5 7T 49 43

10.-11. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 512 -2 2 12 67 38

Michal Miiller G Jevicko 122 -2 - 7 56 38

12. Petra Krniazekovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - = = 0 53 31

13. Lada Peksova G Ch. Dopplera, Praha - - 0 62 21

14. Martin Chudjak SPS Martin - - - 0 35 17

15. Frantisek Steinhauser G Dacice - - - - - - 0 50 10

16. Lukds Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov - - - = = - 0 82 9

17. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava - - - - - - 0 21 7

18.-19. Michal Spanko G Havlicktv Brod - - - = = - 0 38 5

Anna Vacitovad VOS a SPS G Evropska, Praha - — — — — — 0 25 5

20. Irena Pavlickovd G a SOS Frydek-Mistek - - - - - - 0 100 3

21.—23. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin - - - - - - 0 67 2

Veronika Drgomiovd G Hlohovec - - - - - - 0 29 2
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Simona Larikovd G Havlickiv Brod - - - = 0 17
24. Martina Bartoriovd G Hlohovec - - = - 0 38
Kategorie tretich rocniku
jméno $kola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 4 44 4 4 8 7 35 100 168
1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 532335 2 23 7, 94
2. Hana Sustkovd G Trutnov 22203 6 3 18 52 88
3. Karel Koldr G Spitélska, Praha 4 223 4 - - 15 66 87
4. Michal Koutny G Masarykovo nam., Ttebi¢ 44423 -3 20 78 82
5. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava 4 4 2 2 2 2 16 62 72
6. Zuzana Chlebounovda G M. Kopernika, Bilovec - - - - - - = 0 69 44
7.—8. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 4 22 2 2 — - 12 75 43
Alzbéta Kadlecova G Jana Keplera, Praha - - - - 0 66 43
9. Michal Maizner G Zilina - Vl¢ince - - - - - - - 0 71 42
10. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin 011 - - 4 - 6 51 40
11. Jana Figulovd G TLudovita Sttra, Trendin -3 - - -4 - 7T 70 37
12. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 55 35
13. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - - - - - - - 0 89 33
14.—-15. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - - 0 56 32
Miroslav Klimos G M. Kopernika, Bilovec - - - - - = 0 58 32
16. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - 4 - 4 66 25
17. Martin Zahradnik G Trebon -1 -- - - - 1 62 24
18. Vidclav Obrdzek G Jana Keplera, Praha - - = - - - - 0o 74 20
19. Eva Haskova G a SOS Upice - - - - - - - 0o 3, 15
20. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - - - - - - 0 52 12
21. Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 69 11
22. Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem - - - - - - - 0 67 8
23.—24. Richard Polma G Mlada Boleslav - - - = - - - 0 50 6
Ondrej Ruzicka G a SOS Hofice - - - - - - - 0 38 6
25. Matej Dzuro G Hlohovec - - - - - - = 0 21 3
26. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - — - - - - 0 20 1
Kategorie ctvrtych rocniki
jméno skola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 4 444 4 8 7 35 100 168
1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 6 4 22 - —-— - 14 81 109
2. Airidas Korolkovas 4 2 4 4 3 - - 17 84 89
3. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary -4 3 3 - - 10 82 80
4. Jan Hermann G Cesky Krumlov - - - - - - 0 91 75
5. Marek Necada G Jihlava - - - - - 0 82 51
6. Peter Ondac G Humenné - - - - - - 0 58 42
7. Prabhat Rao Pinnaka 4 - - - - - 4 39 34
8. Juraj Hartman Jirdskovo G Nachod - 14 - - - - 5 61 27
9.—10. Dalimil Mazaé G Jana Keplera, Praha - - -5 - - - 5 133 12
Hana Sirovd G F. Palackého, Val. Mezifici - - — - — — — 0 109 12
11. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - - 0 88 7
12. Lukas Labor G Tfinec -2 2 - 2 - - 6 50 6
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Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 1234PE VI % X

Student Pilny MFF UK 3443 3 8 32 100 200

1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 3121-0 7 41 56

2. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trencin 34 - -3 - 10 65 48

3. Ondiej Maslikiewicz SPS Hronov 3 -22 2 6 15 52 45

4. Barbora Drozdovd G Ludovita Stara, Trenéin 4 3 - - 3 4 14 61 41

5. Tomds Bartonek G O. Havlové, Ostrava - Poruba 3 - 1 — 2 3 9 32 27

6. Tomds Volf G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - 0 65 13

7. Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava - - - - - - 0 44 12

8.—9. Peter Kosec G Ludovita Stara, Trencin 34 - - - 4 11 73 11

Patrik Svanéara G Ludovita Stuara, Trenéin 34 - - - 4 11 78 11

10. Michal Gallovi¢ G Ludovita Stara, Trencin - - - - - - 0o 24 10

11. Barbora Veselkova G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - 0 44 7

12. Petr Pecha SPS strojnicka Vsetin 3 - -1 - - 4 60 6

13. Michal Pokorny G Décin - - - - - - 0 67 4

14. Ondrej Palla SPS Hronov - - - - 0 17 3
Kategorie ctvrtych rocnik(

jméno skola 1234PE VI % X

Student Pilny MFF UK 34433 8 32 100 200

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha - - - - - - 0 &1 109

2. Airidas Korolkovas 324 - -7 16 84 105

3. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary - - - 0 82 80

4. Jan Hermann G Cesky Krumlov - - 0 91 75

5. Marek Necada G Jihlava - - - - - - 0 82 51

6. Prabhat Rao Pinnaka 144 - -5 14 45 48

7. Peter Ondac¢ G Humenné - - - - - - 0 58 42

8. Juraj Hartman Jirdskovo G Néachod - - - - - - 0 61 27

9. Lukads Labor G Tftinec 3144 - — 12 69 18

10.—11. Dalimil Mazaé G Jana Keplera, Praha - - - - 0 133 12

Hana Sirovd G F. Palackého, Val. Mezifici - - - — — — 0 109 12

12. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 88 7
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234P E VI % X
Student Pilny MFF UK 3443 3 8 32 100 200

1. Zuzana Docekalovd G Ostrava - Hrabuvka 21 --3 7 13 71 116
2. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 3123 3 8 20 66 113
3. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 3443 -7 21 83 112
4. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 3143 3 2 20 57 101
5. Jan Bogadr G Ludovita Sttra, Trenéin 4 2 4 - 3 4 17 66 90
6. Tereza Jerdabkovd SPS a SOU Letohrad 3 - - -3 10 16 80 78
7. Veronika Pastykovad G J. Ortena, Kutna Hora 1222 3 6 16 45 69
8. Jana Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 4 4 - - 3 4 15 55 58
9. Katerina Honzakovda G Jana Keplera, Praha 322 - - - T 72 57
10. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 313 - -3 10 63 48
11. Michal Miller G Jevicko 3 -3 - -3 9 57 47
12. Petra Kriazekovd G Ludovita Stara, Trenéin 2 - - 3 - 5 56 36
13. Lada Peksova G Ch. Dopplera, Praha 2 2 3 7T 64 28
14. Martin Chudjak SPS Martin - - - - - 0 38 17
15. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava 11112 - 6 25 13
16. Frantisek Steinhauser G Dacice - - - - - - 0 50 10
17. Lukds Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov - - - - - - 0 82 9
18. Kristyna Onderkova G Budéjovicka, Praha 30113 - 8 47 8
19.-20. Michal Spanko G Havli¢kiv Brod - - - 0 38 5
Anna Vacirovd VOS a SPS G Evropské, Praha — — — — — — 0 25 5

21. Irena Pavlickova G a SOS Frydek-Mistek - - - - - - 0 100 3
22.—24. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin - - - - - = 0o 67 2
Veronika Drgonova G Hlohovec - - - = - - 0 29 2
Simona Lankovd G Havli¢kuv Brod - - - - - - 0 17 2

25. Martina Bartornovd G Hlohovec - - - = = = 0 33 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES VI % X
Student Pilny MFF UK 3443 3 87 32 100 200

1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 3 -23 35 16 7/ 110

2. Karel Koldr G Spitalska, Praha 3422 3 4 - 18 67 105
3.—4. Michal Koutny G Masarykovo nam., Trebic¢ 312- - 925 20 74 102
Hana Sustkovd G Trutnov 32213 3 - 14 53 102

5. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava - - - - - - - 0 62 72

6. Alzbéta Kadlecovd G Jana Keplera, Praha 3 - 22 - 6 - 13 67 56

7. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 1 3 4 - - - 8 75 51

8. Jana Figulovad G Ludovita Sttra, Trencin 3 - - 3 4 - 10 70 47
9.—10. Zuzana Chlebounovda G M. Kopernika, Bilovec - - - - 0 69 44
Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 12431 - - 11 81 44

11. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha 1 2 - — 5 — 8 5/ 43
12. Michal Maizner G Zilina - Vl¢ince - - - - - 0 71 42
13. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 2 -2 2 3 - - 9 59 41
14. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin - - - - - - - 0 51 40
15. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin 212 -3 - — 8 63 33
16. Miroslav Klimos G M. Kopernika, Bilovec - - - - - - 0 58 32
17. Vaclav Obrazek G Jana Keplera, Praha 3131 - 2 - 10 61 30
18. Martin Zahradnik G Trebon 3 - -2 - - 5 64 29
19. Eva Haskova G a SOS Upice 21213 - - 9 39 24
20. Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha 3 -2 4 3 - 12 68 23
21.—22. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - - - - - 0 52 12
Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem 2 -2 - - - - 4 63 12
23.—24. Richard Polma G Mlada Boleslav - - - - - - - 0 50 6
Ondrej Ruzicka G a SOS Hotice - - - - - - - 0 38 6

25. Matej Dzuro G Hlohovec - - - - - - = 0 21 3
26. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - — — — — — — 0 20 1
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