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21. roénik, tloha VI.4 ... rychly uprk (8 body; primér 2,10; tesilo 20 studenti)

Ptdk FYKOS&k stateéné prcha chodbou (nemuze v ni letét), v patdch ma dva vojdky,
kterym se pred okamzikem vymkl z pout. Chodba zataci ve tvaru pismene L a pterodaktyl
horlivé premysli, jak dal.

Chodba je siroka w, pterodaktyl bézi rychlosti vo a zatacka je ve vzdalenosti d. Pokud
velikost ptakova zrychleni dosahne hodnoty ao, pterodaktyl uklouzne, spadne a bude chycen.
Po jaké draze ma bézet a jak se ma naklanét, aby ho zatacka zdrzela co nejméné?

Neodhadl Honza Jelinek pri dobithdni tramvaje za rohem.

Podstatou této ulohy bylo najit dréhu, kterd minimalizuje ¢as projeti zatackou. (Nikoli
zrychleni jak se mnoho Fesiteli mylné domnivalo). I kdyz v nésledujicim autorském Feseni
postupujeme jinak, pfi opravovani doslych fesSeni jsme akceptovali i pfedpoklad, ze ptak FY-
KOSék probéhne zatackou po dréaze slozené jenom z piimek a ¢asti kruznice. Spravné reseni
ulohy se totiz ukazalo byt (oproti odekavani) ponékud komplikované. Dobfe vypracované fe-
Seni tohoto typu vSak muselo obsahovat informaci o poloméru kruznice, po které ptak pobézi,
zdivodnéni, proc je pravé tenhle polomér nejlepsi, a diskuzi podminek ulohy.

Za ptfedpokladu, ze pfi pohybu po kruznici musi ptak FYKOSak zpomalit, byl nejvyhod-
néjsi nejvétsi mozny polomér. Jinak to byl nejmensi polomér, po kterém se mohl pohybovat
svou maximalni rychlosti a projel zatac¢kou (krat$i draha — mensi cas). Kdyz se totiz zapsal
¢as pruchodu zatackou jako funkce poloméru (¢as = doba brzdéni na pozadovanou rychlost
+ doba rovnomérného pohybu + doba rovnomérného pohybu po kruznici + doba zrychlo-
vani), nejkratsi vySel pro maximalni polomér. Do diskuze by stacilo poznamenat, ze kdyz bude
zrychleni potfebné na zastaveni z pocatec¢ni rychlosti na vzdalenosti d + b vétsi nez ag, tak uz
nemiize pied zatackou ubrzdit, aniz by narazil do protéjsi stény (anebo doslo ke smyku). Dobte
vypracované feseni tohoto typu méli naptiklad Petr Rysavy anebo Tereza Steinhartovd.

Véagni formulace tlohy zde nemusela byt vzdy na Skodu. Mohli jsme totiz predpokladat
vstupni podminky, které se nam zrovna hodily. K velice origindlnim feSenim lze dojit, u¢inime-li
dodateéné predpoklady o velikosti ¢i sméru pocateéni rychlosti (napf. za¢ind z nuly, sméfuje
k rohu zatacky apod.). Lukd$ Labor dostal bonusovy bod za uvahu, kde pfedpokladal, ze se
béZzec muze odstréit od stény (pro¢ ne?).

Ted bychom méli vyjasnit, co jsme mysleli, kdyz jsme v ivodu fekli ,,ponékud komplikované
feseni“. V principu existuji dvé metody, jak se tloha dala fesit. Prakticka a teoreticka. Tu prvni
0 néco jednodussi muzeme stru¢né nazvat ,,minimalizace ¢asu jako funkce parametri s pouzitim
downhill simplexové metody pfi draze a pribéhu rychlosti aproximovanymi polynomialnimi
funkcemi*.

K dohledani aproximované drahy a pribéhu rychlosti pouzijeme pocitac. Vysvétleni down-
hill simplexové metody by proto mélo patfit spiSe do aktudlniho seridlu. V principu se jednd
o to, ze namisto hledani presné drahy si ji budeme aproximovat néjakou polynomialni funkeci
tvaru y = apx” + An-12" "1 4 ...+ a1z + ago. Cim vice zvolime ¢lentt této fady, tim bude nase
aproximace presnéjsi. Podobné také rychlost zapiSeme jako v = bz +bp_12™ 1 +.. . +biz+bo.
Potom vypocitame ¢as T jako integralni funkci rychlosti po draze. Dostaneme funkci, ktera
bude zéaviset na parametrech a;,b;. Minimum funkce mnoha proménnych najdeme downhill
simplexovou metodou. Splnéni podminek ulohy docilime vhodnou parametrizaci a modifikaci
simplexové metody. Podrobnéji mizeme postupovat nasledovné.

Reknéme, 7e v bodé A pred zatackou k ni ptak FYKOSak utikd svou maximalni rych-
losti vmax a stejné daleko za ni utikd priblizné tou samou rychlosti ale smérem od zatacky.
Okrajové podminky muzeme zvolit zcela libovolné, na postupu feSeni se nic nezméni.
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Pak zavedeme pravotuhlou soufadnou soustavu s pocatkem v rohu zatacky a osou y rov-
nobéZnou s jeji osou. Soufadnici x vyjadiime jako funkci ¢asu a soufadnici y jako funkci x.
Budeme predpokladat, ze tyto funkce maji tvar

T = a3t3 + agt® + art + aoo ,

y = baz® 4+ bax® 4+ b1z + bo ,

kde jsme pro prehlednost zapsali obé funkce jen jako polynomy tietiho f4du. R4d polynomi
samoziejmé muzeme zvolit i vyssi, podle toho, jakou presnost pozadujeme. Miizeme dokonce
zvolit i obecnéjsi funkce (tfeba nahradime ¢ za 7 =t — Tp).

Dale zapiseme podminky tlohy. Budeme chtit, aby ptak FYKOS4ak v zadném okamziku ne-
prisel do kontaktu se sténami chodby. To v dané souradnicové soustavé vyjadiime nerovnostmi

2
lz] <y < |m|+gb.
V z&dném case nemiize bézet rychleji nezli maximalni (tedy poc¢ateéni) rychlosti
2

v <vpmax, 00 =(2)7+ (v'2)?,

kde teckou znacime derivaci podle ¢asu a ¢arkou derivaci podle x. Pozadavek na zrychleni
mensi nez ao zapiSeme jako a? + a2 < aZ, tedy

1
Yy
@+ @)

(# + (v"32 +y'i)?) + (kv?)® < a2,  kde kiivost k= % =

Podminku, zZe za zatackou dosdhnou funkce polohy a rychlosti pozadovanych hodnot zapiseme
jako
V = Umax , v =y |t=0 £ 10%, T =—Ta. (1)

A koneéné ptak FYKOS&k musi projit bodem A a mit v ném pozadovanou rychlost, tedy
pro t = 0 musi byt hodnoty = a y a jejich derivace rovny hodnotdm v bodé A. Jako posledni
musime doplnit jesté ¢ < Tmax. Vyznam této posledni podminky spociva v tom, ze zavrhneme
ty drahy, pro které by priichod zatackou trval prili§ dlouho. Pouzita parametrizace miize totiz
teoreticky popsat i drahu, pti které bude délat kolecka v chodbé.

Podminky pro povolené hodnoty parametri a;, b; mizeme ziskat z predchozich vztaha
tak, ze do nich dosadime funkce z(t) a y(z) v pfedpokladaném tvaru. Pro t = 0 plyne pfimo
z tvaru téchto vztaht podminka ago = 4. Z podminky na pocéateéni rychlost (derivace) plyne
a1 = & |t=0= vém). To dosadime do funkce y(z) a mizeme vyloucit dva z koeficientti.

Nakonec zjistime dobu prichodu zatackou. Pfi danych parametrech a;, b; zvolime maly ¢a-
sovy krok dt. Zaéneme v bodé A, vypocitame & a ¢ a zjistime, kam se posune za dt. V tom bodé
znovu vypocitdme rychlost stejné jako predtim atd. az dokud nejsou splnény podminky (1)
anebo celkovy ¢as nepfesdhne povolené maximum.

Jestlize budeme uvazovat Cas jako funkci parametri a;, b; a soufadnice budeme uvazovat ve
vyse uvedeném tvaru, iloha se zméni na hledani minima funkce nékolika proménnych. Celkem
je jich osm, z pocatecnich podminek vSak mame ¢tytri. Hleddme tedy minimum funkce ctyt
proménnych. Problém je jen v tom, Ze nemame jeji analytické vyjadreni, ale jenom navod jak
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ji pro dané parametry vypocitat. A pravé tenhle problém fesi simplexovd metoda. Vysvétleme
nyni jeji podstatu.

Prfedstavme si, Ze chceme najit minimum spojité funkce dvou proménnych z = f(z,y). Graf
takové funkce ve tfech dimenzich vypada jako reliéf (jama, kopec, . .. ). Vybereme v roviné (z, y)
t¥i body. Mtzeme to udélat tak, ze jeden bod vybereme zcela ndhodné (anebo se zkusime trefit
do blizkosti minima) a zbylé body budou od ného posunuté o néjakou vzdélenost vzdy ve sméru
jiné soufadnice. Vypocitdme hodnotu funkce ve vSech tfech bodech. Vezmeme bod, ve kterém
mé funkce nejvétsi funkéni hodnotu (pokud je jich vic ekvivalentnich, vybereme kterykoli),
a zobrazime ho symetricky podle pfimky tvofené zbylymi dvéma body. Ted by bod mél byt
bliZze k minimu nez zbylé dva, tj. funkéni hodnota v ném by méla byt mensi. Jestlize tomu tak
neni, zmensime trojuhelnik tvofeny vybranymi body (posuneme zbylé body podél stran blize
ke stfedu trojuhelniku) a dale postupujeme stejné. Algoritmus konéi ve chvili, kdy jsou body
u sebe blize, nez je presnost, se kterou chceme nalézt bod minima. Cely algoritmus si miZeme
tedy predstavit tak, ze ,kutalime“ trojuhelnik po povrchu grafu funkce a v blizkosti minima
ho postupné zmensujeme. Pro funkci tfech proménnych uz nebudeme kutalet trojuhelnik po
roviné, ale ¢tyfstén v trojrozmérném prostoru. Tento postup jde zobecnit i do vice dimenzi.
Vyhoda této metody je ta, ze neni potfeba hledat derivace minimalizované (maximalizované)
funkce. Staci ndm pouze znat funkcni hodnoty ve vysetfovanych bodech.

Y

.

Obr. 1. Pocitacova simulace trajektorie ptaka
FYKOSéaka v nepiehledné zatacce

Modifikace simplexové metody pro nasi tlohu spociva v tom, ze ne vSechny body budou
pripustné. Pti vypoctu ¢asu musime zaroven kontrolovat splnéni vSech podminek tlohy. Pokud
by se mél néktery z bodi simplexu posunout do nepfipustné polohy, dostaneme pro dany bod
¢as Tmax a dojde k zmenseni simplexu.

Pii praktické implementaci jsme pouzili upraveny kéd z knihy Press et al.: Numerical recipes
in C. Pro konkrétni hodnoty d = 3m, w = 2m a vmax = 8m/s jsme nalezli nejvyhodnéjsi
kfivku pro prichod zatackou zobrazenou na obrazku. Doba pohybu po této kiivce vysla t =
= 0,49s. Naproti tomu dostat se stejné daleko za zatacku po nejvyhodnéjsi ¢tvrtkruznici by
trvalo pres 0,7 s. Uz takhle jednoduchou aproximaci jsme tedy zlepsili ¢as prichodu zatackou az
0 30 %! Kdybychom zvolili lepsi aproximaci, pfipadné se vice pohrali s poéatecnim a koncovym
bodem, tento ¢as by urcité Sel jesté vylepsit.
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Uloha se v principu dala fesit také analyticky®'. Toto feseni vSak uz bylo natolik kompliko-
vané, ze zde poskytneme jen nastin toho, jak by se dalo postupovat. Abychom mohli vysvétlit
podstatu tohoto feseni, budeme potiebovat alespon zaklady varia¢niho poc¢tu. V nasledujicim
mintermezzu® si shrneme par zakladnich poznatkd o ném.

Budeme se zabyvat k¥ivkami, které jsou definované pomoci intervalu I = (xa,xB)
a funkce y(x), kterd mé v bodech xza a zg dané hodnoty ya a ygs. Kfivku potom tvori
vSechny body (z,y(x)) pro z € I. Rozdilu funkénich hodnot dvou rtiznych funkei yo(z) a y(z)
v nékteré pripustné hodnoté = fikdme variace funkci.

Zobrazeni z mnoziny vSech moznych takovych krivek do mnoziny redlnych anebo kom-
plexnich &isel se nazyva funkciondl. Specialné se budeme zabyvat funkciondly typu C(K) =
= [7® F(z,y,y') dz, kde K je kfivka (dana intervalem a funkci). Cislo V = C(Ko) — C(K) =
= fig [F(z,y0,v0) — F(z,y,y")] dz nazyvame variace funkciondlu pro dvé kiivky dané inter-
valem I a funkcemi y a yo. Rekneme, ze dvé kiivky jsou tim odlisnéjsi, ¢im vétsi je jejich
variace.

Zakladni dlohou varia¢niho poctu je nalézt extrém funkcionalu ve vyse uvedeném tvaru.
Podobné jako pro minimum obyc¢ejné funkce bude platit, Ze hodnota funkcionédlu pro néjakou
k¥ivku bude vétsi (mensi) nez hodnota pro kfivky z néjakého okoli (tedy pro k¥ivky, kterych
variace od uvazované je mensi nez néco). A tak jako pro extrém funkce existuje podminka
1y’ = 0, funkcional uvazovaného tvaru ma extrém pro kiivku K, kdy# y spliiuje diferencialni
rovnici oF doF

Oy dxoy

Pro varia¢ni problém s vedlejsimi podminkami, ktery budeme fesit, se rovnice zméni na

oy dx dy’

OF d oF A(@g d Bg):07 @)

kde g je vazba ve tvaru g(x,y,y’) = 0 a X je tzv. Lagrangeiiv multiplikator, ktery je potfeba
z dané rovnice najit.

S touto teoretickou pfipravou muZeme postoupit dal. Budeme hledat tvar kiivky, po niz
ptak FYKOS&ak probéhne zatacku za predpokladu, ze jeho rychlost se méni spojité. Ve vhodné
soufadnicové soustavé vypocitdme cas jako integral funkci x(t) a y(t), ktery bude ve tvaru
funkcionalu, jehoz minimum potom nalezneme pomoci uvedené podminky (2).

Zvolime pocateéni a koncovy bod drahy jako dva body, kterymi musi ptak FYKOSak
projit, a také slozky jeho rychlosti v nich. Jako dalsi parametr vezmeme bod, ve kterém projde
osou zatacky. Ve findlnim vysledku pak budeme jesté muset hledat minimum ¢asu jako funkce
polohy tohoto bodu, to je uz vSak relativné snadna operace. Drahu rozdélime na dvé ¢asti
(pfed zatackou a po zataéee) a v kazdé zvolime jiné soufadnice. Osa y bude vzdy rovnobéznéd
se sténami chodby, osa = kolma na né. Celkovy ¢as bude souctem c¢ast potfebnych k projeti
od zacatku do bodu na ose a z bodu na ose do koncového bodu. Druhé ¢ast drahy bere jako
vstupni parametry rychlost na konci prvé ¢asti. Tohle feSeni neni plné obecné (nezahrnuje
vSechny mozné drahy, napf. z nemuze byt mensi nez xa), ale dalo by se na néj pfevést vhodnou
transformaci soufadnic. Pro ndzornost ukazeme jenom nalezeni drahy v jedné ¢éasti. Pro vypocet
celkového Casu, za ktery se projdou obé pak uz stac¢i do téch samych vzoreckt dosadit soucet
dvou funkci misto jedné.

1) Tento postup byl inspirovan feSenim tlohy o brachystochroné.

-4 -



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 21.VI.4

Budeme uvazovat © = z(t) a y = y (z(t)) a najdeme celkovy ¢as, za ktery ptak probéhne
po dréze mezi dvéma body popsané témito funkcemi. Jelikoz v = ds/ d¢, tak

T:/dt:/%, 3)

kde se integruje od zacatku do konce drahy. Rozepiseme ds pomoci vzorce pro délku kfivky

ds=+/1+ (v')?dz

a zapiSeme jeji slozky ds, a ds,. Priimét ds na osy x a y ziskdme pomoci y’ = tga, kde a je
sklon k ose z. Z toho

’
dszzcosads:;ds a dsy:sinads:yids.

1+ (y')? 1+ (y)?

Rychlosti zapiseme jako &, resp. .
Pozadujeme, aby v2 +v§ < i, ad? +a§ < aZ. Vazbu g, ktera je formalné v pozadovaném
tvaru a tyto pozadavky zahrnuje, mizeme zapsat napr. takto

gvz(:b2+y2+227v,2nax):0 a ga:(éﬁ2+i)2+227a(2)):0,

kde z je cokoli. Za g dosadime soucet g, + ga-

Dosazenim téchto vyjaddfeni do integrdlu (3) dostaneme dvé slozky funkciondlu. Dvé
funkce F, a F, dosadime do rovnice (2). Odsud dostaneme soustavu dvou nelinearnich diferen-
cidlnich rovnic druhého ze které dostaneme soustavu pro Lagrangeovy multiplikatory. Z nich
mame dostat y a &, odkud bychom méli ziskat parametricky popis drahy. Zajemci si mohou
tyto rovnice zkusit napsat sami (nezapomente, ze & je také funkce z). Ostatni radéji jejich
explicitnim vyjadfenim désit nebudeme.

Zde uvedeny analyticky postup byl jen naznakovy. Jeho cilem nebylo tlohu vyftesit, ale
ukazat myslenkovou cestu a potfebny aparat, které by byly potieba pro analytické feseni neboli
ukazat, proc¢ jsme tlohu fesili radéji na pocitaci. I po tomto néastinu jisté ocenite jednoduchost

a ucelnost prvni ukdzané metody. ,
Peter Greskovic¢

grepe@fykos.mff.cuni.cz
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