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Obr. 1

22. roèník, úloha III . 4 . . . vánoèní øetìz (4 body; prùmìr 1,69; øe¹ilo 16 stu�dentù)Jakub se o pøedná¹e nudil, z batohu si vytáhl øetízek, hytil jej na dvou místehmezi prsty a zaèal s ním toèit úhlovou ryhlostí ! jako na obrázku 1. Marek touvidìl a zeptal se Jakuba, jaký tvar má rotujíí øetízek. Co mu Jakub odpovìdìl,kdy¾ zanedbal vliv tíhového pole? Na pøedná¹e vymyslel Jakub M.Nejdøíve musíme vymyslet postup, pomoí nìho¾ úlohu vyøe¹it. Pokud byhommìli tyèku v nìjakém údolí a hledali rovnová¾nou polohu, prinip by byl jednodu�hý: Hledej polohu s nejni¾¹ím tì¾i¹tìm. Tì¾i¹tìm rozumíme hmotný støed tìlesa, v nìm¾ le¾ípùsobi¹tì tíhové síly. Podobnì byhom mohli hledat pùsobi¹tì odstøedivé síly a vybrat takovýtvar øetìzu, který ho má nejdále od osy otáèení. Zobenìní platné v mehanie zní: Poten�iální energie V má ve stabilní poloze minimum. Kousku délky ds = p1 + (y0)2 dx pøíslu¹ípoteniální energie odstøedivé síly úmìrná y2 ds. Podmínku minima zapisujemeÆ Z y2p1 + (y0)2 dx = 0(meze se berou �d=2 a d=2). Stále jsme neuplatnili podmínku R p1 + (y0)2 dx = l, z ní¾plyne Æ R p1 + (y0)2 dx = 0. Roznásobíme výraz vhodnou konstantou �, aby souhlasil rozmìr,a pøièteme novou variaèní rovnii k pùvodní, obdr¾ímeÆ Z �y2 + ��p1 + (y0)2 dx = 0 :U¾ Platón1 vìdìl, ¾e z této podmínky plyne zahování velièinyC = (y0)2 �y2 + ��p1 + (y0)2 � �y2 + ��p1 + (y0)2 :Oznaèíme-li y0 � y(0), máme podmínku C = � �y20 + ��. Proto se derivae rovnáy0 = �s�y2 + �y20 + ��2 � 1 :Shròme je¹tì okrajové podmínky:a) y(d=2) = 0;b) Z p1 + (y0)2 dx = l ) Z y00 �y2 + �� dys�y2 + �y20 + ��2 � 1 = 2l �y20 + �� :Z okrajovýh podmínek vyjádøíme neznáme konstanty y0 a � pomoí konstant l a d. Rovniilze øe¹it napøíklad tìmito postupy. Buï mù¾eme rovnii pro derivai separovat a vyjádøit x(y),1) Viz vánoèní text þMy¹lenka variaèního poètuÿ, na který je odkaz v diskusi na na¹ih webovýhstránkáh. - 1 -



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF http://fykos.m�.uni.z 22 . III . 4do ní¾ pak þdosadímeÿ poèáteèní podmínky, nebo mù¾eme vyjádøit y(x) Taylorovým rozvojemy(x) = y0 + y00x2=2 + y(4)x4=4! + : : : , kde derivae vyjádøímey00 = dy0dx = dy0dy y0 = � ��������2y�y2 + �y20 + ��y0 y0��������y0 = �2y0 ;y(4) = �4y0 �3y20 + ��(y20 + �)2atd. Problém samozøejmì spoèívá v tom, ¾e pokud funki rozvineme do n-tého øádu, musímeøe¹it algebraikou rovnii n-tého øádu pro podmínku (a) a musíme vypoèítat integrál v pod�míne (b). Zbývá tedy numeriké øe¹ení difereniální rovnie, které hledejte na obrázku. Pokudbyhom se mìli omezit na elementární funke, zvolíme pøimìøenì pøesné øe¹ení s funkí kosinus.
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Obr. 2. Poèítaèovì modelovaný tvar køivkyK do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù, kteøí se ke tvaru vyjádøili, hádala elipsu. Taková øe¹enímìla vesmìs tuto domnìnku na prvním øádku a pak ji detailnì rozebírala. Dal¹í øe¹itelé tipovaliøetìzovku (tvar øetìzu v gravitaèním poli) nebo parabolu. Jediné správné øe¹ení Jana Humplíkapou¾ívalo klasiký postup podmínek rovnováhy. Jakub Mihálekjmi�fykos.mff.uni.z
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