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Mili resitele!

Konec¢né se k vam dostava posledni ¢islo XXIII. ro¢niku Fyzikalniho korespondencniho
seminafe. V tomto dile najdete vzorova feseni tloh poslednich dvou sérii a také napjaté oce-
kavanou zavérecnou vysledkovou listinu. NasSe gratulace patii nejen tém, kdo se umistili na
prednich pozicich, ale vSem, kdo FYKOS ftesi. Vazime si prace kazdého feSitele, nebot svym
asilim dokazuje, ze ma zajem o prirodni védy, coz je v dnesni dobé obdivuhodné vic nez kdy
predtim.

Jiz jsme zacali pripravovat pristi ro¢nik 2010/2011. Plody nasi prace brzy najdete ve svych
postovnich strankach. Protoze chceme, aby se vam FYKOS libil jesté vic, pfichazime s nékte-
rymi novinkami, o nichz se doc¢tete v informa¢nim letacku. Nadto jsme se rozhodli usporadat
pro zaky zakladnich skol novy seminaf. Pokud mate mladsiho sourozence, zkuste mu fici o Vy-
fuku!

Vsichni organizatofi FYKOSu vam pieji p8kné prazdniny. Hlavné si dobie odpociiite, at
muZete v zafl ispésné vyfesit nasi prvni sérii!

Tomas Jirotka

Reseni V. série

Uloha V.1 ... fotonova fontanka (4 body; primér 2,50; vesilo 6 studenti)

Honza neni spokojen se soucasnym standardem posteli, a proto zacal testovat levitaci na
laseru. Koupil si malou kulicku s dokonale vylesténym zrcadlovym povrchem o hmotnosti m,
poloméru r a polozil ji na zem. Podlaha se rozzarila lasery o vinové délce A a plosném vy-
konu P. V jaké vysce nad zemi se kulicka ustalila? Za bonusové body miZete vyfesit situaci,
kdy je kulicka sklenéna. V obou pripadech uvazujeme, zZe ji laser neroztavi a Ze se experiment
odehrava v homogennim gravitac¢nim poli. Do fyziklani prinesl Honza Humplik.

Ze symetrie problému je zfejmé, ze kulicka mtze konat pouze vertikalni pohyb. Polomér
kuli¢ky oznacCime a a vzdéalenost bodu dopadu fotonu od svislé osy kulicky r. VSsechny fotony,
které dopadnou ve vzdalenosti 7 od osy, se odrazi pod stejnym tthlem. Celkovou hybnost foton
pied nirazem ozna&ime p a po narazu p’. Pro hybnost koule budeme pouZivat py, resp. pi.

Jestlize oznaGime « thel, pro ktery plati, ze cosa = r/a, bude svislad slozka hybnosti
odrazenych fotonti rovna p’ cos 2« (kreslete si obrazek!). Pfedana svisla slozka hybnosti kuli¢ce
fotony ve vzdalenosti r je tedy

dpx = p — p cos 2.

Naopak ze zadkona zachovani energie dostavame, ze

2 2
+d
pet P (P + dpx) +le,
2m 2m
kde c je rychlost svétla ve vakuu. Nas zajima pouze situace, kdy je hybnost kulicky nulova.
Také vime, Ze dpx bude velmi malé vzhledem k hybnosti pfedané celé kuli¢ce (je to diferencial),
a tudiz jeho druhé mocniny mizeme zanedbat. Ze zadkona zachovani energie tedy dostavame

/
p=p.
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Nyni nés zajima hybnost dopadajicich fotonti. Vzhledem k tomu, ze fotony ztraci energii
kvili pritomnosti gravitacniho pole, jejich hybnost bude klesat s vyskou. Jestlize ma laser
plosny vykon P je energie a tedy i hybnost vyzafena za jednotku ¢asu z malého plosného

elementu dS rovna B @ B M

Cc C

Po

Pro zménu vinovych délek fotont v homogennim gravitac¢ni poli plati vztah

AN gz

/\0 - 02 0,
kde z je zména vysky nad povrchem. Tento vztah lze snadno najit v riznych tabulkach, po-
pripadé si ho muzete sami odvodit. Uvazujte dva rovnomérné zrychlujici pozorovatele letici
ve stejném sméru. Jeden vystieli foton smérem k druhému a ten ho za néjaky cas zachyti.
Touto dobou se uz ale pohybuje rychleji. PouZijte klasicky Doppleruv efekt k urceni vinové
délky prijatého fotonu. Posledni ingredience je takzvany princip ekvivalence, jenz byl pro Ein-
steina hlavni motivaci k formulaci jeho gravita¢niho zédkona.! Zajisté je fascinujici, ze takovy
pfirozeny a jednoduchy princip implikuje véci jako gravita¢ni rudy posuv!

Jestlize vime, jak se méni vlnova délka, 1ze z de Broglieho vztahu ps = h/\ (p¢ je hybnost

jednoho fotonu a h Planckova konstanta) vyjadiit

Po
p= 792 .
14 92

+ 2

Oznaéme vysku, ve které se micek drzi jako H. Pro vysku z, ve které fotony narédzi do
micku tedy bude platit z = H — va? — r2. My si ale uvédomime, Ze faktor pfed z ve vztahu
pro hybnost je tmérny ¢~ 2, coz je stragné malé &islo, a tak miizeme piedpokladat, Ze na kuligku
vSude dopadaji fotony se stejnou hybnosti, neboli z = H. Vypocet by byl mozny i bez tohoto

Finalni krok je vypocitat celkovou hybnost pfedanou vsemi fotony micku. Zatim zname
jen dpy, coz je hybnost pfedana pouze fotony narazejicimi ve stejné vysce. Celkovou pfedanou
hybnost spocitame integraci pres plochu, ale nejdfive si uvédomime, Ze tato celkova zména
hybnosti bude rovna impulsu gravitac¢ni sily mg dt.

mgdt:/ dpk:/ p(1 — cos2a).
0 r

=0

(Diferencial nechybi — pfipomeiite si definici p a po.) Za pouziti cos2a = 2cos’a — 1 =
=2r?/a® — 1, plosného elementu dS = 2nr dr a dosazenim p dostévéame

mg = 4n P 1 /“ <1 T2)7‘d7‘ a’*x P
= . - ==

Pokud je napfiklad m = 1kg a a = 1 m dostavame H = wcP/g? — c?/g. Pokud by pravé
strana vysla zdporné, odpovida to situaci, kdy je laser moc slaby na to, aby kulicku udrzel.

1) Pokud jste o tomto principu nikdy neslySeli, podivejte se naptiklad na Wikipedii.
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Abychom se ale dostali ke kladné pravé strans, musel by byt vykon fadové 10° J-m~2.s7!, coz
neni zrovna malé c¢islo. Také vidime, ze jakmile se dostaneme na kladné hodnoty, pfitomnost
konstanty ¢ v prvnim ¢lenu zpusobi, Ze i mald zména v plosném vykonu zpusobi velky vze-
stup kulicky. Na zavér muzeme Fici, Ze nase tvrzeni o neroztavitelnosti kulicky zjevné nebylo

pravdivé. Jan Humplik

honza@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.2 ... LukdSovo péro (4 body; primér 2,67; vesilo 6 studenti)

Ve starém gauci nasel Lukas pruzinu o tuhosti k, poloméru zavitu r, délky | a poc¢tu zavitin.
Protoze se nudil, pfipojil ji ke stabilnimu zdroji elektrického proudu I. Jak se zménila jeji
tuhost? Vymyslel Lukds, kdyz mu Ales Tekl, aby néco vymyslel.

Jak vime jiz ze skoly, pokud protéka proud dvéma vodiéi stejnym smérem, tyto se pfitahuji.
Na rozdil od dvou vodic¢i se vSak vodice v civce vzadjemné odpuzuji. Proto se po pripojeni
proudu do obvodu celd pruzina prodlouzi, ale kromé prodlouzeni se také kupodivu zméni jeji
tuhost. Vypoctéme nyni tuto zménu kvantitativné.

V mnohych fyzikalnich tlohéch je vhodné misto pocitani sil, vypodcist energii systému.
Energie je totiz skalarni veli¢ina, zatimco sila je veli¢ina vektorova. Pokud se v systému nikde
neztraci energie, napf. tfenim, plati, Ze sila je derivaci energie dle polohy. Plati totiz, ze W =
= F's, kde s je draha, na které je konana préace a pokud budeme uvazovat jen malé posunuti s,
zména energie systému bude také mala a dostdvame F = dW/ds.

Zacnéme nejdiive s energii stlacené pruziny. Uvazme, jeji klidova délka je lo, jeji aktualni
délka je I a jeji tuhost necht je k. Potom jeji energie je

k(l—lo)? = $k(AD?. (1)

Je zajimavé, ze pokud posuneme pocatek soustavy souradné do rovnovazné polohy, tak
energie na malém okoli nezavisi linearné na této posunuté soutadnici. Je to ndhoda, nebo to
plati obecné? Predstavme si situaci, kdyZ by energie zavisela linedrné na poloze, potom by se
v jistém sméru zmensovala energie systému a ten by se zacal pohybovat timto smérem, jako na
houpacce, houpeme-li se. To by ovSem byl spor s pfedpokladem o rovnovazné poloze. Dale je
z této uvahy vidét, ze koeficient pred kvadratickym ¢lenem odpovidé poloviné tuhosti fiktivni
pruzinky.

Dalsi fyzikalné vdécna uvaha souvisi s aproximacemi funkci na malém okoli jistého bodu.
Funkce se nejjednoduseji aproximuje polynomem. Uvazujme polynom

Po(z) = ao 4 a1(z — 20) + as(x — 20)> + ... + an(z — z0)" .

Chceme nalézt takové koeficienty ax, takové aby ptuvodni funkce co nejlépe odpovidala tomuto
polynomu na okoli bodu zg. Mame Sirokou paletu moznosti. Jedna z metod, jak tohoto cile
dosdhnout je pozadovat rovnost derivaci puvodni funkce a tohoto polynomu v bodé zo. Takto
vzniklému rozvoji se fikd Taylortv rozvoj. Pro néj plati

AR CD)

a
k T

kde xo je stifed rozvoje.
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Vratme se nyni k nasemu problému. Chceme-li vypocist celkovou energii systému, je mozno
oddélené vypocist mechanickou energii a elektromagnetickou energii.

Oznac¢me N pocet zavitu civky, [ jeji aktualni délku, I proud, ktery ji prochazi, k jeji tuhost
bez prochazejiciho proudu a R jeji polomér. Pro mechanickou energii plati

Emech = k(1 —10)?.

Vime, Ze energie elektromagnetického pole civky o indukénosti L je Fem = LI? /2. Nasim
dalsim cilem bude vypocitat indukcénost této civky a zjistit, jak zavisi na [.

Vime, ze pokud se nachazi civka v magnetickém poli, pro indukované napéti plati U =
= —d®/dt, kde @ je magneticky tok civkou. Dale vime, Ze pro indukované napéti na civce
plati U = —LdI/dt, kde I je proud protékajici civkou a L jeji indukénost. V nasem p¥ipadé
tok ® budi sama civka. Srovnanim téchto vyrazi dostavame

do
L=—.
dr
Civku budeme aproximovat solenoidem. Z Ampérova zakona pro intenzitu magnetického

pole uvnitf civky plati

NI
B = o=

a pro celkovy tok magnetického pole plati

R2N? R2N?
“l I = L:m“l ,

& = BSN = po

kde S = nR? je plocha jednoho zavitu.
Celkova energie pruziny, kterou protéka proud je tedy

1 R’N*T?
E= Emech + EEM = 5 (k(l - lO)2 + MO“*) .

l
Ozna¢me nyni A = $ponR*N?I?. Potom pro elektromagnetickou energii plati

A A 1

A_ _
I l Tl o, AL
lo(1+<5—1)) 1+ 9

kde jsme oznacili Al = [ — lp. Druhy zlomek je vSak souctem geometrické fady s kvocientem
—Al/ly. Lze vSak téz nahlédnou, Ze jde o vySe zminovany Taylortiv rozvoj. Proto mizeme psat

A Al A2
(12 (). .
lo T lo

Zajialo-li by nas presné urceni rovnovazné polohy, museli bychom vypocitat, pro jaké [
plati, dE/ dl = 0. Vzhledem k malé elektromagnetické sile ve srovnani s mechanickou mtzeme
posunuti stfedni polohy zanedbat.

Nez budeme moci postupovat dale je potfeba si ujasnit fadové velikosti vysSe pouzivanych
veli¢in. Uvazujme nyni pruzinu s témito parametry: tuhost pruziny k ~ 10 N-m~*, klidov4 délka

Eem =

4
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lo =~ 0,1m, pocet zaviti N =~ 100, polomér pruziny R = 0,01 m, prochazejici proud [ ~ 1 A
a uvazovand vychylka Al = 0,01 m. Pro tyto parametry vychazi sila, vyvoland pruzinou pfi
maximalni vychylce F, ~ 0,1N, sila vyvolana proudem v pruziné Fem, =~ 4-10"*N. Z toho
plyne, Ze rovnovazna poloha pruziny se zméni jen nepatrné. Proto lze pfi urCovani zmény
tuhosti pruziny pouzit rozvoj okolo lp a uvazovat kvadraticky ¢len. S odvolanim na diskusi
vyse vime, ze tuhost fiktivni pruzinky je rovna dvojnasobku koeficientu az. Z rovnic (2) a (3)
lyne
Py pom RZN?T?
3 '

Pro vyse uvedené hodnoty vychézi keen/k — 1 ~ 4-10"*. Zména tuhosti pfipojenim zdroje
proudu je prekvapivé pouze o tfi fady mensi, nez je mechanickd tuhost uvazované pruziny.
Znamena to tedy, ze zména tuhosti je bez vétsich problémi méritelna.

kcelk =k+

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.3 ... vozik (4 body; primeér 2,00; vesilo 12 student)

Na pevném zavésu ve vysce h = 1 m nad zemi je upevnén
provazek délky | = 1,5 m. Na konci provazku je privazana deska I
délky d = 0,5 m tak, ze provazek je napnut a spolu s deskou lezi
v jedné piimce (viz obrazek). Kdyz soustavu uvolnime, deska d
nejprve po hrané klouze bez tieni, dokud nedopadne celou svou
délkou na zem. Potom se pohybuje proti tieci sile s koeficientem
smykového tieni f. Spocitejte, jaka musi byt jeho hodnota, aby s 9
deska svym blizsim koncem doklouzala piesné pod zaves. Obr. 1. Zavés s tyci

Vykoumal Lukas L. pro fyziklani.

Reseni tohoto p¥ikladu za¢neme odzadu. Kdyz deska dopadne na zem, bude mit z-ovou
slozku rychlosti v, a jeji levy okraj bude od zavésu ve vodorovné vzdalenosti, kterou jednoduse

vypocteme z Pythagorovy véty
s=VI1?—h2.

D4l bude deska konat rovnomérné zpomaleny pohyb se zrychlenim gf, nez se zastavi. Analo-
gicky volnému padu mame v, = /2¢gfs, a tedy

2
f:vl#
2g /l2_h2

Co se stane po dopadu? Kdybychom uvazovali, ze ty¢ i podlozka jsou dokonale tuhé, pro-
béhne pruzny raz a nasledny pohyb nebude tak jednoduchy, jak se piSe v zadani. Protoze se
deska neodrazi, musi se ve sméru osy y uplné zastavit. Pfi dopadu dojde k né€jakym ztratam
energie, ale vzhledem k tomu, Ze v ose x nejsou zadné zabrany, rychlost v tomto sméru ztstane
nezmeénéna.

Zamérme se na situaci tésné pred dopadem. Konec zavésu se pohybuje po kruznici se
stfedem v zavésu a polomérem r a proto ma rychlost v; kolmou na provazek. Tu si mizeme

5
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rozepsat po slozkdch na vi = (v, —vy) (minus proto, ze rychlost sméfuje dolt). Kdyz se
podivame na druhy konec tyce, vidime, Ze se pohybuje smérem podél zemé. Protoze je ty¢
dokonale tuha, musi byt z-ové slozka rychlosti druhého konce stejnd, tedy vz = (v, 0). Jaka

vy = (’Ul-7—%> .

nich bodi, méli bychom dostat navzajem opac¢né rychlosti, ze kterych bychom uz méli byt
schopni tihlovou rychlost vypoditat, protoze w = v/r = 2v/d. Opravdu vyjdou dvé opacéné
rychlosti o velikosti vy /2, a Ghlova rychlost rotace tedy bude w = vy /d.

Zapisme tedy zakon zachovani energie s tim, co vime:

2 2
m v vyJ
mgy:?(ﬁ-*f)*rj’?’

ghd 2 U;
e _ 2l 4
l+d - "=13 (4)

tézisti (vieobecnd znama hodnota md?/12) a rovnici dale zjednodusili.

Nicméné stale mame pfili§ neznamych na jednu rovnici. Vyuzijeme tedy jiz zminéného
poznatku o sméru rychlosti levého konce desky. Protoze zname parametry zavésu, umime fict,
pod jakym tdhlem « je sklonéno lanko pfi doteku desky se zemi. Protoze je rychlost na lanko
kolma, zndme vztahy mezi jejimi slozkami

vi = (vg, —vy) = (vcosa,vsina),
tedy vy = tga, vz = y/(I/h)? — 1. Dosazenim do (4) méme

3ghd
e =hy|—22—
v (+d) (2h2 + 12)
Takze se po dosazeni konecné dostavame k vysledku

v 1 3h%d
29 V2—1%  2(l+d)(2h2 +12)VI12 — h?

f ~ 0,08.

Nejcastéjsi chybou fesitelt této ulohy bylo, Ze jste viibec neuvazovali to, ze se ty¢ otaci,
a zapomnéli tak pri vypoctu na rotacni energii. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha V .4 ... drtivy dopad (4 body; primér 2,50; vesilo 6 studenti)

Vsichni dobfe vime, ze se 21. prosince 2012 se na své cesté ke Slunci srazi se Zemi asteroid
(pohybuje se ve stejné roviné jako Zemé). Uvazme, Ze se pohybuje po protahlé eliptické draze
s hlavni poloosou délky 4 AU a excentricitou 0,2 AU. Lidstvo bylo moc zaneprazdnéno, a tak
se problém zacal FeSit az 1. prosince 2012. Po jaké draze musi udatna svétova autorita vystrelit
raketu s jadernou hlavici, aby vcéas odvratila konec svéta? Napadlo Honzu Humplika.

Uvazujme, ze raketa vystreli v okamzik, kdy jsou splnény predpoklady, ze vSechny trajek-
torie v uvazovaném cCase muzeme nahradit pfiblizné tseckami a zaroven tak, aby k vybuchu
doslo dostatec¢né daleko od Zemé, aby ji trosky minuly. V dalsim budeme uvazovat, ze autorita
vystieli, hned jak se to dozvi.

Zopakujme nejprve zakladni poznatky o Keplerové tloze. Plati Keplerovy zakony: 1) pla-
netka se pohybuje po elipse se Sluncem v ohnisku, 2) moment hybnosti planetky se zachoviva
a 3) pro rizna télesa je ¢tverec obézné doby déleny krychli velké poloosy stejny.

Pokud napiSeme zdkon zachovani energie pro pfisluni a odsluni (které nadéle se spoleénym
ohniskem tvofi soufadnou soustavu) a uvazime, ze v téchto polohéch je stejny moment hybnosti,
dostaneme pro celkovou mechanickou energii

__GMm
T 2al

kde G znadi gravita¢ni konstantu, M hmotnost Slunce a a je délka hlavni poloosy elipsy. Proto
ve vzdalenosti r od Slunce méa planetka rychlost

(4
planetka
Slunc " |Zem& 24
%)

Obr. 2. Vzajemna poloha Zemé a nebezpecné planetky 1. prosince 2012
Podle tfetiho Keplerova zdkona odhadneme dobu obéhu planetky

a 3/2
T = (;) T =3000d,

takze z tohoto hlediska je 20 dnii kratickd doba a nahrazeni pfimkou trajektorii planetky je
ospravedlnéné. Za trajektorii Zemé budeme déle povazovat kruznici. Za 20 dni se Zemé posune

7
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piiblizné o 20°.2 Planetka se pohybuje po elipse, a tedy musi platit
vt
T al—eccosp’

kde numerickd excentricita e = va? —b%/a = 0,99875. Odsud vyjadiime uhel priseéiku se
Zemi

r

2
cosnp:é(l—b—> = ©="759°.

a

Ted zjistime smérnici tecny k elipse v tomto bodé. Uvazujme rovnici elipsy ve stfedovém
tvaru

N2 2
(z 2ae) I
a b2
Jejim diferencovanim zjistime smeérnici tecny
(z — ae) Y dy b2z —ae b rcosp — ae
———dz+ Sdy=0 = —=-— I =ErT T
a? S pz Y dx a? vy a?  rsing

Dosazenim ¢ a r = 1 AU zjistime thel, ktery svira te¢na trajektorie planetky v o¢ekdvaném
misté stfetu se zemi s ohniskovou osou

dy . o
tg = 4 20,0568 = o =3,25°.
dx
Proto muzeme psat pro pohyb planetky obdobné jako u vrhu sikmého s rychlosti v ve vakuu
zp =vcosty - (20d —t) 4+ cos g,

Yp = vsiney - (20d —t) +singp.

Pro thel, ktery obéhne planeta Zemé za dvacet dnd, plati ¥ = % - 360°. MuZeme napsat
rovnice pro pohyb rakety vystielené rychlosti w, kterou zvolime tecnou k trajektorii v misté

odpalu,
zr = —wsin (¢ — 9) - t + cos (p — V) ,
yr =wcos(p—1) -t +sin(p—1) .
Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych ¢ a w. Tato soustava ma feSeni
t=17,33d,
w=0,0204 AU-d".

Zbyva uvédomit si, Ze Zemé ma na své ob&zné draze rychlost 2w - 1/365 = 0,0172 AU-d !
a rozdil téchto rychlosti tvoii rychlost 5526 m-s~!, se kterou musi jaderna hlavice opustét ve
sméru teéném k trajektorii Zemé zakladnu, ktera je umisténa na obézné draze tak, abychom
mohli zanedbat rozdil potencidlni energie gravita¢niho pole Zemé.

Zavérem zbyva konstatovat, ze kdyby malé planetky nestrezily americké radary, ale posadka
Fyzikalniho korespondenéniho seminére, tak se tim vyfesi vlastné vSechny problémy. Civilizace
by totiz zanikla; fesitelé nedodali zadny spravny vysledek a autorské feseni se do 20 dnti urcité
neveslo.

Jakub Michdlek
jmi@fykos.mff.cuni.cz

2) Uz chapete, pro¢ ma plny thel 360°7?
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Uloha V. P ... tunelafska (5 bodi; primer 3,27; vesilo 11 studenti)
Krystof se vydal na cestu vlakem a spokojené usnul. Kdyz se probudil v tunelu, citil,
Ze jej néjaka sila tahne smérem na jednu stranu. Ve vlaku bylo sice svétlo, ale ven nevidel.
Vzpomnél si, Ze je v zatackach trat klopend a uvédomil si, Ze i kdy?# si pamatuje ptivodni smér
Jjizdy, vibec nevi, na kterou stranu vlak zataci. Nepozna totiz rozdil mezi stavem, kdy vlevo
zatacejici vlak jede dostatecné pomalu a vysledna sila mifi smérem do zatacky, a situaci, kdy
je vlak dostatecné rychly, zataci vpravo a sila sméruje ven ze zatacky. Navrhnéte experiment,
ktery Krystofovi pomiize tuto situaci vyiesit. Cim vic variant, tim lepsi bodové hodnocent.
V metru se Krystof divil, kam to jede.

Popiseme piimocaré reSeni, které naprosta vétsina fesiteldt opomenula. K jeho realizaci
staCi olovnice. Zméfime thel ktery svira olovnice vic¢i podlaze na primce kolmé ke sméru
pohybu ve tiech bodech. Budou-li tyto body od sebe vzdaleny r, pak pfi poloméru zatacky R
bude odstiediva sila tmérna 1/(R — ), 1/R a 1/(R + 7). Rozdil mezi thlem namé¥enym na
vnitini strané zatacky a stifedem bude vzdy vétsi nez mezi thlem na vnéjsi strané zatacky
a opét stfedem. Tato vlastnost souvisi s monotonii funkce arctg(l/x) pro kladné hodnoty.
Toto si rozmyslete, pripadné si sami ozkousejte pro vhodné zvolené parametry. Pokud bychom
méli silomér, tak by nam dokonce stacila pouze dvé méfeni, nebot vyslednd sila s rostouci
odstfedivou silou samoziejmé roste.

Kdybychom si ndhodou nepamatovali smér pohybu, nebylo by nic snazsiho nez se projit po
a proti sméru jizdy opét s olovnici v ruce a pozorovat, jak se méni vychylka. Smér odstredivé
sily uz zname z minulého méteni, a tak nam staci sledovat zménu jeji velikosti. Nakonec jiz
snadno urcime, kterym smérem jsme svoji rychlost vici Zemi zvysili, a kdy naopak snizili.

7 dalsich feSeni uvedme nejcastéji navrhovany kompas, jehoz stielka ukazuje neustale na
sever a snadno tedy uréime smér otacCeni. Dale pak Foucaultovo kyvadlo, kterym byla v roce
1851 demonstrovana rotace Zemé, coz je problém v zasadé obdobny. Naopak nékterymi na-
vrhovany poslech frekvence hluku od kol a néasledné odvozeni rychlosti by k FeSeni nevedlo,
nebot smér vysledné sily neni uréen ani tak rychlou, resp. pomalou jizdou, jako spie jizdou,
na kterou bylo projektovano klopeni zatacky. Tato rychlost se vSak samoziejmé mezi tratémi
a zatackami lisi.

Reseni nedoslo mnoho, vétsina z nich vSak obsahovala nékterou ze spravnych metod. Ne-
bojte se v podobnych tlohach popsat vice napadt a popustte uzdu fantazii, ve fyzice se preci
kreativita ceni.

Nakonec dodejme, ze popisovand situace skutecné nastava. Naptiklad v prazském metru je
na lince B v ranni $piéce takovy provoz, ze mezi stanicemi Andél a Karlovo namésti, kde je
pravotociva zatacka, jedou vlaky pomaleji, nez bylo ptivodné planovano. Klopeni zatacky je
pro tak nizké rychlosti moc velké, a tak je patrné piisobeni vysledné sily do stfedu zatacky.
ZkuSenost naopak veli, Zze vyslednice pusobicich sil mifi ze zatacky ven a pasazérum se zda,
ze metro zatacéi doleva. Prudké klopeni zatacek metra je dobfe pozorovatelné pii vyjimecnych
situacich, kdy metro v zatacce dokonce zastavi. Krystof Touska

krystof@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V. E ... ozvéna (8 bodi; primeér 5,40; 7esilo 5 student)

Kdyz stojite v malém prostoru a zahucite spravny ton, miuzete objevit jeho rezonancni
frekvenci. Protoze rezonancni frekvence pfimo souvisi s rozméry rezonatoru, umime je z jeji
znalosti ur¢it. Vyhlédnéte si doma vhodnou mistnost (idedlni jsou malé rozméry a holé stény;
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tieba toaleta), timto zpusobem ji zméfte a porovnejte vysledky se skutecnosti.
Na zdchodé st notoval Jakub Michdlek.

Nejdiive je potifeba se zamyslet na tim, co to je vlastné zvuk. N4§ usni bubinek ¢i mikrofon
reaguji na zmény tlaku vzduchu. Tyto zmény jsou vsak velmi malé v porovnéani s atmosférickym
tlakem.

Zamysleme se nejdiive nad tim, co se déje v mistnosti, kdyz za¢neme vyluzovat jisty zvuk.
Zvukova vlna, resp. oblast, kde je zvyseny tlak vzduchu, se za¢ne $ifit od reproduktoru nebo
hudebniho néstroje atp. Narazi-li zvukova vina na zed, odrazi se, toto odrazeni viny je analo-
gické odrazu viny na volném konci provazku. Takto odrazend vlna zacne postupovat stejnou
rychlosti zpét, kde ale opét narazi na protéjsi zed, od této se opét odrazi a tak dale. Jak ale
vsichni dobfe vime, vSechny takto odrazené vlny spolu zac¢nou interferovat. Pokud nebude néaso-
bek jejich délky pulviny roven rozméru mistnosti, tak dojde k destruktivni interferenci a pokud
bychom méli dokonale odrazivé stény, tak bychom neslyseli nic. AvSak v nasem piipadé zacne
intenzita velmi rychle klesat, budeme-li se vzdalovat od rezonancni frekvence.

Teorie

Nyni se podivejme, jak ulohu Fesit analyticky. Pro vinéni obecné plati vlnova rovnice

Fv O Fp_ 10 _,
0x2  Oy? 022 2oz
kde p = p(z,y, 2,t) znadi tlak v mistnosti a c je rychlost §ifeni zvuku.
Necht rozméry mistnosti tvaru kvadru jsou a, b,c. Jakozto okrajovou podminku uvazujeme
maximalni tlak na sténdch mistnosti. Proto budeme feseni hledat ve tvaru

kw I mm
p(z,y, z,t) = po cos (7:5) cos <?y) cos (?z) cos (wt) ,

kde po je konstanta a k,l, m € Z. Dosadime-li do vlnové rovnice dostavame znamy vztah pro
frekvenci vIinéni v rezonatoru pravouhlého tvaru

=y () (1) + () o

Nejdiive zméfime ku piikladu svinovacim metrem rozméry mistnosti. Toto méfeni bychom
méli provadét na nékolika riznych mistech, abychom se vyvarovali hrubych chyb méfeni a také
abychom mohli urc¢it chybu méfeni rozmért mistnosti.

Zpusob1, jak promérit rezonancni frekvence, je mnoho. Nékteri fesitelé pouzili hudebniho
nastroje ke generovani ténu a vlastni sluch pro nalezeni maximalni intenzity.

Dalsi metodou je pouziti pocitace. Do méfené mistnosti umistime reproduktor a mikrofon.
Do reproduktoru budeme ptrehravat zvuky riznych frekvenci a mérit hlasitost uvnitt mist-
nosti pomoci mikrofonu. Jsou v podstaté dvé moznosti, jaky zvuk pfehravat v reproduktorech;
jednak to muze byt zvuk s kontinualné se zvysujici frekvenci, jednak to muze byt Sum.

Pti méreni jsme pouzili Sumovou metodu. Pokud totiz pfehrajeme Sum, a vznikly zaznam
opét pfehrajeme v mistnosti, docilime velmi silného zesileni pravé rezonancnich frekvenci a po-
tlaceni ostatnich. Vysledny zaznam ptrevedeme pomoci Fourierovy transformace do frekvenc-
niho spektra. Mezni rozliSovaci schopnost odpovida tzv. Nynquistové frekvenci. Méfitelné jsou

Postup méreni
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tyto frekvence

2nk
Wp = ——,
" nAt
kde At je vzorkovaci frekvence, n je pocet vzorki a k € {0,1,...,n/2}. Proto je mezni rozli-
Sovaci schopnost 1
Af=——.
/ nAt

Dalsi pouzivané, ne vsak aplné spravnd metoda méfeni spociva v diskrétni zméné piehra-
vané frekvence. Tato metoda vSak nemusi postihnout vSechna maxima, kterd jsou uzsi nez
voleny frekvenéni skok.

Meéreni

Zamysleme se nejdrive nad tim, co bychom méli zméfit. Rezonanéni frekvence se budou
opakovanym piehrdvanim nahravky zesilovat a nerezonancni frekvence se budou oslabovat.
Problém je, ze kromé nerezonancnich frekvenci se oslabuji i slabsi rezonanc¢ni a dal$im problé-
mem je samotné méfici zafizeni. Pouzivany mikrofon jisté nema stejnou odezvu na podnét pro
ruzné frekvence. Je naprosto jisté, Ze na malé frekvence nebude tak citlivy, jako na frekvence
stfedni a na vysoké bude opét méné citlivy. Je totiz optimalizovan pro mluvenou fec.

Dalsi slabinou je zpracovani v programu Audacity. Zde je bohuZel moZno zpracovavat po-
moci FT maximéalné 16 384 vzorki. Proto je mezni frekvenéni rozliSovaci schopnost 3 Hz. Fi-
tovanim maxima se vSak lze dosdhnout rozlisovaci schopnosti 1 Hz.

Nejdrive jsme zméfili svinovacim metrem rozmeéry mistnosti kazdy v rdznych mistech,
abychom tyto rozméry zmérili co nejpfesnéji. Vlastni chyba méfeni svinovacim metrem byla
0,5 cm. Zméfené rozméry mistnosti jsou:

a = (2,788 £ 0,010)m,
b= (2,788 +0,010)m,

a = (2,966 £ 0,010)m .

Teplota v mistnosti byla (25 & 1) °C. Proto rychlost zvuku je* ¢ = (345,1 +0,5) m-s™*.

Protoze je rezonancnich frekvenci je mnoho a pro vyssi frekvence jsou si velmi blizké,
prevazné pokud jde o vyssi frekvence, je prakticky nemozné ze zméfenych maxim urcit, jaké
frekvenci frim odpovidaji. Dalsi vadou na krase je i fakt, ze mistnost, jez jsme pouzili, nebyla
uplné prazdné — uvnitf zistalo umyvadlo a skfin. Sk¥in byla oblozena matracemi, tedy jeji vliv
na méfeni byl miniméalni, avSak umyvadlo zde mohlo zptisobit posunuti maxim ve frekvenéni
charakteristice, ale také dalsi falesnd maxima.

Pokusime se proto spiSe o opa¢ny postup: ze zméfenych rezonancnich frekvenci se pokusime
odhadnout, jakému mdédu prislusi, a tim ovéfime teorii.

Pfimé méteni by §lo provést pouze pokud by se nam povedlo pfesné zmérit médy 100, 010
a 001. Dale bychom mohli extrapolovat dalsi rezonané¢ni frekvence a nakonec pres vSechny takto
urcené frekvence fitovat rozméry mistnosti. Vzhledem k pfili§ veliké méfené mistnosti, které
odpovidaji zékladni rezonan¢ni frekvenci okolo 60 Hz, kde mikrofon nesnimal dosti kvalitné,
neni tento postup mozny.

7 rozméri mistnosti vychéazeji nasledujici teoretické rezonancni frekvence. Byly vypocteny
ze vztahu (5) a zaneseny do tabulky nize.

3) http://www.sengpielaudio.com/calculator-speedsound.htm
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Prvni pozorovany peak je na frekvenci 57 Hz, tento nejspise odpovida prvni harmonické
ve sméru m, teoretickd hodnota je 58,2 Hz. Dalsi, jiz patrnéjsi peak je na frekvenci 64 Hz, coz
se fadové shoduje s prvni harmonickou ve sméru k nebo [. Porovname-li dalsi velkd maxima
112 Hz a 124 Hz s teorii, lze vytusit, ze odpovidaji médim 002 a 020 resp. 200. Tteti harmonické
jsou naopak oproti druhym velmi slabé.

Tabulka vysledkd méfeni

k{1 [m [f[Hz [k [l [m |f[Hz [k ][I |m ][ [Hg
001 | 58 [T |21 | 150 |3 |1 |1 | 204
1jofo| 62 fo|2|2] 170 |2|2]2 | 210
of1|o| 62 |[2/o]2 | 170 |2]0 |3 | 214
1ot | 8 Jolo|[3 ]| 175 [3]o]2 | 219
oft]1] 8 |[2]2]0 | 175 |[o|3 |2 | 219
1|1]o| 8 f1|2|2 | 181 |[2(3]0 | 223
111|105 [|2|1|2] 181 |[3|2]0 | 223
olo|2 | 116 ||[2|2]1 | 184 |1 |3 |2 | 228
020 | 124 |1 (0|3 | 18 |3 |1 |2 | 228
2100 | 124 (o1 |3 ] 185 |3 ]2]|1 | 231
1]o|2 | 132 |[[3|o]o| 18 |2 (3|1 | 231
0f1|2 ] 132 |jo|3]0 | 186 |2 |3 |2 | 252
2 (01| 137 [o[3|1 | 195 ||3]2|2 | 252
of2]1] 137 [3]o|1 | 195 |[3]|0o|3 | 255
120|138 [[1|3]0]| 196 |3 (3]0 | 263
2 (10| 138 [3[1]0 | 196 ||3]3|1 | 269
1|1]2 | 146 [1]3|1 | 204 |[3|3]2 | 287
2 (1|1 | 150

Jak je vidét z naméfenych spekter, maxim je opravdu hodné a presné namapovani na
teorii je téméf nemozné. Muzeme se jesté zkusit zamyslet nad tim, proc¢ jsou nékterd maxima
intenzivnéjsi, nez jina. Jednak intenzita zvukového vjemu zavisi na poloze reproduktoru; bude-li
v uzlu bude pfispivat mnohem méné néz v kmitné. Dalsim faktorem je poloha mikrofonu, ktery
zachyti zvuk pouze v kmitné. Nakonec ma na intenzitu vliv materidl stén, podlahy a stropu,
od kterych se zvuk odrazi.

Diskuse

Jak je vidét z porovnani teorie a méreni, prvni a druhé harmonické rozméry mistnosti a a b
byly zméfeny dobfe, ale vysSka mistnosti, tj. rozmér ¢ nebyl zméfen spravné, nebot odraz od
podlahy, na které bylo lino, zptusobil odchylku. Bud doslo k chybé pfi uréeni vysky mistnosti
nebo odraz zvukovych vln probiha jinde nez na svrchni ¢asti lina, coz je pravdépodobnéjsi. Dalsi
chyby jsou zaneseny z dtivodu nepravidelnosti méfené mistnosti, tj, vyklenky, obklady, ...

V celém méfeni déle neni zanesena chyba mikrofonu, reproduktoru nebo zvukové karty.
Tyto chyby jsou normalnimi prostfedky neméritelné.

Z praktického pohledu je toto méfeni velmi nepraktické pro zjisténi rozmérd mistnosti.
Mnohem leps$ich vysledki bychom dosahli, pokud bychom mikrofon i s reproduktorem umistili
do trubky se sténami, které absorbuji zvuk. Takto bychom pozorovali pouze rezonance v jednom
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sméru, které jsou frekvencné ekvidistantné rozdélené. A zméfili bychom jen jeden konkrétni

rozmér mistnosti velmi presné. Ly .
p Lukas Ledvina

lukasl@fykos.mff.cuni.cz

Uloha V.S ... svétlo v ldtce (6 bodi; primér 3,67; vesili 3 studenti)

a) Index lomu v nelinedrnim materidlu z4visi na intenzité svétla I jakon =n; +noI, kde n;
ang jsou konstanty vétsi nez nula. Zamyslete se, co se bude dit s paprskem svétla dané siiky,
ktery timto materidlem prochazi. Predpokladejte, Ze intenzita paprsku klesa se vzdalenosti
od jeho stredu. (Staci kvalitativni dvaha, odvdznéjsi se mohou pokusit vybudovat analyticky
model.)

b) Deska tloustky a sestdvd z 2N stejné Sirokych rovnobénych desticek ze dvou materialii
o indexech lomu n; a n2 poskladanych ,na stiidacku®. Svételna vina dopada kolmo na
Celni desticku. Jaky bude efektivni index lomu této smichané desky pro N — oco? Napada
vas proc¢? (Napovéda: pro libovolnou matici A plati

— 00

AN
lim (I + N) =exp(A),
kde I je jednotkova matice a exp(A) =1 + A+ A? /2! + A% /31 +....)

Sebesoutredujici paprsek

Na kvalitativni pfedpovéd nadm staéi pouzit Snelliv zadkon lomu. Intenzita paprsku se zvét-
Suje smérem do jeho stfedu, a tim padem bude i index lomu vzristat pfi pohybu do stredu
paprsku. Snelliv zdkon nam tika, Ze pfi pfechodu do oblasti s vysS$im indexem lomu se svétlo
lame ke kolmici. Zhruba tedy mizeme predpokladat, ze okrajové ¢asti paprsku se budou lamat
vic a vic do stfedu a paprsek se bude postupné zuzovat. Tim ale bude jeho energie koncent-
rovand bliz ke stiedu, kde tak poroste intenzita, a nasledné i index lomu, takze soustfedujici
efekt se bude sdm od sebe zesilovat, dokud nebude paprsek pfili§ uzky, aby platila pouzita
aproximace. To muze nastat napfiklad tehdy, kdy ohromna intenzita svétla zméni kvalitativni
chovani materidlu, kterym prochézi (roztavi ho, ionizuje, atp.) nebo tehdy, kdy sifka paprsku
dosahne rfadové vinové délky svétla a geometrické priblizeni pfestane platit.

S tim souvisi dalsi problém naseho modelu — vezmeme-li v ivahu vlnové vlastnosti svétla,
zadny paprsek svétla ve vakuu nebo linedrnim materidlu nemize mit vSude stejnou sitku,
ale musi se vlivem difrakce rozsifovat. Tento fakt lze nahlédnout nejlépe z principu neurcitosti
aplikovného na jednotlivé fotony. Predpokladejme, ze ptripravime paprsek svétla vinové délky A
o §ifce D, coz muzeme udélat naptiklad tak, ze nechdme projit rovinou vlnu stérbinou sirky D.
To ale znamena, Ze pfi prichodu stérbinou zndme polohu fotoni ve sméru kolmém na pohyb
svétla s presnosti Az, = D. Kvantové mechanicky princip neurcitosti tak ale zarucuje, ze
hybnost fotont v kolmém sméru miZeme znat nanejvys s pfesnosti (fadové) Ap, = h/D.
Paprsek se tedy bude vlivem neurcitosti kolmé slozky rychlosti rozsifovat pod thlem

g PL h/D X

pH - 21171/)\ - 5 (6)

V materidlu tedy proti sobé puisobi dva jevy — rozsifovani paprsku vlivem difrakce, a zuzo-
vani vlivem zavisloti indexu lomu na intenzité. Pokusme se odhadnout, kdy budou tyto dva jevy
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v rovnovaze. Mame-li paprsek konstantni intenzity I a tloustky D, index lomu se na hranici
paprsku skokové méni z n1 + Inz na ni. Bude-li intenzita dostate¢né velka, hodnota kritického
@hlu® na rozhrani piekrod rozptylovy thel a k #z4dnému rozptylu paprsku pak nedojde. Pro
kriticky thel ¥ plati podle Snellova zakona

(n1+ Icnz)cos¥ =ny .

Pro rozumné tlusté paprsky viditelného svétla mame \ < D, tedy ¥ < 1, a muZeme pouzit
ptiblizny vzorec pro kosinus maljch thli cos® ~ 1 — ¥?/2. Dosadime-li za ¥ z rovnice (6),
dostaneme po zanedbani ¢lenti vyssich fadt a numerickych konstant kritickou intenzitu

n1 A2
n2D2 ’

(7)

Tento vztah nam fika, jak intenzivni paprsek dané vlnové délky musime pfipravit, aby sam sebe
udrzel v oblasti $iiky D. VétSina bézné dostupnych materialé (voda, sklo, polymery) skuteéné
vykazuje pro dostacné silné svétlo linearni zavislost indexu lomu na intenzité, a popsany jev
se v praxi ¢asto vyuziva pfi praci s laserovymi paprsky.

Podivejme se nyni, jestli se nam podaii ulohu vyfesit pfesné — za pouziti vinového mo-
delu svétla. Nebudeme vas napinat, a prozradime, ze problém mé elegantni analytické feSeni.
Najdeme upravenou vlnovou rovnici pro elektrické pole E a ukdzeme, Zze ma feSeni ve tvaru
postupujiciho paprsku s charakteristickym profilem intenzity.

Predpokladejme, ze vektor polarizace P materidlu zavisi na elektrickém poli podle vztahu

P = co(xo + x2|E]E),

kde xo0 a x2 jsou konstanty charakteristické pro dany material. Ke vztahu z patého dilu seridlu
jsme tedy pridali ¢len amérny |E|?, a tedy intenzité svétla. Oznacime-li I = |E|?, pro index
lomu bude platit (podle téhoz dilu)

n=1+/14+x0+ x2|E|?> ®n1 +nal,

pfi¢emz pouzita aproximace plati pro x2|E|* < 1, coz je bezpeéné pravda pro bézné materialy
a intenzity svétla, které jsou schopné vytvorit pozemské laboratofe. Hodnoty ni a n2 pak s xo

a x2 souvisi vztahy N
2
n1=+14+ xo, ng = ————.
! Xo T o1 + Xo

Hledejme nyni upravenou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Ampériv zdkon v nasem
materidlu mé tvar
vxB=19 (niE + x2|E°E) .
c? ot
Vezméme nyni jeho ¢asovou derivaci a pouzijme Faradaytv zakon (ten je stejny jako ve vakuu)

1

VXVXE+C2ﬁ

(niE + x2|E|’E) =0,

4) Kriticky thel je minimalni thel, méfeny od rozhrani, pod jakym muze svétlo dopadat, aby jesté
nedoslo k uplnému odrazu.
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coz muzeme pfepsat pomoci vektorového zaklinadla ,,rot rot = grad div— laplace* jako

10°, , 5
V(V-E)~V?’E+ &~ (niE E|’E) =0. 8
( ) +C28t2( 1 +X2‘ ‘ ) ()
Nebyt prvniho ¢lenu s divergenci elektrického pole, a kvadratického ¢lenu v druhé ¢asové deri-
vaci, méli bychom vlnovou rovnici pro elektrické pole. Hledame fesSeni, které méa tvar paprsku
svétla s vlnovym ¢islem k. a frekvenci w, $ifictho se ve sméru z, jehoz intenzita (amplituda)
ale zavisi na x a y.

E(t, z, y, 2) = Eo(z, y)e'F==~*" |

kde Eo(z, y) je velké jen v uréitém okoli poc¢atku z,y = 0, a jde k nule pro z, y — Foo.
Takové feseni odpovida rovnovaznému paprsku, ktery se pfi postupu materidlem nerozbihé, ani
nezuzuje. Pro jednoduchost se omezime na situaci, kdy® Eo(z, y) = E(y)X, pfitemz F(y) — 0
pro y — +oo a E'(0) = 0, protoze intenzita je maximalni na ose pohybu. Mame tedy paprsek
polarizovny ve sméru z, jehoz intenzita zavisy jen na sméru y. Clen s divergenci v rovnici (8)
je pak rovny nule, a po dosazeni se z x-ové slozky této rovnice stane nasledujici diferencidlni
rovnice pro E(y).
n¥w2 X2 ?

‘E”(y)Jf(kf— = )E(y)+§@(\5\2&):0.

Nelinearni materialy obvykle nereaguji na okamzitou, rychle oscilujici intenzitu elektrického
pole, ale spi$ na jeho stfedni hodnotu. Budeme tedy predstirat, ze jediny na case zavisly
¢len v poslednim é&lenu ptedchozi rovnice je E., a okamzitou intenzitu |E|* nahradime jeji
stiedni hodnotou® FE?(y)/2. Druha asova derivace je tedy ekvivalentni nasobeni faktorem
—w?, a dostévame obyé&ejnou diferencialni rovnici

E"(y) —-T?E(y) + %R2E3(y) =0,

kde k = w/c a T? = k2 — (n1k)?, spolu s okrajovymi podminkami E(y) — 0 pro y — oo
a E’(0) = 0. Tato ovnice je ekvivalentni{ druhému Newtonovu zakonu pro pohyb &stice v dvou-
jamovém kvartickém potencidlu tvaru

12,2 | X2,2.4
—-I“F kTR
2 + 8
Miizete si promyslet, jak nam tato analogie napovi, ze pro I'> > 0 existuje pravé jedno feseni
s danymi okrajovymi podminkami (a Ze pro I'? < 0 z4dné takové neexistuje). Samotné FeSeni
pak muzeme najit pres analogii zdkona zachovani energie
1o lio,o X2,2,4
—E° - -T°F ~=k°E" =0,
2 2 + 8

a separaci proménnych dostaneme

2r 1

Ely) = V/Xzk cosh(I'y)

5) Symbol % znaéi jednotkovy vektor ve sméru .
6) Stt¥edni hodnota cos? je 1/2.
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Tvar této funkce je zndzornén na obrazku 3.

E(y)/E(0)

Obr. 3. Velikost elektrického pole v rovnovdzném paprsku v zavislosti
na vzdélenosti od stfedu.

Jak bychom ocekavali, vysledné elektrické pole m4 maximum pro y = 0 sitky fddové D =
= 2/T" a je zanedbatelné pro vétsi y, nebot funkce cosh stoupa exponenciilné, neboli zatracené
rychle. S nasim vysledkem nyni mtzeme pfesné vypocitat kritickou intenzitu svétla

41 4N°

I. = E%(0) = -
(0) k2~ m2xaD?

a dosazenim Y2 = 2nin2 ziskdme koneéné
2 A
2

I. = _
72 ning D2

9)
Ale téméf stejny vysledek (7) jsme dostali z jednoduchého odhadu pomoci Snellova zdkonal!
Kvadratickd zavislost na A\/D a umérnost 1/ns jsou stejné, a jediny rozdil ¢ini ni ve jmeno-
vateli, namisto v Citateli. Tuto nesrovnalost mizeme vysvétlit tim, Ze jsme pouzili nespravny
predpis pro dopfednou hybnost svétla v materialu. SiFi-li se totiz svétlo materidlem, rozkmitava
nabité castice, a celkova hybnost pak sestava z elektromagnetické hybnosti svétla, a mechanické
hybnosti ¢astic. Miizete si ovéfit, ze kdyz budeme psat” p| = nihk, vzorce (7) a (9) ziskaj
stejny tvar, az na ciselnou konstantu.

7) Vysvétleni, pro¢ je tento vztah ten pravy, neni viibec jednoduché. Fyzikiim trvalo celou prvni
polovinu dvacatého stoleti, nez se na ném shodli. Rozbor tohoto problému miiZete najit v knizce Rudolf
Peierls: More Surprises in Theoretical Physics.
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Vidime, ze jednoduchy fadovy odhad nam muze hodné napovédét a usettit spoustu prace
s pfesnym FeSenim rovnic.

Limita sendviée

Tento priklad ukazuje, jak uzite¢nd muze byt metoda transferovych matic popsana v seridlu.
Oznacime-li stejné jako v seridlu amplitudy dopadajici, odrazené a proslé viny po fadé Eq4, E,
a I, mizeme vztah mezi nimi vyjadrit maticové

<E0p) =T YA AT (gd) , (10)

kde

nl,gka nlygka

1 .
11 s\ 2N ) n12k M W)
T= . . ) Al 2 = ’
ik —ik ’ _ ksi ni2ka ni2ka
ni,2k sin SN Ccos SN

A1 2 jsou transferové matice odpovidajici elementdrnim vrstvam $itky a/2N a indexu lomu n1 2.
Nés zajimé limita rovnice (10) pro N — oco. V tom pfipadé jsou argumenty goniometrickych
funkci v A1,2 mnohem mensi nez 1, a muzeme tak vzit prvnich par ¢lena Taylorova rozvoje

Az = (-(nl,gij)%/zjv a/fN) ’ (11)

kde byly zanedbany &leny tmérné 1/N? a vyssich fadd. Soudin A2 A; pak nabyva tvaru®

_ 1 a/N
Axdy = <—(n% +n3)ak?/2N 1 ) '

Oznaéme pro piehlednost n® = (nf + n3)/2. Vyraz (A241)" z rovnice (10) se pak rovna

(A2 )™ = <[+ ]ﬁ)N :

Ao e o)

Néapovéda nam radi, ze pro matice plati stejny limitni vztah, jako pro normadlni éisla (jedna se
vlastné o jednu z definic exponencialy), tedy ze

kde I je matice identity a

ANY
lim (I + N) =exp(4).

N — o0

Na uUplné vyfesSeni nasi tlohy tedy sta¢i spocitat exponencidlu matice A. To miZeme udélat
bud za pomoci vlastnich &isel a vektorti, a vyuZzit toho, Ze vlastni ¢isla exponencialy matice jsou

8) Stale zanedbavame kvadratické a vyssi ¢leny 1/N. Ackoli je$té neni Gplné jasné pro¢, presné takovou
pfesnost potfebujeme.
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exponencidlami vlastnich &sel, anebo pfimo spoéitat obecnou mocninu A7, pouzit alternativni
definici exponencidly exp(A) = I + A+ A%/2! 4+ A3/3! + ... a pak si vzpomenout na Taylorav
rozvoj sinu a kosinu. Oba postupy vedou k vysledku

1 .
lim (AQAI) — eXp(A) _ < COS(’rLka) o sln(nka)> .

- —nksin(nka)  cos(nka)

Nalistujete-li nyni posledni stranku patého dilu seridlu, nebo se podivéate na rovnost (11), zjis-
tite, ze nas vysledek presné odpovid4 tranferové matici desky tloustky a vyrobené z materidlu
o indexu lomu n. V limité N — oo bude tedy chovani nasi slozené desky vii¢i kolmo dopadajici
rovinné vIng plné stejné jako chovani homogenni desky stejné tloustky a efektivniho indexu

lomu
2 2
I /w, (12)

Efektivni index lomu tedy, trochu neocekdvané, neni aritmeticky primér n, a ns, ale jakysi
kvadraticky prumér. Za intuitivni fyzikdlni vysvétleni tohoto pfekvapivého vysledku mizeme
vzit fakt, Ze pracujeme-li se svétlem jako s vlnou, je pfirozenéjsi popisovat material nikoli jeho
indexem lomu, ale jeho relativni permitivitou €. Index lomu je s ni ve vztahu n? = ¢. Efektivni
permitivita sendvice je tedy aritmetickym priimérem permitivit obou materiala

€1+ €2
==

coz je uz méné prekvapivé. Zajimava otazka je, jestli vysledny efektivni index lomu slozeného
materialu zavisi na zpisobu, jakym jsou oba materidly poskladané, anebo jen na primérném
zastoupeni obou slozek. Dostaneme jiny vysledek, kdyz desticky posklddame rovnobézné s pa-
prskem svétla, namisto kolmo? Anebo kdyZ vezmeme trojrozmérné Ssachovnicové rozlozeni, ve
kterém se pravidelné stfidaji krychlicky dvou materiala?
Poznamky k doslym resenim

Vétsina z doslych feseni (kterych bylo poskrovnu) spravné kvalitativné predpovédéla cho-
vani paprsku v nelinearnim materidlu. Pfestoze se nikdo nepokusil o analyticky model, ukazali
jsme ho zde jako piiklad zajimavé a komplikované tlohy, kterd jde vyteSit viceméné presné.

Petr Rysavy pouzil pro reseni tlohy se sendviovym materidlem nasledujici ivahu: svétlo
urazi pravé polovinu drahy v kazdém z materiali, a jeho efektivni (primérnd) rychlost by tedy
méla byt

a a 2c

t titta nitng’

z ¢ehoz dostaneme index lomu jako aritmeticky primeér n = (n1 + n2)/2, v rozporu s piedcho-
zim vysledkem (12). Problém je v tom, Ze pro sloZzeny materidl, obzvlast pak v limité nekoneéné
tenkych vrstev, pojem fazové rychlosti svétla prestava davat smysl, protoze v kazdé desticce
mame dvé vlny, které se pohybuji opa¢nymi sméry, a vysledné efektivni vina, kterou pozoru-
jeme, mtze mit dost necekané vlastnosti. Protoze nas ale vlnovy model nemuze klamat, musime
pfijmout fakt, Ze kdyZ na nasi desku budeme kolmo svitit svétlem dané vinové délky, bude se
chovat pfresné jako materiél s indexem lomu danym vztahem (12). Jediny Jakub Vosmera v této
tloze pouzil metodu transferovych matic, za coz mu patfi nas$ obdiv, ackoli ji nedotahl tplné
do konce.

Vef =

Dalimil Mazaé
dalimil .mazac@gmail.com
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Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 4 4445 8 6 35 100 159

1. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk - -22 2 5 - 11 67 82

2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Trebic¢ - - - - - - = 0 85 41

3. Lubomir Grund G Zéabreh - - - - - - - 0o 74 29

4. Vladan Gloncak G Ludovita Stara, Trendin 1 -2 - - 3 40 22

5. Lukds Timko G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - - 0 63 20

6. Klaudia Mrazikova G Ludovita Stara, Trendin - -2 - - - 2 51 18

7. Vladimir Macko G L. Stara, Zvolen - - - - - - 0 50 14

8. Samuel Pudek G Ludovita Stara, Trenéin - - = -1 - - 1 21 12
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 4 4445 8 6 35 100 159

1. Jakub Vosmera G Matyéase Lercha, Brno 36441 9 5 32 82 112

2. Peter Kosec G Ludovita Sttra, Trenéin --235 - - 10 74 64

3. Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Trenéin 2 -2 - 2 - - 6 61 44

4. Gabija Marsalkaite - =2 - - 2 60 25

5. Kristyna Nesporova G, Boskovice - - 2 - 4 - 6 68 21

6. Samuel Havadej G J. A. Raymana, Presov - - - - - - 0 45 15

7. Jan BydzZovsky G J. Heyrovského, Praha - - - = - - - 0 69 9

8.—9. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno - - =0 - - - 0 26 7

Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - = - - - 0 88 7

10.—11. Jan Cesal SPS Otrokovice - —-=----- 0 3 3

Martin Pitrik SPS elektrotechnicka, Havifov - — — — — — — o 27 3

19



Fyzikalni korespondenéni seminai UK MFF

roénik XXIII

¢islo 7/7

Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 4 444 5 8 6 35 100 159

1. Tomds$ Pikdlek G, Boskovice 342 -5 6 - 20 85118

2. Dominika Kalasovd G, Boskovice - - - -3 - - 3 56 65

3. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha - - - — — - 0 72 54

4. Martin Buchadek G Ludka Pika, Plzen - - - - - - - 0 88 49

5. Stefan Badza Mat. gymnézium, Bélehrad - - - - - - - 0 51 38

6. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov - 20 -4 - - 6 50 32

7. David Krska G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice @—~- — 2 — 4 — — 6 68 28

8. Katerina Jirdkovd G J. Pivecky, Slavicin - - - - - - - 0 78 25

9. Jiri Ndrozny G, Boskovice - - - - - - - 0 88 21

10. Zoltan Jehn - - - - - - - 0 80 20

11. Barbora Drozdovd G Ludovita Stura, Trenéin - - - = - - - 0 49 18

12. Jiri Jelinek @G, Blansko - - - = - - - 0 70 16

13. Stefan Stanojevic Mat. gymnéazium, Bélehrad - - - - - - = 0 48 10

14.—-15. Mustafa Cevizci Yamanlar College, Izmir - - - - - - - 0 47 8

Jarier Wannous G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - - 0 67 8

16. Juri Taborsky G, Palackého 191, Ml. Boleslav - — - - — — — 0 41 7

17. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trencin - - - - - - 0 50 2
Kategorie ctvrtych rocniku

jméno skola 1234PES V % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 6 35 100 159

1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 32245 33 22 7 117

2. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 302 -4 -3 12 74 178

3. Stépdn Poldcek G F. Palackého, Val. Mezifici - - - - - - 0 81 54

4.-5. Zdenék Novdk G, Ceska Kamenice - - - - - - - 0 63 30

Lada Peksova G Christiana Dopplera, Praha - - - - - — — o 77 30

6.—7. Jdn Bogdr G Ludovita Stura, Trendéin - - - - - - - 0 74 29

Zuzana Docekalovda G, F. Hajdy, Ostrava - - - - - - 0 83 29

8. Karel Krdl G, Most - - - - - - - 0o 71 22

9. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tabor -2 - - - - - 2 56 19

10.—11. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad - - - - - - - 0 76 16

Michal Zandska G J. Skody, Pterov - - - - - - - 0 100 16

12. Jana Bazovd G Ludovita Stuara, Trenéin - - - - - - - 0 56 14

13.—14. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - - 0 65 13

Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - — — — — — 0 87 13

15. Jdachym Sykora G Christiana Dopplera, Praha - - - - — — — 0 92 11

16. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim - - - - - - - 0o 48 10

17. Nurullah Karakoc Yamanlar College, Izmir - - = - - - = 0 31 9

18. Kristyna Onderkova G, Budéjovicka, Praha - - - = - - - 0 50 4

19. Barbora Handkova - - - - - - = 0 100 3

20. Petra Vahalova G, Plasy - - - - - - - 0 50 2

21.—22. Martin Bachraty G Velk4 okruzné, Zilina - - = - - = = 0 25 1

Michal Husek G, Bucovice - - - - - - - 0 13 1
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Reseni VI. serie

Uloha VI.1 ... husitska (4 body; primeér 2,78; vesilo 15 student)

Na naklonéné roviné s thlem sklonu « stoji smérem po spadnici vozova hradba. Vozy
jsou stejné tézké, mezi sousednimi dvéma je vzdalenost s, celkem jich je N. Na pocatku jsou
vSechny zabrzdéné. Mazany bratr Zizka odbrzdi horni z nich a ten se za¢ne pohybovat smérem
doli a bere s sebou dalsi vozy (hned po ndrazu se nabourany viiz odbrzdi a pokracuje doli
spolu s tim, ktery do néj narazil). Vypoditejte, jakou rychlost bude mit celd vozova hradba
po poslednim narazu. Jako bonus miiZete urcit, jaké by mély byt hmotnosti vozu tak, aby se
rychlost hradby mezi dvéma narazy nezmeénila.

Na zaslou slavu husitstvi vzpominal Jakub.

Predpokladejme, ze srazky mezi vozy jsou dokonale nepruzné, tzn. po narazu se vozy spoji
a pokracuji spolu (podobné jako vagénky v Zelezni¢nich modelech).

Necht méa horni viiz index 1, dolni N. Dale ozna¢me w; rychlost vozl 1,...,7 tésné po
srdzce a v; rychlost tychz vozt pred nasledujici srazkou.

Abychom zjistili rychlost prvnich ¢ vozl po srdzce vyuzijeme zdkon zachovani hybnosti

i—1 [ i—1
B I
Vi—1 m; = w; m; = Wi =Vi-1—; -
=1 j=1

Dale potfebujeme znat rychlost ¢ vozi po rozjeti. Pomuze nam zakon zachovani energie

1 i 1 i . i .
§U§ij:§wi22mj+gss1na2mj = Ui:\/w?—FQgssma.
j=1 j=1 j=1

Vyse uvedené vztahy pouzijeme k vytvoreni rekurentniho vzorce pro w;; prvni ¢len je wi =

=0m-s~! a dile mame -
i
D1y
=1 J .
w; = =F—— \/w? | +2gssina.
Zj:l mj

Stejné hmotnosti rekurenci zjednodusi na

p— 1
w; = ZT yJw2 ;| +2¢gssina.

VVVV t“% a spravnost vysledku lze dokazat indukei.

Specidlné pro i = N méame

wN#%gsm,

9) Jako odrazovy miistek poslouzi stranka http://www.wolframalpha.com/.
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Proberme nyni pripad, kdy pozadujeme stejné rychlosti soustavy vozii po narazu. Rychlost,
kterou chceme zachovat je m
1
Wo = ————— V1 = U1 .
mi1 + ma H

Dale musi platit wiy1 = w;, coz pfi vyuziti rekurentiho vztahu dava

V pripadé stejné rychlosti pred srazkou je jasné, ze prvni viiz musi pfed prvnim narazem
ziskat vyssi rychlost nez ostatni vozy. Nechf je tedy mezera mezi prvnim a druhym vozem
A-nasobek normalni vzdalenosti s. Nyni mame podminky mi = m a v; = v1 = /2gAssina.
Jejich dosazenim do rekurentnich vztaht a tpravou ziskadvame

i 2 i
> my
)\_/\<Z_J—1J> +1 = mi+1_</>\)\11)§ mj.
Zj:l My + Mit1 o j=1

Casto jste pii srazkach pouzivali zdkon zachovani kinetické energie, coz by odpovidalo
pruznym srazkam, jelikoz vSak vozy pokracovaly spojené, jednalo se o srazky nepruzné. Mnoho
z vas téz uvazovalo, Ze rychlost spojenych vozi mezi srazkami vzroste vidy o konstantu, coz
vSak neni pravda, takto se méni jen kinetickd energie vozli. Rekurentnich posloupnosti se
nehledic na mno#stvi nejméné lekali brat¥i Patrik Svancara a Lubomir Grund.

Michal Koutny
xm.koutny@seznam.cz

Uloha VI.2 ... $Smirdk Honza (3 body; primér 2,33; vesilo 9 studenti)

Honza stoji na Zizkovské vézi a hledi lidem do oken. Okna jsou vSechna namiiena k nému,
mayji stejnou velikost a jsou ve stejné vysce od zemé. V jak vzdaleném okruhu maji nejméné
soukromi? Honza nemé dalekohled. Panorama Prahy studoval Honza Prachat.

Predpokladame, ze Honza bude za miru uspokojeni brat thlovy primeér ¢ sledovaného
objektu. (Ne&ktefi Fesitelé sice uvazovali zménu intenzity svétla, které prochdzi oknem; i pokud
by v8e spravné spoéitali, zapomnséli, Ze oko se vykyvim intenzity pfizpusobuje velice snadno.)

Oznacme O; spodni hranu okna, Oz horni hranu okna, P pozorovaci misto na vézi, T misto
na vézi, které je ve stejné vysce jako O;.

Pokud navic ozna¢ime B patu vysky na stranu O1P, plati, Ze trojihelniky TO;P a BO20O4
jsou si podobné. Pak lze ale uz psat, s ozna¢enim |0102| = o, |PT| = h, |TO1| = = a pfeponou
|PO1| = p,

o
0B p xo
~|BP| oh  x2+h%2—oh’
p— 2
p

Protoze tangens je prosta a rostouci, sta¢i hledat maximum vnitini funkce tg ¢(z). Zkuste
si nakreslit graf funkce f(x) = z/(x? 4 a?). Uvazujme vodorovnou p¥imku C, ktera se pravé
dotyka f(z) v maximu. Pak dostaneme rovnici f(z) = C, neboli kvadratickou rovnici

tgp

Cx> —z+Ca®>=0,
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ktera musi mit pravé jeden kofen, takze jeji diskriminant D = 1 — 4C%a® musi zmizet. Proto
C = +1/2a a rovnici fesi x = 1/2C = a (zaporny kofen je minimum). Uhlovy priimér ma tedy
maximum pro okna ve vzdalenosti z = a = y/h(h — o). Jakub Michdlek

jmi@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.3 ... atomovy kondenzator (4 body; primeér 3,50; esili 4 studenti)

Lukas si koupil uranovy atom a nenapadlo jej nic lepsiho, nez z néj postupné odebirat
elektrony. Kdyz odebral n-ty, s udivem zjistil, Ze se hmotnost atomu zvétsila. Co zpusobilo
tento jev? Jaké bylo ono n? Poslali jsme Lukdse nakoupit.

Zamysleme se nejprve nad tim, jak vypada atom. Prvni teorie, kterd smysluplné popisovala
elektrony obihajici kolem jadra, byla Bohrova. Bohr predpokladal, ze elektron obiha kolem ja-
dra po kruznici, a pro jeho moment hybnosti plati kvantovaci podminka L. = nh. Vypocteme-li
mozné energie takto se pohybujiciho elektronu, zjistime, ze plati

R
E = ZZE. (13)

kde Z je protonové ¢islo tohoto prvku, R je tzv. Ryedbergova konstanta, kterda mé velikost
13,6eV.

Tento popis je vhodny pfedevs§im pro atomy, které maji maly pocet elektronti v obalu.
Uvazujeme-li vsak téz8i atomy, které jsou jen slabé ionizované, na vytrhavany elektron nepu-
sobi elektrostaticky pouze kladné nabité jadro, které je pritahuje, ale také ostatni pritomné
elektrony, které je odpuzuji. Proto celkova energie potfebna k odtrzeni elektronu od atomu je
mensi, neZ vypoc¢tena dle vztahu (13). Zavadi se proto tzv. konstanty stinéni s. Pro energii
potiebnou k odtrzeni elektronu na n-té slupce plati vztah

R
E=(Z-s) =

Zamysleme se nyni jesté nad tim, co povazujeme za hmotnost atomu. Celkovad hmotnost
atomu je rovna souctu jeho klidové hmotnosti a hmotnosti elektrostatického pole v jeho okoli.
Hmotnost tohoto pole uréime ze znamého Einsteinova vztahu E = mc?. Energie tohoto pole
je vsak rovna praci, kterou jsme vykonali pfi odtrhévani elektronu od atomu. Budeme-li nyni
ptsobit silou na atom, tento se zacne pohybovat konkrétnim smérem, ale spolu s nim musime
téz urychlit elektrostatické pole, jez se nachazi v jeho okoli. Pouzijeme-li jesté vSeobecné uzna-
vanou rovnost setrvacné a gravitacni hmotnosti, mame vsSechny podklady pro vyfceni vyse
uvedené myslenky o celkové hmotnosti ionizovaného atomu.

Vratme se nyni k nasemu problému. Atom uranu mé protonové ¢islo Z = 92. Pokud bychom
uzili vztah (13) a odtrhli elektron ze slupky 1s, elektrostatické pole v okoli tohoto atomu bude
mit energii 115 keV, coz je asi pétina klidové hmotnosti elektronu. Je sice mozné vytrhnou elek-
tron z této slupky, ale ostatni elektrony v atomu toto volné misto zaplni v fadu femtosekund,
popfipadé dojde jesté k vyzareni tzv. Augerovych elektront. Tyto elektrony se puvodné nacha-
zely na vyssich elektronovych hladinach, ale vlivem velkého mnozZstvi energie jsou od atomu
nakonec odtrzeny. Z tohoto je vidét, ze odtrhneme-li libovolny elektron tohoto atomu, jeho
celkova hmotnost se snizi. Odtrhneme-li dalsi elektron, konstanta stinéni se sice zmensi, ale
neni to postacujici vliv ani v pripadé odtrzeni posledniho elektronu, kdy je konstanta stinéni
rovna 0.

23



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXIII éislo 7/7

Zamysleme se jesté nad tim, kolik protoni v jadfe by musel mit atom, aby pfi hypotetic-
kém odtrzeni elektronu s nejnizsi energii doslo ke zvysSeni jeho hmotnosti. K tomuto vysledku
se dostaneme nejjednoduseji pouzitim vztahu (13), kde polozime n = 1, coz odpovida slupce
nejblizsi k jadru. Za energii £ budeme dosazovat klidovou energii elektronu, tj. 511keV. Kon-
stantu stinéni budeme pro jednoduchost uvazovat nulovou, i kdyz konkrétné pro pripad médi
Z = 32 je konstanta stinéni rovna priblizné 6. Z této tvahy dostavame pro protonové cislo Z

podminku
|E [511 - 103
I\ == —— =194
~“ VR 13,6 ’

které vSak nepfislusi zadnému zndmému prvku.
Dorazila pouze ¢tyfi pékna feseni. Naprosto perfektni feseni poslal Petr Rysavy, a proto

dostal zaslouzené bonusovy bod. Lukés Ledvina

lukasl@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.4 ... podkritické polokoule (4 body; primeér 2,33; vesili 8 studenti)

Kdyz Lukase prestala bavit ionizace jednotlivych atomu, objednal si uranu vic. Dorucili mu
dvé pfesné polokoule, kazdou o hmotnosti m (my/2 < m < my, kde my je kritickd hmotnost).
Lukas je nastavil rovnymi stranami k sobé a zacal je pfiblizovat. V jaké vzdalenosti d mezi
koulemi byl jeho pokus prerusen zazehnutim fetézové reakce?

Prinesl v ranecku Pavel Motloch.

Situace, kterou popisujeme v zadéani, je sice kvili protiteroristickym opatfenim pomérné
nepravdépodobna, ale méa redlny podklad. Chcete-li totiz sestrojit atomovou pumu, musite si na
tento efekt dat pozor. Pokud je zbran tzv. délového typu a pfi odpéleni selze roznétka, coz mé
za nasledek jen pomalé priblizeni podkritickych polokouli k sobé, dojde pfi urcité vzdalenosti
k vybuchu a zbytek stépného materidlu bude odhozen od sebe, aniz by v ném fetézova reakce
probéhla podle piivodnich pozadavki.

Za $tépeni uranu muze napf. nasledujici reakce:

%95U + on — 36Kr + '36Ba + 3pn + .

Pricemz produkty reakce nesou energii 193 MeV. To je v jadernych rozmérech pomérné dost
(samotné neutrony maji asi 6 MeV). Na rozstépeni je totiz potfeba neutron, ktery je pomaly
a tedy pravdépodobnost, se kterou néktery z emitovanych elektronii spusti dalsi reakci, je také
velmi mala. Retézovou reakci pak rozumime stav, kdy ze $tépeni v jedné generaci neutront
vznikne minimélné stejny pocet reakci v generaci néasledujici. Budeme uvazovat rovnost

n? =n; = p(kn: —ny), (14)

kde n! (resp. nf) je pocet reakci v prvni resp. druhé generaci, p pravdépodobnost zachytu
neutronu do reakce, k pocet neutroni vzniklych jednou reakci a n, pocet uniklych neutron.
Jak spocitame pocet reakci? Na tom se podili plno ruznych faktori, zvlasté tzv. ucinny
prifez, ale pro naSe acely bude stacit fict, ze bude pfimo timérny poctu jader.
m
ny=a-—,

M

pricemz do konstanty a jsme zahrnuli vSe, co ovliviiuje pravdépodobnost srazky a reakce.
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Kolik neutront utece? To zavisi pfedevsim na povrchu télesa, o které se zajimame. Uva-
zime-li, Ze z néj unikaji rovnomérné, muzeme psat

ny = bS,

kde S je povrch télesa a b je poCet neutronii emitovanych z jednotky plochy. Tedy po dosazeni
do rovnice (14) dostaneme vztah pro kritickou hmotnost pro zapaleni reakce

“Ml bS . (15)
E_ =
p

mx =

Jak to bude s polokoulemi? Z protilehlych rovinnych ¢asti jsou emitovany neutrony, které
by, pokud by byly polokoule spojeny, prosly na druhou stranu a normélné by vstupovaly do
reakci. Jenze tim, jak mezi koulemi vytvorime skulinu, jich ¢ast utece. To zptisobi zménu
v rovnici (14).

nr = p(kn: — nu — Nuv) ,

pfidame novy c¢len popisujici neutrony unikajici vzduchovou stérbinou nyy. Ten si pomoci
rovnice (15) mizeme jednoduse vyjadfit. Ted jiz ale pouzijeme hodnoty ze zadani — kouli

o hmotnosti 2m a povrchu S.
m S
w =05 | ——— ) .
" ‘ (mk Sk)

Budeme uvazovat, ze ze vzduchové stérbiny vylétaji neutrony stejné jako z povrchu uranu,
tedy nuv = 2nrdb. Dosadime do minulé rovnice (také vyuzijeme toho, jaky je vzdjemny vztah
r, S a m) a dostaneme vysledek

d= (2s/M _g2/3) of3m
Mk To

Pro nés vysledek by mély platit dvé okrajové podminky. Pro m/mi = 1/2 by mélo platit,
ze d = 0. To plati, pfi této hodnoté se zavorka, tedy i cely vyraz, vynuluje. Ovsem druha
podminka splnéna neni, pro m/mi = 1 by méla stacit libovolnd vzdélenost na zazeh reakce
(tedy, Ze i nekone¢né vzdalené polokoule vybuchnou'?). Vysledek bychom mohli opravit napf.

do tohoto tvaru
d-—t <213/ﬂ _ 22/3) [3m
9 (1 - ﬂ) mg ™

mx

ovSem otazka je, nakolik tento vysledek odpovidd redlnym hodnotam. Dosadime-li spravné
materialové konstanty (my ~ 52kg, o0 ~ 19000kg/m?*), dostaneme pro m/my = 3/4 hodnotu
okolo 10 cm, coz je docela dobré. Jak si vede vysledek s korekci oproti vypocétenému je zobrazeno
v obrazku 4.

10) 7Zde schvalné nediskutujeme jejich tvar. Kritickd hmotnost pro polokouli vyjde vétsi nez pro kouli.
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Obr. 4. Porovnani obou metod

Reseni bohuzel moc nedorazilo, o to vic si pochvalu zaslouzi Petr Rysavy, ktery dosel ke

spravnému vysledku. Ales Podolnik
ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.P ... tora tora tora (3 body; primér 1,67; vesilo 6 studenti)
Japonsky pilot za druhé svétové valky dostal ve vysce 5 km nad zemi zizen. Zjistil vsak, ze
mu dali jen lahve s limonadou. Co ma délat? Z imperidlnich archivi vynesla Adéla.

Zamysleme se nad tim, kde je jadro problému. Prvni problém je ve ve vySce. V péti tisicich
metrech nad mofem uz je pofddnd zima (cca —18 °C) a mohli bychom namitnout, ze pilot za
druhé svétové valky nemél biihvijakou techniku a za chvili by umrzl, poptipadé by se nevyrovnal
s vyskovou nemoci (na takovou vysku si horolezci zvykaji i nékolik dni). Teplota napovidé také
tomu, ze by mu jakékoliv piti zmrzlo. Ale podivejme se na hypoteticky pfipad (v redlu by pilot
letadla v této nadmoiské vysce uz skuteéné musel mit néjaky pfistroj na podporu dychéni),
kdy pilot prezije takovou vysku, fidky vzduch a nepotfebuje kabinu, co umi vyrovnat tlaky,
ktera je dnes pfitomna ve vSech dopravnich letadlech. V tu chvili pfijde na fadu ona limonada.

Pro¢ by mél pilot hofekovat nad limonaddou? Pominime pfipad, Ze mu nechutna. Problém
limonady tkvi v pfitomnosti bublinek, tedy oxidu uhli¢itého. Vétsina jiz okusila, co se stane,
kdyz neopatrné oteviete limonadu. Vybubla. Divody pro to mohou byt dva:

a) S limonadou se zat¥epe.
b) Limondda ztistane ve velmi horkém prostfedi (auto za horkého letniho dne, podle Mythbus-

ters limonada muze v takovém pfipadé dokonce sama vybuchnout).

Pro¢ se tomu tak déje? Kdyz se vyrabi soda, je do ni pod velkym tlakem vpraven oxid
uhlic¢ity, v tekutiné se ho v tomto pfipadé rozpusti mnohem vice, nez za normalniho atmo-
sférického tlaku. Zatfeseni lomonddou zptsobi, Ze se bublinky usadi na sténédch lahve a po
otevieni nadsené vyleti i s tekutinou (Boyluv zdkon, tlak se bude vyrovnavat a poroste objem
bublinek). Trik pro otevieni takové limonady je vskutku jednoduchy, staéi prsty poklepat na
stény, aby se bublinky usadily nahotfe. Toto chovani je pro né pomérné normélni, nebot plyn
je leh¢i nez tekutina a pokludné unikne z lahve a nevytlaci limonadu.

Jak je to s teplym prostfedim? Napadlo vas, pro¢ se sekt chladi nez se otevie? Zde prijde
ke slovu Henryho zakon, ktery nam poskytne hned dvé informace relevantni pro ,limonadovy
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problém“. Zakon tika: s rostoucim tlakem roste rozpustnost plyni v kapalindch. Tedy s ros-
touci teplotou tato vlastnost klesa. Proto pokud v auté nechdme plechovku s limonadou, plyn
z ni bude vytlatovan, a to plechovka nevydr#i a praskne,!! kromé toho zde piijde ke slovu
Charlestiv zdkon, ktery k4, ze zahfaty plyn se rozpina.

V nasem pripad€ nas ale zajiméa spise pfipad s tlakem. Jak znamo, s nadmoiskou vyskou
fidne vzduch a klesa tlak. Tedy rozpustnost plynu v kapaliné klesa. Predpokladejme, ze zde
na zemi nam rychle vybubld limonada pfi teploté 20 °C. Pak vysoko v oblacich musi pfi stejné
teploté zakonité také vybublat, a to jesté rychleji! K odhadu rychlosti pouzijeme Poiseuilleho
rovnici, kterd aproximativné rychlost iniku limonady mutze popsat

_ Aprix
- 8Lnp

kde r je praumér trubice (hrdla lahve), L jeji délka a n je viskozita. Vidime, ze rychlost pfimo
amérné zavisi na rozdilu tlakt, tedy je-li rozdil tlakt vyssi, je tnik limonady z lahve vyssi. Ve
minéné pétikilometrové vysce je tlak o cca 50 % mensi nez na hlading moie,'? tedy limonada
unikne dvakrat rychleji.

Jak docilit toho, aby nam nevybublala? Opét se zamyslime nad Henryho zadkonem, pokud
klesne teplota limonady, zvysi se rozpustnost plynu v ni a dle Charlesova zakona budou i bub-
linky oxidu uhli¢itého mensi. Jedina Sance, jak se rozumné napit, je tedy limonadu vychladit,

ostatné jako jiz zminény sekt. Jana Polednikovd

janap@fykos.mff.cuni.cz

Uloha VI.E ... kapi¢ka (8 bodi; primér 5,67; vesilo 6 studentt)

V této tiloze budeme zkoumat kapicku vody jakozto optickou cocku. Nanesete-li kapicku
vody na néjakou tenkou sklenénou nebo priihlednou umélohmotnou desticku, dostanete im-
provizovanou lupu — spojnou ¢ocku. Zkoumejte ohniskovou vzdalenost a maximalni zvétseni
,kapkové lupy“ v zavislosti na jejich rozmérech a porovnejte s teorii. VSimnéte si riznych
zobrazovacich vad kapky. Specialné prozkoumejte, co se déje, kdyz nasi lupu prfiblizime napf.
k barevnému displeji pocitace. Nad zmoklym mobilem meditoval Marek Scholz.

Kapicky jsme nanasSeli na podlozni sklicko pro mikroskopovani, a to injek¢ni st¥ikackou
s jehlou. Mensi kapicky byly vytvofeny nanesenim z hrotu Spejle. Zdroj svétla v nekonecnu
libovolna spojna ¢ocka zobrazi do svého ohniska. Vzdalenost kapky a obrazu vytvoreného na
stinitku odpovida obrazové ohniskové vzdalenosti f kapky. Za zdroj v nekone¢nu lze povazovat
napf. Slunce. Nam vSak postacila obycejna zarovka ve vySce 2metry, nebot i tato vzdalenost
je mnohem vétsi, nez pozorované obrazové vzdalenosti (vzpomeii na zobrazovaci rovnici).

Rozméry kapek byly urceny z digitalni fotografie. Kapky nanesené na okraj podlozniho
sklicka byly nejdfive vyfoceny svrchu, pri¢emz na sklicku vedle kapek byl pfilepen kousek mi-
limetrového papiru. Rovnez bylo sklicko s kapkami vyfoceno z boku, kde nam jako srovnanaci
mira poslouzi tloustka skla 1 mm. V prohliZe¢i obrazkd potom byly odméfeny rozméry kapek
— prumér d a vyska h. Kapku predpokladame ptiblizné ve tvaru kulového vrchliku, coz fo-
tografie potvrzuji. Ohniskova vzdalenost byla odméfena Suplerou nasledujicim zpisobem. Na
jednu celist Suplery jsme lepidlem pripevnili podlozni sklicko, na druhou celist pak stinitko —

11) Podivejte se napf. na http://mythbustersresults.com.
12) Zdroj http://en.wikipedia.org/wiki/Atmosphere_ of Earth.
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¢tverecek tuhé ctvrtky. Supleru jsme posouvali dokud nebylo na &tvrtce co nejlépe zaostfeno
vlakno zarovky, a tato vzdalenost byla zaznamenana. Je obtizné rozhodnout, kdy je obraz nej-
ostfejsi, a proto bylo trochu zbytec¢né mérit vzdalenosti Suplerou. Bohaté bychom si vystacili
jednoduchym posouvanim sklicka po pravitku ¢i trojahelniku. P¥i méfeni je dobré neotdlet,
protoze se kapka vyparuje.

Polomér kfivosti R pak vypocteme pomoci Pythagorovy véty, a sice

:%d2+h2

R
2h

(16)
Takzvané rovnice vyrobci cocek'® umoziiuje pomoci polomértt kiivosti R1, Re ohrani¢ujicich
kulovych ploch urcit ohniskovou vzdélenost ¢ocky ve vzduchu,

1 (’I’L— 1)2h+n(R2 —Rl)

? - nR1R2 ’ (17)

kde n znaci index lomu materidlu ¢ocky. V nasem piipadé je jedna sténa kapky rovinna, tudiz
R; = co. Potom se rovnice (17) zjednodusuje az na

= (18)

Jesté si musime uvédomit, ze svétlo prochézi skrz sklicko indexu lomu ns a tim se posouva
obraz o b(1 — 1/ns) ~ 0,3mm, a toto posunuti od namérenych vzdalenosti odecist.

Vysledky méfeni jsou uvedeny v tabulce a v grafu. Z naméfenych rozméru je vypocten
podle (16) polomér kfivosti kapky. S pouzitim indexu lomu vody n = 1,33 je dle (18) uréena
teoreticka predpovéd ohniskové vzdélenosti, kterou porovnavame s méfenim (v tabulce znaceno
po Fadé indexy teo a exp). Chyba teoretické pfedpovédi vychazi z odhadu nepfesnosti uréeni d
a h, které odhadujeme po fadé na 0,4 mm a 0,1 mm, nepfesnost méreni ohniskové vzdalenosti
je odhadnuta na 0,5 mm.

Je patrné, ze vétsi kapky maji mensi polomér kiivosti a vétsi ohniskovou vzdélenost, coz
vede k mensimu zvétSeni. Naméfené ohniskové vzdalenosti jsou systematicky mensi nez ty
vypoctené, ovsem v ramci chyby se shoduji.

Tabulka vysledkd méfeni

¢islo méfeni | d [mm] | A [mm] | R [mm] | fieo [mm| | fexp [mm]

1 2,04 0,55 1,2+£04 | 3,712 | 3,1+0,5
2,73 0,70 1,704 | 5,1+1,3 | 4,0+0,5
263 | 065 |1,7+04 |50+1,3 | 47405
4,04 0,92 2,705 | 8115 | 6,8£0,5
4,70 1,02 |3,24+05 | 98+£1,6 | 87+£0,5
597 | 1,36 |40+05 [12,04+1,5 |11,340,5

S T W N

Zvétseni kapky jakozto lupy jsme zkouseli urcit pozorovanim dvou blizkych méfitek, pricemz
jedno pozorujeme pres lupu a druhé jen okem. Pro pozorovani byla pouzita kapka ¢islo 6.
Maximalni prakticky pouzitelné zvétseni bylo urceno jako ¢tyfnasobné, pfestoze teoreticky by

13) Petr Maly: Optika, Karolinum, 2008
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mohlo dosahovat az hodnoty d/f, kde d = 25 cm je konvenéni zrakova vzdélenost. P¥i snaze
o dalsi zvétSeni jiz zacaly dominovat zobrazovaci vady a obraz se stal necitelnym.

14

T I T I T I T I T
fexp —— s

12 fteo """" ,"’ —]

f [mm]

R [mm]
Obr. 5. Vysledny graf zavislosti ohniskové vzdalenosti na poloméru kapicky

Kulaty povrch ¢ocky, byt by byl dokonaly, nezajisti ostré zobrazeni, protoze okrajovym ¢as-
tem Cocky odpovida jind ohniskova vzdalenost, nez jejimu stfedu. Tim méné bude obraz ostry
pro nasi kapku. Zvlasté u vétsich kapek se projevi zplosténi v disledku vlastni tize, coz vede
jesté k vétsimu rozdilu ohniskovych vzdalenosti stiedu a okraji. Rozdilné poloméry kiivosti
na ruznych mistech kapky a jeji nepravidelny tvar se projevi tim, ze pfedmét, napt. Slunce
nebo vldkno zarovky, nelze zcela zaostfit, kolem nejsvétlejsi skvrny je jesté svétly ,oblacek®
a obraz jevi rtizné deformity. Deformaci obrazu lze nejlépe sledovat pozorovanim pravidelného
rastru skrz kapku, napf. milimetrového papiru. Okrajové ¢asti kapky jsou zpravidla zakfive-
néjsi a vice zvétsuji, coz se projevi rozestupovanim linek rastru pfi okraji kapky. Hovorime
potom o poduskovitém zkresleni. Zobrazujeme-li na stinitko Slunce, které sviti pod uréitym
uhlem k optické ose kapky, obraz pfipomina tvarem kometu a hovofime pak o vadé s ndzvem
koma. Barevna vada se u kapkové cocky tolik neprojevi, protoze dfive jmenované vady jsou
daleko silnéjsi.

Kapicka na barevném dipleji notebooku nebo mobilniho telefonu umoziuje pozorovat ba-
revné slozeni pixelu. Vedle sebe jsou Cervend, zelena a modra policka. Riznych barev je dosa-
zeno zmeénou intenzity jednotlivych barevnych policek. V bilém pixelu sviti vSechna barevna
policka, v zlutém pixelu pouze Cervena a zelend, ve fialovém jen Cervend a modra. Zvédavci si
jisté vsimli rozdilného rozlozeni barevnych elementtt v LCD a CRT monitoru pocitace.

Dosla feseni néas potésila svou vysokou trovni a napaditosti, vami ziskané vysledky byly
pékné. Dominika Kalasovd dokonce experimentalni tlohu pojednala jako védeckou praci.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz
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Zavérecné poradi

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12 4 E VI % X

Student Pilny MFF UK 4 3 4 8 26 100 185

1. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 2 - - 5 7 66 89

2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Trebic¢ -3 - - 3 8 44

3. Lubomir Grund G Zabieh 4 3 1 - 8 74 37

4. Lukas Timko G P. de Coubertina, Tabor 2 3 2 7T 63 27

5. Viadan Gloncdk G Ludovita Stara, Trenéin 3 - - - 3 42 25

6. Klaudia Mrazikova G Ludovita Sttra, Trenéin 2 - - - 2 51 20

7. Viadimir Macko G L. Sttra, Zvolen 1 - - - 3 47 17

8. Samuel Pucek G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - 0 21 12

9. Ondrej Toloch Jazykové G P. Tigrida, Ostrava 21 - - 3 438 3
Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 12 4 E VI % X

Student Pilny MFF UK 4 3 4 8 26 100 185

1. Jakub Vosmera G Matyase Lercha, Brno - - - - 0 82 112

2. Peter Kosec G Ludovita Sttra, Trenéin - - - 4 4 72 68

3. Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Trenéin 4 - - 3 8 60 52

4. Gabija Marsalkaite 31 - - 4 59 29

5. Kristyna Nesporovd G, Boskovice 2 - - - 2 66 23

6. Samuel Havadej G J. A. Raymana, Presov - - - - 0 45 15

7. Jan BydzZovsky G J. Heyrovského, Praha - - - - 0 69 9

8.—9. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno - - - - 0 26 7

Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - 0 88 7

10.-11. Jan Cesal SPS Otrokovice - - - - 0 38 3

Martin Pitrik SPS elektrotechnicka, Havifov —— — - - 0o 27 3
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PE VI % X

Student Pilny MFF UK 4 3 44 3 8 26 100 185

1. Tomds$ Pikdlek G, Boskovice 334 -117 18 84 136

2. Dominika Kalasovd G, Boskovice 323 -1 8 17 59 82

3. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha — - - - - 0 72 54

4. Martin Buchaddek G Ludka Pika, Plzen - - - - - - 0 88 49

5. Stefan Badza Mat. gymnézium, Bélehrad - - - - - 0 51 38

6. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov 2 - - -3 - 5 52 37

7. David Krska G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice - - - - 0 68 28

8. Katerina Jirdkovd G J. Pivecky, Slavic¢in - - - - - - 0 78 25

9. Jiri Ndrozny G, Boskovice - - - - - - 0 88 21

10. Zoltan Jehn - - - - - - 0 80 20

11. Barbora Drozdovd G Ludovita Stara, Trendin - - - - - - 0o 49 18

12. Jiri Jelinek G, Blansko - - - - - - 0 70 16

13. Stefan Stanojevic Mat. gymndazium, Bélehrad - - - - - - 0o 48 10

14.—15. Mustafa Cevizci Yamanlar College, Izmir - - - - - - 0 47 8

Jarier Wannous G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - 0 67 8

16. Juri Taborsky G, Palackého 191, MI. Boleslav — — - — — - 0 41 7

17. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - 0 50 2
Kategorie ctvrtych rocniku

jméno skola 1234PE VI % X

Student Pilny MFF UK 4 3 44 3 8 26 100 185

1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 4 254 2 7 24 79 141

2. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 4 3 - -2 - 9 76 87

3. Stépdn Poldcek G F. Palackého, Val. Mezitici - - - - - - 0 81 54

4.-5. Zdenék Novdk G, Ceska Kamenice - - - - - - 0 63 30

Lada Peksova G Christiana Dopplera, Praha - - - — — - o 77 30

6.—7. Jdn Bogdr G TLudovita Sttra, Trendin - - - - - - 0 74 29

Zuzana Docekalovda G, F. Hajdy, Ostrava - - - - - - 0 83 29

8. Karel Krdl G, Most - - - - - - 0 71 22

9. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tébor - - - - - - 0 56 19

10.—11. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad - - - - - - 0 76 16

Michal Zandska G J. Skody, Pterov - - - - - - 0 100 16

12. Jana Bazovd G TLudovita Sttra, Trendin - - - - - - 0 56 14

13.—14. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - 0 65 13

Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - — — — — — 0 87 13

15. Jdachym Sykora G Christiana Dopplera, Praha - - — — — — 0 92 11

16. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim - - - - - - 0 48 10

17. Nurullah Karakoc Yamanlar College, Izmir - - - = - = 0 31 9

18. Kristyna Onderkovda G, Budéjovicka, Praha - - - - - - 0 50 4

19. Barbora Handkova - - - - - - 0 100 3

20. Petra Vahalova G, Plasy - - - - - - 0 50 2

21.—22. Martin Bachraty G Velka okruzné, Zilina - - - - - = 0 25 1

Michal Husek G, Bucovice - - - - - - 0 13 1
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Poslete ndm pohlednici z prazdnin! :-)

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro reSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykosOmff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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