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24. roèník, úloha IV . S . . . Möbiova transformace a konformní zobrazení !!! chybí

statistiky !!!

a) Doka¾te tvrzení d), podle nìho¾ Möbiova transformace zachovává úhly. Jedna z mo¾ností
je uvìdomit si, ¾e v kruhové inverzi existují kru¾nice, které se zobrazují samy na sebe.

b) Najdìte podmínku na koe�cienty Möbiovy transformace, aby zobrazovala komplexní kruh
na komplexní kruh (|z| ≤ 1) a najdìte konkrétní transformaci, která zobrazuje komplexní
kruh na horní komplexní polorovinu. Co to fyzikálnì znamená?

c) Podle teorie relativity se tìlesa pohybující se rychlostí blízkou rychlosti svìtla zkracují
(Lorentzova kontrakce). To ov¹em je¹tì neznamená, ¾e bychom je vidìli krat¹í (napøíklad,
¾e bychom místo pohybující se koule vidìli pohybující se elipsoid). Vyu¾ijte pøedstavy, který
jsme v tomto díle vybudovali, abyste odvodili, ¾e pøedmìty letící rychlostí svìtla vidíme
o kousek pootoèené, nikoliv zkrácené (Terellova rotace).

Möbiova transformace zachovává úhly

ϕ

Obr. 1

Jak jsme si ukázali v pøede¹lých dílech, holomorfní funkcí realizované zobrazení nám zob�
razuje ètvereèky na ètvereèky, které jsou zvìt¹ené/zmen¹ené a pootoèené, nanejvý¹
zrcadlené Budeme-li nyní uva¾ovat libovolný úhel, tak jej mù¾eme pomocí ètve�
reèkù vymezit napø. jako na obrázku 1.

Bude-li vìt¹í ètvereèek pouze posunut, otoèen, pøe¹kálován nebo zrcadlen, bude
toto platit i pro men¹í z nich a jimi vymezený úhel bude nezmìnìn.

Uka¾me si, ¾e funkce f(z) = (az+ b)/(cz+d) je holomorfní. Toto uká¾eme tak,
¾e ji zderivujeme.
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Je¹tì si rozeberme nìkolik problematických pøípadù. Pokud az + b = 0, potom nemù¾eme
provést vytýkání v èitateli a výraz pro derivaci by mìl tvar
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tedy v tomto bodì derivace existuje a není ¾ádný problém. Pokud by platilo, ¾e cz+d = 0, tak
Möbiova transformace zobrazuje takovýto bod z do nekoneèna, ale budeme-li uva¾ovat jakýkoli
libovolnì blízký bod, tak ji¾ nebudeme míti problém s holomorfností, ale velikost zkoumaného
úhlu se zmìní libovolnì málo.

Pro ostatní hodnoty promìnné z ji¾ mù¾eme výraz pro derivaci upravovat libovolnì. Proto¾e
je �z malé, jmenovatel rozvineme, jako souèet geometrické øady a zanedbáme èleny øádu �z2
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Proto¾e existuje derivace, tak toto zobrazení zachovává úhly.
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Hledání transformací

Má-li nìjaká transformace zobrazovat napø. kruh |z| < 1 na sebe, musí být transformací
identickou, to znamená, ¾e f(z) = z. Pro koe�cienty Möbiovy transformace to znamená: a =
= 1, b = 0, c = 0, d = 1.

Möbiova transformace má relativnì málo volných parametrù, proto konstanty pro transfor�
maci odpovídající zobrazení kruhu na polorovinu. V korespondenci s geometrickou pøedstavou
budeme po¾adovat aby platilo: f(i) = ∞, f(−i) = 0 a pro ostatní z, aby byla f(z) reálná.
Z první podmínky plyne: a(−i)+b = 0, z druhé ci+d = 0. Dáme-li tyto podmínky dohromady,
dostáváme

f(z) =
az + ai
cz − ci

.

Dosadíme-li napø. z = 1, aby f(1) byla reálná mù¾eme polo¾it napø. c = 2i, a = 1. Výsledná
transformace bude mít tvar

f(z) =
z + i
2iz + 2

.

Je¹tì musíme ovìøit, zdali jde opravdu o zobrazení na horní, nikoli dolní polorovinu, platí
f(0) = i/2, proto jsme zvolili správné znaménko u koe�cientù a a c.

Pohybující se koule

Podobná úloha byla zadána ve 22. roèníku v 6. sérii. Její øe¹ení naleznete na webové adrese
http://fykos.cz/rocnik22/reseni/reseni6-3.pdf.

Lukáš Ledvina
lukasl@fykos.cz

Fyzikální korespondenèní semináø je organizován studenty UK MFF. Je zastøe¹en Oddìlením
pro vnìj¹í vztahy a propagaci UK MFF a podporován Ústavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zamìstnanci a Jednotou èeských matematikù a fyzikù.
Toto dílo je ¹íøeno pod licencí Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazení kopie této licence, nav¹tivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

- 2 -


