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24. roèník, úloha VI . S . . . všehochuť (6 bodù; prùmìr 5,00; øe¹il 1 student)

a) Pøedpokládejme, ¾e máme radioaktivní látku X, která se rozpadá na látku Y s poloèa�
sem rozpadu T1 , ta se následnì rozpadá na stabilní látku Z s poloèasem rozpadu T2 . Jak
závisí koncentrace látky Y na èase, pokud jsme na poèátku mìli pouze látku X?

b) Vypoètìte, jak vypadá difrakèní obrazec vzniklý prùchodem svìtla o vlnové délce λ ¹tìrbi�
nou ¹íøky d.

c) Pokuste se najít frekvence ω, pro které existuje øe¹ení vlnové rovnice na ètverci o hranì a.
Kolik rùzných funkcí odpovídá jedné úhlové frekvenci?

Nápovìda: Pro prostorovou èást pøedpokládejte øe¹ení ve tvaru A(x, y) = X(x)Y (y).
Ozáøilo Luká¹e

Rozpad

Rozmysleme si nejprve, jak to je s poloèasem rozpadu T . Víme, ¾e pro mno¾ství radioaktivní
látky v èase t platí

N(t) = Nt=02
−t/T = Nt=0 exp(−t/T ln 2) = Nt=0 exp(−t/λ) , λ =

T

ln 2
,

kde λ je tzv. rozpadová konstanta.
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Obr. 1. Závislost relativního mno¾ství radioaktivních látek na èase
pro λXY = 2 rok−1 a λY Z = 1,1 rok−1

Studujme nejprve rozpad X → Y , mno¾ství látky X budeme znaèit NX , látky Y NY , atd.
Napí¹eme si pro nìj diferenciální rovnici

dNX

dt
= −λXYNX .

Budeme pøedpokládat øe¹ení ve tvaru exponenciály, vizte text seriálu. Zjistíme, ¾e platí

NX(t) = NX0
exp(−λXY t) .

Nyní budeme zkoumat druhý rozpad Y → Z. Pro mno¾ství látky Y platí

dNY

dt
= −λY ZNY + λXYNX , (1)
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druhý èlen se zde vyskytuje, proto¾e látky Y pøibývá rozpadem látky X. Proto¾e zde máme
soustavu dvou diferenciálních rovnic, budeme pøedpokládat tvar øe¹ení NY ve tvaru souètu
dvou exponenciál, tj. NY = A exp(−α1t) +B exp(−α2t) a dosadíme do (1). Dostáváme

−Aα1 exp(α1t)−Bα2 exp(−α2t) =

= −λY ZA exp(−α1t)− λY ZB exp(−α2t) +NX0
λXY exp(−λXY t) .

Aby tato rovnice mohla být splnìna pro v¹echny èasy, musí být souèet koe�cientù u stejných
exponenciál roven nule; proto¾e NX0

6= 0, musí být α1 = λXY . Pak platí

−Aα1 = −AλY Z + λXYNX0
,

−Bα2 = −BλY Z .

Z toho vyplývá α2 = λY Z , B je volný parametr, který musíme dopoèítat z poèáteèní podmínky,
A = λXYNX0

/(λY Z − λXY ). Pro mno¾ství látky Y potom mù¾eme psát

NY (t) = NX0

λXY

λY Z − λXY
(exp(−λXY t)− exp(−λY Zt)) .

Konstantu B jsme zvolili tak, aby NY (0) = 0. Proto¾e se ¾ádná látka neztrácí, platí NZ(t) =
= NX0

− (NX(t) +NY (t)). Mno¾ství jednotlivých slo¾ek je uvedeno na grafu v obrázku 1.

Difrakce

Abychom urèili tvar difrakèního obrazce ve veliké vzdálenosti, musíme vypoèítat Fourierovu
transformaci ¹tìrbiny. Proto¾e je problém translaènì symetrický podél osy ¹tìrbiny, omezíme
se jen na jeden rozmìr, platí

p(k) =
1√
2π

∫ d/2

−d/2

eikx dx =
1

ik
√
2π

(
eikd/2 − e−ikd/2

)
=

√
2/π
ik

sin(kd/2) .

Pozorovaná intenzita osvìtlení je kvadrátem Fourierova obrazu. Platí

I = I0

(
sin(kd/2)
kd/2

)2

,

kde jsme v¹echny konstanty zahrnuli do I0, tj. osvìtlení pøímo za ¹tìrbinou. Argument kd/2
závisí pouze na vlnové délce a parametrech úlohy, tj. d a lineárnì na úhlu odchylky ϕ. Z textu
víme, ¾e platí ϕ = kλ/2π, tj. kd/2 = πd/λ · ϕ.

Kmitání

Máme za úkol najít øe¹ení vlnové rovnice pro ètverec s hranou a. Pro výchylku U(x, y, t)
platí

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

1
c2
∂2u

∂t2
.

Vypoèteme-li Fourierovu transformaci této rovnice v èasové promìnné, dostáváme

∂2û(x, y)
∂x2

+
∂2û(x, y
∂y2

+
ω2

c2
û(x, y) = 0 .
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V zadání je napsáno, ¾e máme øe¹ení hledat ve tvaru souèinu dvou funkcí závislých pouze
na jedné souøadnici. Tj. û = X(x)Y (y), dosadíme-li toto do rovnice vý¹e a vydìlíme-li û,
dostaneme

X ′′(x)
X(x)

+
Y ′′(y)
Y (y)

+
ω2

c2
= 0 ,

aby tato rovnice platila pro v¹echna x a y, musí být první dva èleny konstantní. To nám ale
pøipomíná rovnici pro strunu z textu seriálu. Musí platit

Xl(x) = sin
( πx
a
l
)
, l ∈ {1, 2, 3, . . .} .

Potom platí X ′′l (x)/Xl(x) = (π/a)2l2. Podmínka na úhlovou rychlost kmitání je proto

ω =
π

ca

√
l2 +m2 ,

kde m odpovídá poètu uzlù funkce Y (y). Celkové øe¹ení je potom

ulm(x, y, t) = u0 sin
( πx
a
l
)
sin
( πy
a
m
)
sin
( π
ca

√
k2 +m2t

)
.
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