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Serial: Akéni

V minulém dilu jsme si predstavili problémy se sjednocenim interakci a formulaci teorie kvantové
gravitace. Seznamili jsme se se zdkladnimi pojmy teorie relativity jakozto teorie gravitace. Také
jsme si Tekli, Ze teorie strun je, zda se, doposud jedinou zndmou konzistentni teorii, kterd
m3é potencial popsat vSechny interakce a Castice. Teorie strun je kvantovou teorif relativistické
struny, tedy jednorozmérného objektu pohybujiciho se v prostorocasu.

Nez zacneme mluvit o této slozité teorii, musime nejdiiv uvést jazyk, ve kterém je budovana.
V tomto dile si povime néco o variac¢nich principech, které zahrnuji i takzvané ,zdkony kosmické
lenosti“. Ukazuje se totiz, ze pfiroda v mnohych okamzicich koné co nejméné akce, nebo tak to
alespon formulovali osvicensti fyzici. Co to ale presné znamena? A je to zcela obecné pravda?
O tom se dozvite v nasledujicim textu.

Retéz v podivném ddoli

V(z)

T

Obr. 1: V¥ska zvinéné krajiny V(z) v zavislosti na x. Sedé puntiky oznac¢uji mista, kde je
derivace nulovd (V'(z) = 0) a kde miize kuli¢ka nehybné stat.

Piedstavme si kulicku, kterd se nachdzi ve zvlnéné krajiné popsané vyskovou funkci V' (z)
jako na obrazku 1. Kulicka se mtze nachazet v rovnovaze, lezi-li na rovince. Matematik by fekl,
7e vyska terénu musi v daném bodé byt staciondrni — derivace (neboli sklon) vysky V'(z) musi
byt v daném bodé nulova.

Kromé plochych oblasti nastdva podminka stacionarity v lokdlnich minimech nebo maxi-
mech funkce V(z) (tj. na vrchu kopce nebo v nejniz§im bodé tdoli) nebo v tzv. sedlovych
bodech, které odpovidaji plo§ing, jako mé napiiklad funkce V(z) = 2 v nule. (Pfesvédéte se,
ze zde mé funkce nulovou derivaci, a jde tedy o staciondrni bod.)

Podobné tivahy dost moznd zndte s funkei V' (z) jakozto potencidlni energif, kde jeji derivace
—V'(z) (spad) odpovida sile piislusného pole. Potencidln{ energie je obecné funkci polohy a jeji
rozdil mezi dvéma body O a P uréuje energii, kterou dané silové pole (tfeba gravitacni) preda
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Castici, pokud se presune z O do P. Nulova derivace potencidlni energie znamena nulovou silu,
a tudiz lokdlni rovnovdhu ¢éstice (nulova sila znamend nulové zrychleni, a tedy moznost klidu).

Y

T

Obr. 2: Tvar Fetizku y(x) v homogennim gravita¢nim poli a jeho variace.

Doted jste se mozna nedozvédéli nic zas tak nového, ale zkuste pfemyslet nad nésledujici
tlohou: mate idedlni retizek konstantni délky [ a povésite jej mezi body A a B v homogennim
gravita¢nim poli. Potencidlni energie hmotného bodu v tomto poli je ddna vztahem V(z,y) =
= mgy. Uvazujme Tetizek, jehoz tvar je popsany funkci y(x) (viz obrdzek 2). Rozdélime-li
nds retizek na malé elementy délky ds, bude potencidlni energie elementu v bodé y(z) rov-
na dV(x) = pgy(x)ds, kde ¢ je hustota Fetizku a g tihové zrychleni. Otdzka zni: jaky bude tvar
fetizku v rovnovaze?

Mohli bychom nyni dlouhosahle pocitat sily, které na retizek pusobi, a pak se je pokouset vy-
rovnavat a zjistovat tvar retizku. Muzeme si ale vzpomenout na predchozi odstavce a prosté rict:
fetizek se usporada do tvaru y(x) tak, aby mél minimalni celkovou potencidlni energii V(y(z)).
! Celkovou energii minime soudet energii véech kousi¢ku fetizku. Pokud je fetizek dostatecns
jemny, muzeme vyscéitani prispévku jednotlivych ¢lankia k celkové potencidlni energii nahradit
integralem ptes jeho délku. Pro ty, kteff nejsou na integraly zvykli, je na internetu mnoho tex-
t11, nebo si stadl precist piislusnou ¢ast z textu ke tiet! sérii 24. roéniku naseho seridlu. Rikdme
tedy, ze

B
V(y(a)) = / ogy(c) ds (1)

je minimélni pro stabiln{ tvar y(z). Minimalizovat musime vSak pfi zachovani délky Fetizku
a uchyceni na koncich.

Matematik se na nasi formulaci zbézné podivé a Fika: to znamend, Ze integrdl v rovnici (1)
musi byt nutné staciondrni. Co to ale znamena? Ze jakakoliv nekoneéné mald vychylka od
rovnovazného rozlozeni y — y + dy (viz obrazek 2) zachovdvajici délku fetizku a uchyceni na
koncich nezméni hodnotu celkové potencidlni energie z rovnice (1).

To nam ale jako fyzikiim dava smysl, protoze zatimco u ¢astice v potencidlu nekonec¢né mald
vychylka dx z rovnovazné polohy zpusobi nekoneé¢né malou zménu potencialni energie imérnou
jejimu sklonu V'(zx), néco podobného se dé&je i tady, jen v mnohem obecngjsim duchu. Misto

LVsimnéte si, ze je celkovéd energie funkci funkee y(x), tj. kazdé funkci y(z) popisujici tvar fetizku piitadi
¢islo. Takovym objektiim matematikové rikaji funkciondly.
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malé zmény potencidlni energie V(z+dz) ~ V(z)+V’(z)dx mame takzvanou variaci §V celkové
potencialni energie V(y(z) + dy(z)) = V(y(x)) + oV.

Kdyz se ovSsem znovu podivime na obrézek 2, prijde ndm divné, ze by se potencidlni energie
pii variaci 0y(x) neménila vilbec — stejné jako se pfi malé vychylce doopravdy trochu méni
ve staciondrnich bodech i funkce V(z) na obrdzku 1. Pravda je takovd, Ze ve staciondrnich
bodech se potencidlni energie V(z) i celkova potencidlni energie V(y(x)) neméni az na nekonecné
malé veliciny vyssitho rddu. Pozadavek §) = 0 do prvniho fddu presnosti je tedy matematicky
preciznéjsi formulaci stacionarity.

Podminky na nulovou variaci 6V nakonec vedou na tplné stejné podminky rovnosti urcitych
vektort v kazdém bodé, jako bychom dostali pti ivahdch nad silovym ptisobenim v fetézu. To
se nam povedlo bez nutnosti slozitého analyzovani sil. Potvrzuje se tak spravnost naseho tvrzeni
o minimalizaci celkové potencidlni energie.

Kfivece y(x), kterd minimalizuje integrél (1), se fikd od této slavné tlohy retézovka a jednd
se o soucet dvou exponencial symetricky okolo stfedu fetézu téz znamy jako hyperbolicky kosi-
nus. Muzete ji nalézt ve tvaru opravdovych provésenych retézu nebo i v prirodé, naptiklad na
provésenych vldknech pavuciny.

Abychom si to tedy zrekapitulovali, v minulé ¢asti textu jsme ukézali, Ze pokud si od-
vodime né&jaky fyzikaln{ princip minima nebo maxima napiiklad pro bod, bezrozmérny (0-
dimenziondlni) objekt, s trochu opatrnosti ho muzeme lehko rozsifit i na mnohem obecnéjsi
pripady, jako je Tfetizek nebo struna — 1-dimenzionalni objekt s nekone¢né mnoha body.

Vyhoda daného pristupu je v tom, Ze se prili§ nemusime zabyvat néjakou fyzikou sil atp.,
ktera je s problémem spojena, ale mizeme rovnou formulovat princip celkového maxima nebo
minima s néjakymi dodate¢nymi podminkami, jako je pevnd délka fetizku. Fyzikdini rovnice
pak ale ziskdme zpétné z podminek nulové variace minimalizované nebo mazrimalizované veliciny
okolo tesent problému!

Tento zpusob ,hadani“ fyziky se muze zdat dost divny u klasické mechaniky, kde nam sily
prijdou intuitivné ziejmé. Ve zkoumadni tuplné nové fyziky, kde mechanickd intuice uz davno
selhavé, se ale jednd o tispésnou a Casto pouzivanou metodou formulovani novych teorii.

Nejmensi, nejvétsi, nejlepsi
Principy minima a maxima uhranuly matematiky a fyziky pocinaje zacatkem 18. stoleti. Ne,
ze by predtim nebyly takové principy zndmy, ale osvicensti matematici méli tendenci je hle-
dat vsude. Napriklad filozof, matematik a spoluvynélezce integrdlniho a diferencidlniho poctu
Gottfried Wilhelm Leibniz tvrdil, Ze nas svét je ten nejlepsi z nekone¢ného poctu moznych
svéta, kde dobro je maximalizovdno a zlo minimalizovano. Jiny matematik, Leonard Euler,
kterého budete nejspis znat diky Eulerovu cislu e, tieba v jedné své praci tvrdil, ze ,,nemuze
byti. .. nejmensi pochybnosti, Ze veskeré ucinky ze Vsehomiru lze dovoditi jak metodou maxim
a minim, tak z pusobeni pri¢in.“

Citovat bychom mohli jesté dlouho, ale pojdme se podivat na nejstarsi principy maxim
a minim, kterym budeme fikat jednim slovem extremdini nebo téz variacni. Princip, podle
kterého se da odvodit zadkon odrazu a lomu paprsku svétla, byl pouzivan v riznych obdobéch
uz od pocatku naseho letopoctu a definitivné jej formuloval v 17. stoleti Pierre de Fermat. Tento
Fermatuv princip prosté tvrdi, ze svetlo cestuje po drahdch, které ho mezi kazdymi dvéma body
dopravi za nejkratsi dobu.
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Cas T spotfebovany na cestu paprsku mezi body M a N lze také prepsat jako

n N N
T:/ dt:/ ﬁds:l/ nds,
ta v ds ¢ Ju

kde n = ¢/v je index lomu optického prostfedi v daném bodg, ¢ rychlost svétla ve vakuu, a kde
jsme pfi Gpravé vyuzili skutecnosti, ze
, o
Codt

Pravda je ovsem takova, ze v nékterych specidlnich piipadech se svétlo pohybuje i po draze
s mazimdlnim Casem. Takze obecné plati, Zze se svétlo pohybuje po drahach s extremalnim
¢asem, neboli po drahdch s nulovou variaci doby potrebné k urazeni, jak to nyni formulujeme
v souladu s predchozi ¢asti textu.

Pokud je rychlost svétla v néjaké oblasti konstantni, je jasné, ze paprsky nebudou délat
zédné zatacky, ale ze se bude pohybovat po nejkratsich spojnicich mezi body — ptimkach. Nyni
si ale odvodime, co se stane, pokud paprsek dopadne na rozhrani dvou prostiedi.

a b
x
l
S o
2\. B
n1 n2
rozhrani

Obr. 3: Nékres lomu paprsku.

Zvolime si dva body A a B, jeden v optickém prostiedi s indexem lomu n; a druhy v pro-
stredi s indexem lomu ns jako na obrazku 3. Vime, ze v kazdém prostredi zvlast se bude svétlo
pohybovat po primce a na rozhrani muze tedy pouze zménit smér. Vzhledem k tomu, Ze bo-
dy A a B jsou pevné, jediny volny parametr je vyska x, ve které paprsek dopada na rozhrani.
Vyjéadiime si dobu T, kterou draha z bodu A do B zabere, za pomoci rychlosti v1, v2 a drah d;,
d2 v prvnim, respektive druhém prostiedi .

d1 (JS) d2 (ZE)

T(z) = 2%
(@) = A0 | &),
p) p) 1—2)2 +b2
T(@) = YE I VP E @
1 2

kde jsme pouzili Pythagorovu vétu pro vypocet vzdalenosti di a d2 s pouzitim znaceni vzda-
lenosti z obrazku 3. Podminka pro extrém doby T'(z) je nulovd derivace podle z, takze kdyz
rovnici (2) zderivujeme, ziskdvdme podminku na x

1 T 1 l—x 3)
viVa?+a?  v2 \S(I—z)2+b2

0=
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Pokud si navic uvédomime, ze

sinﬁ1:$ sinﬂzzl_ix,
(I —xz)% + b2

)
v 2 + a2
pak po dpravé rovnice (3) pouzitim definice ni,2 = ¢/v1,2 ziskdvdme zndmy zdkon lomu
n1sind; = no sinvs.

Zékon lomu je dobfe ovérend skutec¢nost, na jehoz principu napfiklad funguje vétsina klasickych
optickych pristroji, a proto vidime, ze variacni principy maji uplatnéni nejen ve statice, ale
i v dynamice, tj. v Casovém vyvoji.

To je podstatné méné intuitivni skutecnost, protoze nas nuti si klast otdzky typu: jak paprsek
vi, Ze bude nardzZet na rozhrani nebo Ze bude potrebovat dorazit do bodu B ? Odpovéd samoziejmé
zni, ze to paprsek prosté nevi a védét k takovému chovani nemusi. Fermatuv princip nam rika,
ze pokud body A a B prochéazi néjaky paprsek, tak bude mit urcité takovyto tvar. Neni to
primy zpusob, jak predvidat vyvoj jednotlivého paprsku, kdyz jesté nevime, kde skonéi (bod B
predem nezname). Fermattuv princip je obecné tvrzeni o pfirozenosti paprsku, ze kterého lze
pak okamzité zdkony chovani jako zdkon lomu odvodit. Obdobné to bude platit i pro dalsi
principy, které nyni uvedeme.

TFi, dva, jedna — AKCE!

Vsichni zndme Newtonovu klasickou mechaniku, podle které se hmotné body pohybuji vlivem
sily F(t) po trajektoriich x(t), které jsou fesenim druhého Newtonova zdkona

d%x

F =ma= moes
Dost mozna vas prekvapi, ze osvicensti fyzikové uspéli ve vymysleni extreméalniho principu
i v pfipadé zminénych Newtonovych rovnic. Zatimco u svétla se z trajektorii mezi dvéma body
vybirala ta spravna trajektorie na zdkladé extremdélni doby, u mechaniky je to mnohem hure
pochopitelnéjsi velic¢ina, takzvand akce. Historicky prvni byl Maupertuisiv princip akce, postu-
lovany v 18. stoleti. Maupertuisuv princip tvrdi, Ze suma velikosti hybnosti po délce trajektorie
(akce) je mezi libovolnymi dvéma body minimalni, pokud je energie po celou dobu pohybu

stejna. Tedy integral
B
So = / mu ds
A

m4 urc¢ité nulovou variaci pfi nekoneéné malé variaci x(t) vedouci na variaci

Sv(t) = %mt).
Tento tvar takzvané redukované akce reprodukuje z podminky na nulovou variaci Newtonovy
rovnice v ¢asové neménnych konzervativnich polich a pouzil jej naptiklad Niels Bohr na zacatku
20. stoleti, kdyz odvozoval kvantovani energetickych hladin vodiku. Opét nemuzeme Fici, jestli
je redukovana akce nutné minimélni, proto pro jistotu fikdme, ze je staciondrni.
Existuje ale i jind, ,neredukovand‘“ akce S, jejiz stacionarita je v ¢asové neproménnych si-
tuacich ekvivalentni se stacionaritou redukované akce Sp, a kterd urcuje trajektorie i v ¢asoveé
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proménnych situacich. Musime ale definovat novou funkci, jejiz integral se po dobu béhu extre-
malizuje, a tou je Lagrangidn (Cti lagranzidn). Lagrangidn je definovany jako rozdil kinetické
a potencidlni energie L =T — V.

Kinetickou energii hmotného bodu o hmotnosti m a rychlosti v vypocteme jako

1
T= Emv2.

Jednd se o energii, kterou libovolna sila musela do c¢astice vlozit, aby se urychlila na rychlost v.
a polohy hmotného bodu V(x,t). Jak bylo fefeno v prvni ¢asti textu, je to pravé potencidlni
energie, kterou preddva silové pole ¢astici nebo hmotnému bodu pri pohybu v prostoru.

Kdyz tedy nyni zndme Lagrangian a jeho vyznam, muzeme zformulovat Hamiltonav princip
staciondrni akce. Hamiltontiv princip tvrdi, ze pro trajektorii x(t), kterd se nachdzi v case t1
v bodé P a v ¢ase t2 v bodé Q, je staciondrni nasledujici akce

S= /t2 L (x(t), v(t), t) dt.

t1

Vidite, ze nyni neklademe pozadavek jen na koncové body trajektorie, ale ¢ na casy, ve kteriyjch
se v dangch bodech P, Q nachdzi. To je prosté dusledek faktu, ze se ndm naptiklad silové pole
miize pod trajektorii ménit a pozice v ruznych ¢asech muze znamenat docela jinou fyzikalni
situaci. Nebudeme vés dlouho napinat a rovnou vam fekneme, Ze z podminky 6S = 0 dosté-
vame Newtonovy rovnice se silou odpovidajici poli potencidlni energie V. Zkusme si i néco
jednodussiho spocitat, tieba rovnice plynouci pro volnou ¢éstici.

Variace na svobodné lety

Ukézeme si, jak zkonstruovat akci pro volnou castici a jak z ni odvodime pohybové rovnice
z podminky §§ = 0. Na volnou ¢astici nepusobi zadn4 sila, a proto muzeme zvolit potencidlni
energii nulovou V' = 0. Do Lagrangianu prispéje proto jen kineticky ¢len a dostavame

to 1
S = / “my(t)*dt.
t1 2

Nyni provedme malou variaci y(t) — y(t) + dy(t). Dostaneme

ta

65:/2%m(y(t)+6y(t))2 dt—/ %mg)(t)th.

ty t1

Pokud je ale y(t) malé (feknéme o Fad mensi nez y(t)), pak je (5y(t))? jiz zcela zanedbatelné
a budeme ho povazovat za nulové. Potom méame

55:/tz%m(y(t)2+2y(t)5y(t)) dt—/2;my(t)th—/tlzmy'(t)éy(t)dt-

1 t1

Posledni tpravu, kterou musime provést, je integrace per partes? podle které je

/ S I3t dt = Ft2)g(ts) — Ft)gltr) — / "t d.

2Ctenaf, ktery se nespokoji s pouhym uvedenim piislusné formulky, mize nahlédnout do libovolné uéebnice
matematické analyzy nebo tfeba na Wikipedii.
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V nasem piipadé dostadvame

08 = y(t2)oy(t2) — y(t1)oy(t1) / mij(t)dy(t) / mij(t)dy(t) dt

kde jsme vyuzili toho, Ze ze zaddni vime presné pocitecni a koncovou polohu bodu, a proto
je dy(t1) = 0y(t2) = 0. Protoze muze byt dy(t) jinak libovolné, musi platit

§(t) = a(t) =0,

abychom splnili podminku 6S = 0. Vidime, Ze jsme v tomto jednoduchém ptipadé odvodili
druhy Newtontv zadkon pro bod, na ktery neptisobi zddn4 sila (tj. zrychleni je nulové).

Snad jste béhem této kratké ochutnavky z historie a praxe varia¢nich principu okusili ale-
spon ¢ast jejich elegance a moznosti. Zvlasté principy staciondrni akce se béhem historie fyziky
jiz mnohokrat osvédcily a muzeme je snadno rozsifit z dynamiky hmotného bodu na dynami-
ku vicerozmérného télesa jako struny nebo celého tiirozmérného objektu. Zobecnit se princip
stacionarity akce da zcela obdobné, jako jsme to udélali s principem minimalizace potencialni
energie a fetizkem To si ale ukéieme az v pi"iétim dﬂe Zacneme s akci pro volnou relativistickou
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