Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXVILIL5

Uloha IL.5 ... kelimek na vodé 5 bodii; pramér 2,73; Fesilo 51 studentt

Kuzel obraceny podstavou vzhiiru miize drzet ve vzduchu na strikajicim proudu vody, ktery
vychazi ze zemé s konstantnim hmotnostnim priitokem a pocatecni rychlosti vo. V jaké vysce
nad zemi se bude kuZel v rovnovaze vznaset?

Bonus Vysetrete stabilitu kuzele v této poloze. Radomir pil aZ do dna.

Ozna¢me hmotnost kuzele jako M, polomér podstavy kuzele r, jeho vysku h a jeho vrcholovy
uhel 2a, kde tgaw = r/h.
Zaméime se nejdrive na proud vody st¥ikajici ze zemé. Aby byla tloha jednoduse Fesitelnd,
zavedeme nésledujici predpoklady.
e Proud ma u zemé horizontalni ez ve tvaru kruhu. Z axidlni symetrie problému je potom
zFejmé, Ze prurez proudu zustane kruhovy ve vsech vyskach nad zemi.
¢ Osa kuzele souhlasi s osou symetrie vodniho proudu.
e Rozméry kuzele jsou dostate¢né malé, abychom si mohli dovolit polozit horizontalni slozku
rychlosti proudu v okoli kuzele rovnu nule?
o Tlak v celém proudu vody je pFiblizné konstantni?
Oznaéime-li vo rychlost vodniho proudu u zemé, vidime ze zdkona zachovani energie (pfi-
pomenime, ze tlak vody v celém proudu povazujeme pfiblizné za konstantni), ze jeho rychlost
ve vysce H nad zemi v okoli osy proudu bude

v(H) =+/v3 —2Hg,

a tedy, ze jednotkou vodorovné plochy ve vysce H protede za jednotku ¢asu hmotnost u(H) =
= ov(H), kde g jsme oznadili hustotu vody (zde pro zménu uplatiiujeme predpoklad o nulové
horizontaln{ slozce rychlosti proudu). Rovnéz vidime, ze pro

v

Hon =
2g

méame v(Hm) = 0. Voda ale nékam odtéct musi, takze pro mista pfi vrcholu proudu néas pred-
poklad o nulové horizontalni slozce selhava. Budeme tedy uvazovat pouze pripad, kdy se kuzel
nenachdzi v blizkosti vrcholu proudu.

Dale si musime zvolit model srazky proudu s kuzelem. Poslouzi nam priblizeni, kdy budeme
pozadovat zachovan{ slozky rychlosti proudu, kterd je te¢nd k povrchu kuzele (tedy zadné
tienf). Pro normélovou slozku pak uvdzime obecny pfipad nepruzné srazky, kdy v, = ev,
(v, resp. v1 znadi norméalové rychlosti pied srazkou resp. po srazce a 0 < e < 1 je koeficient
restituce). Ve skuteénosti je to skoro jisté o hodné slozitéjsi a museli bychom se ponofit do studia
kuzele. Proto se ani nebudeme snazit zapocitdvat jiné sily pusobici na kuzel (hydrostatickou,
vztlakovou apod.) nez tihovou silu a reakci na srédzkou s proudem vody.

Pti vypoctu sily, kterou proud vody pusobi na kuzel, postupujeme tak, Ze si plochu plasté

vy

rozsekdme na koaxialni prstynky o poloméru =z = y tg «, kde projekce jejich sitky do vodorovné

! Jelikoz o&ekévame, ze vertikalni slozka rychlosti proudu bude s rostouci vyskou klesat, bude se dle rovnice
kontinuity proud rozsifovat a rychlosti elementi vody budou obecné mit nenulovou horizontalni slozku. Tato
horizontalni slozka vsSak zfejmé bude klesat smérem k ose symetrie, kde musi byt nulova.

2Pokud bychom se rozhodli fesit problém exaktné pomoci rovnic pro nestladitelnou tekutinu v homogennim
gravitacnim poli, mohli bychom zjistit podminky, za kterych je tento predpoklad splnén. To zde ovSem délat
nebudeme, nebot je to vysoce nad rdmec toho, co by i sikovny stfedoskoldk mél zvladnout.
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roviny (aneb U¢inny prufez ve vertikalnim sméru) je tg ady. Za jednotku ¢asu potom na plochu
jednoho prstynku dopadne element vody o hmotnosti

dm = 2nzu(H + y) tg ady dt = 2rnyu(H + y) tg® adydt,

jehoz rychlost se pfi srdzce v normélovém sméru zmeéni o (1 + e)v(H + y)sina. Z druhého
Newtonova zdkona pak ihned vime, Ze na plochu prstynku ptsobi v normélovém sméru sila
o velikosti

dF| =2n(1 +e)sinatg® au(H + y)v(H + y)y dy.

Integrujeme-li tuto silu po povrchu kuzele, zjistime, ze horizontalni slozky se ndm vyrusi a zbude
ndm pouze celkovd vertikalni sila plisobici na kuzel, jejiz velikost vyjde (dosazujeme za u(H +vy)
av(H +y))

h
Fiers = 2mo(1 +€) sin? a tg? a/ (vg —2gH — 29y) ydy,
0

kde predpokladdame, Ze se kuzel nenachédzi pobliz vrcholu proudu a tedy, Zze voda dopada na
cely jeho plast. Po trividlni integraci pak dostavame

2
2
Foort = 210> (1 4 ¢) sin® a tg” o (UZO —gH — 3gh) .
Pro rovnovdznou vysku nad zemi Heq plati (porovndme Fyery s tthovou silou pisobici na ku-
zel Mg, ze symetrie je rovnéz ziejmé, ze vysledny moment sily pusobici na kuzel je automaticky
nulovy)
0o vp 2 M
4729 3 2nph? (1 +e)sin? atg? o’

neboli po dosazeni Hy, = v3/2g a Seg = nr? = nh?tg? a (4¢inny prifez kuzele ve vertikalnim
sméru),

2 M

Hoy=Hy—h— )
e 37 20S.g (14 e)sin®a

(1)

Selsky rozum nam k4, ze Heq by méla rust s rostouci vo (ekvivalentné s rostouci Hy), klesat
s rostouci M, rust s rostoucim e, rist s rostoucim Seg a také ze Heq < Hm. VSechny tyto
vlastnosti vztah (1) spliiuje, coz je pro nds znamenim, Ze jsme na spravné cesté.

Skutecné, pokud nevychdzi Heq ~ Hm, je nas predpoklad, ze se kuzel nenachézi pobliz
vrcholu proudu, validni a vztah (1) miZeme povazovat za nas koneény vysledek. Zvolime-li
priblizné kritérium platnosti této podminky jako Heq < Hm — h, pak tato podminka prestdva
platit pro

h> 31 .
~ 208es (1 + €) sin?

Tuto nerovnost muzeme vy¢islit pomoci predem definovanych parametra problému. Pokud zjis-
time, ze neplati, selze nas predpoklad o nulovosti horizontédlni slozky rychlosti proudu a my
musime pristoupit k exaktnimu feSeni problému. Jak jsme ale napsali vyse, to zde provadét
nebudeme.

Na zavér se pokusme adresovat otdzku stability takovéto rovnovazné polohy (pfedpokladdme
zjednodusujici podminky zminéné vyse).
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Nejdrive, z predpoklddané symetrie vuci horizontdlnimu posunuti, je ziejmé, Ze rovnovazné
poloha je indiferentni viéi horizontdlnim vychylkdm translaéniho charakteru® Stejné tak je
poloha indiferentni vii¢i malym pootocenim kolem osy kuzele (axidlni symetrie problému).

Dale, vychylime-li kuzel o malou vzdalenost i ve vertikdlnim sméru, mame velikost vysled-
nice sil puisobicich na kuzel

2
F = Mij = 20S.s (1 + €) sin® o (gHm —gHeq — gn — ggh> — Mg,
coz po dosazeni za Heq déva
Mij = — [QQQSeff (1+e) sin? a] n,

kde k = 2goSes(1 + €) sin? o > 0, takze sila je namifena proti vychylce a rovnovazna poloha je
tedy stabilni. Rovnou muzeme rovnéz odecist thlovou frekvenci kmitt kuzele kolem rovnovazné
polohy w = \/k/M, kde k je definované vyse.

Konecné, fixujeme tézisté a pootocime kuzel o maly thel kolem libovolné osy kolmé na osu
kuzele (thel méfime od sméru vzhiru). Nakreslime-li si pfehledny obrézek, na kterém si poo-
toceny kuzel rozdélime vertikalni rovinou kolmou na pootoceni a prochazejici tézistém kuzele,
jasné vidime, ze pro dostatecné malé dhly (tak, aby plast kuZele na opacné strané od pootoceni
jesté nebyl rovnobézny s vertikdlou) je u¢inny prufez té éasti kuzele, ktery se od t6zi8té nachdzi
ve sméru pootoceni, vétsi nez Géinny prirez opacné ¢asti (navic, ve sméru pootoceni dopada
proud na kuzel vice kolmo, takze se vertikdlni slozka hybnosti pfendsi efektivnéji). Vysledny
moment sily je tedy namifen proti sméru pootoceni a poloha je tedy stabilni vici vychylkam
tohoto druhu (pfi pootoeni rovnéz mirné klesne celkovy Uéinny prufez, takze kuzel klesne ve
vertikdlnim sméru, ale jak jsme ukdzali vySe, poloha je ve vertikdlnim sméru stabilnf). Pro vétsi
vychylky pak predpokldddme pritomnost druhé, labilni, rovnovazné polohy.
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3Prestaneme-li ignorovat horizontaln{ slozku rychlosti, tato symetrie ndm zmizi a je navic ziejmé, ze takovéto
vychylky budou labilni, nebot ve sméru posunuti budou vektory rychlosti proudu natocené vice od kolmice
k povrchu plasté kuzele (a hybnost se bude prendSet méné efektivnéji, viz faktor sin?a v (1)) a naopak,
na druhé strané budou vektory rychlosti proudu natocené vice ke kolmici, takze se hybnost bude prenaset
efektivnéji. Vysledna horizontélni sila na kuzel tedy bude podporovat vychylku v ristu.
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