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Uloha V.5 ... hlidani d&ti 5 bodit; primér 2,97; fesilo 37 studenti

Méjme houpacku zavésenou na dvou svislych lanech délky | = 1,5m na vodorovné tyc¢i o po-
loméru r = 4cm. Ditéti sedicimu na houpacce udélime v dolni dvrati takovou rychlost vy,
aby dité vykonalo celou otocku kolem horizontdlni tyce a lana byla béhem namotavani stdle
napnutd. Zaroven chceme, aby pocatecni rychlost byla nejmensi mozna. Urcete rozdil tihlové
rychlosti w1 houpacky s ditétem po navratu do dolni dvrati a poc¢atecni iihlové rychlosti wp.

Népovéda  Pro vypocet odstredivého zrychleni miiZzete uvazovat, Ze se dité pohybuje lokalné
po kruznici. Mirek si vidycky rdd hrdl s mladsimi sourozenci.

V celé tloze budeme predpoklddat, ze lana maji zanedbatelnou sitku i hmotnost, a dité s hou-
packou budeme povazovat za hmotny bod. Vime, ze béhem rotace houpacky kolem tyce se
budou lana postupné navijet a tim se bude zkracovat polomér rotace. Houpacka se tedy bu-
de pohybovat po Archimédové spirdle, tj. zkrdceni lana bude pfimo dmérné uhlu, o ktery se
houpacka otocila.

Aby zustala lana napnuté a dité z houpacky nevypadlo, musi byt v horni tivrati odstiediva
sila vétsf nebo rovna sile tihové! Zaroveri vak musime splnit podminku, ze pocateéni rychlost
houpacky musi byt co nejmensi. Toho dosdhneme pravé tehdy, kdyz si budou odstrediva a tihova
sila presné rovny. Pro zjednoduseni zatim predpokladejme, Ze pti otoceni o maly thel se zméni
délka lana pouze minimalné, a muzeme proto velikost odstfedivé sily v daném bodé pocitat
ze vztahu F' = mv?/d, kde d je vzdalenost od osy otaceni (diskusi vlivu tohoto zanedbéani viz
nize).

Délka lana v horni tvrati je I — nr/2, protoze lana se za¢nou navijet az po otoceni o nt/2.
7 tvah v predchozim odstavci ndm plyne rovnost

v

m:% (1)

kde vy je rychlost houpacky v horni tvrati. Zaroven ze zdkona zachovani mechanické energie
ziskdme vztah 1
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Z rovnice (1) vyjadiime v2, dosadime do (2) a vyjadifme pocateéni rychlost
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Rychlost v1 v dolni tvrati po otoceni houpacky o plny thel uré¢ime opét na zakladé ZZME
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kde nértst potencidlni energie je tmérny soué¢tu délky namotaného lana a poloméru tyce (stied
rotace je nyni pravé o tento jeden polomér vyse nez na pocatku). Ze vztaht (3) a (4) dostaneme

vf:gl (57211?) . (5)

'Horni tvrati zde myslime polohu, kdy je houpacka nejvyse, lana tedy sméiuji kolmo vzhiru. Spravné
bychom podminku pro sily méli vySetfovat v mirné odlisné poloze, viz nize.




Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXVIL.V.5

Nyni uz jsme schopni po odmocnéni vztahu (3) a (5) vyjadrit rozdil dhlovych rychlosti

J*g
2 \/ 3 f) =0,61 rad-st. (6)
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Pfi vypoctu thlovych rychlosti jsme (podobné jako v piipadé odstfedivého zrychleni) pouzili
pfimo délku lana prislusejici obéma poloham. Pokud ovSsem budeme chtit zahrnout skutecnost,
ze se houpacka pohybuje priblizné po spirdle, budeme muset poloméry pouzité ve vypoctu
odstredivé sily a thlové rychlosti nahradit polomérem oskula¢ni kruznice. To je takova kruz-
nice, jejiz polomér je roven prevracené hodnoté krivosti trajektorie ve zkoumaném bodu této
trajektorie. Pro parametricky zadanou rovinnou kiivku

je polomér R oskulacni kruznice definovin vztahem

3
2 .2\%
(m +vy )
R= T a1 (7)
|23 — |
kde & je derivace x podle parametru t. Trajektorie houpacky lezi na Archimédoveé spirale s po-
¢atkem rotujicim po kruznici, kterou v parametrizaci ithlem ¢ popiSeme rovnici

a(9) = T (sinﬂ + (% - 19) cos 19) . ®)

( cosd + (£ - 19) sinﬂ)

Uhel ¢ je volen tak, aby byl nulovy ve chvili, kdy houpacka pii otd¢eni poprvé dorazi do
vodorovné polohy. Tato volba parametrizace je vyhodnd, protoze se pro kladnd ¢ vyhneme
tseku na zacatku pohybu, béhem kterého se houpacka pohybuje presné po kruznici. Poloze,
kdy m4 lano délku L(¥#), pak odpovidd hodnota parametru ¢ = (I — L(¢))/r. Po dosazeni (8)
do (7) dostaneme velmi sympaticky vyraz

R:r(%—ﬂ).

Za ¥ nyni dosadime hodnoty 91, ¥2 odpovidajici dolni tvrati po jedné otocce a horni dvrati,
tedy

191:§n:lfL(191)7
2 r

192:E:l—L(792)
2 r

Tento zapis pomoci okamzité délky L(v¥) ndm nyni umoziuje kompaktné zapsat hledané polo-

méry oskulacnich kruznic
R TN
R(ﬁ)—r(r " )— (9).
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Odtud je jiz vidét, Ze se pfi ztotoznéni okamzité délky lana a poloméru rotace nedopoustime
zédné chyby.

Nyni se vratime k vypoctu pocdtecni tihlové rychlosti wg, u néjz jsme poznamenali, ze
podminka na rovnost velikost{ odstfedivé sily a tthové sily v horn{ tvrati (1) nen{ zcela spréavné.
Polohu, kde m& tato rovnost nastat, ur¢ime na zdkladé zdkona zachovani energie. Jelikoz se
charakter pohybu houpacky zméni pri dosazeni vodorovné polohy, budeme ji povazovat za
pocatecni a popiseme ji pomoci ¥ = 0, ¥ = wy. Pouzivdme tedy stejnou parametrizaci jako pri
vypoctu poloméru oskula¢ni kruznice. Potom muzeme pro kinetickou a potencidlni energii psat

T = %me)%? = %m(l —r0)%9?,
V =mg(r(1 —cos?) + (I — r¥)sin?) .

Nulovou hladinu potencialni energie jsme pritom nastavili do vodorovné polohy, kinetickd ener-
gie odpovida pohybu po oskula¢ni kruznici. Z volby nulové hladiny potencidlni energie plyne,
ze celkovad mechanicka energie systému je

E = %mwﬁf .

Ze zékona zachovani E =T + V jsme schopni vyjadrit kvadrat thlové rychlosti

92— Wil? — 2gr(1 — cos¥) — 2g(1 — r¥) sin ¥
N (I —r9)2 '
Pro odstredivé zrychleni potom mame
aqa = (I — r9)d?
a pozadujeme, aby stale platilo
aq > gsind,

kde gsin? je slozka tthového zrychleni ve sméru lana. Rovnost mé nastat pouze v jednom
jediném bodé blizkém horni Gvrati — v ném musi mit rozdil zrychleni minimum, které nalezneme
derivaci. Resime tedy soustavu rovnic

Wl? — 2gr(1 — cos ) — 2g(1 — rvd) sin 9

g —gsind =0, (9)
d [wil? —2gr(1 — cos®?) — 2g(l — r¥) sin ¢ .
ch9( h l l—7)*19 9( ) —gsmﬁ)-O (10)
pro proménné wy, ¥. Z rovnice (9) jsme schopni vyjadfit
wil® = 2gr(1 — cos ¥) + 3gsinI(l — ) (11)

a po zderivovani (10) a dosazeni za wil? z (11) dostaneme
3cos¥(l —r¥) —rsind =0.

Ziskali jsme tak transcendentni rovnici pro ¢, kterou nedokédZzeme analyticky Fesit.
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K pomérné presnému vysledku bychom dospéli rozvinutim funkce sin ¢ a cos ¥ do Taylorovy
fady kolem bodu ¥ = n/2. Pokud bychom provedli rozvoj do druhého ¥adu? fesili bychom
kvadratickou rovnici pro ¥. Vysledkem je ¥ = 1,561 52 rad.

Veétsi presnosti vsak mizeme dosdhnout numerickymi metodami. Mezi nejrozsitenéjsi me-
tody FeSeni nelinedrnich soustav rovnic patii metoda bisekce (ptleni intervalu), metoda teden,
metoda secen a metoda regula falsi. Jejich podrobny popis a implementaci do programovaciho
jazyka C++ nalezneme nap¥. v knize Numerical Recipes in C2 My zde pouZijeme metodu teden
zvanou téz Newtonova. Tato metoda aproximuje funkci f(z) v okoli odhadu z prvnim ¢lenem
Taylorova rozvoje, tj. te¢nou v bodé [z, f(zx)]- Resfme rovnici f(x) = 0 v aproximaci

f(@r) + f'(zr)(zr —x) = 0.

Resen{ této rovnice ozna¢ime zx41 a pokradujeme v iteraci az po dosazeni konvergence, lépe
fe¢eno dokud neni splnéna podminka |zx — zx+1| < 0, kde & volime podle pozadované piesnosti.
Metoda tecen konverguje obecné rychleji nez ideové jednodussi metoda bisekce, ale na rozdil od
ni muze selhat a divergovat. Nebudeme zde uvadét presné predpoklady kladené na zkoumanou
funkci, ale snadno si rozmyslime, ze problematickd budou napriklad okoli staciondrnich bodu
(derivace nulové, délime nulou).

Implementace zékladni verze metody tecen do nékterého z béznych programovacich jazyku
neni slozitd, my jsme vSak radéji zvolili odladénou funkci NEWTON obsazenou v programo-
vacim jazyce IDL. Pro odhad ¢ = 1,55 jsme dostali vysledek ¢ = 1,561 52rad a z (11) jsme
dopoéetli wy, = 4,37582rad-s~!. Hledan4 poloha, ve které méa nastat rovnost sil, je od svislé
polohy odchylena o piiblizné 0,5°. Ze ZZME trividlné dopoéteme wo = 5,676 95 rad-s~*. Zjed-
noduseny vypocet wo v (6) dava hodnotu 5,676 87 rad-s~*. Lisime se aZ na paté platné &islici,
odhad kritické polohy ¥ = /2 je tedy velmi dobry.
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2cosV /2 —Vasind = 1— (n/2 —0)2/2
3Starsi verze dostupné online na http://www.nr.com/oldverswitcher.html.
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