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Uloha VL5 ... toaletak 4 body; pramér 2,91; Fesilo 35 studentt

Roli s papirem uchytime do loZiska (bez tieni) a nechdame odmotdvat konec papiru (zanedbdme
lepeni vrstev na sebe, treni v lozisku a hmotnost loziska). Jakou thlovou rychlosti se bude otédcet
rulicka potom, co se odmotda vsechen papir? Zname polomér a hmotnost rulicky, délkovou
hustotu papiru, jeho celkovou hmotnost a délku. Uvazujte, Ze se papir bude odmotavat do
nekonecné hloubky.
Bonus Uvazujte, Ze papir dopadne na zem drive, nez se cely odmota.

Napadla Lukdse pri cteni Michalovy zdchodové ilohy.

Kdybychom se do feseni chtéli poustét standardnim postupem a pocitat pohybovou rovnici
odmotévajictho se pruhu papiru a rotujictho tlustého valce, sice bychom k vysledku dosli, ale
tloha by byla spis cviceni na derivace a integraly. Podivejme se, jak tiloha vypada z energetického
hlediska.

Pojmenujme si nejprve zadané veliciny. Necht L je celkova délka papiru, A je jeho délkova
hustota (plati, Ze hmotnost celého papiru je M = AL) a m je hmotnost rulicky. Prazdn4 rulicka
mé polomér R.

Potom, co se vSechen papir odmotd, ziistane ndm rotujici duty vélec (rulicka) a pruh papiru,
ktery se v tuto chvili dotyka valce uz jen v jednom misté. Kazda z téchto ¢asti ma urcitou
kinetickou energii, vdlec rota¢ni (Er), pruh papiru transla¢n{ (Et). Celkovd energie soustavy
je

1.9 1. 5

Ek:ER+ET:§JUJ +§M’U . (1)
V tomto vztahu vystupuje moment setrvacnosti rulicky (J = mR?), thlovéa rychlost rulicky w
a rychlost pruhu papiru v okamziku odmotani v. Protoze sledujeme pravé tento stav, mizeme
psat v = Rw, protoze rulicka i konec papiru se v tuto chvili musi tocit stejné rychle, jelikoz
mezi nimi jesté existuje pevné spojeni. Kdyz vime, ze M = AL, muzeme energii role a papiru
prepsat na

w?R?

Zamysleme se nyni nad tim, jakou hodnotu bychom napsali na druhou stranu energetické
bilance. Odpovéd je jasnd — je to prace (oznacme ji W). Jedind sila, kterd v soustavé préci
kona, je tihova sila F', kterd urychluje padajici pruh papiru. Protoze je sila pfimo imérna délce
papiru ! (F = Mg), nemizeme ji napsat jednoduse jako souéin jeji velikosti s délkou dréhy, po
které pusobi, ale musime si pomoci integralni berlickou, tj., ze

W:/Fdl.

Budeme uvazovat, ze sila pusobi po drdze L (tj. celé délce papiru), takze predchozi vztah
miuZeme prepsat a vyresit

L S
W = Mgdi=MXg |=| =ZXgL®. (3)
o 2 2

0
Energetickd bilance ndm fikd, ze soucet kinetickych energii (2) musi byt roven vykonané
préci (3), tedy
w?R?

_ 1y e
3 (m+AL) = 2)\gL .
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VyfTesenim této rovnice pro w dostavame vztah

_L /X
YTRVm AL @)

Zbyva jen vyresit bonusovou ¢ast. Tam bohuzel nelze pouzit energeticky pristup, protoze pri
dopadu na zem dochézi k nepruznym srazkam. Uvazujme, ze jsou dokonale nepruzné, tj. veskerd
energie se pohlti pfi dopadu, a tudiz neexistuje sila, kterou by piuisobila zemé pres papir na
rulicku.

Zamérme se nejdiive na okamzik, ve kterém se konec odmotéavajictho se papiru pravé dotkne
zemé. Budou nés zajimat dvé veliciny, aktudlni polomér toaletniho papiru rp, a aktudlni ihlova
rychlost rulicky s papirem wr,. Dosud jsme se nemuseli zabyvat tim, ze papir ma néjakou
tloustku — v nasich tvahéch ji bude reprezentovat poc¢atecni polomér papiru na roli ro. Také se
bude hodit oznacit si hloubku role d a objemovou hustotu papiru ¢. Pomoci pocate¢ni hmotnosti
papiru mo ji budeme moci svazat s drive definovanou hustotou A a délkou L. Z geometrie situace
vime, ze

mo = )\L
mo = ndo (7"3 - R2) ,

z Gehoz vyplyva, ze ndp = AL /(12 — R*) = A. Tuto substituci budeme moci vyuzit, kdyz budeme
urcovat rp, po odmotani papiru délky h.

AL = Ah = ndp (13, — R?) ,

coz po upravach dé
AL —h
oo =\ B2+ 20 (5)

Uhlovou rychlost wr, urcime podobné jako v hlavni c¢asti tlohy, z energetické bilance. Na
levé strané bude opét stdt soucet kinetickych energii (rotacni a translacni)

1 1
Ek = Erot + Etrans = 5 (Jr + Jp) WrQO + 5Ah’02 .

Stejné jako drive vime, ze v = wr, v tomto pfipadé v = wy,7p,. Na pravou stranu rovnice
dosadime opét vykonanou préci podle vztahu (3), tentokrat ale jen po drdze rovné h, takze
vyresime rovnici

1 1
(Je + Jp) wiy + 5/\hw307~§0 = ingf :

N =

Pokud dosadime za moment setrva¢nosti ruliéky, resp. papiru J, = mR> /2, resp.

Jp = %A(L—h) (roe — R?) ,

dostaneme vysledek

o — 2A\gh? (©)
TN mR2 4+ M (L —h) (r, — R2) + 2\hrd,
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Nyni se podivejme na situaci z hlediska druhé impulsové véty (Je = Mp), ze které bychom
mohli urcit, jak se bude soustava chovat dil. Rozeberme si jednotlivé ¢leny. Zacnéme momentem
setrvacnosti J. Veli¢iny zavislé na Case oznac¢me napf. jako b(t).

1 2 1 2 2\ 2
J=Ji+ Jp = gmR +§A(rp(t) - R%)". (7)

Zde jsme vyuzili geometrie rulicky a vztahu pro moment setrvacnosti dutého valce. Dalsim
jednoduchym ¢lenem je moment sily Mp. Sila, kterd rulicku roztaci, je totiz konstantni a rovna
tize papiru o délce h. Plisobisté sily se ovSem pfiblizuje ose otdceni, je vzdy ve vzdalenosti rp(t)
od ni.

Mp = Ahgrp(t). (8)

Zbyva uz jen vyjadrit ihlové zrychleni . Zde si pomuzeme mensim deriva¢nim trikem trikem.
Plati, ze
e v dwdry
Todt drp dt

Prvni ¢ast (dw/drp) vyuzijeme pozdéji, zbyva zjistit, jak pfepsat druhou (drp/dt). Vime, ze
z papiru kazdou chvili ubude hmotnost dm, = Avdt, tudiz, pokud opét vyuzijeme toho, ze v =
= wrp, dostaneme

T AWTp .

Zména hmotnosti jde ovsem vyjadrit i jinak — pfes geometrii. Hmotnost papiru je totiz m, =
=A (rp(t)2 — RZ), coZ po zderivovani d4

dmp
dt

drp

dt -

=2A rp(t)

Pokud porovname oba zpusoby zdpisu dmp/dt, najdeme vztah pro drp/dt.
drp  wA
& A ©)
Spojime-li tedy ¢leny (7), (8) a (9) zpét do impulsové véty, dostaneme

1 2 2 ov2] dw wA
coz je jednoduchd diferencidlni rovnice, kterou lze vyftesit separaci proménnych. V separovaném
tvaru bude vypadat nasledovné:

2Ahgry

wdw = 5
mR2 + A (r2 — R?)

Tp .
Pokud zintegrujeme obé strany, dostaneme

R
W1 _|gh A (e R A
2 IRV m M R m ’

Wrg Tpg
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pricemz indexy u hranatych zévorek vyjadiuji tzv. meze integrace. Ty jsme urcili z jiz drive
zndmych poéatednich podminek (dolni meze), resp. jsou zfejmé — w, je hledand thlové rych-
lost a R je polomér rulicky bez papiru. Odecteme-li meze a vSimneme si, ze pro r, = R se
odpovidajici ¢len vynuluje kvuli funkci arctg, dostaneme

Do tohoto vysledku, ktery predstavuje ihlovou rychlost rulicky po odmotani vseho papiru do
hloubky h < L, zbyva jiz jen dosadit z (5), (6) a desubstituovat A, nicméné to si jiz laskavy
Ctenar udéla za cviceni sam.
Ales Podolnik
ales@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:ales@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	5: toaleťák

