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Serial: Numericka kopana

A je to tady, nauc¢ime se délat numerické simulace. Na ptikladu rotujiciho fotbaldku si ukéze-
me, jak numericky integrovat diferencialni rovnice v programu Octave. Planoval jsem do tohoto
dilu nacpat jesté néjaké historické povidani, ale mozné vice ocenite, pokud si opravdu dukladné
projdeme kratky programek k vypoctu tohoto problému. Pro ¢lovéka neozehnutého programo-
vanim muze néasledujici text vypadat dost hrozivé, ale nestrachujte se, pujdeme krok po kroku
a nemusite vSemu ihned rozumeét. Pro feseni seridlovych tloh staci program opsat a ménit jen
prislusné parametry.

Milion minikroki
Co to tedy znamend numericky integrovat? Jednd se fakticky o variaci na ptiblizeni derivace
pomoci diskrétni zmény. Napiiklad rychlost je (pro jednorozmérny piipad)
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kde At je néjaky maly casovy usek, béhem kterého se dand poloha a rychlost zménily o Ax,
respektive Av. S pouzitim F(z) = ma a rovnic (1) a (2) tedy mizeme pfiblizné vypocitat, ze

z(t+ At) = z(t) + v(t)At a v(t+ At) =o(t) + At%x) . (3)

Kdyz pak pouzijeme hodné malé At a proceduru mnohokrat opakujeme, ziskdvame priblizny
vyvoj systému s integracnim krokem At. VSimnéme si, ze bychom mohli v rovnici (3) pouzit bez
velkych potizi F(z + Az) a tim ziskat pfesnéjsi aproximaci. Takovychto trik a dalsich metod
existuje velmi mnoho — stac¢i si jen pamatovat, ze numericka integrace priblizné resi spojitou
diferencialni rovnici pomoci jednoduchych diskrétnich krokt. Pro zmensujici krok se pak jedné
o presnéjsi a presnéjsi aproximaci opravdového reseni. Pro dostatecné maly krok dostaneme
v fadé pripadi numerickym fesenim fakticky presny vyvoj daného systému.

Nadatlovani do Octave

Pojdme se ted podivat na Octave. Po spusténi by se vim mél objevit termindl s prikazovou
rfddkou. S&m jsem si nainstaloval posledni vydani Octave Forge pro Windows a nezapomnél
zaskrtnout balik odepkg pri instalaci. Posledni fddek hned po spusténi pro mé pak vypada
takto:

octave-3.6.4.exe:1>_
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Ve Windows 8 se musi poupravit zastupce programu Octave kliknutim pravym tlac¢itkem mysi,
zvolenim Vlastnosti a priddnim -i --line-editing do pole Cf7l — jinak se vam tato prika-
zova Tfadka nezobrazi. Muzete si precist zdkladni tutoridl na http://octave.cz pro obecnéjsi
informace, my se rovnou vrhneme na integraci rovnic pro letici mic.

Nez zaneme zapisovat rovnice do programu, musim se omluvit za lehkou botu z minulého
dilu — napsal jsem Spatné znaménko u Magnusovy sily. Spravné je Magnusova sila

Friagn = av(2 X v).

Rovnice z posledniho dilu zformulujeme pro specialni piipad, kdy mi¢ dostane pocatecni rychlost
v roviné xz, a v ni také presné rotuje, takze jej Magnusova sila strhévi jen do sméru zz,
a trajektorie tedy nikdy z ptvodni roviny nevyboci. Tj. 2 ukazuje do sméru osy y a

Qx7=(0,9,0) X (vg,0,v;) = (Qu:,0, —Quz),
kde pokud zvolime kladné €2, znamen3 to, ze se mi¢ otaci ,,doli za nosem*, neboli ze Magnusova
sila strhava mic¢ dolu pfi kladné v,. D4 to trochu usili tocit s prsty, aby si ¢lovék zkonstruoval
pravotocivé poradi os a dobfe zadefinoval smér vektoru tthlové rychlosti, ale doporucuji si ovérit,

ze Magnusova sila mé s timto znaménkem presné takovyto efekt.
Zapis pohybovych rovnic do Octave za¢neme napsanim prikazu

pkg load odepkg

¢imz se nacte balik na integraci diferencidlnich rovnic. Pak pokracujeme definici funkce casové
derivace nasich proménnych:

function xidot = f(t,xi)

alfa = 0.1;
beta = 0.4;
gamma = 0.0001;
g = 9.81;
m=1;

r2 = 0.01;

vx = xi(3);

vz = xi(4);

Omega = xi(5);

v = sqrt(vx~2+vz"2);

ax = v/mx(alfa*Omega*vz-beta*vx);

az = -g+v/m*(-alfaxOmega*vx-beta*vz) ;

Omegadot = -3*gamma*v~3/(2*m*r2)*0mega;

xidot = [vx;vz;ax;az;0megadot];
endfunction

Proménné alfa, beta, gamma, g, m, r2 odpovidaji parametrim «, 3, v, g, m, r> z posledniho
dilu. Pouzivame zde trik, ve kterém ukladdme polohu, rychlost a tthlovou rychlost otaceni mice
do jednoho vektoru

&= (z,2,vg,v:,Q),

kde v, odpovida vx, v, odpovida vz a 2 odpovida Omega. Definujeme pak v tomto bloku funkci
f(t,x1i), kterd definuje prvni ¢asovou derivaci vektoru &, tj.

é = (Ux7UZ7a$7aZ)Q) .


http://octave.cz
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Kdyz se pak nékde déle v programu objevi funkce £, bude navracet vektor xidot tak, jak je
sestaveny v predposlednim radku.

K tomu, aby se ndm integrace vCas zastavila, musime zadefinovat funkci, kterd integratoru
ohlasi okamzik, kdy mi¢ dopadl na zem. Zvolime si pocatek soutadnic tak, ze x = 0, 2 = 0 je
startovaci poloha mice na zemi a tudiz z = 0 je okamzik dopadu. Funkce dopad tedy bude
vypadat takto:

function [hodnota,ukoncuje,smer] = dopad(t,xi)
hodnota = xi(2);
ukoncuje = 1;
smer = 0;

endfunction

Tato funkce vrati trojici ¢isel [hodnota,ukoncuje,smer]. Kdyz ji vlozime do numerického inte-
gratoru, pri kazdém kroku integrace se podiva na hodnota, pokud je nulova, podiva se, jestli ma
béh ukonéit na ukoncuje (1 znamend ano) a pripadné se dokdze rozhodnout podle smer, jestli
ukoncit podle toho, jestli k protnuti doslo z kladné nebo zadporné hodnota. V nasem pripadé je
hodnota & = 2.

TF¥idvajedna integrace
Ted uz muzeme TeSit rovnici ve tfech radcich:

nastaveni = odeset('Events',@dopad,'InitialStep', 0.00001, 'MaxStep',0.0001);
pocPodminka = [0,0.0001,10,3,1];
reseni = ode45(@f, [0,10],pocPodminka,nastaveni) ;

kde nastaveni je pomocné proménné, do které si ukldddme nastaveni integratoru odeset. Cést
'Events',@dopad urcCuje, ze integrator ¢ekd zminénym zpusobem na funkci dopad. Moznosti
'InitialStep',0.00001, 'MaxStep',0.0001 pak urcuji, v jakych rozmezich se pohybuje dis-
krétni integra¢ni krok At.

pocPodminka urcuje pocatecni polohu, rychlost a rotaci pomoci pétislozkového vektoru &.
Pro jednoduchost jsme nastavili pocatecni &2 = z = 0,0001, aby se ndm okamzité nesepnula
podminka dopadu.

R4dek reseni=ode45(ef, [0,10] ,pocPodminka,nastaveni); uz pak jen iikd integratoru
oded5, aby zintegroval rovnice s danou pocateéni podminkou a nastavenim, derivaci f(t,xi)
a s maximalnim rozsahem ¢asu [0,10] (to muzete prodlouzit, ale typicky mi¢ spadne mnohem
diive). Vysledek se pak uloz{ pod proménnou reseni. Pokud vSe predchdzejici spravné napisete
do prikazového radku, spusti se integrace, ktera by na norméalnim pocitaci méla trvat par desitek
sekund. Po jejim skonceni si mizete vykreslit vysledky piikazem:

plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2))

Vysledny objekt reseni totiz obsahuje sloupec ¢isel s ¢asy t; pod reseni.x a sloupec vektoru
£(t;) v odpovidajicich ¢asech (zkuste napsat dand klicova slova do prikazové radky a Octave
vam ukaze obsah téchto sloupct). Pod reseni.y(i,j) najdete j-tou slozku vektoru £ v Case t;,
tj. &;(t;). reseni.y(:,1) pak znamend £ = x ve vSech Casech a reseni.y(:,2) znamend & = z
ve vSech Casech.
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Obr. 1: Trajektorie mice s danymi parametry a pocatecnimi podminkami. VSimnéte si, ze
osa z ma uplné jinou skalu nez osa x. Doopravdy je trajektorie mnohem ,,plossi®.

Dohromady tedy plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2)) rikd, aby Octave nacrtlo polohy z, z
skrze vSechny casové kroky t;. Na obrazovce by vam po tomto ptikazu mél vyskocit graf s tra-
jektorii mice v roviné xz od vykopu az po dopad na zem — docela jako na obrizku 1.

Rekneme si uz jen posledni tip, v tiloh4ch si budete muset trochu hrat s hodnotami rfiznych
konstant a s po¢ateénimi podminkami, a proto by bylo dobré se naucit, jak toto vse Octave zadat
pomoci jednoduchého skriptu. To udélate tak, ze vse predchozi sepisete do jednoho textového
souboru s priponou .m (ve Windows napiiklad v programu Pozndmkovy blok) a ulozite do
néjaké slozky. Méjme naptiklad skript s cestou C:/cesta/ksouboru/mujskript.m. Pustite si jej
pak v Octave takto:

chdir('C:/cesta/ksouboru');
mujskript;

Doufam, zZe tento dil seridlu nebyl prilis vycerpavajici a ze se vdm program na integraci podarilo
spustit. V pripadé obtizi mi napiste na e-mail witzanyv@fykos.cz.

Pristi dil bude oddechovéjsi, dozvite se o tom, jak James Clerk Maxwell, jeden z nejvyznam-
néjsich teoretickych fyziku viibec, dosel k zavéru, ze je priroda nevypocitatelnd, ale ze i presto
zZddng levhart nemiZe zmenit svoje skvrny! Co tim myslel? A jak to souvisi se slibovanym
chaosem? Nechte se prekvapit.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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