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Uvodem

Mili Fykoséci,
polovina sérii tohoto ro¢niku je za nami, ale druhd na nas stéle jesté cekd. Nyni konkrétné
prichézi ¢étvrtd, tak doufdme, ze nad jejim resenim stravite par prijemné hloubavych chvil.
Pokud jste se jesté nepfihlasili na FYKOS{ Fyziklani] uréité to napravte, budeme se na vas
tésit 13. 2. v Praze.
Organizdtori

Zadani IV. série

Termin uploadu: 3. 3. 2015 20.00
Termin odeslani: 2. 3. 2015

Uloha IV.1 ... &vercaty odpor 2 body

Jak zévisi elektricky odpor ¢tverce na délce jeho strany a? Vsechny ¢tverce, o které se zajiméa-
me, jsou samozrejmé vodi¢e vyrobené z tenkého materidlu o tloustce h a mérném elektrickém
odporu . Zajimame se o odpor mezi protilehlymi stranami ctverce.

Uloha IV.2 ... rychl4 kraska reloaded 2 body

Terka si zase jednou vyjela na vylet. Tentokrat se prochazi o rovnodennosti v pravé poledne
na zemském rovniku. Jakou vzdjemnou rychlost by méla vici Alesovi, pokud by ji Ales chtél
(blahoveé) pozorovat z povrchu Slunce na rovniku v bodé nejblizsim jeho objektu zdjmu (Terce)?
Sklon slunec¢ni osy vuci roviné ekliptiky muzete povazovat za zanedbatelné maly.

Uloha IV.3 ... nerozluéné pouto 4 body

Dva sesity A460 zasuneme do sebe tak, Ze se stridaji listy jednoho a druhého sesitu, a polozime
je na vodorovny stul. Jakou praci musime vykonat, abychom sesity od sebe oddeélili, jestlize
na sebe listy ptuisobi pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze tahdme v roviné sesitu kolmo na
hibet jednoho z nich a Ze se na zacatku listy zcela prekryvaji.

Uloha IV.4 ... ach ta tiZe 4 body

Urcete, jaké je tihové zrychleni na povrchu neutronové hvézdy v zavislosti na rovnobézce. Jak
velka slapova sila by ptisobila na predmét vysoky h = 1 m a s hmotnosti m = 1kg v blizkosti
jejitho povrchu? S jakou energii by dopadl na povrch neutronové hvézdy marshmallow upustény
z vysky h? Neutronova hvézda ma polomér R a rotuje s periodou rotace T'. Muzete ji povazovat
za kulovou, i kdyz presné kulova neni. Najdéte si hodnoty pro typickou neutronovou hvézdu
a udejte jak obecné, tak konkrétni ciselné vysledky.

"http://fyziklani.cz
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Uloha IV.5 ... vrhaé nozi 4 body

délky [ a Ze se nuz zasekne vzdy, kdyz se jeho ¢epel dotkne desky diive nez rukojet.

Uloha IV.P ... nejmenovana ty¢inka 4 body

Na zakladé biochemickych déju v lidském téle a jeho mechaniky odhadnéte, kolik energie spo-
tfebuje cyklista na prekondni tisice vyskovych metri, je-li pramérné stoupdni 5 %.

Uloha IV.E ... lahvované povrchové napé&ti 8 bodu

Maéame valcovou naddobu, ve které vytvorime z boku kruhovy otvor. Nalijeme do ni vodu. Voda
bude postupné vytékat, ale v néjaké vysce nad otvorem se vytok vody z nadoby zastavi. Urcete
povrchové napéti vody na zékladé zmétrené vysky nad otvorem, ve které se hladina zastavi.
Pokus nékolikrat opakujte, a to alespon se tfemi rizné velkymi otvory. Jako vilec mtize poslouzit
vhodna PET lahev.

Uloha IV.S ... Ljapunovska 6 bodt

Vv

stavte, Ze jste propisku postavili na stil s nulovou vychylkou dx s presnosti na n desetinnych
mist a s nulovou rychlosti. Za jak dlouho po postaveni propisky si budete moct byt jisti
pouze s n — 1 desetinnymi misty nulovosti vychylky?

2. Uvazujte model poéasi s nejvétsim Ljapunovovim exponentem A = 1,16-107° s~ *. Pfedpovéd
pocasi prestdva byt pouzitelnd, pokud je jeji chyba vice nez 20 %. Pokud jste dokézali zmérit
stav pocasf s presnosti na 1 %, na jak dlouho byste odhadovali, Ze bude dobra vase predpovéd?
Odpovéd podejte v dnech a hodinach.

3. Vezméte si Lorenziv model konvekce z minulého dilu, opiste si z néj funkci f(xi,t) a nasi-
mulujte a vykreslete si hodnotu parametru X (¢) pro dvé rtzné trajektorie pomoci piikazu
X01=1;

Y01=2;

Z01=5;

X02=...;

Y02=...;

202=...;

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01,'MaxStep',0.1);
pocPodminkal=[X01,Y01,Z01];

resenil=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminkal,nastaveni) ;

pocPodminka2=[X02,Y02,Z02] ;

reseni2=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminka?2,nastaveni) ;
plot(resenil.x,resenil.y(:,1),reseni2.x,reseni2.y(:,1));

pause()

Misto t¥i tecek u X02,Y02,Z02 musite zadat pocatecni podminky pro druhou trajektorii.
Pustte kéd alespon pro pét fadové odlisnych, ale malych odchylek a poznamenejte si cas,
ve kterém se druhd trajektorie od prvni kvalitativné odlepi (tj. sméfuje napiiklad na Gplné
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druhou stranu). Odchylku nezmensujte pod fad cca 108, protoze pak se zagnou projevovat
nepresnosti numerické integrace. Nacrtnéte zavislost odlepovaciho ¢asu na fddu odchylky.
Bonus Pokuste se ze ziskané zéavislosti odlepovaciho ¢asu na velikosti odchylky odhad-
nout odpovidajici Ljapunoviv exponent. Budete potfebovat vic nez pét béhu a muzete
predpoklddat, ze v okamziku odlepeni velikost odchylky pokazdé zrovna prekrocila néjaké
konstantni Ac.

Reseni lll. série

Uloha IIL.1 ... tézky vzduch 2 body; priimér 1,74; fesilo 57 studenti

Jakou hmotnost méd zemska atmostéra? Jakou ¢ast hmotnosti Zemé tvori? Pro potieby vypoctu
znate pouze hmotnost Zemé My, a polomér Ry Zemé, gravitacni zrychleni ag na povrchu Zemé,
hustotu vody ¢ a vite, ze blizko povrchu Zemé v hloubce h1 = 10m ma& hydrostaticky tlak
hodnotu zhruba jedné atmostéry p, = 10° Pa.

Népovéda Jedna se o jednoduchou iilohu. Nejde ndm o dokonale presné reseni, ale o kvalifi-
kovany odhad podlozeny vypoctem. Karel videl zajimavou miskoncepci, podle
niz je na Mésici clovék lehét jenom kvili tomu, Ze je Mésic mensi. (A co kdyby byl hustsi?)

Vyjdeme z informace, Ze v hloubce hi je stejny tlak jako atmosféricky (v zaddni byl mys-
len samozfejmé atmosféricky tlak za standardnich podminek). Obecné pro hydrostaticky tlak
v kapaliné o hustoté ¢ v homogennim tthovém poli plati p = phg, kde g je tihové zrychleni
a h je hloubka. Soucasné muzeme vyjadrit tlak jako silu, kterd ptisobi na urcitou plochu, tedy
napiiklad jako tihovou silu Fg, kterou pusobi celd atmosféra o hmotnosti M na povrch Zemé,
ktery oznac¢ime S. Vzhledem k tomu, Ze nas zajima pouze odhad, tak Zemi povazujeme za doko-
nalou homogenn{ kouli o poloméru Rz ~ 6-10° m a hustotu vody bereme rovnu ¢ =~ 10% kg-m 3.
Potom F M
pe=ohig =g = 47[}% = M =4roh R:~5-10%kg.

Hmotnost atmosféry jsme odhadli na 5 - 10'® kg. Pokud budete hledat hmotnost atmosféry na
Wikipedii, tak naleznete stejnou hodnotu. Hmotnost Zemé je Mz ~ 6 - 10** kg, podil hmotnosti
atmosféry na hmotnosti celé Zemé je tedy pFiblizné M/Mz ~ 8 - 107° %.

Co jsme vSechno zanedbali? Napiiklad to, ze g # ag. Tihové zrychleni se i na dokonalé
kouli méni misto od mista, pokud jste na rotujicim objektu, coz Zemé je. Nicméné rozdil mezi
tthovym zrychlenim na rovniku a na pélu je relativné maly. Také jsme neuvazili zménu ag
v zévislosti na vysce nad Zemi.

Jak jsme jiz zminili, neuvazovali jsme rozlozeni hmoty Zemé. Jednak mame hory, a pak
méame zase propadliny, jako je oblast Mrtvého more. Prosté celkové jde o hruby odhad, ktery
je ale relativné dobry.

Komentar k doslym reSenim

Daleko castéji jste zvolili feseni vychazejici z idaje o atmosférickém tlaku — tedy feSeni bylo
m = F/ag = paS/ag = 4nR%p./as. Samoziejmé je také spravné, respektive s dostateénou
presnosti spravné a nepresnosti ma stejné jako autorské reseni.
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Pri odevzdavani bylo asi nejcastéjsi chybou opomenuti zodpovézeni druhé otdzky v zadani
(dokonce prestoze néktefi zadani do svého feSeni prepsali/zkopirovali...) a alesporl zminéni
nékterych zanedbanych vlivi. Kdo zapomnél na oboji, pfisel o bod. Zminka je zde kvuli tomu,
ze u jednoduché ilohy sice nechceme dokonalé feseni, ale i tak chceme alespon slovni komentar
0 tom, co jste si védomi, ze zanedbavate.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha IIL.2 ... bubliny 2 body; prumér 1,72; fesilo 60 studenti

Urcete rozdil potencialni povrchové energie blany kulaté bubliny a bubliny ve tvaru pravidelného
¢tyrsténu. Oba ttvary maji stejny vnitini objem V.
Karel st vzpomnél na ctyrsténné bubliny z Eureky!

Zména potencidlni povrchové energie je pfimo timérna zméné plochy s konstantou tmeérnos-
ti o (povrchové napéti). U bublin médme povrchové vrstvy dvé, takze vysledny rozdil je

AE =20AS.

Musime tedy spocitat rozdil povrchu koule a pravidelného ¢tyrsténu o stejném objemu V.
Pro vypocet objemu pravidelného Ctyisténu o hrané délky a potfebujeme znat télesovou

délka hrany a a odvésny jsou télesova vyska h a dvé tfetiny vysky (téZnice) stény 2v/3 = av/3/3.
Télesovou vysku ziskdme pomoci Pythagorovy véty

az(Wg)Q_W?

3 3
Pravidelny CtyTstén je vlastné trojboky jehlan, takze pro objem pouzijeme znamy vzorec tretina
obsahu podstavy krdt vyska:

1 _1(12 3a\/6_a3\/§
3 T3 4 3 12 7

Povrch ¢tyrsténu je

S; =4S, = a*V3.
Zéavislost povrchu na objemu ziskdme umocnénim povrchu na tieti a objemu na druhou a vy-
délenim:

Sf’ 2 3 12 ? 3 2/3, 6
W=(a\/§) s =6°V3 = S =V%3.

Pro kouli o objemu V' a obsahu S2 provedeme obdobny postup:
Sg’ 23 3 2 2/3 3
e = (47r7) <4W3> =36n = So=V"V36m.
Nyni uz muzeme spocitat rozdil potencidlni povrchové energie. Bubliny maji tendenci za-

ujmout tvar s nejmensi potencidlni energii. Z pozorovani vime, Ze je timto tvarem koule, a proto
pro kladny vysledek odec¢teme povrch koule od povrchu ¢tyrsténu.

AE =20(S1 — S2) = 20V*/* (6V/3 — V/361) = 4,74 - oV*/*.
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Vysledek je podle ocekavani kladny. Pro lepsi predstavu vysledek vydélime povrchovou energii

koule E5:
AE S-Sy 63— 36m .
E2 SQ Y 367

Povrchova energie se tedy zvétsi zhruba o polovinu.

Komentar k doslym Fesenim

Pro vétsinu z vas nebyl s dlohou problém, ale casto se vyskytovaly nékteré chyby. I kdyz to
v zadéani neni explicitné uvedeno, bublinou se vét§inou mysli tenka dvojblana vétsinou z mydlové
vody, kterd ma zevnitt i zvenku vzduch, a tudiz ma dva povrchy. Naproti tomu bublina vzducu
pod hladinou mé jenom jeden povrch. Naprostd vétsina Tesiteli pocitala se vztahem FE =
= 05, aniz by uvedla, jestli mysli mydlovou bublinu nebo bublinu pod hladinou. I kdyz je zde
uveden vypocet pro mydlovou bublinu, body jsem za to nestrhaval. Dalsim nedostatkem byl
tvar vysledku. Hodné feseni obsahovalo vyrazy se zlomky pod odmocninami, které navic byly
jesté umocnéné. Nejlepsi zpusob, jak tyto vyrazy upravit, je prevést je na raciondlni mocniny
prvociselnych ¢initeld a konstant a pak pripadné zapsat odmocninami.

Viktor Skoupy
skoupy@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... jedeme do zatacky 4 body; primér 3,18; fesilo 38 student

Jak znamo, vlaky nemaji diferencial, tedy pri priijezdu zatackou se obé kola musi otacet stejnou
uhlovou rychlosti. Predpokladejte nyni, Zze kola maji valcovy tvar. Proto pri jizdé zatackou
pojede jedno kolo po delsi trajektorii nez druhé. Osicka bude namahéna na krut a v jisty okamzik
Jjiz treci sila mezi kolem a kolejnici nebude dostatecné velka a dojde k prokluzu jednoho z kol,
¢imz napéti v osicce klesne na nulu. Urcete vzdalenost mezi jednotlivymi prokluzy v zavislosti
na polomeéru zatacky R,. Kolo ma polomér R, osa ma polomér r, délka osy je L, modul pruznosti
materidlu osy ve smyku je G (ocel), vagon s N koly ma hmotnost M a koeficient statického
treni mezi kolem a kolejnici je f. Nakonec mizete dosadit realistické hodnoty.

Népovéda Pro zkrut ¢ vdlce o poloméru R, délce | a modulu pruznosti ve smyku G, na ktery

pusobime momentem M, plati
_2Mi

YT GrR
Vymyslel Lukds cestou vlakem do Krusnych hor.

Zamysleme se nejprve nad tim, co se v zadaném modelu déje. Kdyz vjede vlak do oblouku, tak je
vnitini kolejnice kratsi nez kolejnice vnéjsi, proto musi vnitini kolo vykonat méné otacek (maji
dle zaddni stejny polomér, tedy i obvod). Pokud ma vSak vnitini kolo vykonat méné otddek
nez kolo vnéjsi, musi dochézet ke krouceni osy kol. Krouceni osy mé ale za nasledek vzrustajici
moment sily pusobici na kola. Tento moment je kompenzovan téz vzrustajici treci silou mezi
koly a kolejnicemi. Poznamenejme na okraj, ze tyto sily maji opacny smér, proto nezpusobuji
piimo brzdéni vagonu. A pfi pohybu po pfimé trati maji nulovou (konstantnf) velikost. Pokud
ale tyto treci sily prekonaji mezni hodnotu, dojde k prokluzu, a jak je uvedeno v zadéani, torzni
napéti v ose klesne na nulu. Déale se na celou situaci podivime matematicky.

Mezni velikost treci sily, kterd muze pusobit mezi koly a kolejnicemi, uréime ze zatizeni
jednotlivych kol a koeficientu statického treni, ddle pak maximalni moment sil pusobicich na
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osu uré¢ime z definice momentu sil a uvazeni, Ze na ose jsou pripevnéna kola dvé, kterd na ni
pusobi v opa¢nych smérech.

2MgRf

1
Fy max = —M max —
t, Myl = M N

Nyni jsme urcili maximalni moment sil, ktery miize ptisobit na osu, aby nedoslo k prokluzu.
Z napovédy v zadani uréime maximéalni zkrut osy

 AMgRLY
Pmax = TNGrt ’

kde jsme se nenechali zméast a do jmenovatele napsali r a nikoli R, abychom udrzeli v souladu
text zadani a napovédu.

K tomuto zkrutu dojde tehdy, kdyz bude rozdil urazenych trajektorii kol roven Rpmax-.
Rozdil drah projetych jednotlivymi koly je LS, kde Q2 je obloukova mira projizdéného oblouku,
a proto vzdélenost projetd mezi prokluzy je Ax = QR,, kde R, je polomér oblouku. Pokud
dame tyto vztahy dohromady, dostaneme

Az R,

R = Ax= R@maxf .

Rpmax = LY=L

Nyni jesté dosadime za ¢max & dostaneme vysledek

_ 4AMgR’R,f

Ar nNGr4

Vidime, ze vysledek nezavisi na rozchodu kol a na poloméru oblouku zavisi linedrné, tedy pro
rovnou trat R, — oo nedochazi k prokluzu, coz jsme ocekévali.

Nyni muzeme jesté dosadit hodnoty odpovidajici vagonu: M = 20t, R = 46cm, r =
= 10cm, N = 8, f = 0,15, G = 80GPa, R, = 300m a dostaneme pro vzdilenost mezi
prokluzy Ax = 3,7 cm.

Poznamenejme nakonec, ze aby k tomuto nezadoucimu prokluzu nedochéazelo, jsou kola va-
gonu kuzelovitého tvaru a z tohoto divodu nejsou pri prujezdu obloukem poloméry obou kol
stejné. Na trati ale mizeme pozorovat pri¢né (vylesténé) prouzky, které mohou mit tento pi-
vod. Na druhou stranu, pohyb vlaku po kolejich je velmi komplexni problém, proto je potieba
zapocitat i dalsi vlivy. Co ale podporuje vznik pricnych prouzku je to, Ze pokud dojde k pro-
kluzu, tak se kolejnice vylesti (snizi se jeji drsnost a tim i koeficient tfeni f) a zvys{ se tim
pravdépodobnost proklouznuti dalsiho kola. Toto je divodem, pro¢ nejsou vylesténd vsechna
mista stejné, ale vynikaji nestability.

Lukds Ledvina
lukasl@fykos.cz

Uloha II1.4 ... rychla kraska 4 body; pramér 0,58; Fesilo 48 studentt

Terka se ve svém auté blizi relativistickou rychlosti v k rovinnému zrcadlu. Blizi se kolmo na
rovinu zrcadla v koliznim kurzu. Pritom se samozrejmé diva na sebe, jak se k zrcadlu blizi. Jaka
je rychlost, kterou se Terka blizi ke svému neskutecnému obrazu, a jakou rychlost ona pozoruje
svym zrakem?
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Bonus Zrcadlo neni rovinné, ale kulové.
Nahodou napadlo Karla pri sledovini Dr. Who, kdyzZ se rozbily hodiny na krbové rimse.

Prvnim krokem k vyfeseni problému je pochopeni toho, co je po nds pozadovano. Zradné totiz
je, co Ze se vlastné povazuje za obraz Terky. Co vidi Terka svyma ocima je pomérné zirejmé. Po-
dotazka ,,jak rychle se blizi ke svému obrazu“ je ponékud zaludnéjsi. Touto otdzkou je mysleno,
jak se ptiblizuje ke svému obrazu v klidové soustavé. Avsak pohybuje-li se Terka relativistickou
rychlosti, potom poloha jejiho obrazu zdlezi na poloze pozorovatele! (Rozmyslete si: K riznym
pozorovatelum dorazi svétlo z Terky odrazené od zrcadla za ruznou dobu, proto ve stejném
okamziku uvidi obraz Terky na jiném misté.) Zvolme si tedy né&jakého vyznamného pozorova-
tele v klidové soustavé. Nabizi se pozorovatel na povrchu zrcadla v misté, kde do zrcadla Terka
narazi.

Nyni si ujasnéme co se v nasi situaci déje. Uvédomme si rozdily mezi relativistickou a kla-
sickou kinematikou. Rychlost svétla jiz neni zanedbatelné velkd a ztrdcime absolutnost casu.

Res$me nejprve situaci s rovinnym zrcadlem a klidovim pozorovatelem (spojenym se zrca-
dlem). Necht Terka mé v soustavé spojené se zrcadlem rychlost v. Jelikoz vSak tato rychlost
neni v porovnani s velikosti rychlosti svétla zanedbatelna, bude se pozorovateli ze zrcadla je-
vit jeji rychlost jind. Nechf v case t dorazi k pozorovateli svétlo od Terky ve vzdalenosti x.
Za ¢as dt dorazi k pozorovateli svétlo od Terky v poloze o dz blizsi. Uvédomime-li si pohyb
Terky a konstantni rychlost Sifeni svétla, dostaneme se k rovnosti

§+dt:di+w—dw7
c v c
odkud dostavame ve
dox = dt .
v—c
Zdanliva rychlost Terky je tedy
, ve
v = . (1)
v—c

Jelikoz se ale pozorovatel nachézi na povrchu zrcadla, vidi ve chvili, kdy k nému dorazi svétlo
z Terky ze vzdélenosti x, v zrcadle obraz Terky z téZze vzddlenosti. A tento obraz bude od
pozorovatele taktéz ve vzdalenosti x. Vzdalenost Terky od jejiho obrazu se tedy bude snizovat

rychlosti w1
2vce

w1 = .

v—c

Z pohledu Terky situace vypadad jinak. Terka je v klidu, zato se k ni ale blizi zrcadlo rychlosti v.
Doba, za kterou dorazi svétlo od Terky k zrcadlu Zs2 a zpét k Terce, je stejna jako doba,

za kterou se zrcadlo posune z polohy Z; do polohy Z3. Dostavame tedy

2z + Az g
c )
neboli 9
Az= "2 (2)
c—wv

kde rozméry jsou popsané podle obr. 1. Vzdélenost z, ve které vidi Terka svij obraz, je

F— 20 4+ Az = 20 4+ 2ux _ 2cx ’
c—v c¢c—v
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Z3 Zy A
Ax ,
T Ty
| |
T T
T %Am T+ %Aa:
- - >

Obr. 1: Situace s rovinnym zrcadlem v soustavé spojené s Terkou. Obloukovymi Sipkami je
naznacen tok svétla (samoziejmé vSe probihd na optické ose, Sipky jsou obloukovité pouze pro
nazornost).

zbyvd ndm uz tedy jen spocitat rychlost ibytku této vzdalenosti

’_ 2c
dt c—v

w2 = .
cC—

da:’ _ 2cv

Nyni se zamyslime nad situaci s kulovym zrcadlem. V silniénim provozu se pouzivaji vypukld
kulova zrcadla. Pouzijeme zobrazovaci rovnici kruhového zrcadla ve tvaru

r_ xf

z+ f’

kde x je vzddlenost objektu (Terky) od zrcadla, =’ je vzdalenost obrazu Terky od hlavn{ roviny
zrcadla (kolmé rovina na optickou osu, prochédzejici bodem priniku optické osy a zrcadla) a f je
ohniskova vzdalenost zrcadla. Pripomenme si, ze pro kulové zrcadlo je ohniskova vzdalenost
polovina poloméru.

Resme nejprve situaci opét z pohledu pozorovatele na v soustavé spojené se zrcadlem na
pruseciku jeho povrchu s optickou osou. Analogicky se dostaneme k rovnici (1), nicméné déle
musime postupovat obezietnéji. Vzdéalenost Terky od obrazu T muzeme vyjadrit jako

Z(w) = +a'(z),

kde z je vzdalenost, ve které vidi pozorovatel Terku a z’(z) je vzddlenost obrazu Terky, jak jej
vidi pozorovatel, podle zobrazovaci rovnice. Po dosazeni zobrazovaci rovnice tedy dostavame

zf
x4+ f

r=x+

Staci ndm tedy najit uz jen rychlost zmény této veliCiny
/+Uﬂx+ﬁ—wwf @+ 1)+ /%)
(x+[)? (z+f)?

Nyni se zaméfme na situaci s kulovym zrcadlem z pohledu Terky. Situace je zachycena na
obrazku 2.

_we (@+ )+
Cute (x4

o= || <o
T
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Obr. 2: Situace s kulovym zrcadlem v soustavé spojené s Terkou

Oproti predchozi situaci bude nyni platit

f(er%Am) 1

—— + - Az.
T+ SAz+ [ 2 o

F(x) =z +z'(z+ éAw) + %Am =z+

Analogicky jako v pfipadé rovinného zrcadla dostaneme rovnici (2). Po dosazeni

flz+ =) n VT
T+ 2=+ f c—v’

c—v

r=x+

Upravami

5= = n cr f n c -
= C'v‘i’f C*’U_ :L‘_i_cfvf c—v

c— c

a konecné derivaci ziskdvame

2 + 0 fx + 2% f?
Y(z+pf)?

Wwqg =V -

kde
c—v

b= :

C

Rozmyslete si, ze rovinné zrcadlo je limitnim piipadem kulového zrcadla s nekone¢nym polomé-
rem, a tim padem i s nekoneénymi ohniskovymi vzdalenostmi. Tudiz limity ws, resp. w4 musi
pro f — oo dévat hodnoty wi, resp. wa.

Nakonec jesté podotykame, ze zobrazovaci rovnice (a tvorba obrazii obecné) nefunguje stejné
pri relativistickych rychlostech jako pti téch nerelativistickych. Na riznd mista zrcadla dopadaji
paprsky z télesa za rtzné dlouhou dobu, a tudiz z jinych poloh télesa. Obraz se tak deformuje
a rozmazava.

Komentare k doslym reSenim

Prvni c¢ast dlohy slo chapat také tak, ze jsme uvazovali obraz Terky, ktery vidi ona sama, ale
situaci jsme transformovali do klidové vztazné soustavy (spojené se zrcadlem).

Nejcastéjsi chybou, které se dopustila vétsina Fesiteltl, bylo zanedbani pohybu Terky oproti
rychlosti svétla a Spatné uchopeni pojmu obraz. Mnohokrat se objevovalo tvrzeni, ze rychlost
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obrazu vuci zrcadlu musi byt kvili symetrii stejnd jako rychlost Terky. Ale vzhledem k tomu,
ze intuitivni predstava soucCasnosti ve specidlni teorii relativity neni platnd, je potfeba situaci
popisovat z pohledu néjakého pozorovatele — urcéovat vzdalenosti, jaké vidi pozorovatel, v ¢asech,
které vidi pozorovatel.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz

Uloha IIL5 ... sféricky symetrické kure ve vakuu 5 bodt; primér 1,88;
fesilo 40 studenti

Do nddoby o objemu V = 1m3, ve které je velmi nizky tlak (prakticky dokonalé vakuum),
umistime Vo = 11 vody o pokojové teploté to. Jaky bude konecny stav, ve kterém se bude
nachdzet nadoba a voda v ni? Pro ticely vypoctu predpokladejte, ze nadoba je dokonale tepelné
izolovana od okolniho prostredi a ma zanedbatelnou tepelnou kapacitu.

Karel se nechal inspirovat problémem, o kterém spekuloval jeden spoluzak na Didaktice II.

Fyzikalne principy sd jasné: po vlozeni do vdkua zacne voda v takomto nizkom tlaku prudko
vriet a vyparovat sa. Tak sa bude postupne zvysovat tlak vodnych par a znizovat teplota vody,
vyparovanie je totiz velmi energeticky naro¢né. Ak bude vyparovanie pokracovat dost dlho,
moze dokonca voda zacat mrznuf.

Vo findlnom stave teda bude vic¢sina nddoby vyplnend vodnou parou, niekde dole bude
trochu vody a/alebo ladu. Takto na konci musi byt vSetko v rovnovdhe — vyparovanie vody
a sublimécia Tadu sa musi vyrovnat s kondenzaciou a desubliméciou vodnej pary. Ako vyzerd
takato rovnovaha?

Pozrime sa najprv na pripad len voda — vodné para. So zvysujicou sa teplotou vody sa
zvySuje vyparovanie, so zvysujicim sa tlakom pary rastie miera kondenzécie. Pre dany tlak
existuje prave jedna teplota, pri ktorej sa tieto dva deje vyrovnaju? Zistit tito teplotu mézeme
réznymi spésobmi. Na fdzovom diagrame, ktory sa kresli prave do pT grafu? je to ¢iara oddeluj-
tca vodu a vodni paru (nazyva sa krivka koexistencie). Tvar tejto ¢iary sa riadi Clausiusovou-
Clapeyronovou rovnicou, a dokonca existuji aj empirické zékony popisujiicu tito zévislost p(7T')
(napr. Antoinova rovnica).

Rovnovaha inych dvoch faz je o tom istom — Iad a vodné para mézu takisto koexistovat, avsak
pri nizsich teplotach a tlakoch. Rovnovaha ladu, vody a vodnej pary je ale Specidlna. Existovat
moze len pri istom tlaku a teplote a nazyva sa trojny bod. Konkrétne je tento tlak p: ~ 612 Pa
a teplota Ty ~ 273,16 K.

Spéat ku prikladu. Voda sa vyparuje a chladne: ak sa podari vyparit dostatok vodnej pary
pred tym, ako teplota vody klesne na teplotu tuhnutia, nastane rovnovaha vody a vodnej pary.
Ak vsak voda vychladne a stale je v okoli nizky tlak, teplo potrebné na vyparovanie bude brat
z toho, ze za¢ne mrznuf. Tak sa moze ustalit rovnovdha v trojnom bode. Ak vSak zmrzne vSetka
voda a tlak je stéle nizky, bude dalej sublimovat (uz je to samozrejme Iad) a nakoniec nastane
rovnovaha vodnej pary a ladu.

2Preco sa teda vyparuje napr. voda z obledenia aj pri atmosférickom tlaku? Rovnovazny tlak vodnej pary
je totiz len casfou tlaku atmosféry, ktora je zlozena prevazne z inych plynov. Tlak samotnej vodnej pary je
teda pokojne mensi ako kilopascal. To isté plati aj pre subliméciu ladu.

3Pekny diagram majt na wikipedii http://en.wikipedia.org/wiki/File:Phase_diagram_of_water.svg.
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Ako to bude v nasom pripade, zistime, az ked dosadime nejaké &sla? Najprv len ori-
entacne: ochladenim litra vody z izbovej teploty, napr. 20°C, na teplotu tuhnutia ziskame
asi 20K - 4,2kJ-K™! = 84kJ. Tymto teplom vieme vyparit 84/2500kg = 34g vody. To je
asi (34g)/(18 gmol ™) = 1,9 mol v ldtkovom mnozstve. Stavova rovnica idedlneho plynu hovori

nRT
-

Objem V je s dobrou presnostou prave objem nadoby, T' povedzme ta teplota tuhnutia vody.
Tak dostaneme tlak priblizne 4 300 Pa, ¢o je bezpec¢ne nad tlakom trojného bodu 612 Pa. Vyzera
to teda, ze vysledny stav bude obsahovat len vodu a velmi riedku vodnii paru. Treba uz len
zistit, aka cast vody sa skutocne vypari.

Oznaéme si pomer hmotnosti vyparenej myyp a povodnej vody mo = 1kg ako @ = myyp/mo.
Uz vieme, ze o bude eSte mensie ako 0,034. Na vyparenie tohoto pomeru potrebujeme almg tep-
la. Ak bude vyslednd teplota T3, ochladenim vody ziskame (Tp — T1)cmo tepla. Takto vieme
vyjadrit, ako bude zévisiet vysledna teplota na pomere «

l
Tl(Oé) = To — OCE .

Vyparenie takéhoto mnozstva pary ndm vyrobi plyn s tlakom

amoRT: ()
p=nRI/V MoV
Ak budeme menit «, budeme dostdvat dvojice hodnét teploty a tlaku. Tieto hodnoty popi-
suju rovnovahu vzhladom na prenesené teplo a na rovnovizny stav vodnej pary, no nemusia
popisovat rovnovahu vyparovania a kondenzacie vody a vodnej pary. Na to musime najst ta-
ké hodnoty, ktoré tito rovnovahu spliiaji, ¢o mézeme spravit réznymi sposobmi: numerické
rieSenie Antoinovej rovnice alebo grafické riesenie pomocou fazového diagramu vody.

V druhom pripade postupujeme nasledovne: do fazového diagramu nakreslime mnozinu
moznych stavov (T'(«), p(ar)) v zdvislosti na parametri .. Tato ¢iara pretne hranicu medzi vo-
dou a vodnou parou, no a tento bod je prave nas hladany rovnovazny stav — lezi na krivke
koexistencie vody a vodnej pary.

Osobne som si zvolil cestu grafického riesenia. Krivku koexistencie som vykreslil pomocou
Antoinovej rovnice® Pre poéiatoént teplotu Tp = 293K numericky vychadza prieseénik na
teplote T1 ~ 286 K = 13°C a tlaku p; & 1500 Pa. Parameter « zodpovedajici tejto hodnote je
priblizne 0,011, vyparena hmotnost vody je asi mvyyp, = amo =~ 11g.

Ako to vyzerd, si mozete pozriet na obrazku 3. Vidime trojny bod a tri fizové oblasti. Proces
vyparovania prebieha od a = 1, ¢o je spodok prerusovanej krivky a zastavi sa, ked dosiahneme
rovnovéhu dvoch fdz — teda krivku oddelujicu vodu a vodnu paru. Prerusovana krivka sice
pokracuje dalej a pretina aj rozhranie vody a ladu, ale tento bod je nefyzikélny, lebo proces na
krivke predpokladal iba premenu vody na paru.

Este dva komentare na zaver. Po prvé, urcite ste si vsimli, kolko zanedbani sme urobili. Hlav-
ne v pocitani energetickej bilancie sme neuvazovali vnitorni energiu plynu, ¢i to, ze ochladzovat

4Pouiijerne orientacnt tepelna kapacitu ¢ = 4,2 kJ~kg~K’1 a merné skupenské teplo vyparovania pri izbovej
teplote I = 2500kJ-kg™! prevzaté z http://en.wikipedia.org/wiki/Properties_of_water#Heat_capacity_and_
heats_of_vaporization_and_fusion.

SParametre aj tvar rovnice st na http://en.wikipedia.org/wiki/Antoine_equation.
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Obr. 3: Fazovy diagram a krivka (T'(a), p(a)).

sa nebude celd, ale len nevyparend voda (tieto dve zanedbania sa ¢iastoéne rusia). Taktiez sme
neuvazovali zmeny tepelnej kapacity vody na danom intervale. VSetko je to ospravedlnené tym,
ze ako a, tak relativna zmena teploty st velmi malé. Pocitanie s vyssou presnostou by nam
neprinieslo ziadnu nova fyziku, no postup by bol vyrazne komplikovanejsi.

Po druhé, vieme priblizne popisat zavislost koncového stavu na pociatocnej teplote Tp. Pri
vysSej teplote by sa vyparilo viac vody, lebo tlak nasytenych vodnych par rastie s teplotou,
a to celkom rychlo. Skiisanim rychlo zistime, ze na druht stranu by sa pri pévodnej teplote
vody 3 °C rovnovéiha ustélila v trojnom bode. Pre eSte nizsiu teplotu by sme zacali pozorovat
aj tvorbu ladu.

Jdan Pulmann
janci@fykos.cz

Uloha IILP ... zahvizdej mi néco 5 bodti; primér 2,10; fesilo 31 studentt

Vysvétlete, na jakém principu funguje hvizdani pomoci ust. Uvazujte pritom nejprve jednodu-
odhadnéte, v jakém rozsahu se muze pohybovat zéakladni frekvence hvizdu. (Pokud umite hviz-
dat, miizete zkusit posoudit presnost vaseho odhadu pomoci experimentu.)

Mirek chce nendpadné zjistit, kolik resitelu taky neumi hvizdat.

Tato tloha m4 plné pravo nazyvat se problémovou. Jak si ukdzeme, zékladni fyzikdlni principy
hvizdani nejsou prilis slozité, nicméné presny popis jevu neni mozny kvili komplikované stavbé
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ustni dutiny. Budeme se snazit spise o srozumitelné vysvétleni zkoumanych jeva nez o podrobny
matematicky popis.

V nésledujicim textu si zopakujeme, co to je vlastné zvuk, podivime se na stojaté viné-
ni ve vzduchovém valci, naucime se néco malo z hudebni teorie a sezndmime se s principem
akustickych resonatort, konkrétné Helmholtzova resonatoru. Nakonec zkusime nabyté poznatky
aplikovat na samotné hvizdani tsty a zamyslime se nad rozdily mezi modelem a skute¢nosti.

Zvuk

Jako zvuk v bézném zivoté oznacujeme vjem, ktery jsme schopni vnimat pomoci sluchu. Ve
fyzice pod timto pojmem obvykle rozumime longitudindlni (podélné) mechanické vlnéni ve
hmotném prostfedi, nehledé na to, zda se jednd o slysitelnou frekvenci. Akustickou (zvukovou)
vlnu si mizeme predstavit jako periodické zhustovani a rozpinani latkového prostredi, v nasem
pripadé vzduchu. Pfi popisu vIinéni se divime budto na vychylku jednotlivych édstic kolem
jejich st¥ednich poloh, nebo na okamzitou vychylku objemového elementu®

y(z,t) = yo cos [w (t — ﬁ)] , (3)
Cs

kde yo je amplituda a ¢ rychlost zvuku v daném prostfedi. Uvazujeme zde rovinnou vinu, kde

x urcuje vzdéalenost daného bodu vlny od bodového zdroje zvuku. Rychlost zvuku v plynném

prostredi je priblizné ddna vztahem
Kp
Cs=4/—, (4)
Vo

kde x je Poissonova konstanta idedlnfho plynu a ¢ je jeho hustota. Amplitudou zvukového
vInén{ se zde zabyvat nebudeme (zévisi na ni predevsim intensita zvuku), diilezitd pro nds bude
frekvence, resp. vinova délka. Jednak proto, ze podle frekvence urcujeme vysku ténu, a jednak
proto, ze vlnova délka urcuje médy stojatého vinéni, které mohou existovat v resonanénim valci
danych rozmeéru.

Stojaté vinéni ve vzduchovém vilci

Nyni se podivame na to, jak se chova zvukové vinéni v dlouhé vilcové dutiné naplnéné vzduchem.
Pro jistotu zde pfipomenme vztahy mezi vilnovou délkou A, frekvenci f a tihlovou frekvenci w
Cs

w
f‘ﬁ‘x

Stojaté vlnéni vznik4 interferenci dvou shodnych vln, prichozi a odrazené. Superpozici dvou vin
popsanych rovnici (3) dostaneme v jednorozmérném piipadé vztah

y(z,t) = 2yo cos (wt) sin (ﬂ> = 2yo cos (2nft) sin (2n§) ,
Cs

kde 2yo sin (2nz/A) je amplituda stojatého vinéni. Pro lepsi predstavu si nejprve mysleme, zZe
misto vzduchového valce mame strunu. Pevné uchyceny konec struny odpovida uzavienému

SMisto vychylky objemového elementu & Edstic mizeme vinéni také popsat pomoci lokéalni odchylky tlaku

plynu
p(z,t) = po cos |:w (t - i):| .
Cs
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vélci, volny konec struny otevienému. Pfi odrazu na volném konci mé odrazend vlna stejnou
fazi jako vlna prichozi, dochézi tedy ke konstruktivnimu skladédni a v bodé vznikne kmitna,
tj. misto s maximalni amplitudou. Pfi odrazu na pevném konci je fdze odrazené viny opacna,
skladani je pak destruktivni a v bodé vznikne nehybny uzel.

Chovéani struny odpovidd harmonickému pohybu ¢astic pri Siteni zvuku. Na uzavieném
konci ziejmé nemuze dochdzet k posunu objemovych elementi vzduchu, ¢éstice se zde pruzné
odrazeji, coz odpovida opacné fazi viny. Na pevném konci je tedy uzel. Pro zmény tlaku vsak
dostaneme opacny vysledek, nebot odrazy castic predstavuji harmonické zmény tlaku v oblasti
uzavieného konce (uzavieny konec pusobi silou proti pohybu ¢astic), médme zde tedy ,tlakovou
kmitnu“. Na otevieném konci vzduch volné proudi, z pohledu ¢astic zde bude kmitna, zatimco
tlak se vyrovnava s okolim, bude mit proto na otevieném konci uzel” Fize harmonickych zmén
tlaku a polohy ¢astic jsou tedy posunuty ve fazi o /2.

Zajimat nés bude pfedevsim ptipad, kdy jsou oba konce oteviené. Jeden konec ptredstavuje
dychaci ustroji, druhy konec jsou usta. Je ziejmé, Ze aproximovat Ustni dutinu trubici neni
mozné, predstavujme si proto pro ted, ze se nesnazime hvizdat, ale hrajeme tfeba na pistalu.
Jaké stojaté vinéni muze v pistale vznikat? Jestlize jsou oba konce oteviené, musi se v nich
nachdzet kmitny. Pokud jsou to jediné kmitny v celém vélci o délce L, plati pak L = \/2.
Mezi kmitnami se v tomto pripadé nachéazi pouze jeden uzel. Bude-li uzli n € N, bude platit
obecné L = nA/2. Frekvence vln je potom

NCs
F= 2L’

()

Jesté poznamenejme, ze Sitka valce musi byt mensi nez vinova délka, abychom mohli zanedbat
kolmé siteni.

Trocha hudebni nauky

Nyni si musime objasnit, pro¢ vlastné chceme, aby byl zvuk tvoren stojatym vlnénim urcité
frekvence a ne smési libovolnych vin s proménnymi frekvencemi. Akustické kmity, které nemaji
konstantni frekvenci, vinimame jako hluk. Oproti tomu pravidelné kmitani nase sluchova centra
prelozi jako tén. Sami vSak mozné vite, Ze pokud si nechite na pocitaci vygenerovat tén jedné
frekvence, mize byt jeho poslech pomérné nepfijemny (zv1asté jedné-li se o vysoké frekvence).
Kazdy hudebni ton totiz obsahuje dalsi, tzv. alikvotni neboli vyssi harmonické tény. V pripadé
pistaly se jednd o ty frekvence, pro néz je v rovnici (5) n = 2,3,... Pokud tedy budeme hledat
frekvenci hvizdu, bude nas vzdy zajimat prvni harmonické, tj. n = 1.

Také budeme chtit pozdéji urcit téonovy rozsah hvizdu. K tomu potiebujeme védét, ze v ev-
ropské hudbé se pouzivd rovnomérné temperované ladéni, které rozdéli kazdou oktédvu (rozdil
mezi dvéma sousednimi harmonickymi frekvencemi) na dvandct ténu. Frekvence kazdého té-
nu je vzdy rovna ¥/2nésobku frekvence ténu pod nim. P¥i pFifazovani téntl frekvencim pak
muZeme vyjit z komorniho A (nejcastéji 440 Hz), nebo pouzit pfevodni tabulku®

Jak jsme uz ale zminili vySe, pomoci chvéni vzduchu ve vzduchové trubici hvizdani modelovat
nelze. Jaky vhodny model tedy muzeme pouzit?

Ve skuteénosti se tlak vyrovna az vné trubice, uzel tedy neni pfimo v roviné otevieného konce, ale tuto
skutecnost si tady dovolime zanedbat.
8http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html
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Helmholtziv resonator

Resonancemi vzduchu v dutindch se zabyval vyznamny némecky fyzik a fyziolog Hermann
von Helmholtz, po némz jsou tyto resonance také pojmenovany. Helmholtz pfi svém vyzkumu
v oblasti akustiky pouzival k identifikaci frekvenci jednotlivych tént mosaznou banku s izkym
hrdlem, kterou dnes nazyvime Helmholtztiv resonator? Princip funkce Helmholtzova resonétoru
je podobny jako v pripadé hry na sklenéné ldhve. Vnéjsi silou je dovniti dutiny vtlacen vzduch,
ktery po zeslabeni vnéjsi sily opét unika ven. Tlak v dutiné se snizi az na hodnotu mensi, nez je
okolni tlak, proto je vzduch opét vztazen dovnitt a proces se opakuje, pouze s mensi intenzitou.

Oscilace vzduchu v resondtoru budeme modelovat pomoci harmonického oscildtoru (pruzi-
ny). V hrdle se nachdzi masa vzduchu o hmotnosti m, tuhost systému definujeme jako

_dr
dy

Y=Yo

kde y je vychylka od ekvilibria yo a F' je okamzitd sila pusobici na masu vzduchu v hrdle. Pro
thlovou frekvenci oscilaci plati

s k 1 dF
W= —=—— —
m m dy

; (6)

Y=yYo

kde S je prufez hrdla a p = F/S je okamzity tlak vzduchu. Nyni zavedeme predpoklad, ze se
jedna o adiabaticky dé&j. Tento predpoklad je nutny také pro platnost vztahu (4). P¥i odvozovani
Poissonova zdkona pro adiabaticky déj dojdeme pres prvni vétu termodynamickou, stavovou
rovnici idedlniho plynu a vztah pro vypocet vnitini energie idealniho plynu'® k rovnici

dp P
—_ = —K, 7

dv \% (7)
kde x je Poissonova konstanta idedlniho plynu a V' je objem celé resonanc¢ni komory vcetné
hrdla. V rovnici (6) muzeme psit dy = dV/S, nebot ke zméné objemu dochézi ve véilcovitém

hrdle komory, kde zfejmé V (y) o y. Po této upravé dosadime z (7), dostaneme

. kS%po
mVy

Velic¢iny po a Vo opét oznacuji rovnovazné hodnoty.
Déle si mizeme hmotnost masy vzduchu v hrdle vyjadrit pomoci hustoty vzduchu p, délky
hrdla L a prurezu hrdla jako

Iispo
=0SL = J’= : 8
m=o o = o 0
Umocnénim vztahu (4) dostaneme
2 Pbo
s = K—
[

9http://en.wikipedia.org/wiki/Helmholtz_resonance
190dvozeni neni tézké, ale jiz bychom piilis odboéili. V¥poéet najdete napt. na &eské i anglické Wikipedii
v ¢lanku Adiabaticky déj (Adiabatic process).
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a dosazenim do (8) ziskdme
2
2 C S
LVy '
Tento vztah nakonec pfepiseme pomoci w = 2rf jako

Cs S
fzﬂ“r%' 9)

Empirickd méfeni ukazujii® ze misto délky L je presnéjsi uvazovat ekvivalentni délku Leq =
=L+ 0,4D, kde D je hydraulicky prumér hrdla. Proto pokud neplati L > D, méli bychom ve
vztahu (9) psdt Leq misto L.

w

Hvizdani

Nyni se uz konecné podivejme na samotné hvizdani. Na rozdil od Helmholtzova resonatoru mé
resonan¢ni dutina (tstni dutina) jesté jeden otvor (hrtan), ze kterého proudi dovniti dutiny
vzduch hnany z plic. To pro nas vsak neni podstatné, dilezité je, ze ma vzduch v dutiné vyssi
tlak a unikd ven tzkym otvorem (tsty). Navic lze také hvizdat i pfi nasdvani vzduchu, potom
je princip zcela identicky.

Podle ¢lanku Whistling na anglické Wikipedii'? mohou p¥i hvizdani tsty zistdvat rty v témér
neménné pozici, pfi¢emz vysku ténu ménime pouze pozici jazykal® Rty a zuby méni pouze barvu
ténu. Potom by ve vztahu (9) byl jedinou proménnou objem Vp. Velikost objemu vzduchu, ktery
se podili na resonanci v tstni dutiné, zavisi na tom, jak moc priblizime jazyk k hornimu patru.
Teoreticky bychom mohli snizit objem témér na nulu, frekvence by potom nebyla shora omezena.
Dolnim limitem je objem tstni dutiny.

Podle lorda Rayleigho'* se frekvence hvizdu miize pohybovat v rozsahu 500 Hz az 4 200 Hz.
Zkusme rozumné zvolit hodnoty veli¢in v (9) a provést dolni odhad. Rychlost zvuku je pfibliz-
né cs ~ 300 m-s~ !, otvor mezi rty nebude mit mensi priifez nez S = 0,5 cm?, objem st s jazykem
u dolniho patra odhadneme na Vp &~ 50 ml. Nejhute se odhaduje délka L, predpokladejme, ze
je rovna tloustce rtu L ~ 5mm. Po dosazeni dostaneme nejnizsi moznou frekvenci

fmin &~ T00Hz .

Zahrneme-li hydraulicky prumér D =~ 5mm, dostaneme o néco nizsi frekvenci fimin =~ 500 Hz.
N4&s odhad je spise fadovy, hodnoty S i L jsou Spatné meéritelné a lisi se clovek od ¢lovéka, takze
s vysledkem muzeme byt velmi spokojeni. Pfi hornim odhadu snizujeme Vp, dolni mez je vsak
tézké stanovit. Resonan¢ni objem urcité mtze poklesnout az na jednotky mililitri, pro Vo = 2ml
dostaneme pétkrat vyssi frekvenci

fmax ~ 2500 Hz.

To je méné, nez tvrdi Rayleigh, ale vzhledem k hrubosti odhadi je to stale vyborny vysledek.
Podle naseho odhadu se ténovy rozsah hvizdani pohybuje v rozmezi Hy az Df. Pro srovnani,
rozsah sopranu je ptiblizné Cy4 az Cel® Zajimavé je, ze pokud se vratime k modelu vzduchové

"http://www. lightandmatter.com/html_books/Osn/ch05/ch05. html#Section5.5

2http://en.wikipedia.org/wiki/Whistling

13http://en.wikipedia.org/wiki/\rlhistling. Pozici rtd nemuzeme prilis§ ménit proto, ze pri zmenseni otvoru
dochézi k zaduseni ténu, zatimco pri zvétSeni otvoru neni tén ¢isty a rychle prechazi v sum

Mhttp://mysite.du.edu/~jcalvert/waves/pipes.htm

®http://en.wikipedia.org/wiki/Vocal_range. Oktavy znaéime dolnim indexem podle polohy na modernim
piané od Ag po Cg, komorni A je Ay.
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trubice a pouzijeme pro uréen{ frekvence hvizdu vztah (5), do né&jz dosadime hloubku dstni
dutiny L ~ 10cm, dostaneme frekvenci f ~ 1500Hz, coz je také fddové dobry vysledek.
Fyzikalné vSsak nemiize byt spravny, protoze sitka ustni dutiny je srovnatelnd s jeji hloubkou
(transversalni sifeni) a také vime, Ze pfi zméné polohy jazyka v dstech nechdvdme vzduch stile
volné proudit, nedochézi tedy ke zkraceni délky L. Vysku ténu by pak nebylo mozné modulovat.

Experimentalni ovéreni

Co se tyce experimentalniho ovéfeni vysledku, tak autor tohoto textu hvizdat neumi, nicméné
se nalezl dobrovolny experimentalni subjekt, jehoz tonovy rozsah hvizdu byl zméren pomoci
programu Audacity. Nejniz$i naméfend zdkladni frekvence byla 440 Hz (A4), nejvyssi 1400 Hz
(~Fs). Na dolni hranici byl zdznam jiz dost zasumély a neSlo jiz dost dobfe rozliSit mezi
zékladni frekvenci a druhou harmonickou, proto byl nejnizsi ton dodate¢né stanoven poslechem
oproti klaviru. Méfen{ je v souladu s nasim i Rayleighovym odhadem, spiSe nizs{ rozsah (méné
nez dvé oktdvy) je ¢isté otdzkou trénovanosti subjektu. Pro zajimavost — podle Guinessovy
knihy rekord@'® je v soucasnosti nejvyssim ténem dosazenym pii hvizdani nota Hr (3951 Hz).
Nejniz$im zahvizdanym ténem je Fz (174,6 Hz)!”

Zavér

Co tici zadvérem? V tivodu jsme predesilali, Ze se pokusime spiSe o kvalitativni popis, nakonec se
nam vsak zkoumany déj povedlo i docela dobfe kvantifikovat. Musime vSak mit na paméti, ze
jsme si spoustu véci zjednodusSili a neméame zaruku, Ze je nd$ model skutecné fyzikalné spravny.
Podrobny rozbor by vyzadoval exaktni vypocty a pravdépodobné bychom skonc¢ili u modelovani
proudéni vzduchu v tstni dutiné. O modelovan{ naleznete vice v odkazu v poznamcel® kde se
autor prace zabyva proudénim vzduchu ve flétnéch.

Komentar k doslym resenim

Ve zna¢ném poctu reseni se vyskytoval predpoklad, ze v ustni dutiné vznikd stojaté vinéni,
podobné jako ve flétnach. Jak jsme vsak uvedli vyse, tento model neni vhodny z duvodu slozi-
té stavby tstni dutiny. Néktefi z vas tvrdili, ze hvizdani je umoznéno diky rezonanci rti — pfi
hvizdani sice mizeme zaznamenat jemné chvéni rtu a tvari, ale to je pouze dusledkem rezonance
vzduchu v dstni dutiné; hvizdat lze i s ,inhibovanymi“ rty. V nemalém poctu feseni se objevil
Helmholtzav rezonéator jako vhodny model pro hvizdéni, ale obcas jste pfisuzovali schopnost
ménit frekvenci hvizdu spiSe zméné velikosti otvoru mezi rty nez zméné rezonancniho objemu
astni dutiny. Velikost otvoru, kterym vzduch unikd, sice ovliviiuje zdkladni frekvenci, ale pouze
omezené, nebot s piili§ otevienymi dsty prechdzi hvizd ve foukdni (Sum) a s téméf uzavieny-
mi Usty je hvizd zatlumen. Pochvala patfi tém Tesitelim, ktefi Helmholtzovu rezonanci nejen
srozumitelné popsali, ale také spravné odvodili vztah pro zdkladni frekvenci.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

16http://www. guinnessworldrecords . com/world-records/highest-note-whistled
17 http://www.guinnessworldrecords.com/world-records/lowest-note-whistled
'8http://www.lam. jussieu.fr/Publications/Theses/these-patricio-de-la-cuadra.pdf
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Uloha IILE ... tenisky na vodé

Omlouvame se, ale feseni experimentalni tlohy najdete v budouci brozurce a na nasem webu.

Uloha IIL.S ... numericka 6 bodti; pramér 4,35; fesilo 17 studentti

1. Podivejte se na rovnice Lorenzova modelu a sepiste skript na jeho simulaci v Octave (na to
si pripadné osvézte i druhy dil seridlu). Spolu s vykreslujicim prikazem by vas skript mél
vypadat zhruba takto:

function xidot = f(t,xi)

xdot=...;

ydot=...;

zdot= ...;

xidot = [xdot;ydot;zdot];
endfunction

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminka=[0.2,0.3,0.4];

reseni=ode45 (@f, [0,300] ,pocPodminka,nastaveni) ;
plot3(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2),reseni.y(:,3));

Jen misto ti1 tecek dopliite zbytek programu podobné jako v druhém dilu seridlu a pouzij-
te 0 = 9,5, b = 8/3. Pak zjistéte alesponi s presnosti na jednotky, pro jaké kladné r prechdzi
systém z asymptotického zastavovdni se na chaotickou oscilaci (na pocédateénich podminkédch
nezalezi).

2. Zde je plny text octavovského skriptu pro simulaci a vizualizaci pohybu c¢astice v gravitacnim
poli hmotného télesa v roviné xy, kde vSechny parametry a konstanty jsou rovny jedné:
clear all
pkg load odepkg
function xidot = f(t,xi)
alfa=0.1;
vx=x1i(3);
vy=xi(4);
r=sqrt (xi(1)"2+xi(2)°2);
ax=-x1(1)/r"3;
ay=-xi(2)/r"3;
xidot = [vx;vy;ax;ay];

endfunction

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
x0=0;

y0=1;

vx0=...;

vy0=0;

pocPodminka=[x0,y0,vx0,vy0] ;

reseni=ode45(@f, [0,100] ,pocPodminka,nastaveni)
plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2));

pause ()
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a) Zvolte pocatecni podminky x0=0,y0=1,vy0=0 a poc¢dtecni rychlost ve sméru x nenulovou
tak, aby byla castice vdzand, tj. neulétla z dosahu centra.

b) Pridejte ke gravitacni sile ve skriptu silu —ar/r*, kde a je malé kladné &islo. Volte po-
stupné nékolik zvétsujicich se o poéinaje a = 1072 a ukazte, Ze zptisobuji kvaziperiodicky
pohyb.

Obr. 4: Vystup skriptu pro r=23.8 (vlevo) a r=24 (vpravo). Na obrizku vlevo zjevné
trajektorie konverguje ke staciondrnimu cyklu, zatimco napravo pozorujeme slozité
neperiodické chovani. Predélové r tedy lezi mezi témito hodnotami a s presnosti na jednotky
jej urc¢ujeme jako r, = 24.

1. V&s kéd pro Lorenztv model by mél s pomoci rovnic z tretiho dilu seridlu vypadat zhruba
takto
clear all
pkg load odepkg
function xidot = f(t,xi)
r = 23;
sigma = 9.5;
b=8/3;
xdot=sigma* (xi(2)-xi(1));
ydot=-xi(1)*xi(3) + r*xi(1)-xi(2);
zdot= xi(1)*xi(2)-b*xi(3);
xidot = [xdot;ydot;zdot];
endfunction
nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01,'MaxStep',0.1);
pocPodminka=[0.2,0.3,0.4];
reseni=ode45(@f, [0,100] ,pocPodminka,nastaveni) ;
plot3(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2),reseni.y(:,3));
Tento kéd jste pak mohli spoustét s riznymi r=. .. a pozorovat, pro ktera je uz pohyb cha-
oticky a pro kterd jesté ne. Asi nejlepsi technika pro nalezeni parametru bylo kontrolovat
trajektorii pro hrubéd r a pak postupné pulit interval mezi dvéma body, mezi kterymi do-
chéazelo k predélu od stacionarniho chovani k chaosu. K vyreseni tlohy stacilo nalézt predél
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jako na obrazku 4 a pak samoziejmé zaokrouhlit na pocet platnych cifer, tj. mame priblizné
predélové r = 24. Jemnéjsim délenim intervalu jste mohli dojit tfeba az k r = 23,90.

2. Skript s pozménénou silou byl témér identicky tomu ze zadani, zménila se pouze funkce
xidot néasledujicim zptsobem
function xidot = f(t,xi)
alfa=0;
vx=xi(3);
vy=xi(4);
r=sqrt (xi(1) "2+xi(2)"2);
ax=-xi(1)*(1/r"3+alfa/r"4);
ay=-xi(2)*(1/r"3+alfa/r"4);
xidot = [vx;vy;ax;ayl;
endfunction
Pokud jste zvolili vx0 o hodné jiné nez 1, skript vim zacal hlasit, abyste se pokusili zménit
MaxStep nebo InitialStep, aby se dokazal prointegrovat skrze oblast pobliz » = 0, kde na
Castici pusobi vysoké sily a ma vysokou rychlost. Pro nékteré poc¢atecni podminky se dokonce
mohlo stat, Ze integrator neintegroval trajektorii dobte a vychdzela vam kvaziperiodicka
uz pro alfa=0. Pokud se vam toto prihodilo a stejné jste to dobie zdokumentovali spolu
s ruznymi hodnotami alfa, urcité dostanete plny pocet bodi.
Pokud jste ale tuto smilu neméli a zvolili tfeba vx=0.9, ziskali jste grafy jako na obrazku 5.
Vidite, Ze i pro zcela malickd « se trajektorie zacCind stdcet a neni periodickd. Takovato
efektivni sila s nenulovym « ptsobi napiiklad pii zahrnuti obecné-relativistickych korek-
ci k newtonovské gravitaci a lze ji pozorovat jiz ve sluneéni soustavé na staceni perihelia
Merkuru.

Vojtéch Witzany
witzanyv@fykos.cz
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0.5 o 0.5 1 = -0.5 0

Obr. 5: Grafy pro pohyb &astic v téméf newtonovském gravitaénim poli s a = 0;107% (vlevo
a vpravo nahofe v poradi respektive) a o = 1072;5- 1072 (vlevo a vpravo dole v pofadi
respektive). Pro a = 1072 je efekt témdF nepostiehnutelny, zatimco pro o = 5- 1072 jiz

o kvaziperiodicité nemuze byt zadnych pochyb.
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Serial: Definujeme chaos!

V prvnich dvou dilech tohoto seridlu jsme se naucili namontovat kridylka na slepici ve vakuu.
Tedy, na ptikladu rotujictho fotbalového mice jsme se naucili jak zformulovat jednoduchy mo-
del a pak také spocitat jeho dusledky pomoci numerickych simulaci. Ve tretim dilu jsme pak
probrazdili krajinu dynamickych systému a ukézali si par ochutnavek toho, co lze cekat od
chovani raznych vazanych pohybu.

Vézany pohyb muze byt staticky (tedy vlastné ,nepohyb*), kvaziperiodicky (kde periodicky
je specidlni piipad takového pohybu) a aperiodicky. Aperiodicky pohyb je navic v drtivé vétsiné
pripadu chaoticky. Ale co Ze to znamend ten chaoticky pohyb? To si pravé ted fekneme, pockejte
minutku.

Ztrata desetinnych Cisel s propiskou

Ted pottebuji, abyste si vzpomnéli na tplné prvni seridlovou tlohu, kterou jste v tomto ro¢niku
resili. Méli jste v ni za tkol uvazovat nad tim, jak to, Ze zijeme v deterministickém svété, kde je
i presto tolik nejistoty. Chaos a s nim spojend ztrata informace s tim ma mnoho docinéni. My
si ale ted ukazeme, jak se informace ztraci v prikladu z ilohy — u propisky postavené na spicku.

Obr. 6: Nékres sil pusobicich na propisku vychylenou o tthel da z nestabilni rovnovazné polohy.

U propisky budeme uvazovat pouze dva jeji mozné pohyby — doleva a doprava. Vychylku

na obrazku 6. Kdybychom uvazovali, ze se propiska muze pohnout i dopfedu a dozadu, dosli
bychom k tém stejnym zavérum, k jakym za chvili dojdeme, jen bychom se museli starat o vice
rozméru.
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tihové sily se vyrusi tlakem Spicky o povrch, ale ¢ast se promitne do sméru padu. Sila ptisobici
ve sméru padu je tedy F' = mgsin(da). Délka oblouku od rovnovazné polohy tézisté je dx =
= Léa*® a Newtontiv druhy zdkon je pfi promitnuti do oblouku F' = mdi. Dostavame tedy
diferencialni rovnici 5

moZ = mgsin (fm) . (10)
Protoze ale mluvime o hodné malych vychylenich plati pfiblizné sinda = da = dz/L. Kdyz to
pak dosadime do rovnice (10) a podélime ji m, dostaviame

M:%M.

Méme tu tedy rovnici, co fiké ,,druhd derivace funkce = néco krat funkce“. Funkci, které vypa-
daji v podstatné stejné i po dvou derivacich, neni mnoho — v redlném oboru je to pouze sinus,
kosinus a exponenciela?’ Sinus a kosinus ale po dvojim derivovani pied sebe vyhodi znaménko
minus, coz v tomto pripadé neméme, a proto feSenim muze byt pouze exponenciela. Muzete si
sami ovérit, ze feSeni nasi rovnice je

o0x = Cy exp (\ / %t) + Cy exp (7 %t) ,

kde C1, C2 jsou dvé konstanty odpovidajici riznym pocatecnim podminkdm. Pokud naptiklad
nastavime C7 = dxg a C2 = 0, pak derivovanim dostaneme pro rychlost v ¢ase t =0

:(SIO 2

dvo = 0z(t = 0) = dxo g exp ( 21&)
t=0 L

L L

Naopak pokud C; tplné vynulujeme a nastavime Cy = dxo, pak dostaneme dvg = —dzo+/g/L.
doprava, vychylka roste exponencielné (coz je désné rychle). To vSe ale plat{ jen do okamziku,
kdy zac¢nou byt dx a « prilis velké na to, aby platilo sina = a.

Na obrazku 7 vidite nacrt ruznych vyvoju propisky v prostoru rychlosti a poloh. Na obraz-
ku 8 vidite vyvoj kruhu pocatecnich podminek okolo dz = 0 a jv = 0. Kdyz totiz roztfesenou
nad Spicku. Nejsme si také jisti, jestli jsme na posledni chvili do propisky trochu nedrknuli
a neudélili ji tim malou rychlost — at na jednu nebo na druhou stranu. Jsme si tedy jisti jen
tim, ze jsme propisce dali poc¢atecni podminky jen nékde v podobném kruhu neurcitosti.

Jak ale vidite na obrazku 8, tvar kruhu se rychle méni. Po chvili jsme si vlastné velmi jisti tim,
vyvojem Uplné rozmazl do padu bud nalevo nebo napravo. Paradoxné jsme si velmi jisti tim,
ze systém skoncil ledaskde, jen ne tam, kde bychom v idealizovaném ptipadé predpokladali.

Ljapunov a jeho exponenti

Podobné jako v pripadé s propiskou je to s chaosem. Systém jako tfeba povétrnostni podminky
néjak zmérite a podle idedlnich hodnot svého méteni predpovite pocasi v nasledujicich dnech.
Jenze vite také o nejistotach svého méreni a chaoti¢nosti pocasi. Stejné jako v pripadé propisky
si po nékolika dnech jste fakticky jisti tim, ze se systém nachézi s nejvyssi pravdépodobnosti
vsude mozné, jen ne tam, kde jste jej predpovédéli na zdkladé namérenych hodnot.

Yhly zaddvdme v radidnech!
20pak jesté hyperbolické funkce sinh a cosh, ale to jsou jen linedrni kombinace redlnych exponenciel.
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Obr. 7: Nacrt riznych vyvoji malych vychylek propisky na spicce. Najdéte si na grafu néjaké
pocatecni vychylky dx, dv a svij vyvoj pak ziskdte ndsledovanim sSipek. Vidite, Ze vSechny
vyvoje az na ptimku dv = —4/g/Ldzx asymptoticky konverguji k v = /g/Ldz, a tudiz vedou
k padu propisky. Pokud vés graf s jednou osou dx a s dalsi v mate, muzete si osu dv zakryt
a sledovat, kam sméruje vSechen vyvoj ve sméru vychylky dz.

Veli¢inou, kterd charakterizuje tento rozpad informace, je takzvany Ljapunoviv exponent.
Ljapunoviv exponent charakterizuje exponencielni rozbihdni pro velmi blizké stavy. V ptipadé
propisky se mald odchylka dzo od nestabilni rovnovahy na Spicce rozbihala v nejhorsim ptipadé
jako 0z exp(y/g/Lt), v nejlepsim by se sbihala jako dz¢exp(—+/g/Lt). V tomto piipadé by

tedy Ljapunovovy exponenty byly ++/g/L. Jak ale vidite na obrdzku 8, pro rostouci nejistotu

je dulezity hlavné kladny exponent \/g/L, ktery roztahuje po¢atetni podminky a na hodnoté
zaporného exponentu vlastné zas az tolik nezalezi.

Pro obecny dynamicky systém muzeme definovat Ljapunoviv exponent pro néjakou celou
trajektorii a vlastné nam nevadi, pokud se ptivodni odchylka kromé rastu velikosti okolo pi-
vodniho sméru néjak krouti. Ljapunoviv exponent je tedy néjaké ¢islo A takové, ze plati, ze
se néjakd obecné vicerozmérnd odchylka 6Zy od dané trajektorie Z(t) ve své velikosti vyviji
jako [6Z(t)] = exp(At)|6Zy].

V jakém case bychom ale zacali sledovat rozbihavost trajektorii? Na jakém misté bychom mé-
li za¢it s malinko odchylenym trajektorijnim kamaradem? Nejlepsi odpovéd zni, ze rozbihavost
musime néjak vystfedovat pres celou trajektorii. Pokud ale sledujeme trajektorii ve vazaném
systému a trajektorie nekonverguje ke statické, pohyb musi nutné pokracovat nekonecné dlouho.
Formélné je tedy Ljapunoviv exponent definovan jako

A= lim lim 1ln(|6z(t)|> ,

t—00 62Zg—0 t |0Zo]

kde limita §Zy — 0 jen znadi, ze se zajimame o nekonecné malé odchylky a jejich rozbihavost.
Limita t — oo pak zajistuje, ze zahrnujeme do vypoctu celou trajektorii. To se mtze zdat dost
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Obr. 8: Nacrt casového vyvoje nasi oblasti nejistoty ve vychylce propisky. Pri
predpokladu g = 10m-s™2 a L = 5 cm bude naSe oblast nejistoty zdeformovana, jako
v poslednim obrazku béhem 80 ms. Pokud je na vas graf slozity, stac¢i z néj jen vysledovat, jak
se nase nejistota roztahuje jen podél osy dx tim, Ze si na ni zdeformovany krouzek promitnete.

divné, tak vylicim, jak se takovy ljapunovovsky exponent spocitd v praxi:

1. Program zaCne numericky integrovat trajektorii Za(t), jejiz Ljapunoviv exponent chceme
zjistit a vedle ni Gplné malinko odchylenou trajektorii Zg(t).

2. Program sleduje odchylovani nebo sbihani téchto trajektorii a pokusi se na tuto tendenci
napasovat exponenciely s riznymi exponenty. Ten nejlepsi fit si poznamenda jako lokalni
Ljapunovuv exponent.

3. Jakmile se trajektorie v ¢ase tmoc moc rozebéhnou, vezme odchylku A = Z4 (tmoc) —ZB (tmoc ),
zahodi Zg a zaCne zase integrovat Z (t) spolu s méné odchylenou trajektorif s po¢dteéni pod-
minkou Z¢(tmoc) = ZA (fmoc) + €A, kde € < 1.

4. Tento proces se dlouho opakuje a nakonec program ziské pribliznou hodnotu vystiedovanim
vSech lokélnich Ljapunovovych exponentu.

Nen{ to tedy zddnd véda, Ljapunoviv exponent je jen globalni (nebo prosté zprimérovanou)

mirou sbihavosti ¢i rozbihavosti blizkych trajektorii. Celd procedura dava néjaky smysl jen diky

tomu, Ze se bavime o vazanych trajektoriich. Chaoticka trajektorie se totiz sice nikdy neopakuje
zcela presné, ale musi porad létat v téch samych ¢astech prostoru, takze se diive nebo pozdéji
zacne opakovat priblizné. Kdyz tedy zminénou procedurou pocitdme ljapunovovsky exponent
po hodné dlouhou dobu, jsme si velmi jisti, ze jsme vystihli typické chovani trajektorie a ze
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jsme exponent spocitali s pomérné vysokou presnosti.

Obr. 9: Nacrt casového vyvoje oblasti nejistoty v pripadé trajektorie s kladnym
Ljapunovovym exponentem. Mald odchylka dZy se po néjakém case vyvine do lehce pootocené
a exponencialné prodlouzené odchylky 6Z;. V tomto obrazku existuje i smér se zapornym
exponentem, ale vidite, ze maximalni vzdalenost odchylenych trajektorii na zaporném
exponentu nezavisi.

Na obrazku 9 muzete vidét ilustraci ne nepodobnou rozbihani kruhu poc¢ate¢nich podminek
z obrazku 8. Vidime na ném, ze stejné jako u propisky muze nejistota u trajektorie s klad-
nym Ljapunovovym exponentem uUplné rozméznout vyvoj tak, ze jsme si témer jisti tim, ze se
nenachdzime tam, kde bychom si idealizované mysleli. Na obrézku také vidite, Ze pro odhad

u propisky tak dulezité.

Konecné ta definice

Nebudeme to uz zbyte¢né zdimat, definujme chaos. Chaotickd trajektorie je takova, kterd je
aperiodickd a zaroven ma alespon jeden kladny Ljapunoviv exponent. Znamen4 to, Ze jeji tvar je
nesmirné komplikovany a neopakujici se, ale také to, ze diiv nebo pozdéji néjakym vyrusenim
sklouzne vyvoj daného dynamického systému uplné jinam — a to nejcastéji k dalsi chaotické
trajektorii.

Existuji i alternativni definice chaosu, které se opiraji o rizné topologické pojmy a predstavu
miseni prostoru pocatecnich podminek. To dava samoziejmé velky smysl, protoze si clovék
dokaze lehko predstavit, Zze se maly krouzek pocétecnich podminek pii kladné rozbihavosti
trajektorii a komplikovaném pohybu rozmaze po celém mozném prostoru stavi dynamického
systému. Je proto prirozené obejit aperiodi¢nost a exponenty a rozmichavani blizkych vyvoju
vlozit rovnou do definice. Vymezeni chaosu pomoci exponentt a aperiodic¢nosti je pro nés ale
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vy

To je v tomto dilu vse, ted uz mame zakladni vybavu na chdpéni chaosu. V pristich dilech
se konecné podivame na néjaké zajimavé aplikace toho, co jsme se doted naucili. Vite tfeba,
jak se v pocitaci generuji ndhodnd ¢isla? A jsou opravdu ndhodna? Odpovédi se dockéte.
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