Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXVIIL.VI.4

Uloha VI.4 ... téZkotonazni deska na Zelvé 5 bodi; primér 3,27; fesilo 37 studenti

Predtim, nez byl dosazen a prekrocen okraj Zeméplochy a zacaly byt podnikany védecké vypravy
za potvrzenim existence ¢tyr slond, zelvy a urceni jejtho pohlavi, si nékteré primitivni kmeny
myslely, ze sila, ktera je drzi na Zeméplose, je dana superhustou deskou z koncentrovaného
bylonebylia. Byla to opravdu velice primitivni predstava, protoze jak dnes jiz vime, napriklad
vyprava, ktera potvrdila existenci zelvy, neslavné dopadla tak, ze se jejich ¢lun utrhl a upadl
Tedy vlastné nedopadl. . .

Nicméné by nds zajimalo — jakou plosnou hustotu o by byvala byla musela takova deska
mit, aby na povrchu Zeméplochy blizko jejimu stfedu byl obycejny predmét, pri zanedbani
magie, pritahovan stejnou silou, jakou je gravitacni sila na povrchu Zemneplochy? Uvazujte,
Ze superhusta deska je opravdu velice tenkd, a jak tvrdi povésti, je umisténa H = 8'm =
= 4096 m pod povrchem Zeméplochy. Deska ma byt dle baji homogenni a hmotnosti jinych
téles zanedbatelné.

Zanedbejte pohyby zelvy a slonti. Za Zemneplochu si dosadte slovo Zemé, pokud jste necetli
dilo autora, pro kterého si prisel Smrt. Zeméplocha ma pro tcely této tlohy prumeér priblizné
presné d = 10000 km. Karel md rdad gravitacni ulohy.

Nasim tkolem je zjistit plosnou hustotu desky o, kterd je zdrojem gravitacniho pole, o které
se budeme nyni zajimat. Dle zadani nds zajima pouze sila gravitacniho pole na ose desky, a to
ve vysce H. Ve vypoctu budeme postupovat tak, ze nejprve vyjadrime celkovou silu, kterou
pusobi deska na hmotny bod hmotnosti m v udaném misté pomoci o, d a H, nésledné tuto silu
ddme do rovnosti se silou, jakou by pusobila Zemé na stejny pfedmét (hmotny bod). Celkovou
silu ziskdme zintegrovanim prispévku od infinitesimélnich elementtu desky.

V resSeni zanedbame vsechny dalsi vlivy, jako je hmota ostatni latky Zeméplochy, jejich sloni
a zelvy, rotaci Zeméplochy atd.

Element (a odted myslime jenom infinitesimdlné malé elementy) sily, kterou ptisobi element
desky na nas hmotny bod, muzeme dle Newtonova gravitacniho zdkona psat jako

om
R?
kde G je gravitacni konstanta, R je vzdalenost daného ¢tvercového elementu desky od pozoro-

vatele stojiciho ve stfedu Zeméplochy a x a y jsou kartézské souradnice v roviné desky. Ovsem
R je funkce x a y:

dFe =G dzdy,

am

R=\/H?+ 2> +¢? dFg = G——r
+x*+y = G H2 + 22 + 12

dzdy,

Predtim, nez si to pékné zintegrujeme, si vSak miuzeme uvédomit, ze nase tiloha m4 valcovou
symetrii. Mohli bychom sice tlohu resit v kartézskych soutadnicich, ale prevedenim problému do
valcovych souradnic si usnadnime hledani integrac¢nich mezi i integraci. Z kartézskych sourad-
nic (z,y) v desce mizeme tedy pfejit do poldrnich soufadnic (r, ) a tiet{ souradnice z zlistane
kartézskd. Vztah mezi soufadnicemi je (z,y) = (r cos ¢, rsin ). Pro transformaci musime ur¢it
jeji jakobian' J. Zde je uveden vypocet
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J = g; gf = e wzrcos @+rsin“p=r.
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'Vice k jakobidnu naleznete naptiklad na http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian_matrix_and_determinant.


http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian_matrix_and_determinant
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Nyni jiz muzeme vyjadrit silovy element pomoci cylindrickych soutadnic

om

dfe = G———rdrdey.
@ H? 412 v

Neni to ale presné to, co bychom chtéli integrovat. Je nutné totiz jesté uvazit, ze se uplatni pouze

vertikalni slozka gravitacni sily, protoze horizontalni slozka se, diky védlcové symetrii, vyrusi.

Pokud oznac¢ime « thel, ktery svird vektor elementu gravitacni sily s osou z, pak mtizeme psat

H
oS = ———— .,
VH? + 12
Budeme integrovat pouze priumét elementu gravitacni sily do osy z, pro ktery plati
dF = cosadFg = G—2"_ cosardrdp = G%rdrd
B ¢ TV HZ 42 v (H2 + r2)>/? e

Zintegrujeme tedy celou desku.
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Abychom zjistili hodnotu o, ddme tuto silu do rovnosti s F' = mg, dostavame
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coz vzhledem k d > H miuzeme aproximovat jako

o~ ﬁ =23-10"%kgm™2.
Plo$né hustota desky tedy vychdzi o = 2,3 - 10'°kg-m ™2 pfi dosazeni tihového zrychleni na
Zemi g = 9,8m-s” 2.

Reseni pomoci integralu bylo v zisadé presné. Na konci jsme sice pouzili aproximaci, ale
ta byla pfi presnosti na dvé platné cifry opravnéna. Stejné tak jsme pouzili hodnotu tihového
zrychleni, které je slozeno z gravita¢ni a odstredivé slozky, pritom bychom méli korektné pouzit
hodnotu gravita¢niho zrychleni, kterd se ovSem lisi az na tfet{ platné ciffe. Samoziejmeé, ze
feSeni neni pfesné, protoze neuvazuje pritazlivé gravitacni piisobeni dalstho materidlu, zelvy
a sloni, takze nas odhad hustoty desky je vlastné horni odhad.
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Alternativni Feseni — Gaussiiv zakon

Vzhledem k tomu, ze jsme blizko desky (d > H), tak bychom desku mohli povazovat za neko-
necnou rovinu a pouzit Gaussuv zdkon. Ten se obvykle zapisuje jako

]{K~d5:f4nGM,
>

kde ¥ je uzaviend plocha, pres kterou se integruje, K je intenzita gravitacniho pole na povrchu
plochy, dS element povrchu této plochy orientovany ven a M je celkovd hmotnost uzaviend
plochou. Za plochu si zvolime povrch valce, jehoz podstavy jsou rovnobézné s deskou. Hmot-
nost uzaviend timto valcem je M = oS, kde S je obsah podstavy véalce. Jelikoz uvazujeme
nekonecnou desku, bude vektor gravitacni intenzity smérovat kolmo k desce. Potom muzeme
uvazovat pouze tok podstavami vélce, které maji dohromady obsah 2S. Dostaneme

fK’dS:—K'2S:—4TEGUS = K =2n0G.
=

Znaménko minus za prvnim rovnitkem vzniklo ze skalarntho souc¢inu dvou antiparalelnich vek-
tord, tj. normdly podstavy a intenzity. Jelikoz jsme neuvazovali tok plastém, mé vysledné pole
stejnou velikost nezdavisle na vzdéalenosti od desky, tj. na povrchu je stejné, jako vsude jinde.
Abychom urdili o, tak si vezmeme hodnotu gravita¢ni intenzity na povrchu Zemé, kterd je g,

a snadnou upravou ziskame
g9

2nG
Obdrzeli jsme tedy stejny vysledek, jako kdyz jsme postupovali presné a nasledné jsme pro-
vedli aproximaci. To jsme mohli ocekédvat, nebot aproximace d > H aplikovand pri primé
integraci odpovida predpokladu o nekonecénych rozmérech desky (schvdlné zkuste integrovat
podle r v mezich [0, +00]).

g=2n0G = o

Komentare k doslym resenim

Nékteri si neuvédomili, ze vzdalenost bodu, kde nés gravitacni zrychleni zajima od samotné des-
ky neni vzdalenosti od vétsiny hmoty desky. Respektive je to velice Spatny odhad néjaké stiedni
vzdélenosti. Samoziejmé, pokud neumite integrovat, muzete se pokusit udélat alespon néjaky
takovy odhad stfedni vzdalenosti a do vztahu dosazovat pravé stfedni vzdalenost. Tim, Ze tam
zbrkle dosadite vzdalenost H ukazete, ze Newtonovu gravitacnimu zakonu piili§ nerozumite.
Alternativni feseni pro ty, co integrovat umi, ale neumi vicerozmérné integrély, je uvédomeéni
si, ze muzeme integrovat jednotlivd tenkd mezikruzi, jejichz obvod je 2nr, tedy pocitdme rovnou

integral
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a vysledek bude stejny jako v autorském feseni.

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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