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Uvodem

Milé tesitelky, mili Fesitelé,

jubilejni tficaty rocnik FYKOSu je za ndmi. Dékujeme vSem, ktefi se v uplynulém roce nase-
ho koresponden¢éniho seminére tcastnili, a vitézim srde¢né blahopfejeme. V pribéhu cervna
obdrzite e-mail, v némz si na zdkladé svého bodového zisku budete moci vybrat odménu.

Také je jiz zndm termin podzimniho soustfedéni 23. 9. az 1. 10. 2017. Pokud jste se umistili
na prednich prickdch, mizete si tento termin tuztickou zaznamenat do kalendatre. Pokud jste
uz moc velké déti a soustredéni se nemuzete zucastnit, protoze budete nastupovat na Matfyz
(tolerujeme i jiné 8koly, napt. Cambridge), tak bychom vés radi pozvali do organizatorskych
rad. Ozvat se ndAm muzete jiz nyni, nebo si s ndAmi muzete promluvit osobné po prazdninich na
tvodnim srazu.

Bohuzel jsme zase nestihli zkorigovat vSechna vzorova feSeni, za coz se omlouvame. Pro
pristé se urcité polepsime. Prikladdme nékterd starsi zatim nepublikovand feseni, tak doufame,
ze stalo za to si na né pockat.

To je pro tento ro¢nik vSe — uzivejte si prazdniny a propagujte FYKOS!

Organizdtori

Reseni VI. série

Uloha VI.1 ... dost t&zké kulomety 3 body; primér 2,10; fesilo 41 studentt

Na auto pripevnime dopredu dva kulomety, které vystreluji kulky o hmotnosti m = 25g rych-
losti v1 = 500m-s~!, kazdy s frekvenci 10 vystieli za sekundu. Auto se rozjede po roviné
rychlosti vo = 80km-h™! a poté zacne stiflet. Kolik nédbojii vystiilime, nes auto zastavi? Bé-
hem palby nepridavame plyn, odpor vzduchu a kol zanedbavame. Tepelné ztraty uvnitr zbrani
jsou taktéz zanedbatelné. Mirek vzpominal na GTA 2.

Soustavu auta, kulometti a vystfelenych projektili povazujeme za izolovanou. Bude v ni tedy
platit zadkon zachovani hybnosti. Budeme tedy uvazovat tak, Ze auto preddva postupné svou
hybnost vystielenym projektilim. Poté, co vystielime dostatecny pocet projektilt, jejichz cel-
kova hybnost bude rovna poc¢atecni hybnosti auta, auto bude mit nulovou hybnost a tedy bude
stat.

Pokud bychom chtéli tlohu pocitat presné, bylo by to ponékud komplikovanéjsi. Projektily
se pohybuji rychlosti v, vici autu, tedy velikost jejich hybnosti vici vnéjSimu pozorovateli
bude rovna p, = m(v, + v4), priemz rychlost auta se bude pravé v dusledku stielby snizovat.
Také se bude ménit hmotnost auta, jak budou projektily vystirelovany. To by vedlo k ivaham
a vypoctium podobnym tém, které se pouzivaji pfi odvozeni Ciolkovského rovnice (kde se vSak
pocita se spojitym tahem motoru). My se pokusime situaci zjednodusit.

Rychlost projektildt viié¢i autu v, = 500ms™ ' je pomérné velkd oproti rychlosti auta v, =
= 22,22ms™!. Na konci bude rychlost auta nulové. Jelikoz sti{lime kulky vidy po stejném
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kratkém casovém tseku a auto bude zpomalovat priblizné linedrné v case, miuzeme odhadnout
prumeérnou rychlost projektilt vici zemi jako

Upp = Up 1+ (Wp + Vo) (U; + Ya) =511,1 ms ',

Nyni je jesté tfeba zhodnotit zménu hmotnosti auta. Terénni pick-upy, které jsou v nékterych
oblastech bézné pouzivany jako nosice kulomett, vazi kolem 2 t. Pokud by auto vysttelilo celkem
2000 projektilu, jejich celkovd hmotnost by byla 50kg. To tedy muzeme vzhledem k celkové
hmotnosti auta priblizné zanedbat. Podle zadkona zachovani hybnosti tedy bude platit

Peelk = Pa = Nppp ,
Mvg = Nmuyy, .
Z toho jednoduchymi dpravami ziskdme pocet vystrelenych projektili.

Muv,
MVpp

N =

Po dosazeni M = 2 t a zbylych hodnot dojdeme k vysledku, zZe je potfeba N = 3479 projektilu
k zastaveni auta. Auto vSak pravdépodobné tplné piesné nezastavi — jeden vystiel jej zpomali
na minimum rychlosti a nésledujici vysttel jej uz bude odtlacovat zpét. Pokud by kulomety
strilely nardz, bude situace podobnd, jen projektily budou pak 2, tedy nabrand rychlost bude
jesté vétsi. Rychlost viak bude pomérné mald, v fadu cms™*. D4 se odhadnout, Ze jeden vystiel
by asi na znovurozpohybovéani auta nestacil.

Vidime, ze rozdil v hmotnosti auta bude pfiblizné 87 kg. Celkové tedy bude k zastaveni auta
tfeba méné projektilt v disledku ztraty hybnosti snizovanim hmotnosti auta.

Jesté muze byt zajimavé pokusit se tilohu vyresit pomoci Ciolkovského rovnice a porovnat
ji s predchozim vysledkem. Hmotnost projektili je pomérné mald a kadence je vysokd, takze
by spojitd aproximace mohla byt pomérné presnéd. Podle Ciolkovského rovnice plati

Av = v log o
mi
V nasem pripadé je Av = vq, ve = vp, Mo = My je poCatecni hmotnost auta a mi = Mo—m,, je
hmotnost auta bez vystrelenych projektild, kde m, je hmotnost vystrelenych projektili. To ndm
po upravach dava

mp = Mo(l—e )

Tedy hmotnost je priblizné 87 kg, celkem tedy 3 478 projektili. To se lisi od vyse spocitané hod-
noty jen o 1 projektil. To je vcelku pozoruhodné. V predchozim vypoctu jsme pokles hmotnosti,
ktery je nakonec asi 4 %, neuvazovali, zde jsme vSak dosli k témét stejnému vysledku.

Tyto vysledky miizeme nakonec porovnat s numerickym vypoctem, ktery uvazuje zmény
hmotnosti a rychlosti po kazdém vystfelu. Dogli jsme k vysledku 3478 projektilid. To velmi
presné odpovidd nasim predchozim vypoctim, pii kterych jsme vSak pouzili rizné aproximace,
aby byl vypocet jednodussi.

Pavel BlazZek
pavelblazek@fykos.cz
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Uloha VL3 ... relativisticky Zenontuv paradox 6 bodt; pramér 3,35;
fesilo 23 studenti

Superman a Flash se rozhodli, ze si daji zavod. Zavod se kona v hlubokém vesmiru, protoze
na Zemi neni dostatecné dlouhd rovna plaz. Flash, protoZe je pomalejsi, startuje s délkovym
naskokem | pred Supermanem. Flash v jednu chvili vybéhne s konstantni rychlosti vy srovna-
telnou s rychlosti svétla. Ve chvili, kdy si Superman vsimne, Ze Flash vybéhl, vybéhne také, a to
konstantni rychlosti vs > vr. Za jak dlouho Superman Flashe dozene (z pohledu Supermana)?
A za jak dlouho Flashe doZene Superman (z pohledu Flashe)? A byl viibec zdvod spravedlivé
odstartovén, resp. dokdzali byste vymyslet spravedlivéjsi zptisob (pri¢emz ndskok | md byt po-
nechdn)? Dididi.
Velmi efektivni metodou, jak fesit kinematické tlohy specidlni teorie relativity, jsou prostoroca-
sové diagramy. Jde o graf, kde na vodorovnou osu vynasime prostorovou soufadnici a na svislou
Cas, resp. hodnotu ct. Jedna udélost je pak v grafu reprezentovina bodem a svétocara (histo-
rie hmotného bodu) ¢arou. Protoze je rychlost svétla v rdmci STR vyznamnou konstantou,
zakresluje se do diagramu i tzv. svételny kuzel, tedy svétocary x = +ct.

\\ Ct //

Obr. 1: Casoprostorovy diagram situace.

Pro feseni nasi tlohy bude nejjednodussi vychézet z diagramu 1 vztazeného vic¢i pozorovateli
stojicimu v klidu v misté, ze kterého startuje Flash. Na diagramu vidime, presné dle zadani, ze
Superman stoji, nez k nému dorazi informace o vybéhnuti Flashe, poté vybiha také.

Nyni ur¢eme souradnice udélosti, kdy a kde se Superman s Flashem potkaji, a také, kdy
pro né zacneme mérit ¢as. Uvédomit si, ze zalezi na udalosti, odkud pro oba zavodniky mérime
¢as, a tyto udélosti rozumné zvolit bylo soucésti zaddni. My si zde pro kazdého ze zdvodniku
zvolime jako pocatek udélost, kdy dany hrdina ze svého pohledu vybéhl. Soutradnice téchto
pocatku jsou (ctro,xro) = (0,0) pro Flashe a (ctso,xzso) = (I, —1) pro Supermana. Soufadnice
udélosti, ve které Superman dozene Flashe, ziskdme fesenim soustavy rovnic

xr = vpt

l
r+1=wvs (t—f) ,
c
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coz jsou rovnice prislusnych piimek v diagramu. Soufadnice zminéné udalosti jsou

(cte,zc) = (s (17 ”l) )
Vs — UF C

Tyto ¢asy a vzdalenosti jsou ale méreny v klidové soustaveé. Pokud chceme urcit ¢asy z pohledu
zévodnikt, tedy jejich vlastni ¢asy, musime vzit v ivahu dilataci ¢asu

2
A7 = At 1—(9) :
C

kde AT je interval vlastniho ¢asu, At interval ¢asu v klidové soustavé a v rychlost daného hrdiny
vuci klidové soustavé. Odectenim casu udalosti v klidové soustavé a aplikaci dilatace ¢asu pak
dostavame vlastni ¢asy Supermana a Flashe

2 2
ATs = (tc — tso) U*S) Ledoe 1—(1]*8) ;

C CVUs — VUF C

2 / 2
Atp = (tc — tro) UF civcstl;sF 1-— (U?F) .

Zavod ale nebyl odstartovan prilis spravedliveé, z pohledu Supermana i Flashe vybéhl Flash
dfive, nez Superman! Pokud bychom ale na puli cesty mezi Supermana a Flashe postavi-
li pozorovatele, ktery by zavod odstartoval (napf. bliknutim baterky do obou sméri) a oba
zéavodnici by vybéhli ve chvili, kdy by k nim tento signdl dorazil, vybéhli by z pohledu Su-
permana i Flashe soucasné. Pro tplnost dodejme, Ze z jejich pohledu by zévod trval Ats =

=1/(vs —vr)y/1 — (vs/c)?, resp. Amp =1/(vs — vr)4/1 — (vr/c)?.

Lukds Timko
lukast@fykos.cz

Uloha VI.4 ... zastfFel si svého potkana 7 bodi; pramér 3,88; Fesilo 32 student

Mirek by rad zastrelil potkana, kterého vida na kolejich. Pripravil si tedy jednoduchou vzdu-
chovou pusku, kterou si miizeme modelovat jako trubku s konstantnim prifezem S = 15 mm?
a délkou | = 30cm, kterd je na jedné strané uzavrena a na druhé oteviend. Do ni se chysta
Mirek umistit ndboj hmotnosti m = 2g, ktery trubku akorat utésni, a to ve vzdalenosti d =
= 3cm od uzavreného konce. Naboj zde zatim nechd upevnény v klidu a natlakuje uzavienou
cast trubky na urcity tlak po. Posléze naboj uvolni. Chce, aby na konci tisti byla rychlost naboje
minim4lné v = 90m-s~'. Poradte mu, na jaky tlak by musel vzduchovou pusku natlakovat, aby
naboj vysel s takovou rychlosti, pokud by plyn byl idealni, a diskutujte realisticnost uspora-
déni. Predpoklddejte, ze naboj je uvoliiovan kvazistatickym adiabatickym déjem, kde k = 7/5,
protoze se jedna o dvouatomovy plyn. Uvazujte, Ze z vnéjsku ptisobi na nadboj atmosféricky
tlak p, = 10° Pa. Zanedbejte energetické ztraty vyvolané tfenim, odporem vzduchu a stlacova-
nim plynu pred nabojem.

Karel chtel zjistit, jestli by resitelé zvlddli prijimact Tizeni na magisterské studium na Matfyz.

!Poznamenejme, Ze soucasnost se nesiii se svételnym kuzelem, ale odpovidd konstantni ¢asové soufadnici
daného pozorovatele. Superman tedy sice vidél vybéhnout Flashe ve chvili, kdy vybihal i on sam, ale stalo se
to v jeho minulosti.
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V nasom pripade je hnacou silou strely stlaceny plyn. Budeme sa riadit Poissonovym zakonom
pre idedlny plyn
pV"™ = konst .

Pri vystrele v Mirkovej pusky plyn zvéicSuje svoj objem, ¢im tlac¢i ndboj dopredu. Z toho vidime,
ze objem plynu V a tlak p v nejakom case mozeme popisat ako

‘/OK/

P =DPpo Ve

Nakolko je prierez hlavne S konstantny, moézeme predchéddzajicu rovnicu prepisat ako

“m(g) = (5)
P =DPo Sy = Do - .
Doteraz sme uvazovali, Ze naboj je tlaceny z jednej strany stlacenym vzduchom, no z druhej
proti pohybu ni¢ nekladie odpor, ¢o ako tusime, nemoéze fungovat. Uvazujeme, zZe oproti gulke

posobi atmosféricky tlak p,. Vysledné silové pésobenie na projektil v hlavni bude dané rozdielom
tychto dvoch tlakov, ¢ize plati
d K
P =po (*) ~Pa -
T

Tlak, ako vieme uz zo zékladnej skoly, sa prejavuje ako urcité silové pésobenie sily F' na plo-
chu S. Vdaka tomu, ze hlaven m4 prirodzene konstantny prierez , moézeme silu tlac¢iacu néboj

vyjadrit v tvare
d K
Pesi=s(m(2) -n).

7 druhého Newtnovho pohybového ziakona plati, ze ak na teleso o hmotnosti m v inercidlnej
vztaznej sistave, pdsobi sila F, tak potom sa zacne pohybovat so zrychlenim o velkosti %,

a teda mozeme pisat
(m () -7)
ma=S{po|—) —pa) -
x

Ako mnohi iste viete, zrychlenie v urcitom case t mdzeme zistit ako prva derivaciu rychlosti
podla ¢asu, alebo druhi deriviciu drahy podla ¢asu. Z vety o derivécii zloZenej funkcie potom

ziskavame
ma = m@d—x = m@v =5 (po (é)K —pa)
dz dt dx x ’
¢o je linedrna diferencidlna rovnica prvého radu, ktori budeme riesit metédou separacie pre-
mennych. Po separacii dostavame

mudv = S (po (g) —pa) dzx
v l
d K
/mvdv = /S (po (;) —pa) dzx
0 d

dr (dlfm _ llfn)
K—1

1

Emv2=S Po —pa(l—=d) |,
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odkial po vyjadreni tlaku ziskavame

(k1) (%mwQ + Spa(l — d))
Po = Sdr (dl—n _ ll—m) :

Po dosadeni hodnét dostdvame po = 1,256 - 107 Pa, teda asi 126 atmosfér.

Realistickost usporiadania

Ako vidime, vysledny tlak vysiel dost velky, ¢ize vzhladom na usporiadanie nemozeme povazovat
plyn za idedlny. Pri pocitani s idedlnym plynom sa zanedbéava vlastny objem molekil a pritazlivé
sily, ktoré zohladnuje Van der Waalsova rovnica, popripade mozeme pouzit eSte viridlnu stavova
rovnicu. S tym vznikd dal$ia otdzka, a to, akym plynom Mirek zbran natlakoval. (Bezné su
okrem vzduchu CO, a N,.) V pripade, zZe by neslo o ¢isto dvojatémovy plyn, vychddzali by sme
z Daltonovho zakona.

Pri vypoctoch sme zanedbali odpor vzduchu, ktory by aj tak nemal velky vplyv. V hlavni sa
cast energie dalej spotrebuje na roztocenie projektilu a zaroven sa vylici urcité teplo pri treni

Pre informéciu uvedme, ze vzduchové zbrane podliehajice ohldseniu by mali mat tstovi
energiu viac ako 16 J. Nakolko avSsak energia projektilu Mirkovej vzduchovky tesne po tom, ¢o
opusti hlaven, je len 8,2 J, Mirek mo6ze nadalej beztrestne strielat po potkanoch na koleji.

Porovnanim s redlnymi vzduchovkami zistime, ze tlak v komore pre podobné uistové rychlosti
sa skuto¢ne pohybuje v rddovo desiatkach az stovkach atmosfér.

Peter Kubascik

Uloha VIL.5 ... pietidhni ho pies prsty 8 bodil; priamér 3,33; fesilo 24 studentii

Mame homogenni ty¢ konstantniho prirezu délky | pripevnénou na jednom konci k otocnému
kloubu. Na pocatku sméruje ty¢ primo vzhuru a jsme v homogennim tihovém poli velikosti g.
Ty¢ se vlivem mirného zavanu vétru zacne otacet a ,padat® dold, ale stdle je drzena otocnym
kloubem. S jakym zrychlenim se bude pohybovat konec tyce v priibéhu casu? Karel
se hrabal ve svych stargych ndmeétech co neprepsal a uzZ si ani nepamatoval, jak je to staré...

Oznac¢me uhol odklonu tyce od nestabilnej rovnovaznej polohy 9. Z geometrie situdcie vidime,
7e tiaZova sila mé voéi osi prechadzajticej kibom moment 7 = gml sin(¥)/2, kde m je hmotnost
ty¢e. Moment zotrva¢nosti tyée voéi osi prechddzajticej kolmo jej koncom je I = mi?/3. Mézeme
teda rovno napisat pohybovi rovnicu

11927',
5 39 .
19—2l sin . (1)

Riesenie tejto rovnice ale nie je zjavné, skiisme teda pouzit iny pristup. Ak zanedbdme trenie
v klbe, bude sa v tejto stuistave zachovavat energia, z ¢coho vieme jednoducho napisat diferencidl-
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nu rovnicu prvého radu, kedze kineticka energia bude v kazdom bode rovna poklesu potencidlnej
energie

%héQ = mgAh,
19? = 3¢ (1 — cos¥) ,

[,
VI—cosd 1

kde Ah je pokles vysky taziska tyce. Tu vidime to, ¢o by sme ¢akali, poloha ¥ = 0 je rovnovazna
a teda musime zacat s nejakou konec¢nou vychylkou ¢ < 1, aby ty¢ zacala padat. Treba si ale
uvedomit, ze rovnicu sme dostali za predpokladu, Ze pokles potencidlnej energie voci polohe ¥ =
= 0 déva kineticki energiu (aspon priblizne), ¢o v pripade, ze za¢iname s vychylkou € znamena,
Ze méa ty¢ v tomto bode kinetickd energiu, akoby do tejto polohy spadla z nehybnej rovnovaznej
polohy, a teda v ¢ase t = 0 je jej uhlova rychlost nenulova. Toto ale nie je zdsadny problém,
jednak preto, 7e predpokladame malé hodnoty e, kedy rozdiel energif na zaciatku zévisi od 2,2,
a tiez preto, ze takto zac¢iname v situécii, do ktorej by sme sa dostali pAdom z mensej poc¢iatoc¢nej
vychylky. Teda volbou nejakej inej (nenulovej) pociato¢nej vychylky len postvame ¢as t = 0
do iného bodu, ale nemenime spravanie systému. Cim mensiu vychylku ale volime, tym viac
musime ¢as posuvat, a nulova vychylka je v Case —oo; vieme spocitat iba ¢as padu z nejakej
vichylky £ > 0. Pripadne by sme si vystaéili s predpokladom o # 0 v bode ¥ = 0.

Integral 1/4/1 — cos ¥ ale stale nie je trividlny, pouzitim vhodnych goniometrickych identit
a substitucii (alebo vhodného softwaru) dostaneme

do ¥
)
/ 1 —cos? A

z ¢oho dostdvame riesenie diferencidlnej rovnice

V2In (tgg) —V2In (tgi) - ﬁt, (2)

Presunutim ¢lena s € na druhi stranu rovnice hned vidime, Ze pocdiatocné vychylka je naozaj
len posunutie v ¢ase. Z tohto mozeme vyjadrit ¥(¢) ako

3
¥ = 4arctg <tg Ze 25“) .

Tvar tejto funkcie pre 2 rozne diiky tyCe vidno na obrazku 2.

V dlohe sa ale pytame na zrychlenie, to moézeme vyjadrit z rovnice (1), kedze vieme Ze
radidlne zrychlenie je nulové (diika tyce je konstantnd), bude zrychlenie koncového bodu tyce
dané

a=10= 3—29 sin ¥

kde staci za ¥ dosadit z predoslého. Pouzitim

{E*ZEB

(x2+1)%’

2Vo vyraze pre pokles energie by sme dostali dalsi élen tvaru 1 — cose

sin (4arctgz) =4
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9
rad

|

Obr. 2: V§voj uhla odklonu od osi v ¢ase pre 2 dizky tye a poéiatoénii vychylku € = 0,01 rad

/39
X - 2l )
16eXt — g2e3xt
e
g (e2e2xt 4 16)2
Dostaneme takto graf zrychlenia na obrazku 3. Este mézeme skontrolovat, ze tento graf vyzerad
tak, ako by sme ocakéavali; v ¢ase ked ty¢ prechddza spodnou rovnovaznou polohou je zrychlenie

nulové, v bode s ¥ = /2 je zrychlenie maximélne a v bode ¢ = 37/2 minimélne, pri¢om v tychto
bodoch je jeho velkost podla (1) amax = 3g/2 = 14,7 m/s nezavisle na dlzke tyce.

a tge/4 = /4, oznalujic

dostaneme

a(t) =24

Filip Ayazi
filip@fykos.cz

Uloha VL.S ... nelinearni 10 bodi; primér 8,06; fesilo 16 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k demu a jak se pouzivd nelinedrni regrese (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: model nelinearni regrese, zptisob odhadu regresnich koeficientii,
vyjadreni nejistot odhadu regresnich koeficientii a hodnot prokladané funkce, statistické
testy hodnot regresnich koeficienti, identifikovatelnost parametri a zptisob volby prokla-
dané funkce). Neni potieba uvddét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.
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b)

d)

15

10 o

_15 1
3,5 4 4,5

Obr. 3: Vyvoj zrychlenia koncového bodu v ¢ase pre pociato¢ni vychylku € = 0,01 rad

V prilozeném datovém souboru regresel.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto pripadé sinusoida, tedy
funkce tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

Vykreslete graf namérenych hodnot a prolozené funkce a struéné ho okomentujte (takovyto
graf musi mit vSechny ndlezitosti). Neni potreba délat regresni diagnostiku.
Népovéda: Dejte si pozor na identifikovatelnost parametra v tomto modelu a vhodné ome-
zujici podminky na parametr c.
V prilozeném datovém souboru regrese2.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkcni zavislost, kterou je v tomto pripadé exponencidla, tedy
funkce tvaru

f(z) = a+e"te.
Urcete hodnoty odhadii vsech regresnich koeficientii véetné nejistot mereni.
Néapovéda: Grafickou metodou ovérte predpoklad homoskedasticity a v pripadé potreby pro
uréeni nejistot méreni regresnich koeficientti pouzijte Whitetiv (sendvicovy) odhad kovari-
ancni matice.
V prilozeném datovém souboru regrese3.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto pripadé hyperbola, tedy
funkce tvaru

f(m):a—i_bx—i—c'
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Vykreslete graf namérenych dat v podobé priiméri a chybovych tsecek a prolozené funkce
a struéné ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny nélezitosti). Provedte regresni
diagnostiku.
Bonus: V prilozeném datovém souboru regresed.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito
daty chceme prolozit teoretickou zavislost, ktera je ovsem prilis slozitd na analytické vyjadreni.
Prolozte témito daty regresni spliny (s vhodné zvolenymi uzly a vhodné zvolenym stupném).
Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal chtel udélat posledni sérii co moznd nejtézsi.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen prectenim patého dilu seridlu. Na tomto
misté popiseme jen opravdu nejzakladnéjsi véci.
Nelinearni regrese se pouzije v pripadech, kdy chceme namérenymi daty prokladat funkci,
kterd neni linedrni v nezndmych regresnich koeficientech. Matematicky model nelinearni
regrese je tedy takovy, ze uvazujeme meérena data ve tvaru

yi:f($i7607517--->ﬂk)+5i7

kde y; jsou namérené hodnoty zavisle proménné, z; jsou hodnoty nezavisle proménné a ¢; je
ndhodnd nepfesnost méfeni, o které predpokladdme, ze ma rozdéleni N (0, o?).

Na odhad regresnich koeficientii z naméfenych dat pouzivime metodu maximéalni vérohod-
nosti, kterd je v tomto modelu ekvivalentni metodé nejmensich ¢tverciu. Odhady regresnich
koeficientl tedy volime tak, aby celkovy soucet ctverct

n

> i — f(@ir Bos- -, Br))’

i=1

byl co moznd nejmensi (odtud ndzev metoda nejmensich ctverctt). V ptipadé nelinedrni
regrese uz neexistuji explicitni vzorce na vypocet hodnot odhadnutych koeficientd, tyto
odhady musime hledat za pomoci numerickych metod a matematického softwaru.

Podobné jako v linedrni regresi mizeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro hodnoty
nezndmych regresnich koeficienti i pro hodnoty prokladané funkce. V ptipadé nelinedrni
regrese uz jsou ale vzorce na vyjadreni téchto nejistot zna¢né komplikované, proto jsme je
v textu seridlu neuvadéli. Stacilo ndm, ze ndm tyto nejistoty poskytne matematicky software
na vystupu. Zminéné intervaly spolehlivosti maji pro dostateény pocet méfeni (alespon 4-5
krat vice méfeni nez nezndmych regresnich koeficientl) nésledujici vlastnosti

P(ﬂi € (B\i:tul,%sfi)) =1-a,
P(f(;r,ﬁo,..,,ﬁk) c (f(x,ﬁ/;),.,.,ﬁ/;):tul_%sﬁ(x))) =1—-a,

kde s&i je nejistota méreni regresniho koeficientu a st(;c) je nejistota méfeni funkéni hodnoty
proklddané funkce v bodé z.

10
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V pripadé linedrni i nelinedrni regrese muzeme provadét statistické testy o hodnotéch re-
gresnich koeficientti. Mizeme tedy testovat hypotézy a alternativy typu

H:pB;j=19,
A:Bi#9,

kde 9 je néjaka predem zvolend konstanta. Jako testova statistika se v tomto ptripadé pouzije
nésledujici transformace namétenych dat

~

B; =¥
K.
Sn’

T =

kde sfj je nejistota méreni regresniho koeficientu. Kriticky obor takovéhoto testu ma potom
tvar
C = (—o0,ug)U(ui—g,00).

Jednoduchou tdpravou by se dal tento test upravit k testovani jednostrannych modifikaci
zminéné hypotézy a alternativy.

Stejné jako v linedrni regresi je nutné volit za prokldadané funkce jen takové funkce, které
maji néjaké fyzikalni opodstatnéni. V opacném pripadé se vystavujeme velkému riziku spatné
volby proklddané funkce. VSechny zavéry by potom byly chybné.

V nelinedrni regresi navic jesté vyvstdvd podminka identifikovatelnosti parametri naseho
modelu. Jednoduse feCeno musi platit, Ze pro ruzné volby regresnich koeficient musi byt
proklddand funkce jind. V opacném ptipadé bychom totiz nemohli jednoznacéné urcit odhady
hodnot regresnich koeficientti. Pokud mame model s neidentifikovatelnymi parametry, tohoto
problému se da vzdy zbavit pfeparametrizovanim pomoci mensiho poétu parametru.
Namérenymi daty chceme prokladat teoretickou funkei tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

V tomto momenté si musime uvédomit, Ze je to presné pripad, ktery jsme popisovali v textu
seridlu jako problémovy z hlediska omezeni na hodnoty parametrt a identifikovatelnost
parametru.

Kdyz si vykreslime jednoduchy graf namérenych hodnot bez prokldadané funkce, vidime, ze
mérend data maji priblizné tvar sinusoidy s periodou fadové n. Pokud bychom nijak neome-
zili moznou hodnotu parametru ¢, ktery ovliviiuje periodu sinusoidy, velmi pravdépodobné
bychom dostali na vystupu z matematického softwaru velmi velkou hodnotu tohoto koefi-
cientu (nebot pro velkou hodnotu periody by funkce sinus prosla naméfenymi daty velmi
presné). Jelikoz ale z grafu vidime, Ze perioda méfenych dat bude pomérné nizka, priddme
jesté omezeni na hodnotu parametru c. Pfidame si podminku, ze odhad parametru ¢ musi
lezet v intervalu

(07 2) )

coz odpovida periodé sinusoidy vétsi nez % (toto je z obrazku jisté splnéno). Déle si pfiddme
omezeni na mozné hodnoty parametru d. Budeme chtit, aby odhad tohoto parametru lezel
v intervalu

(-7, 7).

Toto déldme z divodu identifikovatelnosti parametru v nasem modelu.

11
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S témito dvéma omezenimi jsou uz vSechny parametry v nasem modelu identifikovatelné
a muzeme nechat matematicky software spocitat jejich odhady. Po dosazeni naseho modelu
vcetné téchto dvou pozadavki do vypocetniho prostiedi R dostdvdme na vystupu odhady
regresnich koeficientti, pomoci kterych muzeme vykreslit graf prokladané funkce. Takovyto
graf spolecné s intervalovym odhadem pro proklddanou funkci mtzeme vidét na Obr. 4.
7 tohoto grafu je vidét, ze prolozena funkce sedi na namérend data velmi dobre, takze
nemusime pridavat zadné dalsi omezujici podminky a muzeme takovyto model prohlésit za
findlni. Zaroven je vidét, ze jsme prokladanou funkci urcili pomérné presné, jelikoz interval
spolehlivosti je pomérné tuzky.

o
o~ y = a+b.sin(cx+d)
o naméfené hodnoty
a - proloZena funkce
---- 95 % interval spol.
>
2
2 S ]
o
o
< o
S
]
.
|
o
<

hodnoty x

Obr. 4: Graf namérenych hodnot a prolozené funkce z prikladu b).

Namérenymi daty budeme chtit prokladat teoretickou funkci tvaru

flx)=a+ ebte

Vsechny regresni koeficienty v tomto modelu jsou identifikovatelné a neni zadny problém
s omezenosti nékterého koeficientu. Vse je tedy pripraveno na vlozeni do vypocetniho pro-
stredi R.

Matematicky software nam na vystupu poskytne hodnoty odhadu regresnich koeficienti,
na zakladé kterych mizeme vykreslit graf naméfenych hodnot a prolozené funkce, ktery
miizeme vidét na Obr. 5. Z tohoto grafu dostavame velké podezieni na poruseni predpokladu
homoskedasticity. Toto jesté pro jistotu ovérime na grafu residui oproti hodnotdm nezavisle
proménné, ktery miuzeme vidét na Obr. 6. Z téchto dvou grafti je ndm jasné, ze predpoklad
homoskedasticity byl porusen a Ze pro urceni nejistot regresnich koeficientii budeme muset
pouzit Whitetv (sendvicovy) odhad kovarianéni matice.
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Obr. 5: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu c).

Matematicky software R poskytl nasledujici odhady regresnich koeficienti a ptislusnych
nejistot (vypoéitanych na zdkladé Whiteova odhadu kovarianéni matice)

a = (2,49 £ 0,08),
b=(3.6+0,7),
c=(-59+14).

Na zavér tohoto prikladu muzeme konstatovat, Ze nejistoty méreni regresnich koeficientu
spoéitané klasickym postupem (které v pripadé heteroskedasticity nejsou spravné) se od
nejistot méfeni regresnich koeficient spocitanych pomoci Whiteova odhadu kovarian¢ni
matice 1is{f maximélné o 45 %.

Namérenymi daty budeme proklddat funkci

fe)=a+

bx+c’

Je vidét, ze vSechny parametry jsou identifikovatelné a Ze nemuze nastat problém s ome-
zenost{ jednotlivych parametri, jelikoz proklddanad funkce neni periodickd. Muzeme tedy
rovnou pomoci nelinedrni regrese prolozit tuto funkci naméfenymi daty. Graf prolozené
funkce a namérenych dat ve formé chybovych tsecek mizeme vidét na Obr. 7. Je vidét, ze
prolozend funkce dobre sedi na namérend data. Zaroven nejsou vidét zddné znamky heteros-
kedasticity. Muzeme se tedy domnivat, ze byly vsechny pfedpokladu nelinedrniho regresniho
modelu splnény. Toto ovsem jesté ovérime podrobnéjsi regresni diagnostikou.

Na Obr. 8, resp. 9 miizeme vidét graf residuf oproti hodnotam nezévisle proménné, resp. graf
residui oproti hodnotam prolozené funkce. Na obou grafech vidime ndhodny shluk bodu

13
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Obr. 6: Graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné z piikladu c).

kolem osy = bez zadné tendence shlukovani nad nebo pod osou z ani ruzného rozptylu

residui v rtznych castech grafu. Muzeme tedy usoudit, ze jsme proklddanou funkei volili

spravné a ze namérend data splnuji predpoklad homoskedasticity. Ddle mizeme na Obr. 10

vidét graf residui oproti posunutym residuim. Na tomto grafu vidime jen ndhodny shluk

bodu kolem pocéatku souradnic bez znamek shlukovani v jednotlivych kvadrantech. Mtuzeme
tedy usoudit, ze i predpoklad nezavislosti méreni byl pravdépodobné splnén.

Na zavér tedy muzeme Fici, ze regresni diagnostika neodhalila zddné zavazné poruseni pred-

pokladu nelinedrniho regresniho modelu. Toto proloZeni tedy miZeme povazovat za splnéné

a konstatovat, ze aplikace nelinedrniho regresniho modelu na tato data byla v poradku.
Bonus: Nasim tkolem bude prolozit zadanymi daty regresni spliny. Nez za¢neme zadavat né-
jaké prikazy do matematického softwaru, musime si uvédomit, jakym omezenim celime. Pfedné
si musime uvédomit, ze nas datovy soubor mé celkem 89 méfeni. Z toho vyplyvd omezeni na
pocet regresnich koeficientii, ktery by nemél prekrocit 15, aby na jeden regresni koeficient pti-
padalo alesponn 5 méfeni. V idedlnim pripadé bychom se méli snazit volit co nejmensi pocet
regresnich koeficienti, ale zaroven musi byt prolozend funkce dostatecné presnd. Dalsim ome-
zenim je stupen proklddanych polynomi. Musime si uvédomit, ze vysoky stupen proklddanych
polynomu zvySuje pocet potfebnych regresnich parametri. Musime tedy opét vyvazit presnost
proklddané funkce a pozadavek na co nejnizsi stupen prokladanych polynomi. Podle teorie
vylozené v textu seridlu zacneme se stupném 3 a pifipadné budeme déle, pokud to situace bude
vyzadovat, stupen zvysSovat.

Nyni uz muzeme zacit s prokldddanim samotné funkce. Budeme postupovat presné podle
navodu v textu seridlu. Nejprve tedy jako uzly nasich regresnich splint zvolime ty body, ve
kterych se nejvice méni chovani méfenych dat, nidsledné budeme tuto volbu upravovat (pfipadné
pridévat vice uzli), abychom docilili spravné podoby prolozené funkce.

Timto postupem jsme po nékolika iteracich dospéli k modelu, kde prokldddme polynomy

14
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Obr. 7: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu d).

tfetiho stupné a uzly méame zvolené v bodech
1;1,8;2,2;3;4,5;5;6;6.5.

Na Obr. 11 muzeme vidét naméfend data spolecné s prolozenou funkci. Je vidét, ze takto
zvolend funkce velice dobfe aproximuje namérena data, mizeme tedy takovyto model prohlasit
za finalni.

Na zavér jen poznamenejme, ze vyse popsand volba uzli rozhodné neni jedind spravna.
Kdybychom néktery z uzli o trochu posunuli, tvar prokladané funkce by se témér nezménil
a vysledny model by byl stéle spravny. Je navic mozné, ze podobny graf bychom dostali i pro
zcela jinou volbu uzlu.

Michal NoZicka
nozicka@fykos.cz
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Obr. 8: Graf residui oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu d).
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Obr. 9: Graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce z pfikladu d).
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Obr. 10: Graf residui oproti posunutym residuim z ptikladu d).
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Obr. 11: Graf prolozenych regresnich splini namérenymi daty z bonusového prikladu.
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Uloha IV.P ... statistikiiv denni chléb 9 bodt; pramér 5,30; fesilo 20 studentt

Zname to vsichni, krajic chleba namazany medem nebo marmeladou, zakousneme se a najednou
je kapka mazadla na ruce a jsme za prasata. Spocitejte, jak zavisi pravdépodobnost, ze v krajici
bude dira skrz naskrz, v zdvislosti na jeho tloustce. Model kynuti tésta nechdme na véds. (Treba
rovnomérné rozmisténé bubliny s exponencidlné rozdélenym polomérem je dobry model.)
Michal se pobryndal.

Model jedné bubliny

Nejdriv je potfeba udélat si porddek v pojmech. Budeme tedy uvazovat rovnomérné rozdélené
bubliny s exponenciidlné rozdélenym polomérem. Pocet bublin oznac¢ime k. Bubliny uvazuj-
me kulovité. Za rovnomérné rozmisténi povazujme to, kdyz stredy bublin budou ve vrcholech
krychlové mrizky s délkou hrany r > 0. Exponencidlni rozdéleni je rozdéleni ndhodné velic¢iny x

takové, ze:
0 z <0
fla) = {)\e—’\” z>0"

kde f(x) je hustota pravdépodobnosti a A > 0. Zintegrovdnim od minus nekoneéna do z snadno
zjistime, Ze jeji distribuéni funkce F'(z) (tedy pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veli¢iny
je mensi nez x) je pro  nezdporné rovna 1 — e~*®. Nyni uvazujme krajic s danou tloustkou d.
Rozdélime si praci na nékolik pripadu.

V prvnim pripadé budeme uvazovat velmi zjednoduseny model, kdy se v priabéhu kynuti
zddné dvé bubliny nespoji tak, aby spoje¢né vytvorily tunel. Potom nam staci zanedbat Sit-
ku bublin (budeme tedy pro jednoduchost poéitat pouze s jejich vyskou). Také se nechceme
starat o to, kde maji bubliny stied, proto fekneme, ze stfed je vzdy ve vySce d/2. Potom lze
s vyskami bublin pocitat jako s poloméry, tedy maji také exponencialni rozdéleni, jenom kon-
stanta A bude polovi¢ni. Vysky jednotlivych bublin jsou navzajem nezavislé ndhodné velic¢iny.
Pravdépodobnost, ze vyska bubliny bude mensi nez d, je:

d
Pr(z < d) = / Aedz = P (-A)]0 = [ce ] = 1 - oM.

Tedy pravdépodobnost, ze v krajici nebude dira, tedy Ze zddna bublina nebude vyssi nez d,

je (1 — e M)F,

Abychom méli néjaky odhad, tak nastavme k = 800 (Krajic bud dlouhy 20cm a Siro-
ky 10 cm, bubliny méjte mezi sebou vzdalenost 1 cm. Vice bublin nad sebou neuvazuji a krajic
si aproximuji obdélnikem s danymi rozmeéry. Jeho obsah vyndsobim Ctyfmi, protoze na jeden
centimetr ¢tveredni krajice pripadaji ¢tyfi body bublinové mfizky.). Nedovoluji bublindm, aby
se spojovaly, tedy mé tlouska krajice nezajima.

Letmym pohledem na krajic chleba (Sumava) vidime, Ze dér s prumérem 1cm je malo, ale
kolem je spousta mensich bublin, od boku stielme 1000krat vic. Tedy A = 6.9 (to znamend, ze
pravdépodobnost, Ze vyska bubliny presdhne 1, tedy e~*, je zhruba 0.001). Potom pravdépo-
dobnost, ze pfi tomto modelu kynuti nebude v krajici dira, je (1 —e~594)8% coz je pro mald d
nepfijemné malé ¢éislo. Pokud si d zvolime 1 (jednotka je 1cm), tak je to zhruba 0.446 pro to,
ze nevznikne dira. Tento model je dostatecné presny pro krajic, jehoz tloustka je mensi nez
vzdéalenost miizovych bodi.
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Model vice bublin

Ve druhém priblizeni si zpresnime pojem ,rovnomérné rozmisténi“. Nyni za néj budeme uvazovat
to, Ze na jednotku objemu pripada konstantni pocet bublin a Ze lze krajic rozdélit na nékolik
vyskovych sloupcli, mezi nimiz se bubliny nebudou spojovat. To znamen4, Ze najednou je pocet
bublin funkci zavislou na tloustce krajice, zafixujeme-li si jeho plochu. Za jednotku objemu si
zvolime 1cm?.

Ve druhém pripadé dovolime, aby bubliny mohly byt nad sebou a aby se bubliny v jednom
vyskovém sloupci mohly spojovat. To je jesté pomérné jednoduchy, ale realisti¢téjsi model.
Jedind zména je, ze misto vysky jedné bubliny uvazujeme soucet jejich vysek a chceme, aby byl
mensi nez d. Je to ovSem jen horni odhad vysky tunelu, v redlném svéte by se bubliny spojily
a celkova vyska by byla mensi.

Nésleduje ¢ést s pokrocilejsi matematikou, pokud chcete, muzete ji s Cistym svédomim
preskocit.

Nyni chceme néjak odvodit, jakd bude hustota pravdépodobnosti pro spojené bubliny.
Méme-li dvé nezédvislé veli¢iny (vysky bublin jsou zfejmé navzdjem nezévislé), pravdépodob-
nost, ze nastanou obé ziroven, je soucin jejich pravdépodobnosti. Chceme-li pravdépodobnost
toho, ze jejich soucet bude roven z, jednu z veli¢in volime nezavisle, tedy bude mit hodnotu z,
a druhd uz bude zavisla na = s hodnotou z — . Pokud bychom pracovali s diskrétnimi veli¢ina-
mi, které jsou navic nezavislé, secetli bychom takovéto souciny pres vSechna x a méli bychom
kyzenou pravdépodobnost. Ale vyska bubliny je spojitd. Analogie souctu pres vSechny hodnoty
spojité veliciny je integral.

Existuje véta z teorie pravdépodobnosti zabyvajici se souctem nezavislych ndhodnych velicin,
tikd se ji Véta o konvoluci: Jsou-li XY nezdvislé ndhodné veli¢iny se spojitym rozdélenim
s hustotami fx, fy, pak ma veli¢ina Z = X 4+ Y rozdéleni s hustotou

—+oo
9= [ e,
kde z je hodnota souctu, tedy vyska celého tunelu. Je sice jen pro soucet dvou nezavis-
Iych ndhodnych veli¢in, ale je vidét (jak ukdzeme nize), jak spocitat hustotu souctu tif, étyt,
...ndhodnych veli¢in. Jenom budeme muset odhadnout néjaké rozdéleni mozného poctu bub-
lin nad sebou. Ten muze nabyvat kladnych celoc¢iselnych hodnot, tedy je to diskrétni velicina.
Ukrojme si nyni tlustsi krajic o vysce 1,5cm stejnych rozméri, tedy v ném bude 2400 bublin
a vzdy budou tTi nad sebou, tedy tam bude 800 trojic. To staci, abychom ukézali, jak se pocitd
rozdéleni souctu vysek vice nez dvou bublin nad sebou. Potfebujeme nyni spocitat hustotu
rozdéleni pro soudet t¥{ vysek bublin. Nejdi{v to tedy spoéitdme pro soucet dvou (hustota pro
hodnoty mensi nez nula je nulova, tedy integral ufizneme z jedné strany v nule (f(z)) a z druhé
v z (f(z = z)), g bude pro zadporné hodnoty také identickd nula):

g(z) = / e M My = / Ao Mdr = N2ze 7.
0 0

Ted to spocitame pro t¥i bubliny nad sebou, tedy secteme jednu a dvé bubliny:

z z 2
h(z) = / A2ze M Mgy = / Ae Madr = A3%67>\Z .
0 0
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Nyni potrebujeme spocitat pravdépodobnost, Ze t¥i bubliny nad sebou neptfeséhnou vysku d,
vyuzijeme metodu per partes:

d 2 d

- 1 .

Pr(z<d) = / Ag%efmd:v = —)\2§d2ef>‘d -l-/ Nre Mdr =
0 0

d
- —AQ%d%’M 4 ade M 4 / Ne Mz =1—e M (%AQCF F A+ 1) .
(0]

Takto jsme spocitali pravdépodobnost, ze bubliny v jednom vyskovém sloupci spole¢né nevy-
tvori tunel. Pro vypocet findlni pravdépodobnosti staci prislusné pravdépodobnosti vynasobit,
tedy v naSem piipadé pro k = 800, A = 6.9 a d = 3 (ted pocitdme s krajicem tloustky 3cm,
predtim to bylo jen 1cm) vyjde vic nez 0.999 pro to, ze nevznikne dira.

Obecné, kdyz kombinujeme nékolik exponencialné rozdélenych veli¢in, vznikne ndhodn4 veli-
¢ina s gamma rozdélenim. To je jesté pokrocilejsi partie matematiky, tedy se gamma rozdélenim
tady nebudeme zabyvat a zdjemci necht si ho najdou na internetu.

Obecny model

Pro tplnost jenom zminime model, ve kterém se bubliny mohou protinat, tedy se jejich vysky
mohou prekryvat. Potom neplati, ze kdyz soucet vysek presdhne d, tak v krajici musi vzniknout
dira. V tomto modelu je to, zda vznikne dira, zavislé na poloze stfedu a je nad vypocetni i casové
moznosti autort alespon priblizné urcit hledanou pravdépodobnost. Jenom podotkneme, Ze ani
tento model neni pfesny, nebotf pfi opravdovém kynuti se stfedy bublin v chlebu navzajem
pohybuji v zavislosti na vice faktorech, naptiklad na hustoté a viskozité tésta a na aktualni
velikosti okolnich bublin, coz je dynamicky se vyvijejici model (vSechny dosud zminéné modely
byly statické). V obecném modelu musime navic uvazovat ndhodny pocet bublin (tfeba Fidici
se Poissonovym rozdélenim).

Simulace

Napsali jsme simulaci Modelu vice bublin v jazyce C++4, zde uvddime pseudokéd:
int sloupec(double d, double lambda){

int pocet := poissonovo_rozdeleni(d);
for i := 0 to pocet—1 do vygeneruj_bublinu();
//stred rovnomerne na (0,d), polomer exponencialne s parametrem lambda
double horni_mez := dira_odspodu() ;
//nastavi si horni mez na O a hleda, jestli ji nejaka bublina protne
//pokud ano, nastavi si horni mez na horni okraj te bubliny a opakuje
if (horni_mez>1) return 1; //vznikla dira
return 0; //nevznikla dira

int main(void){
int p_sloupcu := poissonovo_rozdeleni(800);
int uspech := 0;
for i := 0 to p_sloupcu—1 do uspech := uspech + sloupec(d,6.2);
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Radéji jesté slovné popiseme, co se v kddu déje. Nejprve si vytvorime funkci sloupec, kterd
simuluje jeden vyskovy sloupec. Vrati 1, kdyz v krajici vznikla dira, a 0, kdyz dira nevznikla.
Tuto funkci pak dokola volame tolikrat, kolik mame sloupci.

Vysledky vygenerované funkénim kédem pro rizné poloméry (A = 6.9) jsou k vidéni v ta-
bulce 1. Kazdé méreni jsme zopakovali 10000krat, tedy muzeme fici, Ze jsme to zmérili pro
deset tisic krajicu.

Tab. 1: Vysledky simulace

d | pocet sloupci pocet dér pocet déravych krajict
1 7999 638 107058 9999

2 7996 136 7537 5250

3 8002974 494 484

4 8000 854 38 38

5 8001825 2 2

Tyto hodnoty vypadaji rozumné pro hodné bublavy chleba. Vibec ale nekoresponduji s vy-
pocty pro jednu bublinu, s vypocty pro vice bublin si rozumi uz vice, ale stdle moc ne. Vyslo
nam, ze pro vysku 1 je pravdépodobnost vzniku diry témér stoprocentni. Bude to nejspis tim,
ze vice parametri volime ndhodné, a také to, ze vznika vice bublin nad sebou.

Na zévér bychom chtéli uvést tabulku, ve které shrneme vysledky spoctenych teoretickych
modeld. Ve sloupci ,hodnota“ jsou uvedené pravdépodobnosti, ze nevznikne dira.

Tab. 2: Vysledky méfeni

model pravdépodobnost hodnota pro d =1
jedna bublina 1—(1—e *M)F 0.446
vice bublin | 1—(1—e * (3X%d° + Ad+1))* 5.219 10"

U kazdého modelu k oznacuje pocet vyskovych sloupcu. U druhého modelu uvaddime prav-
dépodobnost pro tfi bubliny nad sebou (proto vyslo tak malé ¢&islo), vypocet pravdépodobnosti
pro jiny pocet bublin je z vyse uvedeného postupu ziejmy.

Jesté si musime rozmyslet, jak jsou uvedené modely realistické. Model jedné bubliny se
tvari, ze by mohl byt realisticky pro hodné tenky chleba, tj. takovy, ve kterém bude jen jedna
bublina v kazdém sloupci. To ma nevyhodu, ze v redlném svété nevime, jak presné je takovy
krajic tlusty, a bez toho nenastavime konstanty. Model vice bublin se snazi tohoto vyvarovat,
ale vlastné trpi tim samym problémem — jak vime, Ze jsme trefili pfesné tu tloustku, kde jsou tii
bubliny nad sebou? Simulujici program se to snazi 1éCit tim, ze pro kazdé zvolené d vygeneruje
nédhodné jiny pocet bublin, ale i u néj muze byt problém, Ze jsme tieba Spatné nastavili poméry.

Markéta Caldbkovd Jakub Dolejsi

calabkovam@fykos.cz dolejsi@fykos.cz
Uloha V.4 ... na provazku 8 bodi; prumér 3,05; Fesilo 22 studenti
Dvé zdvazi zanedbatelnych rozméri o hmotnosti m = 100g spojime pruznym nehmotnym

provazkem o klidové délce lo = 1m s tuhosti k = 50kg-s2. Jedno zdvazi drzime na misté
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a druhé kolem néj nechame rotovat s frekvenci f = 2Hz. Prvni zdvazi se pritom mize volné
otacet kolem své osy. V jednu chvili drzené zavazi uvolnime. Na jakou minimalni vzdalenost se
k sobé zavazi priblizi? Neuvazujte vliv gravitacniho pole a predpokladejte platnost Hookeova
zakona. Mirek pozoroval dité s kachnickou na provdzku.

Pred uvolnénim zavazi, které rotuje pouze kolem své osy, konad druhé zavazi kruhovy pohyb
kolem prvniho zdvazi. V tento okamzik plati rovnost mezi odstredivou silou Fj a silou pruz-
nosti Fp:

mw’l = k(1 —lo), (3)
kde [ je délka natazeného provazku. Upravou rovnice (3) dostavame:
k
l=——l. 4
k—mw? ()

V okamziku, kdy puvodné statické zavazi uvolnime, zaCne se soustava pohybovat volné
prostorem ve sméru okamzité rychlosti puvodné rotujiciho zdvazi. Aby se ndm popis situace
zjednodusil, pfedstavime si, ze se ,postavime* do hmotného stiedu soustavy a budeme pozoro-
vat, jak se zdvazi pohybuji okolo nds. Ulohu pak vyfesime tvahou.

Tésné pred uvolnénim zavazi se druhé zavazi pohybovalo kolem druhého zavazi thlovou
rychlosti w. Tim, Ze si ,,stoupneme* do stfedu provazku (pozorovatele spojime s hmotnym stie-
dem soustavy) a budeme pozorovat, jak se zédvazi ota¢i kolem nés, se nezméni thlové rychlost,
s jakou se zdvazi kolem nas zdanlivé pohybuji. .

P1i rovnomérném pohybu po kruznici by této thlové rychlosti odpovidala odstrediva sila,
ktera by se rovnala sile pruznosti provazku. Uvahou, vypoctem nebo jenom zkusenosti miizeme
rozhodnout, Ze takto pojata odstrediva sila, kterd je urcena z okamzité hodnoty tihlové rychlosti
zévazi a jeho hmotnosti, bude mensi nez sila pruznosti a rozdil téchto sil uvede zavazi v radidlnim
sméru (vuci pozorovateli stojicimu uprostfed provazku) do pohybu.?

Napiseme pohybovou rovnici pro radidlni smér

F=—k(l—1o)+ mwzé . (5)
Pozn.: Pti nasich uvahédch pfitom predpokladame, Ze provazek spliuje Hookuv zdkon a ze
provazek se nemiize néjak jinak (pfiéné) deformovat & provésit.’. Stejné tak, jako se provazek
miuze prodlouzit, mize se i zkratit a sila pruznosti bude pusobit ven.
Dale s vyhodou vyuzijeme zdkona zachovani momentu hybnosti, pricemz moment hybnosti
uréime z okamziku tésné po upusténi:

L:2m<%)2w, (6)

kde L je moment hybnosti zdvazich pohybujicich se kolem stfedu provdzku (tj. stfedu nasi
soustavy).
Okamzitou vzdéalenost zavazi od stfedu otaceni zadefinujeme jako r = r(t) = I(¢)/2.

3Coz neni na prvni pohled zcela ziejmy fakt, je potieba si ho rozmyslet.

4Pozn.: Toutu tvahou jsme se elegantné vyhnuli poé&itani Eulerovych rovnic, které vystupuji pfi popisu
pohybu téles v korotujici soustavé (zde nemé vétsi smysl rovnice a jejich vyznam rozebirat, zvédavy étendr si
jisté dohled4d sdm). Je dobré si uvédomit, ze i kdyby si popsané sily byly rovny, tak na dalsim postupu by to
nic neménilo, jen by vychéazel nulovy rozdil sil. N&s postup je tedy obecny.

5Co% je splnéno, protoze nejsme v zadném gravitaénim poli
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Vyjadfenim w z (6) a dosazenim do (5) dostdvdme pohybovou rovnici

fF Mo o 1
T m . om m 4m?2r3 °

(7)

Dostali jsme diferencialni rovnici druhého fadu, coz neni vysledek, ktery by nas na prvni
pohled potésil.

nékteré diferencidlni rovnice analytické feseni nemaji. Budeme proto problém fesit numericky,
coz je velice hojné pouzivana metoda. K feseni problému pouzijeme nejjednodussi numerickou
metodu a to Eulerovu metodu. °
K tomu bude nutné vSechny ostatni proménné, které v rovnici (7) vystupuji, urcit ¢iselné.
Zactnémé momentem hybnosti, ten uré¢ime z pocatecnich podminek:

L:Jw:Qm(é)QQch. (8)

Po dosazen{ dostdvime L = 1,342kg-m?.s~*. Do rovnice (7) zbyva uz jen dosadit ¢iselné
hodnoty ze zadani.

Eulerova metoda ze znalosti vzdalenosti r; v ¢ase t; ur¢i zrychleni a; (rovnice (7)) a pak
jednoduse dopocitame novou rychlost

Vit1 = Vi + G”;At,

kde At je casovy krok.
Stejné tak urcime polohu v ¢ase o At pozdéji:

Tit1 =T + v At
Vypocet pak provddime iterativné. Dosazenim do (7) dostdvdme pro zrychlen{ vyraz

45,02
rd

a; = —500(27‘7; — 1) +

Jak vypada takovy rekurentni vypocet, je vidét v tabulce 3. Graf zavislosti polohy na Case
je pak na obr. 12. Z grafu vidime, ze zavazi vykonavaji kmitavy pohyb a jsme schopni urcit
minimalni vzdélenost zavazi od stfedu provazku: r,, = 0,59 m. Nejkratsi délka provazku je
tedy [, = 1,18 m.

Pavel Kiis
pavelk@fykos.cz

SPodrobnéji napf. v textu http://fyzikalniolympiada.cz/texty/modelov.pdf
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0,74
0,72

0,7
0,68
0,66
0,64
0,62

0,6

0,58

Tab. 3: Numericky vypocet

t r a v

S m m-s—2 m-s—!
0,000 0,7308 -115,4 -0,1154
0,001 0,7307 -115,3 -0,2307
0,002 0,7305 -114,9 -0,3456
0,003 0,7301 -114,4 -0,4601
0,004 0,7296 -113,7 -0,5738
0,005 0,7291 -112,9 -0,6867
0,006 0,7284 -111,9 -0,7986
0,007 0,7276 -110,7 -0,9093
0,008 0,7267 -109,3 -1,0186
0,009 0,7257 -107,8 -1,1265
0,010 0,7245 -106,2 -1,2326

T T T T
‘ ﬁ ‘ m = g\%
3 F 1 EA FO
& # I EE + ks
5 4 i 4 4 3 &
5 ks % i b F: g
g e Foo T Foooe ~F R
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Obr. 12: Zavislost prohybu tramku na ptilozené hmotnosti.
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Poradi resitelii po VI. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345PE S VI % b))

Student Pilng MFF UK 66678 91210 64 100 380

1. Martin Vavrik G, Sumperk 48550 31212 49 82 313

2. Vidclav Zvonicek G Brno, tr. Kpt. Jarose 46443 510 6 42 82 305

3. Jakub Jobus G PdC, Piestany 48222 31211 44 77 284

4. Martin Schmied G Jihlava 48633 41112 51 76 283

5. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 4824- 211 - 31 71 231

6. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 46 —-——- —12 22 7, 206

7. Matéj Prokop G Dasické, Pardubice 46 -7-- - - 17 80 191

8. Jiri{ Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 24221313 8 35 57 156

9. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 4 - ——-—- - - - 4 71 117
10.—11. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 4 —— -0 - - 4 52 111
10.—11. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 4212 - - - — 9 62 111
12. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 663390 - - 27 69 93

13. Matéj Kratky PORG, Praha - - - — — - - - - 80 90

14. Simon Brdzda G, Hlinsko 2---- -5 - 7 5, 89

15. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in 42--2-13 - 21 73 87

16. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - - — 45 65

17. Petr Doubravsky Akademické G, Praha - — — — — - - - — 67 58

18. Filip Novotny G Jihlava - = = = = - = = - 63 48

19. Timea Szollésovd G Grosslingova, Bratislava 42— — 5 - 1 43 43
20.—21. Lukds Hronek G, Pisek 48 --- - - — 12 80 39
20.—21. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 20--00 5 - 7T 31 39
22. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 71 37

23. Filip Wagner G Tisnov - = - = = - - - - 61 34

24. Joyee Chen Portola HS, Irvine, USA 465531 6 2 32 50 32

25. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 6 6 —5 - - — 17 86 30

26. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina - — — — — - 85 28

27. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - = = - 76 25

28. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 44 -—-—- - - - 8 61 23

29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. — — — — — - - - - 84 21

30. Lucia Krajéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava - — — — — - = = - 77 17

31. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litoméfice — — — — — - - - — 42 16

32. Vojtéch Jezek G Legionard, Pribram - — — — — - = - - 117 14
33.—34. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. — — — — — - - - - 50 12
33.—34. Milan Tichavsky Slezské G, Opava  — — — — — - - - — 100 12
35.-36. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonecn. N. — — — — — - = - - 50 10
35.-36. Bohumir Zirek G Volgogradska 6a, Ostrava — — — — — - - - - 17 10
37. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Kra- — — — — — - - - - 73 8

lové
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345P E S VI % b))

Student Pilng MFF UK 66678 91210 64 100 380

1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 48332 21312 47 91 344

2. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod -8253 31212 45 87 320

3. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 463451 —-— 8 31 78 264

4. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 4856 - —-12 9 44 84 252

5. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 42-43-12 3 28 73 243

6. Josef Minarik G Brno, tr. Kpt. Jarose 4634- -11 6 34 79 240

7. Jakub Ruzicka G, Nymburk - — — — — - - - - 81 177

8. Kristian Matustik G, Benesov 6433- 111 - 28 55 157

9. Jiri Blaha G, Uherské Hradiste @~ — — — — — - - - - 86 142

10. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 44-1--11 - 20 62 101

11. Jakub Smolka Slezské G, Opava 40--1- - — 5 57 98

12. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné 46 --- - - — 10 98 88

13. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena -4-6- - - - 10 7/ 81

14. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 44-1--11 - 20 65 73

15.—-16. Karel Balej G a SOS, Rokycany ~  — — — — — - - - - 95 59

15.—16. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in ~ — — — — — - - - - 63 59

17. Veronika Vohnikovdi  Novy PORG, Praha - — — — — - - - - 73 35

18. Jakub Zemek G, Uherské Hradiste @~ — — — — — - - - - 61 28

19. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnov n. — — — — — - - - - 69 25
Kn.

20.—22. Martin Dinh G, Tfinec - = = — = - - - - 100 17

20.—22. Daniel Martynek G, Tfinec - == = = - - - - 100 17

20.—22. Stépdn Stryja G, Tfinec - = - - = - - - - 68 17

23. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vahom — — — — — — - - - - 67 16

24. Andrea Binovd G, Cesk4 Lipa - - — — — - - - - 75 15

25.—26. Josef Sabol G Chotébor - = = - = - - - — 100 12

25.—26. Marie Vandkovd G Boti¢skd, Praha 00— - - — — - - - - 39 12

27.-28. Madté Eke Gymnézium, sSOS a jazyko- — — — — — - - - - 58 11

va skola

27.—28. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnov n. — — — — — - - - - 85 11
Kn.

29. Klara Nechanickd G Neumannova, Zdar n. S. - — — — — - - = - 83 10

30. Viclav Bulin G,Plasy - === - - - - 82 9
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345P E S VI % b))
Student Pilng MFF UK 33678 91210 58 100 344
1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 34668 7 - — 34 90 273
2. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava 34263 -12 3 33 71 238
3. Vit Beran Masarykovo G, Plzen -3-68 - - — 17 91 188
4. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 23311011 4 25 48 165
5. Dominik Stary G, Benesov 3425 - 212 - 28 78 164
6. Martin Okanik G Tajovského, B. Bystrica — — — — — - - - — 86 136
7. Katarina Castulitkovd 1. stkromné G v Bratislave 2 2 212 9 18 55 131
8. Dawvid Kostak G, Josefskd, Praha = — — — — — - - - - 71 114
9. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Pra- — - — — — - - - - 96 91

ha
10. Dawvid Dvordk 7S a G, Konice @~ = — — — — — - - - - 50 54
11. Daniela Hrbdcovad Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - — 48 47
12. Jan Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. 2 1 — — - — — — 3 66 37

V.
13. Ondrej Bucek G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ - — — — — - - - - 65 34
14. John Richard Ritter =~ G Masarykovo ndm., Tfebi¢ - — — — — - - - - 92 33
15. Jiri Loffelmann G, Litoméricka, Praha - — — — — - - - - 70 31
16. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovi- — 1 — 2 1 — — — 4 37 27

ce
17. Andrej Holmes G Ruzomberok - - - — — - = - - 43 24
18. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun @~ - — — — — - - - - 96 22
19. Markéta Jirmanovd BG B. Balbina, Hradec Kra- — — — — — - - - - 59 20

lové

20. Filip Keller G P. de Coubertina, TAbor — — — — — - - - - 72 18
21.—22. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec =~ — — — — — - - - - 52 17
21.—22. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava - — — — — - = - - 74 17
23. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice - - — — — - - - - 62 16
24. Veronika Funkovd G L. JaroSe, Holesov =~ — — — — — - - = - 63 15
25.—26. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen ~ — — — — — - - = - 24 12
25.—26. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen @ - - — — — - - - - 71 12
27.—28. Kristyna Davidkovda  Biskupské G, Brno - — — — — - - - - 85 11
27.-28. Jakub Kovdrik G, Hodonn - - — — — - - - - 79 11
29. Ondrej Bilek SPS, Vlagim - - - — - - - - — 100 9
30.—32. Tomds Hudcovic Jiraskovo G, Nachod @~ - — — — — - - - - 117 7
30.—32. Stépdn Kastowsky G, Hlu¢m - = = - = - - - - 64 7
30.—32. Petr Semerdk Jiraskovo G, Nachod @~ - - — — — - - - - 117 T
33.—37. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - — 100 6
33.-37. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno — — — — — - - - — 100 6
33.—37. David Némec G, Tanvald - — — — — - - - — 100 6
33.—37. Tereza Poldkovd G, Budéjovicka, Praha - — — — — - - - - 27 6
33.—37. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢éin ~ — — — — — - - - — 100 6
38. Lukds Vavah G J. V. Jirsika, C. Budgjovice — — — — — - - - - 42 5
39.—41. Ondrej Hajnys G, Dvar Krélové n. L. - — — — — - - - - 100 3
39.—41. Jan Lindauer Prvni ceské G, Karlovy Vary — — — — — - - - - 100 3
39.—41. Aneta Némcovd G, Boskovice 00— - - - = - - - — 100 3
42. Filip Geib G M. M. Hodzu, Liptovsky — — — — — - - - - 67 2

Mikulas
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345P E S VI % b))
Student Pilny MFF UK 33678 91210 58 100 344

1. Jdchym Badrtik @G, Havlickuv Brod 24568 91311 58 103 354
2. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 34344 51210 45 92 315
3. Stépdn Stenchldk G, Tf¥inec - = = = = - - - — 102 194
4. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 21----12 - 15 77 187
5. Matéj Mezera @G, Havlickuv Brod -4567 - - — 22 91 166
6. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budéjovice @~ — — — — — - - - — 69 146
7. Lucte Hronovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 222123 - - 12 46 123
8. Filip Novotny G Masarykovo nam., Kromériz ~ — — — — — - - - - 77 116
9. Karel Jékai G, Spitélska, Praha 00— - — — — -12 - 12 64 68
10. Alzbéta Andrigskovd G, Olomouc-Hejéin - — — — — - - - - 72 48
11. Premysl Stastng G, Zamberk - - - - = - - - - 85 46
12. Jonds Fuksa PORG, Praha = — — — — — - - - - 82 42
13. Samuel Sipikal G Milana Rafusa - - — — — - - - - 53 40
14. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 2---- - - - 2 81 34
15. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - - 63 33
16. Martin Vejvoda G Dobrugka - = = — = - - - - 67 31
17. Branislav Belko G Milana Rafusa - — — — — - - - - 68 28
18. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina - — — — — - - - - 68 19
19. Frantisek Zach G, Litomysl - = = — = - - - — 100 18
20. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice = 0— — — — — - - - - 87 138
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava ~ — — — — — - - - - 91 10
22. Vaclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. — — — — — - - - — 100 6
23. Tomas Tesar G Jana Keplera, Praha = - - — — — - - - - 27 4

FYKOS

18000 Praha 8

WWW:
e-mail:

fykos@fykos.cz

http://fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku ﬁ
http://www.facebook.com/Fykos

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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