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Serial: Numerické metody a pocitacové simulace

V tomto dile seridlu pokro¢ime k numerickému tématu, které je ve fyzice vSudypritomné: feseni
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODR). Ackoli nejsou tak slozité jako parcidlni diferencidlni
rovnice, vyzaduje jejich analytické feseni v mnoha pripadech pokrocilé matematické metody.
Numerika ndm umozni se matematickym komplikacim vyhnout — pomoci diskretizace deri-
vaci ziskdme integrac¢ni schémata, pomoci nichz dokdzeme vyresit kazdou ODR se zvolenou
presnosti.

Simula¢ni ¢ast seridlu nepokroci, ale naopak zustane u tématu z minulého dilu. Ukazeme
si, ze jiné modely ristu povrchi vedou na kvalitativné odli$ny vyvoj hrubosti povrchu a také si
predvedeme, jak pouzit rustové model v mikrobiologii. Poté se vratime k ndhodnym prochazkam
a vyuzijeme je k simulaci rustu fraktalniho krystalu.

Obycejné diferencidlni rovnice
to-do-to-do, to-do, to-do-to-do-to-do-to-do-to-dooo, to-do-do-do

Rist povrchi Il — balisticka depozice a Edentiv model

Nez zacneme vysvétlovat nové pojmy, zopakujme si nejprve ve stru¢nosti poznatky z minulého
dilu seridlu. Rikali jsme si, Ze riist povrchu lze modelovat pomoci stochastického vicestavového
bunécného automatu. Automat je stochasticky, protoze bunku, kterd v daném kroce bude rust,
vybirdme nshodné. Buiikou je zde myslen jeden sloupe¢ek molekul na mifzce. Ze je automat
vicestavovy znamenad, ze vyska h; sloupecku, kterou ztotoznujeme se stavem bunky, muze na-
byvat béhem vyvoje vice nez dvou ruznych hodnot (h; € N). Hrubost povrchu v ¢ase ¢ (po t
krocich) na 1D miizce velikosti L definujeme jako

W(t, L) = %th— %Zh . (1)

A

Model ndhodné depozice ndhodné vybere bunku i a zvétsi hodnotu jejtho stavu o jedna.

vvvvvv

hi(t + 1) = max (hi71(t), hb(t) + 1, hi+1(t)) . (2)

Riist povrchu modelovany metodou balistické depozice si mizeme predstavit tak, ze castice
sestupuji z nekone¢na na povrch a zastavi se tehdy, kdyz je néjakd castice ihned pod nimi, ale
také tehdy, nachazi-li se néjaka castice v sousedni buiice nalevo nebo napravo. V materidlu tak
vznikaji dutiny, coz se déje i ve skuteénych experimentech, napriklad pfi rastu povrchu pomoci
napraSovani (epitaxe). Por6zni materidl mé pak samoziejmé jiné vlastnosti. Ukdzka materidlu
vzniklého balistickou depozici je na obrézku?ﬂ
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Balisticka depozicem se vsak od ndhodné depozice nelisi pouze porozitou. Podivejme se, jak
se vyviji hrubost povrchu. Na obrazku P je vykreslen vyvoj hrubosti vygenerovany pomoci
kédu nize. Vidime, Ze na pocatku hrubost pomérné rychle nartsté, ale rist zpomaluje a po cca
10 000 krocich se zastavi — doslo k saturaci (nasyceni). Tento efekt jsme nepozorovali u ndhodné
depozice (viz feSeni tlohy ke 4. dilu seridlu), kdy hrubost neustdle rostla jako mocnina t'/2,
Obecné muzeme rozdélit vyvoj hrubosti na tfi ¢asové useky na zdkladé ¢asu prechodu ty:

1t <<ty = W(t, L) ~t%;
2. t =ty — prechodova oblast, rust se zpomaluje;
3ot>te— W(L) ~ L°.

Parametry a a 8 se nazyvaji kritické skdlovaci parametry. Déle se zavadi dynamicky skdlovaci
parametr z = a3, ktery popisuje chovani ¢asu prechodu jako tx ~ L?. Nalezeni{ parametri «
a 8 pro model balistické depozice bude vasim tkolem v seridlové tloze.

# BALISTICKA DEPOZICE

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a pocet kroku a interval pro wypocet hrubosti
pocet = 100

roz = 100

krok = 30000

inter = 30

# vytvorime pole naplnene nulami pro stavy a pro hrubost

stav = np.zeros(roz,dtype=float)

hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)

sumhrub = hrub

for j in range(pocet):
# v kazdem kroku nahodne vybereme bunku a zvysime jeji hodnotu o 1
hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)
stav = np.zeros(roz,dtype=float)
for i in range (krok):
nahod = np.random.randint (roz)
stav[nahod] = max(stav[nahodl+1.,stav[(nahod-1) % rozl],stav[(nahod+1) % rozl)
if i % inter ==
hrub[i/inter] = np.sqrt(l./roz*np.sum(stav**2) - (1./roz*np.sum(stav))**2)
sumhrub += hrub

sumhrub *= 1./pocet

# nakreslime graf wvyvoje hrubostd

# funkce linspace rovnomerne rozdeli pocet kroku mna intervaly
body = np.linspace(0,krok-inter,krok/inter)

hrubplot = plt.plot(body,sumhrub,'r',linewidth=2,label="'hrubost"')
plt.xlabel ('krok')

plt.ylabel('hrubost')

plt.show()

Druhym rastovym modelem, o kterém se zde blize zminime, je Edentiv model. Jeho princip
je jednoduchy — ¢astice se muze prilepit na libovolné misto na povrchu (tj. seshora i zboku).

Pokud budete hledat o balistické depozici néco na internetu, mozna narazite na jinou definici. Zde jsme
definovali NN (nearest neighbour) depozici.
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Popis pomoci 1D miizky se zde ale nehodi. Model si proto predstavime jako bindrni automat
(pouze stavy 0 a 1) na 2D miizce a povolime rust ze vSech sméru. Béhem simulace je tedy
potifeba pamatovat si cely povrch, a to véetné dutin uvnitf. Spravnym pristupem je ukladat si
soufadnice bunék na povrchu, ale programéatorsky jednodussi je vytvorit pole N x N, kde N je
zvoleny rozmér mrizky, a uklddat hodnotu kazdé bunky. Vypocet je pak samoziejmé pomaly a
musime se omezit na malé mrizky. Priklad povrchu vytvoreného pomoci Edenova modelu vidite
na obrazku E K vygenerovani byl pouzit kéd nize.

Edentv model pfitazuje rastu uvnitt dutin v materidlu stejnou pravdépodobnost jako rustu na
volném povrchu. Porozita tak jednak zvysuje celkovou délku povrchu, kterou musime udrzovat v paméti,
a také nemusi odpovidat skutecnému chovani fyzikalniho systému, ktery studujeme. Proto se casto
zavadéji apravy modelu, které zvysuji pravdépodobnost zaplnovani dutiny imeérné jeji vzdalenosti od
povrchu. Tato Uprava samoziejmé ovlivni hodnoty skdlovacich koeficienti ve vztazich pro hrubost, ale
ne prilis vyrazné.

# EDENUV MODEL

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme Tozmer mrizky a pocet kroku

roz = 200

krok = 20000

# wytvorime pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek
# zavorka (kroky, rozmer) udava velikost 2D pole

pole = np.zeros((roz, roz),dtype=np.int)

# inicializujeme

pole[100,100] = 1

for i in range (krok):
# funkce where wrati indexy prvku, ktere maji hodnotu jedna,
# wve forme seznamu obsahujiciho dve pole, kde kazde 2z techto polt
# obsahuje prislusne x,y souradnice
indexy = np.where(pole == 1)
# nahodne vybereme index
rand = np.random.randint(len(indexy[0]))
ind = [(indexy[0]) [rand], (indexy[1]) [rand]]
# prozkoumame okoli odpovidajiciho prvku
sousedl = pole[(ind[0]+1) ¥ roz,ind[1]]
soused2 = polel[ind[0],(ind[1]+1) % roz]
soused3 = pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]]
soused4 = pole[ind[0],(ind[1]1-1) % roz]
sousedi = np.array([sousedl,soused2,soused3,soused4])
sous_indexy = np.where(sousedi == 0)
# pokud jsou sousedi zaplneni, nastavime pole[ind] na 2,
# abychom ho jiz priste neprohledavali
if len(sous_indexy[0]) ==
pole[ind[0],ind [1]] = 2
# nahodne vybereme prazdnou sousedni bunku a zaplnime ji

else:
sous_ind = (sous_indexy[0]) [np.random.randint (len(sous_indexy[0]1))]
if sous_ind == 0:
pole[(ind [0]+1) % roz,ind[1]] = 1
elif sous_ind == 1:
=1

pole[ind [0], (ind [1]+1) % roz]
elif sous_ind == H
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pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]]
elif sous_ind == 3:
pole[ind[0], (ind[1]-1) 7% roz] = 1

1

# definujeme barevne schema pomoci wyctu, v nasem pripade cernobdbile
barvy = mpl.colors.ListedColormap(['white','black','grey'])

# definujeme prechod mezi barvamti kdekoli mezi 0 a 1
hranice=[0,0.5,1.5,2]

# pouzijeme barvy a hranice k mormovani barevne mapy

norma = mpl.colors.BoundaryNorm(hranice, barvy.N)

# wvykreslime barevnou mapu a zobrazime ji

mapa = plt.imshow(pole,cmap=barvy,interpolation='None',norm=norma,origin="'1lower"')
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y"')

plt.show()

Kvuli radidlni geometrii nelze pfimo aplikovat vzorec pro hrubost (m) Proto se nebudeme
hrubosti zabyvat, ale zavedeme do modelu malou zménu: s pravdépodobnosti p1 dojde zménime
stav buiiky na rozhrani z 0 (prdzdnd) na 1 (obsazend) a s pravdépodobnosti p2 naopak zménime
stav bunky na rozhrani z 1 na 0. Tento model, nékdy nazyvany Williams-Bjerknestiv, je vhodny
pro simulaci rastu nddorovych bunék nebo bakterii v Petriho misce. V seridlové tloze bude vasim
tkolem zkoumat vyvoj nadorovych bunék pomoci pravé popsaného modelu v zavislosti na pi,

p2.

Pro tplnost uvedme, ze modelovat rust povrchu lze i jinymi metodami nez pomoci bunéénych au-
tomatt. Ke kazdému zminénému ristovému modelu existuje ekvivalentni diferencidlni rovnice, kterou
Ize v nékterych pripadech fesit analyticky a ziskat tak stejné skdlovaci parametry jako numerickym
modelovanim. Jednd se vsak o stochastické diferencidlni rovnice, tj. rovnice obsahujici ¢len, ktery repre-
zentuje sum. K feseni takovych rovnic je potireba zavést specidlni integralni pocet, tzv. Ituv stochasticky
kalkulus.

DLA — difazi limitovana agregace

Zatim zminéné rustové modely dokazaly pomérné dobie simulovat laboratorni tvorbu materidla
nebo rust bakterialnich kolonii. Pokud bychom ale chtéli modelovat rtst krystalu vznikajiciho v
roztocich, napf. pomoci elektrolyzy nebo sedimentaci, bude lepsi volbou model DLA (Diffusion
limited aggregation).

Fyzikalni predstava procesu je néasledujici: ¢astice z nekoneCna se brownovsky pohybuji
prostorem, dokud nedojde k jejich kontaktu s krystaliza¢cnim jadrem, ke kterému se prilepi.
Hustota ¢éstic je mald, vzdjemné spolu nekoliduji (brownovsky pohyb zajistuji molekuly v
pozadi, které na jadru neulpivaji). V poéitacové praxi nemizeme poslat ¢astici z nekonecna,
vytvorime ji proto v urcité vzdalenosti od krystalu a nechame ji pohybovat se tak dlouho,
dokud nedojde ke kolizi s krystalem, nebo se nedostane za urcitou radialni hranici — potom
Castici prestaneme sledovat a vytvorime novou.

Nize je priklad kédu (vysledek simulace je na obrazku H), kde mame jednu ¢astici v pocatku
hexagonalni mfizky a nové castice generujeme ve vzdélenosti, ktera je rovna radilni vzdalenosti
od pocétku nejvzdélendjsi castice krystalu (plus jedna). Céstici pFestaneme sledovat, pokud se
vzdali na dvojnasobek pocatecni vzdalenosti. Snizime-li maximalni povolenou vzdalenost, béh
kédu se vyrazné zrychli, ale krystal potom zac¢ne vykazovat preferovany smér rustu. Kéd je




FYKOS Seridl XXXI.V Numerické metody a pocitacové simulace

pomérné komplikovany kvuli implementaci Sestithelnikové miizky. V seridlové tloze budete
simulovat rist na ¢tvercové mrizce, tim se kdd podstatné zjednodusi.

# DIFFUSION LIMITED AGGREGATION

# mnacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a maximalni pocet castic

roz = 20

mass_max = 100

# pole pro spiralni 1D index, bezpecne vetsi mnez je potreba

roz_1d = 6*roz**2

# pole, do kterzch budeme ukladat prepoctene kartezske souradnice

# definujeme vektory pomahajici pri prepoctu z hexza na ctvercovou mrizku
xs = np.zeros(mass_max,dtype=float)

ys = np.zeros(mass_max,dtype=float)

xhelp = [np.sqrt(3.)/2.,0.,-np.sqrt(3.)/2.,-np.sqrt(3.)/2.,0.,np.sqrt(3.)/2.]
yhelp = [-0.5,-1.,-0.5,0.5,1.,0.5]

# pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek

pole = np.zeros(roz_1d,dtype=np.int)

# dnicializujeme bunky, hmotnost a nejvetsi wvzdalenost od stredu

pole[0] = 1
mass = 1
rmax = 0

while mass < mass_max:
# pocatecnti vzdalenost castice

r = rmax+1

# pricist k hranici v radialnim smeru, za kterou castice nesmi utect
rkill = rmax

# wvyber nahodny prvek z sestiuhelniku o Tozmeru T

i = int (6*r*np.random.random() + 1)

nn = 0

# pohyb difundujici castice

while nn == 0:

i_full = i+3*r*(r-1) # pozice v poli 'pole’
# nejsme-11 ve vrcholu sestiuhelniku

if (1 % r) !'= O:
# nalezneme sousedy
if i == 1:

ileft = 6x*r
idownleft = 3*rx(r-1)
else:
ileft = i-1
idownleft = (i*(r-1))//r + 3*(r-1)*(r-2)
# dvojite lomitko wraci floor
pole_nn = [i+1+3*r*(r-1),ileft+3*r*x(r-1),idownleft,
(i*x(r-1))//r+3x(r-1) *(r-2)+1,
(i*(r+1))//r+3*r*(r+1),
(i*(r+1))//r+3xr*(r+1)+1]
obsazeno = np.where(polel[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
# je-l1i nejaky soused obsazen, prilep se
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max([rmax,r])
mass += 1
# jinak difunduj dal
else:
step = int(np.random.random() *6)
# radialni sestup
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if (step == 2 or step == 3):

r =1

# radialni vzestup

elif (step == 4 or step == 5):
r += 1

i = pole_nn[step] - 3*rx(r-1)
# pokud jsme wve vrcholu sestiuhelniku
else:
if i == 6x*r:
iright = 1
iupright =
else:
iright = i+1
iupright = i*(r+1)/r+1
if i == 1:
ileft = 6
else:
ileft = i-1
pole_nn = [iright+3*r*(r-1),ileft+3*r*(r-1),
i*(r-1)//r+3*x(r-1)*(r-2) ,i*(r+1) //r+3*r*(r+1),
iupright+3*r*(r+11),i*(r+1)//r-1+3*r*(r+1)]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno[0])
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max([rmax,r])
mass += 1

1

else:
step = int(np.random.random() *6)
if step ==
r =1
elif ((step == 3 or step == 4) or step == 5):
r += 1

i = pole_nn([step]l - 3*r*(r-1)
# pokud castice utekla, zacneme znovu
if r > (rmax+rkill):

r = rmax+1
i = int (6*r*np.random.random()+1)
continue

x0 = r*np.sin(2.*np.pi/(6.*xr)*(i - (i % r)))
yO = r*np.cos(2.*np.pi/(6.*r)*x(i - (i % r)))
x = x0 + (1 % r)*xhelp[min(int(i//r),5)]

y = y0 + (i % r)*yhelp[min(int(i//xr),5)]
xs[mass-1] = x

ys[mass-1] =y

# vykreslime castice pomoci sestiuhelnikovych symbolu

dlaplot = plt.scatter(xs,ys,c='k',s=30000/(roz**2) ,marker=(6,0,30))
plt.xlim(-roz, roz)

plt.ylim(-roz, roz)

plt.axes().set_aspect('equal')

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")

plt.show()

Na vznikly krystal (shluk ¢dstic) mtzeme pohlizet jako na fraktdl. Nebudeme zde zabihat
do hluboké teorie, fraktal si prosté predstavime jako objekt, ktery pii blizsim pohledu (mysleno
ve vét§im méfitku) vykazuje stdle stejnou strukturu — je sobépodobny. Piikladem z pfirody
je napriklad list kapradiny, ktery se sklddd z mnoha mensich listi, a ty zase z mensich listki.
V matematické abstrakci Ize na objekt ,,zoomovat* donekonecna, vzdy budeme nachéazet stale
stejnou geometrickou strukturu. Podobné na obriazku Y najdeme na kazdé vétvi rostouci z
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pocéatku dalsi vétev, ze které rostou dalsi vétve atd.

Pro fraktaly je typické, ze jejich dimenze je vétsi nez u ,,obycejnych“ geometrickych objekt.
Napriiklad kruznice mé dimenzi 1, ale Kochova vlocka (obr. H), coz je vlastné jenom jinak zakfi-
vend Cara, ma dimenzi priblizné 1,26. Na Kochové vlocce si vysvétlime definici dimenze® Necht
ma strana pocatecniho trojihelniku délku € = 1. Pocet tsecek v jedné strané je samoziejmé
N =1. V dalsim kroku jiz jedna strana obsahuje N = 4 tsecky délky e = 1/3, v dal$im kroku
N = 16 tisecek délky € = 1/9 atd. Fraktdlni dimenze je pak definovdna jako

log N (¢)

D = lim ~20 (77
i T og L ,(77)

pri¢emz pro vlo¢ku muzeme psat e(n) = 1/3", N(n) = 4", a tedy

Do — lim log4™  log4

= =1,26.
n— o0 log 3" 10g3 ’

Limitni proces nema smysl v piipadé Kochovy vlocky, ale ma smysl v ptipadé fraktdlu vytvo-
feného DLA. Misto strany trojihelniku zde budeme méfit linedrni rozmér krystalu (radidlni
vzdalenost nejvzdalenéjsi ¢astice od podatku), misto podtu dsedek mame pocet ¢astic. Pritom-
nost limity nam rikd, Ze pro co nejpresnéjsi vysledek chceme nechat krystal rust co nejdéle. Pro
krystal na obrazku E vychaz{ dimenze D = 1,75.

Nakonec jesté dodejme, ze v pripadé materidlu ziskaného na zdkladé Edenova modelu mi-
zeme pohliZet na jeho povrch jako na fraktal, télo takového materidlu neni fraktalni.

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

2Existuje mnoho zpisobi, jak definovat fraktalni dimenzi, zde jsme vybrali jeden z nich.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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Obr. 1: Struktura povrchu ziskaného na zakladé modelu balistické depozice. Vsimnéte si
vysoké porozity.
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Obr. 2: Priklad vyvoje hrubosti povrchu pro simulaci ristu metodou balistické depozice.
Primérovano pres 1000 béha.
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Obr. 3: Vysledek simulace ristu podle Edenova modelu po 2000 krocich. Sedou barvou jsou
oznaceny ty builky, které byly ndhodné vybrény, ale uz nemély neobsazené sousedy (bylo by
mozné vykreslit je také ¢ernou barvou, jde jen o ukdzku toho, jak funguje pouzity algoritmus).
Porozita je v porovnani s balistickou depozici minimélni.
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Obr. 4: Vysledek simulace ristu podle DLA modelu na hexagonélni mrizce. Pocet ¢astic v
krystalu je 8000. VSimneéte si, ze i pfes pomérné benevolentni limit na maximéalni vzdalenost
difundujici castice je na krystalu vidét preferovany smér rustu.
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Obr. 5: Prvni tfi iterace Kochovy vlocky. Tenké cary jsou vzdy z predchoziho kroku.
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