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Uloha V.1 ... schodisko na Mesiaci 3 body

Pokud bychom jednou kolonizovali Mésic, bylo by vhodné na ném pouzivat schody? Predstavte
si na Mésici klesajici schodisté s vyskou schodu h = 15cm a délkou d = 25cm. Odhadnéte
pocet schodu N, které by preletél ¢lovek, jestlize by pred vstupem na schody Sel rychlosti v =
=5,4km-h™! = 1,5 m-s~ . Tihové zrychleni na povrchu Mésice je Sestkrat slabsi nez na povrchu
Zemé.

Uloha V.2 ... paprsky smrti na skle 3 body

Na sklenénou desku s absolutnim indexem lomu n = 1,5 dopadé svételny paprsek. Stanovte
jeho thel dopadu aq, jestlize paprsek odrazeny od rozhrani svird s lomenym paprskem thel
60 °. Deska je uloZzena ve vzduchu.

Uloha V.3 ... klin 5 bodi

Méme dva kliny o hmotnostech m1, mo a Ghel a (viz obrédzek). Vy-
pocitejte zrychleni levého klinu. Pfedpokladejte, ze nikde nedochazi
ke tfeni.

Bonus Uvazujte tfeni s koeficientem f.

Uloha V.4 ... tepelné ztraty 7 bodu

Na jaké teploté se ustali vnitini prostiedi bytu v panelovém domé?

Uvazujte, ze nas byt sousedi delSimi sténami, stropem a podlahou

s dalsimi byty, ve kterych je udrzovéana teplota 22 °C. Kratsimi sté-

nami sousedi s okolim, kde je teplota —5 °C. Vnitini rozméry bytu jsou: vyska h = 2,5m, $itka
a = 6m a délka b = 10m. Souéinitel mérné teplotni vodivosti stén je A = 0,75 W-K~+.m ™.
Vnéjsi stény a stropy jsou tlusté Doys = 20cm a vnitini Di, = 10 cm.
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Jak se zméni vysledek, pokud budovu zvenku zateplime polystyrenem o tloustce d = 5cm
s mérnou tepelnou vodivosti A’ = 0,04 W-K~t.m~!?

Uloha V.5 ... ziludna kapka 8 bodit

Méjme kulatou kapku o poloméru r¢ tvorenou vodou o hustoté g, ktera shodou okolnosti pada
v mlze v homogennim tihovém poli g. Uvazujme vhodnou mlhu se specidlnimi predpoklady.
Tvori ji vzduch o hustoté oy,a a vodni kapicky s primérnou hustotou g., kdyz uvazime, ze
se rozptyli zcela rovnomérné. Jestlize kapka propadne néjakym objemem takové mlhy, vysbird
vSechnu vodu, kterd se v tomto objemu nachdzi. Na misté zustane pouze vzduch. Jaka je
zéavislost hmotnosti kapky na vzdalenosti urazené v takovéto mlze?

Bonus Reste pohybové rovnice.

Uloha V.P ... plovouci rtut 9 bodi

Vymyslete co nejvice fyzikdlnich ,figli“, diky kterym by rtut, alespon po omezenou dobu,
plavala na kapalné vodé. Cim trvalejsi feseni naleznete, tim 1épe.

Uloha V.E ... nezbedné fotony 12 bodt

Spolu se zadanim tlohy vam prisly polarizacni bryle. Mate tedy 2 polarizacni filtry. Kdyz je date
za sebe tak, aby sméry jejich polarizace byly na sebe kolmé, nebude skrz né prochazet témeér
zédné svétlo. Pokud ale mezi né nyni vlozite tireti vhodné natocCeny filtr, muzete pozorovat,
7e bude prochdzet nemalé mnozstvi svétla. Zmérte zavislost propustnosti na thlu natoceni
prostredniho filtru.

Pozndmka: Jako prvni filtr a zadroven zdroj svétla doporucujeme pouzit svitici displej.

Uloha V.S ... rostou niam diferencialni rovnice 10 bod#

a) Reste problém dvou téles pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody 4. ¥adu pres nékolik
(mnoho) period. Krok pfitom volte tak velky, aby se projevily numerické chyby, a pozorujte,
jakym zptsobem se chyby v obou pfipadech projevuji na tvaru trajektorie.

b) Reste pohyb tlumeného linearniho harmonického oscildtoru daného rovnici &+ 26w +w?z =
= 0, kde w je thlova frekvence a § tlumici ¢len. Parametry ménte a sledujte zmény v chovani
oscilatoru. Pro jaké hodnoty parametru se oscilator utlumi nejrychleji?

¢) Modelujte rust povrchu metodou balistické depozice a studujte statistické chovéni hrubosti
povrchu. Naleznéte mocniny « a 3 popisujici rist pred saturaci a po saturaci (viz seridl).
Vyjdéte z kédu v seridlu. Volte takovy pocet kroki, abyste byli schopni dobfe studovat oba
rezimy hrubnuti. Linedrni rozmér povrchu volte alesponi L = 256. (Upozornéni: simulace
mohou trvat i nékolik hodin.)

d) Simulujte na ¢tvercové mifzce $ifeni zhoubného nddoru pomoci Edenova modelu. Uvazujte
pritom nasledujici obménu: s pravdépodobnosti p1 dojde k ndkaze zdravé bunky v kontaktu
s nddorovou a s pravdépodobnosti p2 dojde k uzdraveni nakazené. Volte nejprve p1 > pa,
pak p1 > p2 a nakonec p; < p2. Na pocdtku necht je nakazeno pét bunék do tvaru kiize.
Kvalitativné popiste, co pozorujete.

e) Prepiste kéd ze seridlu pro rust fraktdlniho krystalu (DLA model) na hexagonalni miizce
na rist na ¢tvercové miizce a spoctéte dimenzi vysledného fraktalu.

Poznamka Vyuzit kédy prilozené k seridlu neni nutné, ale doporucené.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... zmrzlina 3 body; (chybi statistiky)

Odhadnéte, kolik grami zmrzliny dokazeme vyrobit, pokud mame k dispozici 51 kapalného
dusiku o teploté —196 °C a neomezené mnozstvi mléka a smetany o pokojové teploté 22 °C?
Predpoklddejme, ze pozadovand zmrzlina se skldda jen z mléka a smetany (hmotnostné pul na
piil) a méla by mit teplotu —5 °C. Protoze se tepelné kapacity mléka a smetany v tomto intervalu
teplot znacné méni, pocitejte s jejich primérnymi hodnotami ¢ = 3,45kJ-kg™'-K~1 pro mléko
a cs = 4,45kJ kg™ K™ pro smetanu. Zbylé potiebné tidaje si dohledejte na internetu.

Michal dostal chut na zmrzlinu.

V tomto prikladu budeme fesit tepelné rovnovahy, kdy teplo prijaté dusikem se bude rovnat
teplu odevzdanému zmrzlinou

Qdod = Qod -

Oznac¢me si zadané teploty t1 = 22°C, to = —196 °C a t3 = —5 °C a podivejme se nejprve na
druhou ¢ast. Pouzijeme zndmy vzorecek (Q = em AT, kde ¢ je tepelné kapacita, m je hmotnost
a AT zména teploty. Odtud, protoze zmrzlina je napul mléko a smetana, ndm vychazi

Cs + Cm

Qod = szz(tl - t3) = 2

My (tl — t3)
kde m, je celkovd hmotnost zmrzliny a ¢, je jeji celkova tepelna kapacita .

Kapalny dusik se pii kontaktu s teplejsim télesem zacne odpafovat. Nalezli jsme mérné
skupenské teplo varull Iy = 198kJ-kg~!. Viimnéme si, ze vynechdvidme ohiivdni dusiku na
teplotu —5°C. To je z toho divodu, Ze plynny dusik samovolné vyprchéva z nddoby, protoze
jeho objem je nékolikandsobné vyssi. Pocitejme tedy jeho ohiev pred vyprchdnim za tepelné
ztraty.

Protoze zname pouze objem kapalného dusiku, budeme si muset jeho hmotnost dopocitat
sami. Nejedna se o 5 kg plynného dusiku, proto si musime nalézt jeho hustotu v kapalném stavu,

ktera ¢ini p = 808kg-m~3. Nyni uz miizeme psat

Rdod = Inmn = InoWnN,

kde mn znac¢i hmotnost dusiku.
Spojenim vsech tii rovnic dostavame

Cs + Cm

5 my(t1 —t3) = InoWn,
odkud si muzeme vyjadfit hledanou hmotnost zmrzliny

2ln 0V
(Cs + Cm)(tl - t3) '

my, =

Yhttp://www.ivt.mzf .cz/wp-content/uploads/fyzika/tep_konst_latek-zmeny_skupenstvi.pdf
2https://en.wikipedia.org/wiki/Nitrogen


http://www.ivt.mzf.cz/wp-content/uploads/fyzika/tep_konst_latek-zmeny_skupenstvi.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Nitrogen
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Dosazenim zjistime, Ze jsme vyrobili m, = 7,5kg = 7500 g zmrzliny.
I pfes zanedbani veskerého ohfevu dusiku je vysledek neredlny kvili mnoha dalsim tepelnym
ztratam.

Katerina Smitalovd
katka@fykos.cz

Uloha IV.2 ... autisti 3 body; (chybi statistiky)
Kolik nejméné déti by muselo roztocit sviij fidget spinner, aby se tak den na Zemi prodlouZil
o 1ms? Vsechny neznamé veliciny odhadnéte. Matéj chtel mit vic ¢asu na “toceni”.

Uloha je zalozena na zakonu zachovani momentu hybnosti. Mame-li izolovanou soustavu (v
nasem piipadé je to Zemé s fidget spinnery), jeji celkovy moment hybnosti se zachovavd. Velikost
momentu hybnosti vzhledem k ose spocitame jako

L=Jw,

kde w je tihlova rychlost rotace kolem dané osy a J je moment setrvacnosti vzhledem k této
ose. Pro moment setrvacnosti Zemé plati Jz = %MRQ, kde M je hmotnost Zemé a R je jeji
polomér.

Abychom pozemsky den prodlouzili, musime zpomalit zemskou rotaci. To udélame tak, ze
ji 7ukradneme” ¢ast momentu hybnosti tim, Ze fidget spinnery roztocime stejnym smérem.
Protoze soucet moment hybnosti musi ziistat konstantni, zemsky moment hybnosti se musi
snizit. Oznac¢ime-li moment setrvacnosti fidget spinneru Js a maximalni ithlovou rychlost, kterou
je obycejné dité schopné svuj spinner roztocit bude ws, pro celkovy moment hybnosti vSech
spinneri dostaneme

Ly = NJsws,

kde N je hledany pocet déti. Je tfeba zdlraznit, ze vSechny spinnery se musi tocit stejnym
smérem a idedlné i jejich roviny otaceni musi vyt rovnobézné. Autisti na rovniku je musi nechat
rotovat v roviné rovniku (kolmé na povrch Zémé), autisti na pélech zase rovnobézné s povrchem
Zemé. Ostatni déti tedy musi dztfet spinner pod urcitym naklonem vzhledem k povrchu podle
toho, v jaké zemépisné Sifce se nachazeji.

V nasem pripadé se moment setrvacnosti Zemé ma zménit z

L() = Jzo.)z
na
L= szlz 5
kde
wy — E _2n
z= Ty, ~ 1den
a
2n 2n

/
Wy, =

T, + AT,  lden+ 1ms’
Aproximaci ATz < Tz dostdvame

2j _ 2n
Ty Ty + AT

2nAT

Lo = L= Ja(wz — ) = Ja ( =
Z

)~
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Tato zména hybnosti je rovna momentu hybnosti spinnerta
Lo—L=1Ls,

2nAT
77
_ ATMRPAT
T 5 Jws T3

Jz = NJsws ,

Nyni zbyvé jen odhadnout nezndmé velid¢iny fidget spineru (Js a ws).

Ackoliv nékteré kvalitni kovové spinnery mohou vazit i pres 120 g, klasicky nejpopuldrnéj-
$i typ fidget spinneru mé obvykle hmotnost kolem 50g a polomér zhruba 35 mm ¥ Moment
setrvacnosti by bylo pomérné komplikované spocitat presné vzhledem k tomu, Ze spinnery vét-
$inou nejsou homogenni. Proto je vhodné pouzit néjakou aproximaci. Bud muzeme ”od oka”
odhadnout, jaky polomér by mél disk se stejnymi parametry (tim bychom dostali spravny 74~
dovy odhad). Nebo na to ptijdeme sofistikovanéji a vSimneme si, Ze vétSina hmoty se nachdzi
v prstencovych kovovych zévazich, které se nachdzeji v kazdé ze t¥{ hlavic (nékdy jsou jako
zévazi pouzita loziska). Tato zdvazi aproximujeme kruznicemi se stfedem ve vzdalenosti 25 mm
od stfedu spinneru a polomérem 10 mm.

Moment setrvac¢nosti nezédvisi na tom, kolik mé fidget spinner hlavic, protoze moment se-
trvacnosti kazdé samotné hlavy je stejny a je pfimo tmérny jeji hmotnosti a ta je neprimo
imérnad poctu hlav. Moment setrvacnosti kruznice vzhledem k jeji ose je stejny, jako moment
setrvacnosti hmotného bodu ve stejné vzdalenosti od osy

J = mrl% .
Moment vici sttedu spinneru spocitdme podle Steinerovy véty
Js = mr? + Jx,

kde m = 50g, rx = 10mm a r = 25 mm jsou vyse odhadnuté hodnoty. Dostdvime J; = 4-107° kg-m?

Zbyva odhadnout, jak rychle 1ze spinner roztocit. Pokud nemame k dispozici stlaceny vzduch,
vrtacku ¢i jiny mechanismus, mize se ndm podarit spinner roztocit az na 30 otacek za sekundu
(to uz chce zkusenost s todenim a silné prsty). Tedy ws = 190rad-s™ .

Dosazenim téchto hodnot do vztahu pro N dostavame

N =1-10%,
coz je tak velké ¢islo, ze se o zmény délky dne kvuli lidem s ADHD viubec nemusime bat.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

3Pokud néjaky mate, mizete si ho zkusit zvazit a zméFit.
4Tauky jsme mohli spinner aproximovat homogennim diskem, coz by nam usnadnilo vypocet na tikor presnosti
Jl = %mrS =3.107° kg-m?, kde 75 je polomér disku.
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Uloha IV.3 ... divné tvarovani nidobka 6 bodu; (chybi statistiky)

Ma&me vélcovou sklenic¢ku, ktera ma zboku u dna malou diru o plose S. Tato nadoba je naplnéna
vodou, kterd samovolné pretéka do druhé nadoby, ktera je tentokrat jiz bez diry. Jaky tvar by
musela mit druhd nadoba, aby v ni hladina rostla rovnomérné? Predpokladejte, ze ma byt
valcové symetricka.
Bonus Dna obou ndadob jsou ve stejné vysce a nddoby jsou dirou spojené.

Karel se dival, jak se nalévd sklenicka na rautu.

Prepokladejme kvazistacionarni proudéni, abychom mohli sestrojit Bernoulliho rovnici pro proud-
nici od hladiny valcové niddoby v daném okamziku az po vytokovy otvor. Necht ¢ je hustota
vody, p. atmosféricky tlak, v vytokova rychlost vody z otvoru, h: vyska hladiny ve valcové
nadobé a v, = —% > 0 je rychlost klesani hladiny. Bernoulliho rovnice mé pak tvar

1 1
59«}? + pa + hiog = 5@112 + Pa,

odectenim atmosférického tlaku p, a délenim rovnice hustotou pak
1 5 1
= hig = =v". 1
Ju g = o M
Déle za predpokladu nestlacitelnosti vody plyne z rovnice kontinuity rovnost

S1’U1 = SU ,

kde S1 a_S jsou obsahy pri¢ného prifezu valcové nadoby a jejiho otvoru. Dosazenim za v do
rovnice ([ll) dostaneme

, dh , , . .z ’ .. v v ’ v ,
Dosazenim v1 = — <% ziskdme diferencidlni rovnici, kterou resime separaci proménnych
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Dosazenim integra¢nich mezi dostédvame

—2v/h1 +2v/ho =

odkud vyjadiime

2hog g 2
hi = ho — .
Ve e

Derivaci a drobnymi algebraickymi dpravami ziskame vztah pro rychlost klesani hladiny v prvni
nadobé

2h
v — o9 g

t
512 512
(%) -1 (%) -1
Odtud mizeme dosadit do rovnice kontinuity ve tvaru Sivi = Save, kde va je rychlost rastu
hladiny druhé nadobé a S je obsah jejiho plosného prifezu. Ze zadani vime, ze vs je konstantni,
tedy v = ha/t, z &ehoz si miizeme vyjadiit ¢as. Také plati S2 = nr3, kde r2 je hledany polomér
druhé nadoby, pro ktery dostdvame

_ S1 Qhog g hz
2= TV 512 T 812 Vo
() -1 (%) -1v

Tim mame analyticky zadany tvar druhé nddoby, tedy zavislost jejiho poloméru na vysce od
dna.

V pripadé, ze S < S1, muzeme v Bernoulliho rovnici (ﬂ) zanedbat prvni ¢len. Potom pro
vytokovou rychost plati

v =1/2h1g
a rychlost klesani hladiny v prvni nddobé bude

S
v = 571 thg.

Podobnym postupem jako vyse bychom se dostali k vysledku

Tg_\/s(\/%_‘stq}LQ).

T S1 v2

Bonus

Bernoulliho rovnice pro hladiny valcové a divné tvarované naddoby mé tvar

1 1
59@? + pa + h1og = 5@@3 + pa + h2og,

kde vsechny veli¢iny jsou definovany jako diive. Jednoduchymi dpravami ji dostaneme do tvaru

1 1
511% +hig= 5”5 + hag. (2)
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Derivaci podle ¢asu dostavame
d’U1 .
’U1¥ — V19 = va2g,
protoze prvni ¢len jsme zderivovali podle pravidla pro derivaci slozené funkce a vz je konstantni.
Nyni separujeme proménné a obé strany rovnice integrujeme

V1
dv, = dt .
/Ul + v2 v /g

Prvni integrédl vyresime ¢dstecnym délenim integrandu, neboli

U1 V1 + v2 — U2 V2
dvy = ——dv = 1-— dvi =v1 —v2l + +Ch.
/ v1 + V2 v / v1 + v2 vl / ( v1 + U2> v1 vr—v2in (Ul UZ) 1

Druhy integral je trividlni, celkové vychazi

v1 —v2ln(v1 +v2) =gt + C, (3)

kde C je jiz jedind integraéni konstanta (zde jsme vyhodnéji pouzili neurcité integraly s inte-
gracnimi konstantami misto urc¢itych integralii), kterou uréime z poc¢dtecnich podminek. V case
t = 0 je vyska hladiny véalcové naddoby hg a klesa rychlosti vg. Odtud dostdvame

vo —v2ln (vo +v2) =C. (4)
Z rovnice (E) si vyjddfime rychlost

Vo = \/'UQ2 — 2hog,

kterou dosadime do (H) a tim ziskdme vztah pro hledanou integracni konstantu
C = \/v22 — 2hog — v21n ( v22 — 2hog + ’Ug) .

7‘2 sz
Odtud mizeme dosadit do (E) Stejné tak dosadime za v1 = ﬂs—fvz azat= Z—; a dostdvame

2 2
h
@’Uz—vzln <m’02—|—’02> = ig—F ’U22 —2hog—v2 ln( U22—2hog—|—’02) .
Sl S1 V2
Nyni muzeme konecné vyjadrit

1 — 2hea 4 g
hy =02 (73 [y 2heg IV E T

+1n
2 2
g S1 v3 sf 1

coz je vztah zavislosti vysky divné tvarované nadobky na poloméru re. Bezpochyby by byla
zajimavéjsi opacnd zavislost, tedy zavislost poloméru na vysce, ale vSimneme si, Ze ta analyticky
vyjadrit nejde, protoze rovnice je transcendentni vzhledem k proménné r,. Jesté dodejme, ze pti
volbé pocatecnich podminek jsme mohli zvolit kromé vysky ho napt. i obsah dna divné tvarované
nadobky nebo rychlost klesani hladiny ve valcové naddobé v case t = 0. Dale si povSimnéme, ze
pfi feseni bonusové tlohy jiz nemtzeme zanedbat prvni ¢len levé strany Bernoulliho rovnice.

Vdaclav Mikeska

v.mikeska@fykos.cz


mailto:v.mikeska@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 5/7

Uloha IV .4 ... vymyslete si sami 7 bodt; (chybi statistiky)

Maéme cernou skritiku se tfemi vystupy (A, B a C). Vime, Ze obsahuje n rezistoru se stejnym
odporem, ale nevime jak jsou zapojeny. Zmérime tedy odpory mezi dvojicemi bodi AB, BC a
CA a zjistime, ze Rap = 3€), Rec = 58 a Rca = 6(). Zjistéte, kolik nejméné rezistorii miize
skrinka obsahovat a urcete prislusny odpor jednoho rezistoru.

Matéj to vymyslel velmi rychle.

Pti feSeni tdlohy lze postupovat nékolika ruznymi zpusoby. Jelikoz mame jen jeden druh sou-
¢astky, kterou muzeme pouzit (vime, ze vSechny odpory uvnitt jsou stejné), miuzeme zkouset
sestavovat riznd zapojeni mezi tfemi vystupy a zjistovat, jaké budou vysledné odpory. Fakt,
ze nezname pocet odport uvnitt nam ale bude préci znacné ztézovat. Dalsim zpisobem je na-
hradit si cely vnitini obvod tfemi riaznymi odpory zapojenymi do trojihelniku nebo do hvézdy.
My si ukdzeme oba postupy.

brute-force

Oznacme si nejprve pocet odporu n. Toto ¢islo budeme po jednom postupné zvysovat a hledat,
zda existuje dané zapojeni.

Zaroven nés nebude zajimat konkrétni poloha bodu A, B a C, protoze ty si muZzeme pre-
znacenim libovolné prehazet. Budeme se zajimat pouze o pomér vystupnich odport, protoze
ten je linearné zavisly na odporu R jednoho rezistoru. Hleddme pomér 3:5:6.

n=1

Z jednoho odporu to zfejmé nepostavime.

n=2

Povsimnéme si, ze pro zadny odpor mezi vystupy neplati, ze by se rovnal souctu zbyvajicich
dvou odporti. Dva odpory mezi tfemi vystupy lze zapojit pouze sériové, tedy jeden vystupni
odpor by byl sou¢tem predchozich dvou.

Toto je klicové pozorovani, ddle ndm usnadni praci, protoze zjistujeme, ze obvod nemuze byt
zapojen tak, ze by kazda cesta mezi dvéma vzdalenymi vystupy vedla pres prostfedni vystup,
jak se zobrazeno na obrazku [77.

Déle uz nebudeme uvazovat jakoukoliv takovou moznost zapojeni.

n=3

Pro t¥i odpory mame pouze dvé mozné zapojeni: trojihelnik nebo hvézda (neuvazujeme zapojeni
typu na obrazku). Snadno vidime, Ze obé tyto zapojeni jsou symetrické, tedy vSechny namétené
odpory by byly stejné.

n=4

Lze si rozmyslet, ze pokud kazdé zapojeni tfi odporu mélo tfi osy symetrie, tak pfidanim
jednoho dalsitho rezistoru do obvodu se zbavime dvou z nich, ale vzdy ndm zbude jedna osa
symetrie. Jelikoz jsme namérili tfi rizné hodnoty odporu, nelze vnitini obvod sestavit ani ze
CtyT rezistord.
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n=5

Pridénim dalsiho rezistoru uz jsme schopni sestavit nesymetricky obvod. Zac¢neme-li si vypi-
sovat vSechna moznd zapojeni péti rezistori mezi tfemi vystupy, podafi se ndm najit pouze
tri nesymetrickd zapojeni. Jednotlivé vystupni odpory pro zapojeni ve tvaru hvézdy

A

B C

vypocitame jednoduse seCtenim dvou ,,ramen® spojujicich dané vrcholy

R*? 1
Rig=R"'+ ——— =1-R".
AB R* R* 2 )
R*? 1
* - * *_27 *
Rpe R R*JrR +R 2R ,

Rta =2R"+ R* =3R",

Pomeér odport mezi vystupy tedy je 3:5: 6.

5Diikaz zde uvddét nebudu. Podafilo-li se vam najit néjaké dalsi zapojeni, zkuste si ho piekreslit do co
nejjednodussi podoby a zjistite, ze bud je symetrické, nebo to je jedno ze tii uvedenych zapojeni.

10
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A

Vystupni odpory v zapojeni do trojuhelniku spocitame jako paralelni zapojeni ¢asti spojujici
dané body a vétve prochazejici pres treti vrchol

RS _ 1R% . 3RS :gRA:§ A

AP RA 4+ 2RA + LIRS T T
A JAN

R R*-(23)R ZERA:%:A

B¢ RA+2RA + LIRS T T T

“AT RA42RA 4 1Rs T I

Nyni ndm vysel stejny pomeér 3 :5 : 6.

Vystupni odpory tietiho zapojeni spocitdme nésledovné (pomoci mize prehlednéjsi prekres-
leni jednotlivych situaci a pouziti zakladnich pravidel pro dvou sériové resp. paralelné zapoje-
nych rezistori)

11
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RY2RY 8
Rpc =R+ —25— = _R'
R +3R" 5
2RV IRY 7
Rv _ Rv _att gttt 7Rv
oA TR IRV~ 5
R3RY 3
RY . — 2 — 2RV
AP T R4 3RV 5

Ted jsou odpory rozdéleny v poméru 3 : 8 : 7, z ¢ehoz nelze udélat nas pozadovany pomér.

n>6

Nema smysl hledat, protoze cilem bylo najit zapojeni s co nejméné pouzitymi rezistory.

zavér

Zjistujeme, zZe tloha ma dvé mozné reSeni, pricemz oba obvody se sestavaji z nejmensiho moz-
ného poctu rezistort — péti. Odpor jednoho rezistoru zjistime jednoduse. Staci vzit napt odpor
mezi body A,B a polozit ho roven 32

1
IR =30 = R =20,
3
?RA =30 = R®=7Q.
primy vypocet
Dalsi metodou vypoctu je takovy postup, kdy si obvod prevedeme na hledani néjakych jednotli-
vych dil¢ich odport. Za¢neme tim, co jsme ukézali v prvnim obrazku, tzn. Ze obvod nemuze mit
jediny uzel v nékterém vystupnim bodé a obvody takovéhoto typu tedy nebudeme uvazovat.

spocitat, jaké odpory by tato hvézda nebo trojuhelnik museli obsahovat a poté se je pokusime

12
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A - —B
—

sesklddat ze samotnych stejnych odport. Oznacme Rap = 382, Rgc = 52 a Rca = 6£2. Déle
jednotlivé odpory, ze kterych se skldda hvézda, budeme znacit R, Rg a Rc. MiZeme si napsat
soustavu t¥i rovnic

Rap = Ra + Rp,

Rpc = R + Rc,

Rca = Rc + Ra .

Regenim této soustavy je

_ Ra — Rpc + Roa

Ra = 5 =2Q,
RB: RBc—R;jA+RAB :1Q7
Re — RCA_R§B+RBC 40

Vidime, zZe vychazeji ,pékné“ hodnoty. Zamyslime-li se nad tim, mize nis napadnout, Ze jeden
odpor mé 22, sériové zapojeni dvou rezistori méa 42 a paralelni zapojeni téchto dvou rezistoru
mé 1Q, coz ndm dava feseni tilohy v podobé prvniho obrdzku hvézdy.

Kdybychom se na zacatku rozhodli misto hvézdy pocitat zapojeni pro trojihelnik, dostali
bychom znac¢né komplikované rovnice¥, ale jejich vyfesenim také dostaneme pomér tii dil¢ich
odpori 1:2:4.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha IV.5 ... nemoZnost nakaZeni 7 bodd; (chybi statistiky)

Predstavme si, Ze roztla¢ime néjakou bakterii obvyklé velikosti na rychlost v = 50km-h™! ve
vodorovném sméru a nechame ji volné letét ve vzduchu. Jakou vzdalenost zhruba urazi, nez se
zastavi?
Vysledek vas mozna prekvapi. Jak je tedy mozné se infikovat timto zpiusobem bakteridlni
infekci? Diskutujte, pro¢ je to mozné i pres takovy vysledek.
Karel se dival na Youtube na TED-Ed.

SVyrazné jednodussi je nejprve spocitat hvézdu a poté ji pievést na trojuhelnik (to 1ze bud podle zndmych
prevodnich vztahii nebo vlastnim vypodétem).

13
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Bakterie se v Case t bude nachdzet na vodorovné soufadnici z (¢) a bude mit vodorovnou rychlost
% (t). Vzhledem k rychlostem a velikosti bakterie mizeme proudéni vzduchu okolo povazovat za
lamindrni. Odporovou silu, pusobici na bakterii, tak spocitame ze Stokesova vztahu

F = —6mnrz,

kde 1 je dynamicka viskozita a r je charakteristicky rozmér bakterie. Dosadime do pohybové
rovnice F' = m& a dostavame linearni homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu

PP
m

kterou fesime urcenim charakteristického polynomu.ﬁ Jeho koreny jsou

A1=0
o= —k,
kde p
PR
m

Reseni rovnice potom hleddme ve tvaru
z = CreMt 4 Coe™ = O + Che™F .
V case t = 0 je celkovd urazend draha nulova, tedy
Ci+Cy=0.

Rychlost v case t ziskdme derivaci
. —kt
T = —Cske ,

coz v kombinaci s druhou poc¢dteéni podminkou & (0) = vg, vede na rovnici
Vo = —CQIC .

Jednoduchou algebrou vyjadrime jednotlivé konstanty
Yo
k 7

v
Cr=—2,

a konecné dostavame parametrickou rovnici pohybu

z(t) = % (1 — e_kt) .

Z rovnice je vidét, ze bakterie ve skuteCnosti nikdy nezastavi, ale bude se limitné blizit do bodu

Ci =

. Vo
male t = 7,
P = AL 2O =%

ktery tak predstavuje maximalni vzdalenost, kterou mize bakterie urazit, nez se zastavi.

“Separace proménnych je také cesta, ale tato metoda je v tomto p¥ipadé jednodussi.

14
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Déle bychom mohli uvazovat pohyb bakterie ve svislé ose. Diky tomu, Ze odporova sila je v
rychlosti linedrni, mizeme oba pohyby pocitat zvlast a vysledek ziskdme souctem jednotlivych
pohybu.

Oznacme svislou soufadnici bakterie y (t). Tihové sila potom bude Fy = —mg, pro odporo-
vou silu plati F' = —mkgy. V tlohach jako je tato téleso typicky velmi rychle dosahne terminalni
rychlostif kterou muzeme z podminky nulové vyslednice sil urdit jako

yterm = _% 3

a déle uz nebude zrychlovat. Nic nam vsak nebrani tento odhad ovérit vypoctem. Dosazenim
do pohybové rovnice dostdavime nehomogenni diferencidlni rovnici

kterou opét resime pomoci charakteristického polynomu. Jak uz asi tusite, ziskdme tim feseni
homogenni rovnice, které je stejné jako u rovnice vodorovného pohybu. K tomu jesté musi-
me pric¢ist partikuldrni feseni, které v tomto pripadé najdeme snadno¥ bude to ¢t krat néjaka
konstanta. Regenf hleddme ve tvaru

Yy = Ci + Cgeikt + Cst.

Opét vyjdeme z pocdtecénich podminek, y (0) a ¢ (0) = 0, tedy C1 + C> = 0. Pro derivaci y
podle c¢asu plati
g = —Coke ™ + Cs,

coz vede na vztah —C2k + Cs = 0. Posledni podminku ziskdme spocitdnim druhé derivace y a
dosazenim do puvodni diferencidlni rovnice

0=j+kj+g=Cokle ™™ — Coke ™™ + O34 ¢,

ze které vyplyva Ca2k (k—1) + C3 + g = 0. Nyn{ uz trosku pracnéjsi, ale stdle jednoduchou
algebrou vyjadirime

g

Cl:ﬁ
9
CQZ—E
Ca=—1.

Konec¢né tak muzeme napsat parametrickou rovnici pro pohyb ve svislém sméru

g —kt g
Vidime, Ze nés odhad byl spravny, rychlost se velmi brzy priblizi hodnoté ¢term, protoze hodnota
k je vysokd (jak ukéZzeme nize) a ¢len e~* tedy velmi rychle konevrguje k nule. Bakterie pied
tim sice urazi jistou vzdalenost, ta je vak vzhledem k velikosti k2 téméi zanedbatelna.

8Teoreticky nebude terminalni rychlosti dosazeno nikdy, nicméné s velkou mirou presnosti to mizeme takto
aproximovat.
9Jedn4 se o rovnici se specidlni pravou stranou.
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Nyni uz nezbyva nez dosadit ¢iselné hodnoty. Dynamicka viskozita vzduchu je pti normélnich
podminkach pfiblizné n = 1,8 - 107° Pa - s. Bakterie jsou co do velikosti velmi rozmanité, ale
miizeme odhadnout r = 1 ym = 1-10~%m. Hmotnost typické bakterie by pak mohla byt napf.
m = 4pg = 4- 10715 kg. Dosazenim é&iselnych hodnot zjistime, 7e k = 8,5 - 10*s~ L.

Pro vodorovnou vzdélenost, kterou bakterie urazi, dostdvime Zmax = 1,6 - 10"*m. To
skutecné neni daleko. Na druhou stranu, velikost terminalni rychlosti ve svislém sméru bude
Grerm = —1,2 - 107* m - s~1. Bakterie tedy po vystfelu nedoleti téméF nikam, ale také praktic-
ky nebude padat na zem. Muze se tak pohybovat diky vétru, ¢imz dokéze urazit daleko vétsi
vzdalenosti.

Ve skutecnosti to vSak neni tak jednoduché, protoze bakterie se typicky $iti v malych ka-
pickach s polomérem fadové 7/ = 100 um = 1 - 10~* m. Pokud piedpokldddme, Ze se jednd o
koule s hustotou podobnou hustoté vody, pro jejich hmotnost plati

/

4 3
m = gﬂ’l"kg,

z ¢ehoz pro nezndmou konstantu dostdvame

9n
K = .
2r2p

Po dosazeni é&iselnych hodnot vychazi k' = 8s~!, coz vede na vzdalenost ' = 1,7m. To uz
je docela redlny odhad toho, jak daleko bézné kychame. Pro rychlost klesdni pak dostavame
Ytorm = —1,2m - 571

Shrneme-li vysledky ptredchozich vypocti, dojdeme k zavéru, ze jednotlivé bakterie ve sto-
jicim vzduchu urazi jen minimélni vzdalenost, ale diky tomu se dokazi efektivné sifit vétrem.
Oproti tomu relativné velké kapicky brzy spadnou na zem, ale pred tim se stihnou dostat do
vzdalenosti, kterd bezpecné staci k nakazeni vsech lidi v blizkém okoli.

Jdachym Badrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha IV.P ... Voyager II a Voyager I 7iji! 9 bodii; (chybf statistiky)

Maéme néjaky satelit, ktery chceme vypustit ven ze Slunecni soustavy. Vypoustime ho z obézné
drahy Zemé tak, ze po néjakych korekcich drahy ziska rychlost, kterd je vyssi neZ tnikova
rychlost ze Slunecni soustavy. Jaka je pravdépodobnost, Ze dojde ke kolizi sondy s néjakym
kosmickym materialem s primérem vétsim nez d = 1 m pred opusténim Slunecni soustavy?
Karel si tikal, pro¢ ta NASA tuhle moznost ani neuvazugje...

Pravdepodobnost zrazky

N4jdime najprv vztah pre pravdepodobnost zrazky nasej sondy s jedinym asteroidom. Pre jed-
noduchost predpokladajme gulovy tvar asteroidov a sondy s polomermi 7., rs. Zradzka nastane,
ak je vzdialenost sondy od asteroidu mensia ako sicet ich polomerov. V sistave so sondou
v pokoji opiSe asteroid obklopeny ,,ochrannou zénou“ pohybujtci sa rychlostou v’ za das At
objem V, = n(re + T’S)Q v'At. Ak sa bude asteroid nachiddzat v ndhodnom mieste objemu V
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(teda jeho polohu nepozndme, len vieme, ze tam niekde je), dostdvame pre pravdepodobnost
zrazky
 Va _ m(ra+ r5)2 v’ At
Po = v o % .
Opét pre jednoduchost predpokladajme, Ze asteroidy obiehaju okolo Slnka po kruhovych tra-
jektoriach a nasa sonda sa vzdaluje zo Slnecnej ststavy po priamke prechadzajicej cez Slnko s
prave unikovou rychlostou v rovine ekliptiky. Potom

T (ra +75)* VoI + v2AL

Po =

v
Pre kruhovt a tnikovi rychlost plati vy = €2 v2 = 291 dalej v, = 22, teda
T (ra +75)> /2AR
pO(R7 Ta) = % \/; )

Viac zrazok

Pre celkovi pravdepodobnost P, Ze nasu sondu nie¢o zasiahne mame
1-pP=]Ja-p)
¢o po zlogaritmovani a pouzitia odhadu In(1 4+ z) = x pre |z| < 1 d4

P:an

ak predpokladdme, ze vSetky pravdepodobnosti stt malé (teda hlavne vyslednd). Index ¢ prebicha
vSetky telesa, ktoré nas zaujimaja. Prispevok telies vo vzdialenostiach R az R+ AR s polomermi
Ta aZ T + Ars do celkovej pravdepodobnosti je

P(Byra) = 7 (ra + 72)? \/5 % AR

kde n(R,7.) = %RG’T“)ATG je pocet takychto telies v objeme V(R). Tento objem mézeme

odhadntit ako toroid s obdiénikovym prierezom, ktory ma polomer R, hriubku AR a vysku
2Rsini, kde i je odhad istej strednej inklindcie drah asteroidov. Preto

V(R) = 4nR*ARsini,

_ 2 § n(R7 T'a)
PR, 7a) = (ra +7s) \/QZLR? sini’

Celkovii pravdepodobnost dostaneme sic¢tom/integralom cez vSetky pripustné R, rq.

17
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Distribdcia velkosti asteroidov

Ostéva teda urcit funkciu n(R,r,). Uréme najprv P(R), pravdepodobnost zdsahu asteroidom
lubovolnej velkosti v intervale vzdialenosti od Slnka R, R+ AR. Pre zavislost poctu asteroidov
od ich velkosti priblizne plati vztah

N(rq >r) = Ar®,

kde koeficient —2 > B > —3 v zavislosti na skupine a velkosti objektonE i3 Pravdepodobne
najvacsi vplyv na parameter B maju vlastnosti materidlu z ktorého si asteroidy zlozené. Koe-
ficient A uré¢ime pomocou polomeru desiateho najvacsieho asteroidu r19p v danej oblasti, ¢o je
dohladatelny tidaj a zaroven uz ma istt Statistickd vyznamnost

10

10:A7"ﬁ) = A:?7
0

r \B
N(re >r) =10 (—) .
T10
Pre pocet asteroidov s polomermi r, az r, + dr, dostavame deriviciou

B
n(r,) = 10B (r—a) %
10 Ta

Preto vieme P(R) ur¢it ako integrél

” 3n(R,7a)
— 2 a
i /mo,sm (ra ) \/>4R2 sini’
1 2 2+b
(ra +7s)°5 [3 Bry
P - B 5 a s
() / rott 2V 2 R2sin zdr

T1 b 2
3 B']"lo T10 (Ta + 7”5) dr
2 R? smz ratd @

kde sme na niektorych miestach nahradili B = —2—10b, 0 < b < 1. Oznacme integral ako —«, po

jeho vypocitani a dosadeni medzi (r1 = 10_%7“10) s prihliadnutim na rs ~ ro < 710 dostdvame

QZ_M_TB( L
2+ B *\1+B "B )

Pre dant oblast a velkost sondy je « len bezrozmerna konstanta. Konecne pre pravdepodobnost,
ze v oblasti, ktorej desiaty najvacsi objekt ma polomer 719, déjde k zréazke, dostavame

5 3 7"%0
P(R) = -B2,/2 -0
(R) 2\£R2sinia

Celkovu pravdepodobnost uréime stctom diel¢ich pravdepodobnosti pre vsetky oblasti.

1Ohttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Asteroids_by_size_and_number.svg
Mhsrbit.psi.edu/~tricaric/pdf/skads.pdf

12 heteoroidnaen.wiki
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Medziplanetirna hmota

V poradi podla vzdialenosti od Slnka musi nasa sonda postupne prekonat:

o asteroidy skupin Apollo a Amor v priestore medzi drahami Zeme a Marsu,

o krizice Marsu,

e hlavny pas asteroidov,

o skupinu Tréjanov, ktory sa nachddzaju v okoli libra¢nych bodov L4, L5 Jupitera, teda

priblizne 60 ° pred a za nim na jeho orbite,

o skupinu Centaurov, ktory sa nachddzaji medzi drahami jovidlnych planét a maji vyrazne

excentrické orbity,

e Kuiperov pas za drahov Neptuna, v ktorom sa nachadza aj Pluto,

e objekty rozptyleného disku,

e Oortov oblak komét.

Prvé dve menované skupiny vsak obsahuji len malo objektovE v porgvnani s hlavnym
pasom. Pre hlavny pas odhadneme Rpmin = 2,2km, Rmax = 3,2km, i = 10 °% Pre nds vypocet
odhadnime R = 2,5 AU. Desiaty najvacsi objekt v hlavnom pése je 15 Eunomia s polomerom
T10 = 134 km.

Skupine Tréjanov sa vicsina sond vyhyba, kedze vyuziva prelet okolo Jupitera na zvysSenie
rychlosti. Vystavuje sa tym ale riziku zrazky s Jupiterovymi satelitmi,

Pre Centaurov 10 = 80kmf ¢ = 15°, R =5,5...30AU = 10AU E pricom pri poslednom
odhade berieme do tvahy, ze hladdme priemer obratenych stvorcov, ktory je vzdy mensi ako
aritmeticky.

Pre objekty za drdhou Neptina 719 = 420 kmiE 1=20°, R=45 INGE

O tom, ako vyzera SlneCné ststava vo vzdialenostiach vacésich ako 100 AU, vela nevieme,
preto nas vypocet ukonc¢ime prave tu. Dokonca sa Spekuluje o existencii deviatej planéty* Vo
vzdialenostiach vécésich ako niekolko tisic AU sa predpoklada existencia Oortovho oblaku komét
s miliardami objektov s priemerom vac¢sim ako 20 kmS

Finalny vypocet

Tab. 1: Zavislost parametra « na B, 719

0 B—_91 B=-25 B=-29

km

134 63 2000 130 000
80 60 1500 80 000

420 73 3500 370 000

13obrazok na http://faculty.washington.edu/trq/hpcc/stawarz/orbres.html
Mhttps://en.wikipedia.org/wiki/Asteroid_family#/media/File:AsteroidIncAu.png

5http://wuw. johnstonsarchive.net/astro/tnodiam.html
16https://en.wikipedia.org/wiki/Centaur_(minor_planet)#/media/File:TheKuiperBelt_42AU_Centaurs.svg
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_trans-Neptunian_objects
18https://en.wikipedia.org/wiki/Trans-Neptunian_object#/media/File:TheTransneptunians_73AU.svg
Yhttp: //www.findplanetnine.com/

20https://en.wikipedia.org/wiki/Oort_cloud
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Najprv sa blizsie pozrime na hodnoy, ktoré nadobtuda a. Pre ro = 0,5m, rs = 1,5 m a rézne
hodnoty B dostavame pre jednotlivé pasma hodnoty v tabulke [ll. Vidime, ze o sa v zavislosti
od parametrov nachddza v intervale 50 az 500000, pricom dominantny vplyv ma parameter
B. Pojde teda o extrémne hruby odhad. Vdaka tomu st aj nase pévodné zanedbania modelu
opravnené.

Ciastkovii pravdepodobnost mézeme odhadntit ako

7’%0
2 5
Pre parameter % dostévame postupne 1,3 - 1073 pre hlavny pés, 3 - 107'° pre Centurov a
4-10715 pre transneptunické objekty. Teda hlavny pas je dominantny zdroj rizika.
Pre celkovi pravdepodobnost dostédvame

P=5.10"1...107°.

Mobzme vidief, Ze sa inzinieri nemusia ni¢oho obédvat pokial ide o volny prelet Slne¢nou
sustavou. Inou otdzkou sii ale blizke prelety popri objektoch, ktoré maji prstence, kedze v
nich je koncetracia hmoty vyssia. Touto otdzkou sa zaoberali vedci v pripade findlnej Casti
misie Cassini, ktoré prelietavala medzerou v prstencoch Saturna a kliucova bola u sondy New
Horizons pri prelete okolo Pluta, o ktorom sa dovtedy nevedelo, Ze prstence nema. V dnesnej
dobe sa rovnako problematickym stava odletiet pre¢ od Zeme, ktori sme si obklopili mnozstvom
satelitov, ale i odpadu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha IV.E ... tiha struny 12 bodii; (chybi statistiky)

Zmérte délkovou hustotu struny, kterou vam méla prijit postou spolecné se zaddnim. Strunu
ale nesmite vazit.
Népovéda Zkuste strunu rozkmitat. Miso premyslel o strundch na UTF.

Michal Cerveridk

niso@fykos.cz
Uloha IV.S ... Kofeni a automati 10 bodii; (chybi statistiky)

a) Naleznéte vSechny (t¥i) redlné kofeny funkce exp(x) — 5x2. Vybér metody je na vds. Neza-
pomerite okomentovat, jak a pro¢ jste zvolili dany postup.

b) Newtonova metoda tak, jak jsme si ji predstavili funguje i pro funkce komplexni proménné.
Vasim tikolem je vykreslit tzv. Newtonovy fraktaly, tedy oblasti v komplexni roviné takové,
Ze kdyz v nich zvolime pocatecni odhad korenu pro Newtonovu metodu, tak dokonvergujeme
k uréitému korenu. Fraktél vykreslete pro funkce 2> —1 a 26+ 2% — 1, kde z je komplexni ¢islo.
Derivace téchto funkcei jsou 3z2, resp. 6z° + 3z%. Pro vypodet a vykresleni miZete pouzit
Pythonni kéd prilozeny k zadani.
Pozndmka Komplexni derivaci, pokud existuje, Ize technicky spocitat stejné, jako redlnou
derivaci, tedy pro ni plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu a slozené funkce.
Bonus Naleznéte co nejzajimavéjsi nebo nejhezci Newtoniiv fraktal.
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¢)

d)

Simulujte na pocitaci (nebo napocitejte rucné) elementdrni bunéény automat s pravidlem
54 na mrizce délky 20 s periodickymi podminkami alespon na 10 ¢asovych kroki (vic urcité
neuskodi). Na pocdtku mé jedna libovolnd burtika hodnotu 1 a zbylé 0. Vysledek zobrazte
v Gasoprostorovém diagramu (jako na obr. 1 z textu seridlu).
Simulujte hrubnuti 1D povrchu pomoci modelu nahodné depozice popsaném v serialu. Po-
vrch md rozmér L = 100, na pocatku je zcela hladky. Nakreslete graf zavislosti hrubosti W
na ¢ase pro alespori 10® krokii (jeden krok = jedna nova castice), vysledek diskutujte.
Lukds a Mirek se inspiruji na predndskdch.

Nasfm tkolem je nalézt vSechny kofeny funkce exp(x) — 522, ale vSechny metody, se kterymi
jsme se seznamili, dokaz{ samy o sobé najit vzdy jen jeden kofen. Prvnim krokem tedy bude
najit priblizné hodnoty kofentu. Na kazdy z nich poté zvlast spustime néktery z algoritmi
pro upresnéni hodnoty. Konkrétné pouzijeme metodu regula-falsi, protoze je zpravidla rych-
lejsi, nez bisekce. Metodu sec¢en ani Newtonovu metodu nepouzijeme, nebot obecné nemame
jistotu, ze dokonvergujeme, a pokud ano, ze dokonvergujeme ke kotenu, ktery je nejblize od
poéateéniho odhadu (viz Newtonovy fraktaly).
Téchto nevyhod metody seCen a teCen se lze zbavit tak, Ze je zkombinujeme tifeba s metodou bi-
sekce. Zékladni myslenka téchto metod je takovd, ze dostaneme pocatecni interval, odnékud z néj
vystartujeme Newtonovou metodou a hliddme si, aby odhad kofene nevylezl z intervalu. Pokud z
néj vyleze, pfepneme na bisekci.
Abychom mohli pouzit metodu regula-falsi, musime nejprve najit tii intervaly takové, aby
v kazdém z nich lezel pravé jeden kofen. Nejjednoduseji toho docilime vykreslenim grafu
funkce. Takto ,,od oka® zjistime, Ze kofeny lezi priblizné v bodech —0,4, 0,6 a 4,7. Jako
podatedni intervaly ndm tedy poslouzi naptiklad (—1,0), (0,1) a (4,5). Pfimocarou aplikaci
metody regula-falsi pak dostaneme koreny priblizné —0,37142, 0,60527 a 4,70794. Zdrojovy
kéd teseni naleznete v priloze na webu.
Dosazenim funkci ze zadéni do sablony pfimocare ziskdme Newtonovy fraktdly na obrazcich
a |J. Barva pritom oznacuje koren, do kterého dokonvergujeme z daného pocatecniho mista.
Je vidét, ze tyto oblasti tvori pomérné komplikovany geometricky dtvar — fraktal. Nebudeme
zde uvadét slozitou matematickou definici fraktalu zalozenou na nerovnosti ruznych definic
dimenze, vsimnéme si ale jedné Casté vlastnosti fraktal, sobépodobnosti. Pokud se totiz
podivime na nami vykreslené fraktaly, uvidime, Ze urcité vytezy vypadaji stejné, jako cely
obrazek, jen jsou zmenseny. Pokud bychom si tyto oblasti ptiblizili a vykreslili s dostatecnym
rozliSenim, zjistili bychom, Ze v zoomovani mizeme pokracovat déle, prakticky do nekone¢na
a vznikly vyrez by byl stdle podobny celému fraktalu.
Prakticky tedy vidime, ze pfi pouziti Newtonovy metody si musime dat pozor na to, ze
nemusime vzdy dokonvergovat k nejblizs§imu korenu a ze v urcitych oblastech staci nepatrné
zménit pocateéni odhad a dokonvergujeme k jinému korenu, nez predtim. A v neposledni
radé, fraktaly jsou prosté hezké a fascinujici.
Pripomenme si, jak se elementarni bunécné automaty klasifikuji. Budeme-li mozné stavy
buriky oznacovat 1 a 0, musi okoli jedné buriky (véetné ni) vypadat jako jedna z nasledujicich
trojic: 111, 110, 101, 100, 011, 010, 001, 000. Pro kazdou z téchto osmic (v tomto poradi)
si zapiseme, do jakého stavu se vyvine prostfedni burika a tato série nul a jedni¢ek ndm da
binarni ¢islo, které predstavuje hledané pravidlo. V této tiloze mame pravidlo zadané, 54 se
zapiSe ve dvojkové soustavé jako 00110110 (Gmyslné nevynechdvdme nuly na za¢dtku). Nyni
tedy vime, ze pokud je bunka ve stavu 1 a zleva i zprava sousedi s bunkami také ve stavu
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Rez

Obr. 1: Newtontv fraktal pro funkci 2z — 1.

1, zméni svuj stav na 0 atd.

Kdyz si zkusime nakreslit prvnich par krokiu na c¢tvereckovany papir, zjistime, Ze se jedné
o velice jednoduché pravidlo, kde se po dvou krocich pokazdé zreplikuje tvar pripominajici
tetrisovy dilek. Jediny potencidlni problém predstavuji okrajové podminky, ale jak vidime
na obrazku [, kromeé rozseknuti okrajovych dilkt se nic nezméni.

Obrazek E byl nakreslen v grafickém editoru, pokud bychom chtéli preci jen ziskat vysledek
pomoci pocitace, museli bychom pouzit kéd, ktery vyuziva nékteré pokrocilejsi funkce jazyka
Python. Na nasem webu naleznete priklad takového kédu: http://fykos.cz/rocnik31/
ulohy/serie4.

Tento kol jiz nelze vytesit pomoci tuzky a papiru, ale nebude potteba konstruovat dvou-
rozmérné pole. Sice opét studujeme vyvoj 1D automatu, avsak nemusime si pamatovat stav
kazdé bunky v kazdé casovém kroku, ale pouze jednu hodnotu — hrubost. Také je dobré si
uvédomit, 7e na grafu nezobrazime viech zadanych 10% kroki, stadi tedy hrubost spocist
vzdy jen po intervalu délky 10* nebo vétsim.
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Rez

Obr. 2: Newtontv fraktal pro funkei 2 + 2% — 1.

Vysledek simulace vidite na grafu H Vsimnéte si, ze zatimco na zacatku roste hrubost strmé,
postupné se rychlost rustu snizuje a zvysuje se Sum. Kéd pouzity k simulaci ndhodné depozice
je velmi jednoduchy, naleznete ho taktéz na nasem webu.

Podivejme se jesté, jaké je statistické chovani vyvoje hrubosti — data ziskdme mirnou tpravou
kédu, kdy cyklus uzavieme do dalsiho cyklu a pri kazdém opakovani pricteme vysledné pole
hrubosti k nové definovanému poli, jehoz kazdy prvek po probéhnuti vnéjsiho cyklu vydélime
poétem opakovani. Po dels{ simulaci (100 realizaci pro 3 - 107 krokd, mize trvat i nékolik
hodin) zjistime, ze charakter vyvoje hrubosti mocninny, konkrétné jde o druhou odmocninu.
Stejny vysledek jsme dostali minule pri zkouméan{ stfedni vzdélenosti 2D nahodné prochéazky
od pocatku. Jelikoz k této tloze neﬁyl poskytnut kéd, nevyzadujeme fitovani, lze si vSak
zkopirovanim kédu z minulého dilu®¥ ovérit, ze se stfedni hrubost v asymptoté velkych ¢
chova podle vztahu (t/L)'/?, kde t je podet kroki. Dilezitym poznatkem je, ze stiedni

2lhttp://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/pdf/serial31_3.pdf, str. 7.
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Obr. 3: Vyvoj elementarniho CA s pravidlem 54 na miizce délky 20 s periodickymi
podminkami.

hrubost neustale naristd, coz pro ristové modely obecné neplati.

Lukds Timko Miroslav Hanzelka
lukast@fykos.cz mirek@fykos.cz
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Obr. 4: V§voj hrubosti na povrchu délky L = 100 s ndhodnou depozici po dobu 10® kroki.

Serial: Numerické metody a pocitacové simulace

V tomto dile seridlu pokro¢ime k numerickému tématu, které je ve fyzice vSudypritomné: feseni
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODR). Ackoli nejsou tak slozité jako parcidlni diferencidlni
rovnice, vyzaduje jejich analytické feseni v mnoha piipadech pokrocilé matematické metody.
Numerika ndm umozni se matematickym komplikacim vyhnout — pomoci diskretizace deri-
vaci ziskdme integracni schémata, pomoci nichz dokazeme vytesit kazdou ODR se zvolenou
presnosti.

Simula¢ni ¢dst seridlu nepokroci, ale naopak zustane u tématu z minulého dilu. Ukdzeme
si, ze jiné modely ristu povrchi vedou na kvalitativné odlisny vyvoj hrubosti povrchu a také si
predvedeme, jak pouzit rustové model v mikrobiologii. Poté se vratime k néhodnym prochazkam
a vyuzijeme je k simulaci rustu fraktalniho krystalu.

Obycejné diferencidlni rovnice

V tomto dile se nauc¢ime zaklady numerického feseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Jde
o pomérné atraktivni problematiku, ostatné mnoha lidem se pfi vysloveni pojmu ,,pocitacové
simulace® vybavi pravé feSeni diferencidlnich rovnic. My jiz vime, ze numerickd matematika
je daleko rozsahlejsSim oborem, to ale nijak nesnizuje vyznam a potfebu numerického reseni
diferencialnich rovnic. Nicméné jde o zvlast zdkefnou oblast numerické matematiky, narazit zde
na nestabilni feseni neni nic vyjimecného a opravdu plati réeni: ,,Duvéruj, ale provéruj!“
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Obr. 5: V§voj hrubosti na povrchu délky L = 100 po dobu 3 - 107 kroki, zprimérovino pies
100 realizaci.

Diferencidlni rovnice jsou jednoduse fec¢eno takové rovnice, ve kterych vystupuje derivace.
Narozdil od algebraickych rovnic, jejichz reSenim je ¢islo, feSenim diferencialnich rovnic je funk-
ce. Prikladem diferencidlni rovnice je napiiklad pohybova rovnice svislého vrhu & = —g, kde &
znadéi druhou derivaci z(t) vii¢i ¢asu. Resenim této rovnice pak je funkce z(t) = o +vot — 1 gt°,
kde xo a wo jsou tzv. integracni konstanty, tedy volné parametry reseni. V pripadé svislého
vrhu pak maji jasny fyzikdlni vyznam pocatec¢ni polohy a rychlosti. Sami si pak muzete snadno
ovérit, ze druha derivace dané funkce podle casu je skute¢né rovna —g. Pokud k zadani pri-
dédme i tzv. poc¢ateéni podminky, napf. z(0) = 1 a z'(0) = 0, dokdZeme jednozna¢né uréit i
hodnotu integra¢nich konstant. V naem piipadé pak fesen{ bude x(t) = 1— 1 gt*. Plati pfitom,
7e pocéatecnich podminek potiebujeme tolik, jaky je fdd diferencidlni rovnice, tedy fad nejvyssi
derivace v ni vystupujici. V nasem ptipadé rovnice obsahuje druhou derivaci, rovnice je tedy
druhého fddu a potfebujeme tedy dvé nezdvislé pocateéni podminky. Takto presné analyticky
vyresit ovSem umime pouze nékteré jednoduché rovnice, na zbytek musime pouzit aproximace,
rozvoje, nebo pravé numerické metody.

Diferencialni rovnice délime na obycejné (zkr. ODR), které obsahujf nezndmou funkci pouze
jedné proménné a jejich derivaci, a parcidini (zkr. PDR), obsahujici nezndmou funkei vice
proménnych a jejich (parcidlnich) derivaci. Reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic je zpravidla
pouze Tesenim ODR. Konkrétné budeme hledat feseni soustavy N rovnic

u'(t) = f(u(t),1)

s pocéateéni podminkou u(0) = ug. To, ze jde o soustavu rovnic se prakticky projevi pouze tak,
ze vsechny kroky feseni neprovedeme jednou, ale N-krat, tedy pro kazdou z rovnic soustavy. Pri
popisu metod si tedy nemusite zadani predstavovat jako soustavu, ale jen jako jednu rovnici,
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tento pristup ma dokonce jisté vyhody, jak uvidime pii praktické implementaci metod. A¢ to tak
na prvni pohled nevypadd, do vyse uvedeného tvaru lze pfevést vSechny soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic libovolného fddu, nijak se tedy v tloze neomezujeme. Jak tento prevod

prakticky provést si ukdZeme na rovnici "/ = —g. Nejprve zavedeme substituci z'(t) = v(t) a
dosadime do ptivodni rovnice, ¢imz ziskdme v’ = —g. Mdme tedy soustavu dvou rovnic prvnfho
f4du 2’ = v a v’ = —g s nezndmymi x(¢) a v(t). Nyni jsme piipraveni k popisu samotnych

jak formulovat problém ve formé diferencidlni rovnice.

Derivace néjaké veliciny podle ¢asu vyjadruje rychlost zmény této veliciny. Jako priklad si
miuzeme vzit model radioaktivity, kdy z fyziky vime, Ze za jednotku Casu se rozpadne takové
mnozstvi atomi, které je primo umérné poctu nerozpadlych atomi. Prislusnd diferencidlni
rovnice tedy je

dN(t)
dt
s pocateéni podminkou N(0) = No, kde N(t) je podet jesté nerozpadlych atomu v Case t a A
je rozpadova konstanta vyjadiujici poc¢et premén za jednotku ¢asu prepocteny na jeden atom.
Minus pak znaéi, Ze nerozpadlé atomy postupné ubjvaji. ReSenim této rovnice je pak znim4
rovnice radioaktivni pfemény N (t) = No exp(—At).

Dalsim dtlezitym piikladem jsou pohybové rovnice vychézejici z druhého Newtonova za-
kona, ktery je vlastné diferencidlni rovnici p = F, slovné: ,Casovd zména hybnosti hmotného
bodu je v kazdém okamziku rovna vyslednici sil na tento bod piisobicich“. Pokud budeme uva-
zovat konstantn{ hmotnost, pak dostdvdme méné obecnou verzi p = (mv) = mv = mx = F,
tedy x = F/m. Nyni sta¢i dosadit za silu dle konkrétniho fyzikdlniho problému a ziskdme
soustavu pohybovych rovnic daného hmotného bodu. Naptiklad pro Sikmy vrh v homogennim
gravitacnim poli bude sila za pouziti kartézskych soufadnic rovna F = (0,0, —g). Musime pak
jesté samoziejmé zadat 6 pocatecnich podminek, napt. polohy a rychlosti na poc¢atku a rovnice
pripadné prevést na soustavu rovnic prvniho fadu, jak bylo ukdzano vyse.

= —AN(t)

Eulerova metoda

Prvni a nejjednodussi metodou, kterou si zde predstavime, je explicitni Eulerova metoda. Vy-
jdeme ze soustavy u'(t) = f(u(t),t) a derivaci nahradime dopfednou diferenci. Po tpravé pak
dostaneme

u(t+h) —u(t
D =) ey, 1)+ On),
Uni1 = Un + hf(u’ﬂat”) + O(h) ’

. et def def def PR, , s v , .
kde jsme oznalili t, = nh, tu, = U(tn) a Upt1 = U(tny1). Nyni jiz madme pfimocary ndvod
k feseni diferencidlni rovnice. Vezmeme pocatecni podminku uy a dosazenim u,, = up a t =0
do rovnice vyse vypoCteme w1, to opét dosadime (nyni s ¢asem t = h) a iterujeme, dokud
neziskame hodnoty az do kyzeného casu. Metodu lze implementovat naptiklad takto:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def euler_step(f,y,t,h):
return y+hxf(y,t)

27



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 5/7

def ODE_solve(f,y0,t0,tf,steps):

times = np.linspace(t0,tf,steps)
h = (tf-t0)/steps
result = []
y = yo0
for t in times:

result.append(y)

y = euler_step(f,y,t,h)
return times,np.array(result)

def vrh(y,t):
return np.array((y[2],y[3]1,0.0,-9.81))

X0,Y0 = 0.0,0.0
VX0,VY0 = 5.0,10.0

t0,tf,steps = 0.0,10.0,1000

yO = np.array((X0,Y0,VX0,VY0))

times, res = ODE_solve(vrh, yO, tO, tf, steps)
plt.plot(times, res[:,1]) #vykresli Y(t)
plt.show()

Vsimnéme si, ze veskerd fyzika je obsazena v definici funkce f(u,t) (v naSem pfipadé za ni
dosazujeme funkci vrh()) a v poédtecnich podminkach. Toto oddéleni fyziky a numerického
feside (integratoru) umoziuje flexibilné pouzivat stejny integrator pro rizné problémy a naopak.
Eulerova metoda funguje na principu linedrni extrapolace, kdy v bodé (¢, u,) sestrojime
tecnu k feSeni u (jeji smérnice je vyjddfena hodnotou funkce f(un,tn)) a posuneme se podél
této tecny o Casovy krok h do bodu (tn+1,un+1). Je jasné, ze jde pouze o hrubou aproximaci
skutecného feseni, pro dostatecnou presnost tedy musime volit pomérné maly krok h.

Rungovy-Kuttovy metody

Presnost dokdzeme vylepsit napiiklad s pouzitim Rungovych-Kuttovych metod vyssiho radu.
Predpis R-K metody s-tého rddu mé tvar

Uni1 = Un + hz bik: , kde

i=1

ki = f(un + hzaz‘jkmtn +cih),

j=1

pfi¢emz a;j, b; a ¢; jsou éiselné koeficienty pifslusejici dané metodé. Casto jsou v literatuie
zapisovany ve formé tzv. Butcherovy tabulky. VSimnéme si, Ze pro j > i potfebujeme zndt
hodnotu k;, kterou pfi postupném vyhodnocovani jesté nezndme. Tyto metody se nazyvaji
implicitni a maji urcité nemalé vyhody, které si zminime pozdéji, ty jsou vsSak vykoupeny
slozitéjsim zplisobem vyhodnocovani. Tento problém ale zmizi, pokud pro j > i je a;; = 0. Pak
miuzeme bez problému vycislit k1, poté k2, ..., a nakonec un+1. Takové metody se nazyvaji
explicitni. Zkusme nyni dosadit s =1, a11 =0, b1 =1 a ¢1 = 0. Pak dostaneme ném jiz zndmy
predpis explicitni Eulerovy metody wn+1 = un + hf(un, t,). Explicitni Eulerova metoda je tedy
Rungovou-Kuttovou metodou 1. fadu.

28




Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 5/7

Pokusme se nyni ilustrovat, jak Rungovy-Kuttovy metody funguji, a to na piikladu R-K
metody 4. fadu, kterd je jednou z nejpouzivanéjsich. Jeji predpis je

k1= f(unvt")7

h h
k2 :f<un+§k1,tn+§) >

h h
k3 :f<un+§k27tn+ 5) 5

k4 - f(un +hk37tn +h)7
1 1 1 1
Up+1 = Un + gkl + gkz + §l€3 + 8k4~

Nejprve vypoéteme smérnici k1 v bodé (¢n,un), podobné, jako v piipadé Eulerovy metody.
Déle ale vypocteme dalsi smérnice k; v mezibodech uréenych predchozimi smérnicemi. Nakonec
vSechny smérnice zprumérujeme s ruznymi vahami a posuneme se podél této vysledné smérnice
o krok h z poc¢dteéniho bodu kroku (t,,u,). Lze intuitivné predpoklddat, ze toto odhadovéni
v mezibodech a nésledné prumérovani je presnéjsi, nez prosty dlouhy skok, jako v Eulerové
metodé, metematicky dikaz zde ale neuvedeme. Déle by se mohlo zdat, ze by bylo jednodussi a
moznd i presnéjsi pouzit Eulerovu metodu s tieba ¢tyrikrat kratsim krokem. Vtip je v tom, ze R-
K metoda s-tého fddu mé globalni zaokrouhlovaci chybu (chybu naséitanou preg véechny kroky)
fadu O(h*®). Pro velmi velky krok tedy bude skute¢né Eulerova metoda lepsit® ale pro mensi
krok (prakticky pro kazdy rozumné velky krok) budou R-K metody vys$siho fadu pfesngjsi. V
praxi se pak ¢asto pouziva zminénad R-K metoda 4. fadu, kterd predstavuje rozumny kompromis
mezi presnosti (zlepsujici se s fddem) a stabilitou a poétem vyéisleni funkce f v jednom kroku
(coz jsou s Fddem se zhorsujici vlastnosti). Déle je pouzivana napifklad Dormandova-Princeova
metoda, coz je jedna z adaptivnich R-K metod, tedy metod, které dokazi odhadnout chybu v
daném kroku a na jejim zdkladé adaptivné upravovat délku kroku v pribéhu vypoctu.

Tab. 2: Butcherova tabulka

C1 aii ai2 e als
C2 a1 a22 ce azs
Cs A1 As2 s Ass

bl b2 . bs

Linearni vicekrokové metody

Dalsim typem pokrocilejsich metod jsou linearni vicekrokové metody. Metody, které jsme do-
posud poznali, byly jednokrokové, protoze pro vypocet stavu u,+1 stacilo znat pouze stav uy,
starsi stavy jsme znat nepotiebovali. Myslenka vicekrokovych metod pak spociva v tom, Ze tyto

22V takovém piipadé by byla lepsi uz z toho diivodu, ze by R-K metody vyssiho fadu byly nestabilni, tj.
nevedly by ke spravnému reseni.
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starsi stavy zndme a s jejich pomoci lépe odhadneme vyvoj do nasledujiciho kroku, nez pouze
se znalosti stavu a jeho derivace v jednom bodé. Pfedpis obecné linedrni s-krokové metody je

> aunss =0 Bif(untsstass),
i=0 i=0

kde a; a f; jsou koeficienty a plati as = 1, ap # 0 a So # 0. Pokud navic plati 5s = 0, je
metoda explicitni, jinak je implicitni.

Praktickym problémem pii implementaci vicekrokovych metod je jejich nastartovani. Do-
kud jsme totiz neudélali s — 1 kroki, nemizeme metodu pouzit pro nedostatek znamych wu;.
Prvnim feSenim je, ze mame k dispozici nadbytek pocatecnich podminek, idedlné primo ve
formé potirebnych u;. To se stava zridkakdy, protoze to vétsinou znamenda znalost feseni ODR,
kterou chceme fesit. Cast&jsim zptsobem je pouziti néjaké jednokrokové metody pro prvnich
par krokt. Dalsim, htfe fesitelnym problémem je, ze vicekrokové metody predpokladaji staly
krok h po celou dobu vypoctu, nelze tedy pouzit adaptivni zménu kroku dle aktudlniho odhadu
chyby.

Ne vSechny metody splnujici toto schéma jsou automaticky pouzitelné. Samoziejmym po-
zadavkem je, aby metoda dostatecné presné aproximovala danou ODR, musi tedy mit malou
chybu metody (chyba musi byt dostatetného fddu v h). OvSem ani takovd metoda nemus{ auto-
maticky fungovat dobfe, protoze metoda muze netimérné zvétsovat zaokrouhlovaci chybu danou
diskretizaci problému, a to az tak, ze feSeni metody nebude vibec kopirovat skutecné reseni.
Rikéme pak, Ze je metoda nestabilni. VySetfovani stability metod sahd nad ramec tohoto textu,
spokojme se s tvrzenim, ze Casto pouzivanymi zastupci linedrnich vicekrokovych metod jsou
explicitni Adamsovy-Bashforthovy metody a implicitni Adamsovy-Moultonovy metody, jejichz
predpisy a vlastnosti (napf. fdd) najdete v literatute.

Problémy s problémy se silnym tlumenim

Uvazujme diferencidlni rovnici ve tvaru
!
Yy =—cy,
kde ¢ > 0 je redlnad konstanta. Analytické feseni této rovnice je
y(z) = Ae™ ",

kde A je integracni konstanta, kterou uréime z pocétecnich podminek. Vidime, ze funkce y(x)
rychle klesd k nule, takovému problému se fikd problém se silnym tlumenim®d, anglicky stiff
equation. Pokusme se jej nyni vyresit pomoci explicitni Eulerovy metody. Pfimym dosazenim
za f(u,t) dostaneme

Unt+1 = (1 — ch)un, .

Pokud budeme volit h > 2/c, pak posloupnost |u,| — +00 pron — +o0o pro libovolné pocatecni
podminky, coz rozhodné nedava spravné feseni, metoda je nestabilni. Pokusme se nyni ten samy
problém vyfesit s pomoci implicitni{ Eulerovy metody s pfedpisem wn11 = tn +hf(Unt1, tny1).

Po dosazeni dostédvame v
n

Unt1 = 14ch’

23N4zev pochézi z tlumeni v harmonickém oscildtoru, které se projevuje pravé takto.
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V tomto pFipadé pro libovolné velky krok h posloupnost u, klesd k nule. Zd4 se tedy (a prakticky
to tak je), ze pouziti implicitnich metod by mohlo byt univerzalnim lékem na problém silného
tlumeni.

Ukézali jsme tedy, ze za uréitych (ne zcela vzacnych) okolnosti jsou implicitni metody ne-
docenitelné. Zbyva vyrtesit problém, jak je fesit, kdyz se zdé, ze potfebujeme znat wu,+1 drive,
nez jej vypocitame. Prvni, co nas napadne je pouzit iterativni metody, kdy nastrelime néja-
ky odhad w2, a iterujeme piedpisem implicitni metody, dokud u?; nen{ dostateéné blizko
Uun+1 (horni index je jen index iterace, ne mocnina). Hodilo by se, aby uz prvotni odhad byl
dostatecné blizko, abychom dokonvergovali rychle, nabizi se tedy pro prvotni odhad pouzit
explicitni metodu. Tim se dostdvame k metodam prediktor-korektor, které funguji presné na
tomto principu. Nejprve pouzijeme explicitn{ metodu (prediktor) pro uréeni hrubého nastielu
Un+1, ten poté zpfesnime pouzitim jedné, nebo vice iteraci implicitni metody (korektoru). Diky
pouziti implicitni metody méme prakticky zajisténu stabilitu, nezdrzujeme se ale prili§ mnoha
iteracemi (vétSinou stac¢i jedna), metoda je tedy rychld. Pfi jejich pouziti je tieba dat pozor
na spravné namixovani prediktoru a korektoru, mimo jiné na r4d metod. Doporucujeme tedy
pouzivat néjaké standardni kombinace, ¢i jesté 1épe pouzit numerickou knihovnu, kterd ma me-
tody implementovany. V pripadé kombinace Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy
metody je takovou standardni kombinaci napriklad

1
Un+2 = Un+1 + ih(3f(un+latn+l) - f(u’n?t’ﬂ)) )
h
Un+2 = Un+1 + i(5f(un+27 tn+2) + 8f(un+la tn+1) - f(unv t’ﬂ)) )

12
¢imz dostaneme prediktor-korektor 3. radu.

Zachovani energie a Verletiiv algoritmus
Jak jsme zminili v ivodu (a po diskusi stability je nejspis jasné), je tfeba v prubéhu vypoctu
kontrolovat, jestli ndm priliS neroste chyba. U fyzikdlnich déjii se ndm casto nabizeji rizné
zachovavajici se veli¢iny, naptiklad u obé&hu planety kolem Slunce se (mimo jiné) zachoviva
celkova energie a moment hybnosti. Pokud si budeme tyto veli¢iny v priabéhu vypoctu vypisovat,
mély by byt konstantni, samoziejmé az na néjakou numerickou chybu, kterd ale nesmi byt velka.
Pokud ale fesime diferencialni rovnici typu u” = f(u,t), coZ je mj. i ¢asty piipad mecha-
nickych pohybt, pak mizeme s vyhodou pouzit metodu, kterd automaticky ze své podstaty
zachovava energii. NapiSme si Tayloruv rozvoj u(t + h) a u(t — h) a se¢téme je.
_ / h2 " 3
u(t + h) = u(t) + hu' (t) + U (t) + O(h?)
2

wlt — h) = u(t) — ha' (1) + %u"(t) — o)
u(t 4+ h) = 2u(t) — u(t — h) + h*u" (t) + O(h*)
Posledni rovnice ndm jiz dava predpis pro Verletovu metodu
Un41 = 2Upn — Un—1 + h2f(un,tn) .

Dulezitou vlastnosti Verletovy metody je, Ze je symetrickd vuci sméru toku casu. Skutecné,
pokud zaménime h za —h, dostaneme

Un—1 = 2Up — Un+1 + th(unatn) 5

31



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 5/7

coz po upravé dava vztah vyse. Diky této vlastnosti pak z dulezité matematické véty, které se
tika teorém Noetherové plyne, ze Verletiiv vztah zachovava energii.

Nejspis jste se jiz s teorémem Noetherové setkali v popularni literature. Pak si nejspis vzpominate
na tvrzeni, ze kazdé symetrii odpovida néjaka zachovavajici se veli¢ina. Zde je tou symetrii invariance
vuci sméru toku ¢asu, odpovidajici se zachovévajici veli¢inou je pak energie.

Rist povrchii Il — balisticka depozice a Edeniiv model

Nez zacneme vysvétlovat nové pojmy, zopakujme si nejprve ve stru¢nosti poznatky z minulého
dilu seridlu. Rikali jsme si, Ze rtst povrchu lze modelovat pomoci stochastického vicestavového
bunééného automatu. Automat je stochasticky, protoze bunku, kterd v daném kroce bude rust,
vybirdme ndhodné. Buiikou je zde myslen jeden sloupedek molekul na mifZce. Ze je automat
vicestavovy znamenad, ze vyska h; sloupecku, kterou ztotoznujeme se stavem bunky, muze na-
byvat béhem vyvoje vice nez dvou riznych hodnot (h; € N). Hrubost povrchu v ¢ase ¢t (po ¢

vy

krocich) na 1D mfizce velikosti L definujeme jako

WD) =\ 7o) (5)

2

Model ndhodné depozice ndhodné vybere bunku i a zvétsi hodnotu jejtho stavu o jedna.

hi(t + 1) = max (hi_1(t), hz(t) +1, hi+1(t)) . (6)

Rust povrchu modelovany metodou balistické depozice si muzeme predstavit tak, ze ¢éstice
sestupuji z nekonec¢na na povrch a zastavi se tehdy, kdyz je néjaka castice ihned pod nimi, ale
také tehdy, nachézi-li se néjaka ¢astice v sousedni buiice nalevo nebo napravo. V materidlu tak
vznikaji dutiny, coz se déje i ve skute¢nych experimentech, naptiklad pti ristu povrchu pomoci
naprasovani (epitaxe). Porézni materidl mé pak samoziejmé jiné vlastnosti. Ukdzka materidlu
vzniklého balistickou da)ozici je na obrézkupa

Balistickd depozice® se vSak od ndhodné depozice nelisi pouze porozitou. Podivejme se,
jak se vyviji hrubost povrchu. Na obrazku [] je vykreslen vyvoj hrubosti vygenerovany pomoci
kédu nize. Vidime, Ze na pocatku hrubost pomérné rychle nartsté, ale rist zpomaluje a po cca
10 000 krocich se zastavi — doslo k saturaci (nasyceni). Tento efekt jsme nepozorovali u ndhodné
depozice (viz feSen{ tlohy ke 4. dilu seridlu), kdy hrubost neustdle rostla jako mocnina /2,
Obecné muzeme rozdélit vyvoj hrubosti na t¥i casové tseky na zakladé ¢asu prechodu ty:

1t <ty = W(t, L) ~t5;
2. t = tx — prechodova oblast, rist se zpomaluje;
3. t>tx > W(L) ~ L*.

Parametry o a 0 se nazyvaji kritické skdlovaci parametry. Déle se zavadi dynamicky skdlovaci
parametr z = a/f3, ktery popisuje chovani ¢asu prechodu jako tx ~ L*. Nalezeni parametri «
a 8 pro model balistické depozice bude vasim tkolem v seridlové tloze.

24pokud budete hledat o balistické depozici néco na internetu, mozné narazite na jinou definici. Zde jsme
definovali NN (nearest neighbour) depozici.
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Obr. 6: Struktura povrchu ziskaného na zakladé modelu balistické depozice. Vsimnéte si
vysoké porozity.

# BALISTICKA DEPOZICE

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a pocet kroku a interval pro vypocet hrubosti
pocet = 100

roz = 100

krok = 30000

inter = 30

# wytvorime pole maplnene nulami pro stavy a pro hrubost

stav = np.zeros(roz,dtype=float)

hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)

sumhrub = hrub

for j in range(pocet):
# v kazdem kroku nahodne vybereme bunku a zvysime jeji hodnotu o 1
hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)
stav = np.zeros(roz,dtype=float)
for i in range (krok):
nahod = np.random.randint (roz)
stav[nahod] = max(stav[nahod]+1.,stav[(nahod-1) % roz],stav[(nahod+1) % roz])
if i % inter ==
hrub[i/inter] = np.sqrt(1./roz*np.sum(stav**2) - (1./roz*np.sum(stav))**2)
sumhrub += hrub

sumhrub *= 1./pocet

# nakreslime graf vyvoje hrubosti
# funkce linspace rovnomerne rozdeli pocet kroku na intervaly
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Obr. 7: Priklad vyvoje hrubosti povrchu pro simulaci ristu metodou balistické depozice.
Priumeérovano pres 1000 béh.

body = np.linspace(0,krok-inter,krok/inter)

hrubplot = plt.plot(body,sumhrub,'r',linewidth=2,label="'hrubost"')
plt.xlabel ('krok')

plt.ylabel('hrubost')

plt.show()

Druhym rtstovym modelem, o kterém se zde blize zminime, je Edentiv model. Jeho princip
je jednoduchy — ¢éastice se muze prilepit na libovolné misto na povrchu (tj. seshora i zboku
sloupecku). Ale protoze zde bude nasim cilem simulovat rist bakteridlnich kolonii, jak jsme
jiz. v tvodu predeslali, nemuzeme pouzit 1D miizku. Model si proto predstavime jako binarni
automat (pouze stavy 0 a 1) na 2D mfiZce a povolime rust ze vSech smért. Béhem simulace
je tedy potfeba pamatovat si cely povrch, a to véetné dutin uvniti (bakterie se mohou mnozit
kdekoli, kde maji zivotni prostor). Spravnym pfistupem je uklddat si soufadnice bunék na
povrchu, ale programétorsky jednodussi je vytvorit pole N X N, kde N je zvoleny rozmér mrizky,
a uklddat hodnotu kazdé bunky. Vypocet je pak samoziejmé pomaly a musime se omezit na
malé mrizky. Priklad povrchu vytvoreného pomoci Edenova modelu vidite na obrazku g§. K
vygenerovani byl pouzit kéd nize.

Edentv model pfitazuje rastu uvnitt dutin v materidlu stejnou pravdépodobnost jako rustu na
volném povrchu. Porozita tak jednak zvysuje celkovou délku povrchu, kterou musime udrzovat v paméti,
a také nemusi odpovidat skute¢nému chovani fyzikalniho systému, ktery studujeme. Proto se cCasto
zavadéji apravy modelu, které zvysuji pravdépodobnost zaplnovani dutiny imérné jeji vzdalenosti od
povrchu. Tato Uprava samoziejmé ovlivni hodnoty skdlovacich koeficientti ve vztazich pro hrubost, ale
ne prilis vyrazné.
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Obr. 8: Vysledek simulace ristu podle Edenova modelu po 2000 krocich. Sedou barvou jsou
oznacdeny ty burtiky, které byly ndhodné vybrany, ale uz nemély neobsazené sousedy (bylo by
mozné vykreslit je také ¢ernou barvou, jde jen o ukdzku toho, jak funguje pouzity algoritmus).
Porozita je v porovnani s balistickou depozici minimélni.

# EDENUV MODEL

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rTozmer mrizky a pocet kroku

roz = 200

krok = 20000

# wytvorime pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek
# zavorka (kroky, rozmer) udava velikost 2D pole

pole = np.zeros((roz, roz),dtype=np.int)

# inicializujeme

pole[100,100] = 1

for i in range (krok):
# funkce where wrati indexy prvku, ktere maji hodnotu jedna,
# ve forme seznamu obsahujiciho dve pole, kde kazde 2z techto polt
# obsahuje prislusnme z,y souradnice
indexy = np.where(pole == 1)
# nahodne vybereme index
rand = np.random.randint (len(indexy[0]))
ind = [(indexy[0]) [rand], (indexy[1]) [rand]]
# prozkoumame okoli odpovidajiciho prvku
sousedl = pole[(ind[0]+1) % roz,ind[1]]
soused2 = pole[ind[0],(ind[1]1+1) % roz]
soused3 = pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]]
soused4 = pole[ind[0],(ind[1]-1) % roz]
sousedi = np.array([sousedl,soused2,soused3,soused4])
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sous_indexy = np.where(sousedi == 0)
# pokud jsou sousedi zaplmeni, nastavime pole[ind] na 2,
# abychom ho jiz priste neprohledavali
if len(sous_indexy[0]) ==
pole[ind [0],ind [1]] = 2
# nahodne vybereme prazdnou sousedni bunku a zaplnime j%
else:
sous_ind = (sous_indexy[0]) [np.random.randint (len(sous_indexy[0]))]
if sous_ind == O0:
pole[(1nd[0]+1) % roz,ind [1]]
elif sous_ind ==
pole[ind[0], (1nd[1]+1) % roz]
elif sous_ind == 2:
pole[(lnd[o] 1) % roz,ind[1]]
elif sous_ind ==
pole[lnd[O] (1nd[1] 1) % roz] =1

1

()
e

n
[

# definujeme barevne schema pomoci wvyctu, v nasem pripade cernobile
barvy = mpl.colors.ListedColormap(['white', 'black','grey'])

# definujeme prechod mezi barvami kdekoli mezi 0 a 1
hranice=[0,0.5,1.5,2]

# pouzijeme barvy a hranice k normovani barevne mapy

norma = mpl.colors.BoundaryNorm(hranice, barvy.N)

# vykreslime barevnou mapu a zobrazime ji

mapa = plt.imshow(pole,cmap=barvy,interpolation='None',norm=norma,origin='lower"')
plt.xlabel('x')

plt.ylabel('y")

plt.show ()

Kvili radidlni geometrii nelze primo aplikovat vzorec pro hrubost (a) Proto se nebudeme
hrubosti zabyvat, ale zavedeme do modelu malou zménu: s pravdépodobnosti p1 dojde zménime
stav buriky na rozhran{ z 0 (prdzdnd) na 1 (obsazend) a s pravdépodobnosti p, naopak zménime
stav bunky na rozhrani z 1 na 0. Tento model, nékdy nazyvany Williams-Bjerknesuv, je vhodny
pro simulaci rastu nadorovych bunék nebo bakterii v Petriho misce. V seridlové tiloze bude vasim
tkolem zkoumat vyvoj nddorovych bunék pomoci pravé popsaného modelu v zavislosti na pi,
p2.

Pro tplnost uvedme, Ze modelovat rist povrchu lze i jingmi metodami nez pomoci bunéénych au-
tomatt. Ke kazdému zminénému ristovému modelu existuje ekvivalentni diferencidlni rovnice, kterou
Ize v nékterych pripadech fesit analyticky a ziskat tak stejné skdlovaci parametry jako numerickym
modelovanim. Jednéa se vsak o stochastické diferencialni rovnice, tj. rovnice obsahujici clen, ktery repre-
zentuje Sum. K feseni takovych rovnic je potifeba zavést specidlni integralni pocet, tzv. Ituv stochasticky
kalkulus.

DLA — difazi limitovana agregace
Zatim zminéné rustové modely dokazaly pomérné dobie simulovat laboratorni tvorbu materidlu
nebo rust bakteridlnich kolonii. Pokud bychom ale chtéli modelovat rust krystalu vznikajiciho v
roztocich, napt. pomoci elektrolyzy nebo sedimentaci, bude lepsi volbou model DLA (Diffusion
limited aggregation).

Fyzikalni predstava procesu je nasledujici: ¢astice z nekoneCna se brownovsky pohybuji
prostorem, dokud nedojde k jejich kontaktu s krystalizacnim jadrem, ke kterému se pftilepi.
Hustota ¢astic je mald, vzadjemné spolu nekoliduji (brownovsky pohyb zajistuji molekuly v
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pozadi, které na jadru neulpivaji). V poéitaové praxi nemuzeme poslat ¢astici z nekoneéna,
vytvorime ji proto v urcité vzdalenosti od krystalu a nechdme ji pohybovat se tak dlouho,
dokud nedojde ke kolizi s krystalem, nebo se nedostane za urcitou radidlni hranici — potom
Céstici prestaneme sledovat a vytvorime novou.

Nize je piiklad kédu (vysledek simulace je na obrazku B), kde mame jednu c¢astici v pocatku
hexagonalni mrizky a nové Castice generujeme ve vzdéalenosti, ktera je rovna radidlni vzdalenosti
od poéatku nejvzdalenéjsi ¢astice krystalu (plus jedna). Céstici prestaneme sledovat, pokud se
vzdali na dvojnasobek pocatecni vzdélenosti. Snizime-li maximélni povolenou vzdélenost, béh
kédu se vyrazné zrychli, ale krystal potom zacne vykazovat preferovany smér rustu. Kod je
pomérné komplikovany kvuli implementaci Sestiihelnikové miizky. V seridlové tloze budete
simulovat rist na ¢tvercové mrizce, tim se kod podstatné zjednodusi.

# DIFFUSION LIMITED AGGREGATION

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a maximalni pocet castic

roz = 20

mass_max = 100

# pole pro spiralni 1D index, bezpecne vetsi nez je potreba

roz_1d = 6*roz**2

# pole, do kterzch budeme ukladat prepoctene kartezske souradnice

# definujeme wvektory pomahajici pri prepoctu z hexa na ctvercovou mrizku
xs = np.zeros(mass_max,dtype=float)

ys = np.zeros(mass_max,dtype=float)

xhelp = [np.sqrt(3.)/2.,0.,-np.sqrt(3.)/2.,-np.sqrt(3.)/2.,0.,np.sqrt(3.)/2.]
yhelp = [-0.5,-1.,-0.5,0.5,1.,0.5]

# pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek

pole = np.zeros(roz_1d,dtype=np.int)

# inicializujeme bunky, hmotnost a nejvetsi wzdalenost od stredu

pole[0] = 1
mass = 1
rmax = 0

while mass < mass_max:
# pocatecnt vzdalenost castice

r = rmax+1

# pricist k hranici v radialnim smeru, za kterou castice nesmi utect
rkill = rmax

# vyber nahodny prvek z sestiuhelniku o Tozmeru r

i = int (6*r#*np.random.random() + 1)

nn = 0

# pohydb difundujici castice

while nn == 0:

i_full = i+3*r*(r-1) # pozice v poli 'pole’
# nejsme-11 ve vrcholu sestiuhelniku

if (1 % r) !'= O:
# nalezneme sousedy
if i == 1:

ileft = 6*r
idownleft = 3xr*(r-1)
else:
ileft = i-1
idownleft = (i*x(r-1))//r + 3*x(r-1)*(r-2)
# dvojite lomitko wraci floor
pole_nn = [i+1+3*r*(r-1),ileft+3*r*(r-1),idownleft,
(i*x(r-1))//r+3x(r-1) *(r-2)+1,
(i*(r+1))//r+3*r*(r+1),
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(i*(r+1))//x+3*r*(r+1)+1]
obsazeno = np.where(polel[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
# je-li mnejaky soused obsazen, prilep se
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max([rmax,r])
mass += 1
# jinak difunduj dal
else:
step = int(np.random.random() *6)
# radialni sestup
if (step == 2 or step == 3):
r =1
# radialni vzestup
elif (step == 4 or step == 5):
r +=1
i = pole_nn[step] - 3*r*(r-1)
# pokud jsme we vrcholu sestiuhelniku
else:
if i == 6*r:
iright = 1
iupright = 1
else:
iright = i+1
iupright = i*(r+1)/r+1
if i == 1:
ileft
else:
ileft = i-1
pole_nn = [iright+3*r*x(r-1),ileft+3*r*(r-1),
i*(r-1)//r+3*(r-1) *(r-2) ,i*(r+1) //r+3*r*(r+1),
iupright+3*r*(r+11),ix(r+1)//r-1+3*xrx(r+1)]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
if nn > O:
pole[i_full] = 1

[
o

rmax = max([rmax,r])
mass += 1
else:

step = int(np.random.random()*6)

if step ==
r -=1

elif ((step == 3 or step == 4) or step == 5):
r +=1

i = pole_nn[step] - 3*xr*(r-1)
# pokud castice utekla, zacneme znovu
if r > (rmax+rkill):

r = rmax+1
i = int (6*r*np.random.random()+1)
continue

x0 = r*np.sin(2.*np.pi/(6.*r)*(i - (i % r)))
yO = r*np.cos(2.%np.pi/(6.*xr)*(i - (i % r)))
x = x0 + (i % r)*xhelp[min(int(i//r),5)]

y = y0 + (i % r)*yhelp[min(int(i//r),5)]
xs[mass-1] = x

ys[mass-1] =y

# wvykreslime castice pomoci sestiuhelnikovych symbolu

dlaplot = plt.scatter(xs,ys,c='k',s=30000/(roz**2) ,marker=(6,0,30))
plt.xlim(-roz, roz)

plt.ylim(-roz, roz)

plt.axes () .set_aspect ('equal')
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plt.xlabel('x"')
plt.ylabel('y"')
plt.show()
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Obr. 9: Vysledek simulace ristu podle DLA modelu na hexagonalni mtizce. Pocet ¢astic v
krystalu je 8000. VSimnéte si, ze i pres pomérné benevolentni limit na maximélni vzdalenost
difundujici ¢astice je na krystalu vidét preferovany smér rustu.

Na vznikly krystal (shluk ¢dstic) muzeme pohlizet jako na fraktdl. Nebudeme zde zabihat
do hluboké teorie, fraktal si prosté predstavime jako objekt, ktery pti bliz§im pohledu (mysleno
ve vétsim méfitku) vykazuje stile stejnou strukturu — je sobépodobny. Piikladem z piirody
je napriklad list kapradiny, ktery se sklddd z mnoha mensich listl, a ty zase z mensich listku.
V matematické abstrakci lze na objekt ,zoomovat* donekonecna, vzdy budeme nachézet stéile
stejnou geometrickou strukturu. Podobné na obrazku f najdeme na kazdé vétvi rostouci z
pocatku dalsi vétev, ze které rostou dalsi vétve atd.

Pro fraktaly je typické, Ze jejich dimenze je vétsi nez u ,,obycejnych“ geometrickych objektu.
Naptiklad kruznice mé dimenzi 1, ale Kochova vlocka (obr. @), coz je vlastné jenom jinak
zakiivend ¢ara, mé dimenzi ptiblizné 1,26. Na Kochové vlocce si vysvétlime definici dimenze.

Necht mé strana pocatecniho trojihelniku délku € = 1. Pocet tsecek v jedné strané je
samoziejmé N = 1. V dalsim kroku jiz jedna strana obsahuje N = 4 tsecky délky ¢ = 1/3, v
dalsim kroku N = 16 tseéek délky e = 1/9 atd. Fraktdlni dimenze je pak definovana jako

log N (¢)

D = lim ———— 7
0 logl ~ @

25Existuje mnoho zpiisobii, jak definovat fraktalni dimenzi, zde jsme vybrali jeden z nich.
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pri¢emz pro vlocku mizeme psit e(n) = 1/3", N(n) = 4", a tedy

Diow = lim log4™ log4

=1,26.
n—o0 log 3n lOg 3 ’

Vsimnéte si, ze se ve vypoctu mocniny n zkratily. To je ddno faktem, ze princip vystavby
Kochovy vlocky spociva v aplikaci zcela identické geometrické deformace na jednotlivé hrany
vlocky v kazdém kroku. Limitni proces tedy nemad v pripadé matematicky exaktni vlocky smysl
(tj. dimenzi by 8lo definovat jinak), ale ma smysl v pfipadé fraktdlu vytvoreného DLA. Pii
»zoomovani“ zde totiz nepozorujeme zcela identické obrazce, ale pouze velmi podobné, protoze
vystavba krystalu probihd ndhodné. Navic krystal neni nekone¢né velky, resp. nema nekonecné
detailni strukturu, a také v disledku nutného omezeni délky nadhodné prochizky vstupuji do
procesu dalsi odchylky. Pfi vypoc¢tu dimenze budeme nyni misto strany trojihelniku mérit
linedrni rozmér krystalu (radidlni vzddlenost nejvzdélenéjsi ¢dstice od poc¢atku), misto poctu
useCek mame pocet ¢astic. Piitomnost limity nam rika ze pro co nejpresnejbl vysledek chceme
nechat krystal rist co nejdéle. Pro krystal na obrazku vychdzi dimenze D = 1,75.

VAN

Obr. 10: Prvni tfi iterace Kochovy vlocky. Tenké cary jsou vzdy z predchoziho kroku.

Nakonec jesté dodejme, ze v pripadé materidlu ziskaného na zdkladé Edenova modelu mi-
zeme pohlizet na jeho povrch jako na fraktal, télo takového materidlu ale neni fraktalni.
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Poradi resiteli po IV. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1 2 345PES IV % X
Student Pilng MFF UK 100 190
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov - 89 169
2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno - 82133
3. Lubor Cech G Brno, ti. Kpt. Jarose - 71 113
4. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha - 76 99
5. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Trebic¢ - 72 98
6. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim - 64 87
7. Hana Slamovd G Brno, tr. Kpt. Jarose - 83 84
8. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha - 94 65
9. Karolina Letochovd G Sternberk - 60 58
10. Jan Raja G, Nymburk - 67 35
11. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha, - 43 32
12. Jiri Szotkowski G, Karvina - 83 29
13. Lucie Urbanovd G Chotébor - 77 23
14. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek - 38 22
15. Michaela Valkova G Ceska, Bratislava - 49 21
16. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina - 100 6

Kategorie druhych rocniki
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jméno skola 1 2 345PES IV % X
Student Pilng MFF UK 100 190
1. Martin Schmied G Jihlava - 75 143
2. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose - 85 132
3. Jakub Jobus G PdC, Piestany - 68 129
4.—5. Martin Vavrik G, Sumperk - 84 107
4.-5. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik - 69 107
6. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha - 63 104
7. Jonds Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice — 81 100
8. Jan Benda G, Litoméricka, Praha - 81 86
9.—10. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno - 74 73
9.—10. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno - 72 73
11. Lukds Hronek G, Pisek - 90 55
12.-13. Adam Grunt G, Trutnov - 65 53
12.—13. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod - 78 53
14. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg., Brno — 80 51
15. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou - 45 49
16. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hofice - 50 40
17. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in - 108 26
18. Viclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice - 46 22
19. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice - 57 20
20.—21. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. - 61 19
20.—21. Filip Wagner G Tisnov - 76 19
22. Daniel Kratky G, Trutnov - 33 18
23. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha - 84 16
24. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - 63 15
25. Marcel Zdenek SPS strojnickd a SOS profeso- — 50 14
ra S
26. Lucie Ambrozovd G, Svitavy - 50 13
27. Milan Tichavsky Slezské G, Opava - 86 12
28.-29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. - 63 10
28.—29. Filip Novotny G Jihlava - 53 10
30. Lucia Krajcéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava - 80 8
31. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava - 100 6
32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and — 17 2
Tech, TR

Kategorie tretich rocniki
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jméno skola 1 2 345PES IV % X
Student Pilng MFF UK 100 172
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutna Hora - 99 170
2. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha — 87 150
3. Vojtéech Klimes G, Trebon — 85 146
4. Ladislav Trnka G, Havlicktv Brod - 81 140
5. Josef Minarik G Brno, t¥. Kpt. Jarose - 78 134
6. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejéin - 82 133
7. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena - 85 115
8. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin - 76 87
9. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, Ustin. L. — 66 83
10. Tomds Drobil G Dacice - 65 82
11. [van Huddk ESS, Lip. Mikul4s - 79 80
12. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc - 60 78
13. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov - 52 70
14. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. - 74 59
15. Samuel Amrich G Postova, Kosice - 57 52
16. Jiri Blaha G, Uherské Hradiste - 75 49
17. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK - 86 48
18.—19. Jakub Rizicka G, Nymburk - 75 36
18.-19. Veronika Vohnikovd  Novy PORG, Praha - 72 36
20. Madria Polackovd G Velké okruzna, Zilina - 76 29
21. Daniel Stanik G Unicov - 58 25
22. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice - 100 24
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany - 88 21
24. Daniel Pitoridk G a SOSP, Caslav - 50 20
25. On Tai Wu Li Po Chun UWC, Hong Kong — 94 17
26. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha - 67 16
27.—28. Adéla Foglarova G, Spitslska, Praha - 93 14
27.—28. Jakub Smolka Slezské G, Opava - 54 14
29. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hejc¢in - 87 13
30.—31. Tereza Prokopovad G Jura Hronca, Bratislava - 83 10
30.—-31. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov - 59 10
32. Jana Pekarovd G Volgogradska 6a, Ostrava — 75 9
33. Zuzana Fialkovd Sunny Can. International Sch. — 67 8
34. Richard Vesely G, Budéjovicka, Praha - 38 5
35.—36. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné - 100 3
35.—-36. Michal Jiza G, Benesov - 100 3
37. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté - 33 1
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jméno skola 1 2 345PES IV % X

Student Pilnyg MFF UK 100 172

1. Simon Pajger G Velks okruznd, Zilina — 85 146
2. Viktor Rosman G, Pelhfimov - 96 130
3. Tomds Cerver G V. P. Tétha, Martin - 77123
4. David Némec G, Tanvald - 71 109
5. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave - 75 106
6. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava - 84 86
7. Jdachym Bares G, Olomouc-Hejé¢in - 61 51
8. Dominik Stary G, Benesov - 77 50
9. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢in - 51 46
10. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov - 44 41
11. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejé¢in - 67 33
12. Jan Kucera G, Pisek - 86 31
13. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. - 78 29
14. Sona Buresovd G J. Heyrovského, Praha - 105 23
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor - 65 20
16. Ondrej Bucek G Brno, tf. Kpt. Jarose - 71 17
17. Adéla Hankovd Prvni ¢eské G, Karlovy Vary - 100 12
18. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen - 32 9
19. Vit Beran Masarykovo G, Plzen - 70 7
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