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Uvodem

Mili FYKOSéci,
skolni rok se prehoupl do posledniho ¢tvrtleti a s nim prichazi Sestd a posledni série tohoto
nakroceno. Pokud tedy chcete vyuzit jedné z moznosti prominuti prijimacich zkousek na Matfyz
nebo pokud si prosté chcete dat diplom za rdmecek do vystavky, mate posledni Sanci zvysit svij
bodovy zisk. Venku vSechno kvete a voni a my pfichdzime s letos poslednim zadanim, stejné
jako s feSsenimi tloh z minulé série. Za jedno chybéjici feSeni se hluboce omlouvame, stejné
jako za chybéjici seridl. Snad ndm to odpustite, seridl bude co nejrychleji zvefejnén na webu,
af muzete Tesit. Spoustu vytecnych napadu pri reseni preji vasi

Organizdtori

Zadani VI. série

Termin uploadu: 8. 5. 2018 23.59
Termin odeslani: 7. 5. 2018

Uloha VI.1 ... asi se urazila 3 body

Méme dva hmotné body o stejnych hmotnostech m ve vzdélenosti d od sebe volné v prostoru
bez zadnych vnéjsich gravitacnich sil. Jakou minimalni rychlost ve sméru spojnice obou bodt
musime udélit jednomu hmotnému bodu, aby se od sebe stédle vzdalovaly?

Uloha VI.2 ... horky drat 3 body

Vypocitejte proud, ktery by mél prochizet kovovym vldknem s primérem d = 0,10 mm na-
chézejicim se ve vakuové bance, aby teplota vldkna méla stdlou hodnotu 7' = 2600 K. Pred-
pokladejte, ze povrch vlakna zari jako idedlni Cerné téleso. Zanedbejte ztraty tepla zptusobené
vedenim tepla. Rezistivita materidlu vldkna pii dané teploté je o = 2,5 - 1074 Q-cm.

Ndpovéda Pouzijte Stefantiv-Boltzmanntv zakon.

Uloha VI.3 ... neanalyticki pruZinka 6 bodu

Predstavme si tyc s délkou b = 5 cm a hmotnosti m = 1kg a pru-
zinku s klidovou délkou ¢ = 10cm, s tuhosti k& = 200N-m~!
a se zanedbatelnou hmotnosti, které jsou na koncich spojeny.
Druhé konce tyce a pruzinky jsou upevnény ve stejné vysce ve
vzdalenosti @ = 10cm od sebe. Kolem obou upevnéni i kolem
spoje 1ze libovolné rotovat. Oznacme ¢ sklon tyce od horizontdlniho sméru. Najdéte vsechny
hodnoty ¢, pro které je soustava v rovnovazné poloze. Které z téchto poloh jsou stabilni a které
labilni?
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Uloha VI.4 ... rozmérova analyza 7 bodu

Matéj si doma vyrobil stfelnou zbran a chce zméfit, jakou rychlosti vystreluje ndboje. Bohuzel
nemdé k dispozici jiny méftici ptistroj nez pravitko. Nasel ale kostku, jez je tvorena z polovi-
ny ocelf a poloviny difevem. Polozi ji na kraj stolu (jehoz vyska je 100 cm a délka je 200 cm)
a horizontalné do ni vystreli. Kulka se od ocelové strany dokonale pruzné odrazi presné opac-
nym smérem a dopadne do vzddlenosti 50cm od stolu. Kostka se na stole posune o 5cm.
Potom Matéj kostku otoci a stieli do jeji dfevéné strany, v niz se kulka zaryje. Nyni naméril
posunuti jen 4cm. Pomozte mu s vypoctem rychlosti vystielu. Moznéd se vim bude hodit, ze
zjistil, ze pohyb rozjeté kostky po stole se nezastavi, pokud jednu stranu stolu zvedne do vysky
alespon 20 cm.

Uloha VL.5 ... skok z letadla 8 bodu

Filip o hmotnosti 80 kg vyskodil z letadla, které je ve vysce h1 = 500 m nad zemi. Ve stejném
okamziku z druhého letadla skocila Danka o hmotnosti 50 kg, ale z vysky ho = 569 m nad zemi.
Predpokladejme, ze oba maji stejny odporovy koeficient C' = 1,2, Filipova plocha pri¢ného
prifezu je Sp = 2,2m? a Danéina je Sp = 1,5 m?. Hustota vzduchu ¢ = 1,205kg-m > se neméni
s vyskou. Za jakou dobu od vyskoku bude Danka ve stejné vysce nad zemi jako Filip?

Uloha VL.P ... kompenzace vesmirné expanze 9 bodu
Podle soucasnych pozorovani a vesmirnych modeli se zda, Ze vesmir se rozpind a rychlost
rozpindni se zvysuje. Co kdyby to tak nebylo? Co kdyby byl vesmir stile stejné velky, ale
ménily by se fyzikdln{ zdkony /konstanty? Jak by se musely konstanty ménit, aby se ndm zdélo,
7e se vesmir rozpind, jak ukazuji pozorovani? PopiSte co nejvice zdkonu, které by se musely
ménit.

Uloha VLE ... nehrajte si se sirkami 12 bodu

Zméite rychlost hofeni Spejle v zévislosti na tthlu naklonéni vuci vodorovné roviné.

Uloha VL.S ... seridlova tloha 10 bodt

Zadéni seridlové ulohy najdete co nejdfive na nasem webu.
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Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... schodi$té na Mé&sici 3 body; primér 2,84; fesilo 43 studentt

Pokud bychom jednou kolonizovali Mésic, bylo by vhodné na ném pouzivat schody? Predstavte
si na Meésici klesajici schodisté s vyskou schodu h = 15cm a délkou d = 25cm. Odhadnéte
pocet schodii N, které by preletél clovék, jestlize by pred vstupem na schody Sel rychlosti v =
=54km-h™! = 1,5m-s~'. Tihové zrychleni na povrchu Mésice je Sestkrét slabsi nez na povrchu
Zemé. Dodo cital Mesiac je drsnd milenka.

Na Mesiaci posobi gravitacné zrychlenie

a = g ;
kde g je pozemské tiazové zrychlenie. Umiestnime pociatok stiradnicovej sistavy na hranu
najvyssieho schodu (koniec rovnej plochy). Nech os x je vodorovnd v smere od roviny cez
schodisko a os y je zvisld v smere zhora nadol. Potom pre letiaceho pozemstana plati

Tp = vt,
. at?
Yp = 5
pre vrcholy schodov
rs = Nd,
ys = Nh.

V okamihu dopadu plati

Nd=zs =z, =vt,

at?
Nh=vy, =y, = — ,
Y Yp 2
z ¢oho dostavame )
2hv
N =
ad?
a po dosadeni
N 12hv?
gd?

Po vydéisleni dostavame N = 6,6, teda ¢lovek pretne priamku spédjajicu vrcholy schodov niekde
medzi N = 6 a N = 7. Cize po preleteni $iestich schodov dopadne na siedmy. Pre Zem by
sme dostali, Ze preletime jeden schod, ¢o je v sulade s realitou. Prvy schod totiz zvykneme bud
preskocit, alebo pred schodiskom pribrzdime. Problematicky je totiz prave prechod z pohybu
vo vodorovnom smere do pohybu v sikmom smere, nie pohyb sikmo. Na Mesiaci by teda ne-
musel byt problém pouzivat dlhsie schodisko, ak by pred nim pouzivatelia pribrzdili. Kratke
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schodisko sa nevyplati, pri skoku z vysky jedného poschodia nadobudneme rovnaku rychlost
ako zo Sestkrat mensej vysky na Zemi, teda asi z pol metra. A to sa ndm urcite ni¢ nestane.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha V.2 ... paprsky smrti na skle 3 body; prumér 2,81; fesilo 42 studentu

Na sklenénou desku s absolutnim indexem lomu n = 1,5 dopada
svételny paprsek. Stanovte jeho iihel dopadu a1, jestlize paprsek
odrazeny od rozhrani svird s lomenym paprskem tihel 60 °. Deska
je ulozena ve vzduchu.

Danka rdada 7est vice problému najednou.
Index lomu vzduchu je ng = 1, uhol lomu oznac¢ime a2. Zo Snellovho zdkona vieme, ze plati
nosina; = nsinas .
Zo zédkona odrazu a z geometrie situacie vidime, ze
o o
a1 +a2+60" =180 .

Teda
a1 + ag = 120°.

7 tejto rovnosti vyjadrime a2 a dosadime do Snellovho zdkona

. n . n .
sina; = — sinas = —sin (120° — 1) .
o o

Pouzijeme sictovy vzorec pre sinus rozdielu dvoch uhlov 1 a @2
sin (¢1 — p2) = sin @1 cos p2 — €OS p1 Sin s .

Dostavame n
sina; = — (sin 120 ° cos a1 — cos 120 ° sin vy ) .

Upravami vyjadrime uhol a;

sin ag (1 + nﬁ cos 120°> = nﬁ sin 120 ° cos a1 ,
0 0

2 5in120°
ng

t =
BT T4 Zcos120°
Po dosadeni ¢iselnych hodnot
tg a1 = 3\/§ .
Teda
an = 79 ° .

Uhol dopadu lica je 79°.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz
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Uloha V.3 ... klin 5 bodi; pramér 2,70; Fesilo 30 student

Maéme dva kliny o hmotnostech m1, mo a tthel «a (viz obrdzek). Vy-

pocitejte zrychleni levého klinu. Predpokladejte, Ze nikde nedochézi ke v

treni. m

Bonus Uvazujte treni s koeficientem f. VIrrss s rzzz
Jdchym vykradl skripta CVUT.

Levy klin se mize pohybovat pouze ve svislém sméru a pravy klin po podlozce ve vodorovném
sméru. Oznac¢me zrychleni levého klinu a1 a zrychleni pravého klinu as. Na levy klin ptisobi ve
svislém sméru tihové sila m1g a v opa¢ném sméru slozka F,, sin «a reakeni sily F,,, kterd pusobi
mezi nasimi kliny a je kolma k jejich sty¢né plose. Celkové tak z druhého Newtonova zdkona
dostavame

mig — Fpsina = miaq . (1)

Na pravy klin pusobi ve vodorovném sméru slozka F3, cos a reakéni sily, a proto plati
F,, cosa = maas . (2)

Déle vyuzijeme vazbu mezi kliny. Predstavme si, ze se levy klin posune svisle dolii o vzdédlenost
s1. Protoze na sebe i nadéle kliny musi ptiléhat, posune se pravy klin doprava o vzdalenost se =
= s1 tg a. Dvojitym zderivovanim podle ¢asu ziskdme a2 = a1 tg a. Kdyz tento vztah dosadime
do rovnice (E)7 dostaneme

F,cosa =maartga. (3)

Nyni mame soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych. Rovnici (E) vynasobime vyrazem tga a
secteme ji s rovnici ([ll). Tak se zbavime ¢lenu s nezndmou silou F, T,

2
mi1g = mia1 + meoal tg” .

Odtud uz snadno vyjadiime
1

ai 2971_’_%1_%20{ .
Jestlize se tedy levy klin bude pohybovat smérem dola bez tieni, jeho vysledné zrychleni bude

ai.

Bonus

Kromé sil zminénych vysSe pusobi na kliny jesté treci sily s koeficientem tieni f. V ptipadé
levého klinu se budeme opét zajimat o velikost svislé komponenty vysledné sily. Pripomenme,
ze na levy klin pusobi ve svislém sméru tihova sila mi1g smérem dolu a sila F, sin o smérem
nahoru. Levy klin ptisobi na pravy klin silou F,,, ktera je kolm4 na jejich sty¢nou plochu. Tteni
s pravym klinem zpuisobi tfeci silu fF,,, kterd mifi ve sméru sty¢né plochy vzhiru a mé svislou
komponentu fF;, cosa. Celkova sila, kterou pisobi levy klin na svislou sténu, je souctem sily
F, cos a a vodorovné komponenty tieci sily — f F), sin a.. Tteci silu mezi levym klinem a svislou
sténou pak spocitdme jako f (F, cosa — fF, sina). Celkové tak z druhého Newtonova zdkona
dostavame
mig — Fpsina — fF,cosa — f (Fpcosa — fFysina) = mias .

Na pravy klin pusobi normélova sila F, a treci sila fF,. Jejich vodorovné komponenty jsou
F,cosa a —fF, sina. Dale potfebujeme zjistit velikost vysledné normalové sily pusobici na
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podlozku, abychom z ni uréili tieci silu mezi podlozkou a pravym klinem. Tato normaéalova
sila se sklada ze svislé slozky F), sin « sily F,, ze svislé slozky fF, cosa tieci sily mezi obéma
kliny a z tihové sily mag. Treci sila od vodorovné stény je pak f (F,sina + fF, cosa + mag).
Z druhého Newtonova zédkona pro pohyb pravého klinu v horizontalnim sméru plati

Frcosa — fFysina — f (Fpsina + fF, cosa + mag) = maai tga,

kde jsme jiz dosadili za a2 z rovnosti a2 = a1 tga, protoze pohyb klint je na sebe navazany
stejné jako v pripadé bez tfeni. Vzniklou soustavu prevedeme vhodnymi algebraickymi tipravami
do tvaru

mig — Iy (sina +2fcosa — f2 sina) =miai,
—fmog+ F, (cosa —2fsina — f2 cosa) = meoa1 tga.
Obé rovnice vhodné prendsobime a seCteme
. 2 . 2 .
mig (cosa —2fsina— f cosa) — fmag (sma +2fcosa—f 51na) ,
= a1 (m1 (cosa —2fsina — f2 cosa) +matga (sina +2fcosa — f2 sina)) .
Dalsimi algebraickymi ipravami najdeme feseni

1—f?—2ftga— 221 (2f + (1 - f*) tga)
T 2ftga+ 22 2tga(2f + (11— f2)tga)

ar =

Vsimnéme si, ze dosazenim f = 0 dostaneme stejny vzorec jako v zakladni tloze.

Vaclav Mikeska

v.mikeska@fykos.cz

Uloha V.4 ... tepelné ztraty 7 bodit; primér 5,70; fesilo 37 studentii

Na jaké teploté se ustali vnitini prostredi bytu v panelovém domé? Uvazujte, Ze nas byt sousedi
delsimi sténami, stropem a podlahou s dalsimi byty, ve kterych je udrzovdna teplota 22 °C.
Kratsimi sténami sousedi s okolim, kde je teplota —5°C. Vnitifni rozméry bytu jsou: vyska
h = 2,5m, sitka a = 6m a délka b = 10m. Soucinitel mérné teplotni vodivosti stén je A\ =
=0,75 W-K~'-m™!. Vnéjsi stény a stropy jsou tlusté Doy, = 20 cm a vnitrni D;, = 10 cm.
Jak se zméni vysledek, pokud budovu zvenku zateplime polystyrenem o tloustce d = 5cm
s mérnou tepelnou vodivosti X' = 0,04 W-K~*.m~*?
Karel premyslel nad tim, jak to funguje v paneldku. . .

Uloha je zamerand na vedenie tepla. Zakladna rovnica, ktord vyuzijeme, je

Q= sl TZ, (4)

kde A je koeficient tepelnej vodivosti, S je plocha steny, T1 — 1% je rozdiel teplot a ¢ je doba
tepelnej vymeny. Konstrukcia je na obrazku

Oznaéme Qo teplo prenesené do bytu cez vonkajiu stenu. Dalej Q1 st tepelné prenosy cez
steny spolo¢nymi so susednymi bytmi a QQ2 st tepelné prenosy cez podlahu a strop. Po ustaleni


mailto:v.mikeska@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 6/7

| o |

Qo Qo

| O I
Obr. 1: Pohlad na byt zhora.

situdcie musi platif, ze za lubovolny casovy tsek ¢ bude celkovy prirastok energie bytu nulovy,
teda
2Qo0 +2Q1 +2Q2 =0,

¢ize po dosazeni z (H) dostdvame

Tous — T T — T Tw-T,
2R = E b+ 2bh Tt + 2Nab ===t = 0,

kde Tous je teplota vonku a Ti, je teplota v okolitych bytoch. Odtial si uz moézeme vyjadrit
teplotu, na ktorej sa ustali prostredie vo vnutri bytu
ahDinTout + thoutr—r;n + abDin,I'in

T = @D bhDuwe 4 abDi =29191K =18,76"C.

Pre zateplené

Zateplenim vonkajsej steny sa zmeni len hodnota Qo. Konkrétne sa zmeni hodnota R, ¢o je

tepelny odpor, pre ktory plati R = %. Po6vodna rovnica ma potom tvar
— T
S .
@= R

Po zatepleni sa vysledny tepelny odpor rovna sﬁétuﬁ] tepelnych odporov polystyrénu a steny,
teda

Dout d
R= <.
PRY
Cize dostavame vztah
Tout m - m =T
2 hit 2Abh———— t 2 ab———t =0
“ 7D§\"t + )\i + Dll’l + “ Dout ’

1V praxi sa pri vypocte tepelného odporu zohladnuji aj odpory pri prestupe tepla na vnitornom a vonka-
jSom povrchu konstrukcie.
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z ktorého si opdt mézeme vyjadrit teplotu, na ktorej sa ustali prostredie vo vnutri bytu

Nahsrpretiss + bhfis + abpin

T — l )\’Donl;t+>\d : Dcl’"t = 294,52 K= 21,37 OC .
A ahm =+ thm + abDout

Vidime, zZe teplota v byte uz bude velmi podobné teplote, na ktord vykuruji susedi svoje byty.

Filip Pastierovic
pastierf@fykos.cz

Uloha V.5 ... zaludna kapka 8 bodi; pramér 6,21; Fesilo 19 student

Meéjme kulatou kapku o poloméru ro tvorenou vodou o hustoté g, ktera shodou okolnosti pada
v mlze v homogennim tihovém poli g. Uvazujme vhodnou mlhu se specialnimi predpoklady.
Tvori ji vzduch o hustoté gv,qa a vodni kapicky s prumérnou hustotou ¢., kdyZ uvazime, zZe
se rozptyli zcela rovnomérné. Jestlize kapka propadne néjakym objemem takové mlhy, vysbira
vsechnu vodu, ktera se v tomto objemu nachdzi. Na misté zistane pouze vzduch. Jaka je
zavislost hmotnosti kapky na vzdalenosti urazené v takovéto mlize?

Bonus Reste pohybové rovnice. Karel chteél zadat néco, kde se bude menit hmotnost.

Pfi feSeni bonusu vyjdeme z pohybové rovnice F' = p = i + mi. Na kapku pusobi jeding sila,
a sice tthova¥ kterou spocitame jako F' = mg. Dale muzeme spocitat casovou derivaci hmotnosti
. 2.
m=km3z.

Pro pohyb kapky tak plati
2
mg = @ + mi = km3 & + mi,
k
g= i+
%kx + (%n@v) T0

wl—

|

Jednoduchymi algebraickymi dpravami a zjednoduéenimE To = % (%ngv) Sro = %ro dostava-
me
g (x4 x0) = 3&° + & (x + x0) (5)
Nyni{ vyuZijeme substituci z = y* — o, pro kterou plati
T =2yy,
&= 29" + 2y

Snadno si mlzete ovéfit, ze dosazeni do rovnice (a) vede na

g = 1447 + 2ijy .

2Zanedbavame vztlakovou silu a odpor vzduchu. Pokud bychom je chtéli uvazovat, sta¢ilo by pouze zménit
nékteré konstanty, ale rovnice jako takové by zlstaly stejné. Vztlakovou silu totiz pfiddme ¢lenem tmérnym
pouze objemu, ten je zase pfimo timérny hmotnosti. Clen mg uz je ale obsazen diky tihové sile. Podle Newtonova
zakona odporu bychom zase museli brat v ivahu novy ¢len tdmérny druhé mocniné rychlosti, ten je zase shodny
se ¢lenem, ktery ziskdme z ¢asové derivace hybnosti.

3Ze vzorce (??7) vyplyvé, ze pokud oto¢ime smér ¢asu, kapka se postupné dostane do jednoho konkrétniho
bodu, ve kterém je jeji polomér nulovy. Mizeme si povSimnout, ze hodnota xy ma vyznam vzdélenosti tohoto
bodu od polohy kapky s polomérem rq.
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Nyni uz kone¢né vyuzijeme rovnost

_dyg  dgdy dydy .dy

Tdt  dtdy  atdy  Ydy’
kterd ndm umozni piedchozi diferencidlni rovnici separovat. Resfme integral

dy 2ydy
g—l4y2’

ny=——+ —28ydy _

1 .
M PRy -pzmp—1@ﬂ+c.

Dosazenim z predchozich vztahi ukazeme, ze
R
9- Uy = (1E-g),
tedy ze podminka g > 1472 je ekvivalentni s podminkou 7i > g. JelikoZ na po&atku plati & = g,
podminka je (alespon na zacatku) ziejmé splnéna. Pozdé&ji vSak budeme muset ovérit, zda plati

po celou dobu.
Z pocatecnich podminek si vyjadrime integra¢ni konstantu

1 7
C= 1 In (gmo) ,
tedy po zpétném dosazeni do vysledku integralu mame

In y14 =—In (g — 14y2) +1In (g$(7)> ’

i= ﬁ((m+xo) -z} (x+$0)76) )

&= % (1+6a75 ($+£L‘0)77) .

[N

Druhou ¢asovou derivaci jsme ziskali &, pomoci ¢ehoz jsme si dosazenim do (a) ovérili, ze jsme
postupovali spravné. Navic zfejmé plati 7& > g, takze podminka z predchozi casti feseni bude
splnéna vzdy.

Dalsi postup je jasny, predchozi rovnice pro & je separovatelnd diferencidlni rovnice, kterou

staci pouze zintegrovat
7 7 —6\—%
=13, ((:c—|—a:o)—mo(:c—|—xo) ) dz .

Bohuzel, tato lahudka jen pro ty nejvétsi integralni gurmany nemé analytické reseni. Lze ho
vyjadrit pomoci hypergeometrické funkce, ale to je jen nekonecnd suma, kterou stejné musi-
me spocitat numericky. Nicméné si mizeme povsSimnout, Ze pro dostatecné velké = jde vy-

raz g (z+ 10)77 velmi rychle k nule, tedy zrychleni se shora blizi hodnoté £. Zvolme néjaky

10
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dostatecné velky cas to, potom muzeme pro ¢as t > to pohyb kapky aproximovat rovnomérné
zrychlenym pohybem

()~ 2

g
7 )
. gt .
z (t) ~ = + & (to) ,

gt* .

z (t) ~ eV + & (to) t + z (to) ,

kde z(to) a & (o) jsou draha a rychlost kapky v ¢ase to. Jejich hodnoty musime samoziejmé urcit
numericky, ale vSechny dalsi x(¢) uz pak z predchozich rovnic snadno spoéitdme analyticky.
Jedné se sice pouze o aproximaci, ale pro dostatecné velké t, mizeme dosdhnout libovolné

presnosti. Navic, vzhledem k tomu, jak vysoké mocniny se v ptivodnich rovnicich vyskytuji,
dostavame i pro relativné malé hodnoty to velmi pfesné vysledky.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha V.P ... plovouci rtut 9 bodti; prumér 6,42; fesilo 31 studentl

Vymyslete co nejvice fyzikalnich ,figli“, diky kterym by rtut, alespon po omezenou dobu,
plavala na kapalné vodé. Cim trvalejsi feseni naleznete, tim Iépe.
Karel chtél otocit Archiméda na ruby.

Nejprve uvedeme nékolik zajimavych konstant. Podle publikace Matematické, fyzikalni a che-
mické tabulky Statniho nakladatelstvi v Praze (ano, ty stafické tabulky, které vétSina z vds
mé doma) je hustota rtuti omg = 13546kg-m ™2, hustota vody oaq = 998kg-m ™3, teplota tani
rtuti ¢, = —38,8 °C a teplota varu rtuti ¢, = 356,6 °C, soucinitel teplotni objemové roztaznosti
rtuti pii 20°C 8 = 0,18 - 1073 K™, povrchové napéti rtuti pii 20°C omg = 491 - 107* N-m ™,
povrchové napéti vody pii 20°C gaq = 73 - 1073 N-m ™.

Zadany problém rozebereme z nékolika thli pohledu. Snizeni hustoty rtuti tak, aby plavala
na vodé, je nejprimocarejsi reseni, které napadne snad kazdého. To ovsem neni nijak jednoduché.
Mohli bychom rtut dat do (vhodné velké, presné parametry nechdme na ¢tenéari) nddoby se
vzduchem a ten potom vsSechen odsat, aby vznikl podtlak. Rtuf by pak izotermicky vyplnila
nadobu a tim padem by ji klesla hustota. Po navratu do prostfedi s béznym tlakem by se ale
hustota velmi rychle vratila zpét na béznou hodnotu, ani bychom ji na vodu nestihli nalit.
Ekvivalent se stlacenim vody by nefungoval ze stejného divodu, pokud by néco takového bylo
viibec mozné. Stejné tak se mizeme pokusit izobaricky zménit hustotu tim, Ze ji ohfejeme. Muze
se ndm povést ji privést na pozadovanou hustotu diive, nez zacne varit a vypaii se? Tentokrat
precizné ovérime, ze se ndm to povést nemize, v ostatnich ukazkach takto precizni nebudeme
a pouze nastinime postup.

Soucinitel teplotni objemové roztaznosti se pri malych zménéch teploty chovéa skoro kon-
stantné. Uvazujme tedy, ze se neméni. Zhruba odhadneme potfebnou teplotu zdola. Aby rtut
méla mensi hustotu nez voda, potrebujeme jeji objem pri dané hmotnosti zvétsit vice nez trinact-
kréat. Je-li 6t rozdil teplot, potom se pocateéni objem Vy zméni na Vi = Vi (14 64t). Aby se takto
objem rtuti zvétsil vice nez tfindctkrat, musi urcité platit 86t > 12, tedy d¢t > 12/8 > 66 000 K,
coZ je vysoko nad teplotou varu rtuti, i kdyby pocatecni teplota soustavy byla 0°C.
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Clovéka také napadne rtut nebo vodu s nééim smichat (napf. vodu osolit a tim ji zvysit
hustotu), ale to bohuzel nespliiuje parametry zadéni (pak uz to neni voda, ale néjakd smés).

Primocarym fesenim je rtut hodné ochladit. Ona pak kolem sebe vytvori led, na kterém chvili
poplave. Na podobném principu funguje feSeni rtut rozzhavit. Diky vodnim pérdm, které se
okolo za¢nou tvorit, se chvili udrzi na hladiné. Je diskutabilni, zda toto Feseni spliuje zadani.
Podle nés spiSe nespliuje, ale néjaké body jsme presto dévali, protoze tento zptsob napadl
mnoho z vas.

Dalsi hodné pfimocaré feseni je rtut zmrazit tfeba ve tvaru lodicky. Rtut pak bude plavat,
dokud neroztaje. Abychom dodrzeli zaddni (vizte predchozi odstavecek), musime vodu pod
lodickou ohfivat, coz trvanlivost lodicky znac¢né snizuje.

Jiné Teseni je soustavu dat do sklenéné nadoby ve tvaru izkého valce, primo kapilary, ktery
bude tak tenky, ze rtut se diky svému odstévani od stén nadoby prosté nestlaci natolik, aby se
potopila (tzn. aby kolem ni pronikla voda, kterd sice vzlind, ale ani to ji nepomiize). Zaroven
ale nddoba musi byt tak sirokd, abychom rtut jesté dostali dovnitf. Diky vazbam mezi atomy
vody (vzlinava vrstva musi mit néjakou tloustku a snazi se byt souvisld) tyto dvé hranice nejsou
stejné, ale budeme muset mérit hodné presné.

Dalsi uz ne tak zjevny postup je rtut roztristit na malické kulicky, které se diky povrchovému
napéti vody udrzi na hladiné. Toto feseni muze byt trvalé, pokud hladina vody vydrzi v klidu
a kulicky se k sobé nebudou priblizovat. Kazdéa kulicka kolem sebe totiz vytvori prohluben,
které zpusobi, ze pokud se kulicky dostanou moc blizko k sobé, sebéhnou se, spoji a vytvori
tak vétsi kulicku. Prilis velké kulicky se kvuli své hmotnosti na hladiné neudrzi a potopi se.
Velikosti kulicek lze urcit jednoduchym vypoctem, ktery je cvicenim na vzajemné pusobeni sil
a ktery ponechdme laskavému ¢tenéari. Hlavni myslenka je ale pomérné jednoduchd. Vazby mezi
atomy rtuti jsou silnéjsi nez vazby mezi atomy vody (rtut diky tomu bude viceméné drzet tvar
kulicky) a nanocastice se zfejmé nepotopi (povrchové napéti vody je silngjsi, to vidime tieba
na tom, Ze na hladiné mize plavat ocelova jehla).

Dalsi moznosti je rtuti stdle pomédhat, aby se udrzela na hladiné. Tteba ji mechanicky Soupat
po hladiné (napf. do nf z boku foukat) nebo ji shora vysavat. Nebo zaridit, aby kapalina proudila
tak rychle, Ze se rtut nemé Sanci potopit.

Miuzeme také pod kapkou rtuti vytvorit trysku, kterd bude nahoru stéle posilat proud vody
a kapka, pokud z néj nesklouzne a bude dost mald, aby se nerozpadla, se na ném udrzi. Tady
feSime ten problém, ze kapicka je jednak kiehké, jednak je tato konfigurace hodné nestabilni
a staéi maly podnét, aby objekt z fontdnky sklouzl. Casteénym Fesenim mifize byt zmrazeni
kapicky. Bude-li proud vody dost silny, nebude se ani tvorit led (kvili spousté kinetické energie).
Také mtzeme kapicku na misté néjak ptridrzovat.

Relativn{ magnetickd permeabilita rtuti je za normalnich podminek niz${ nez u vody (rtut
mé néco jako 1 —31-107% voda 1 —9-107°), takze ji magnetické pole odpuzuje vice nez vodu.
Proto mizeme udrzovat kapicku rtuti na hladiné pomoci magnetu umisténého pod niadobou.
Rozdil relativnich magnetickych permeabilit je ale malicky, takze by se muselo jednat o hodné
silny magnet, aby to fungovalo.

Rtut podchlazena na teplotu blizkou teploté absolutni nuly je supravodiva, takze s tim lze
také pracovat. Tato metoda mé ale extrémni az nesplnitelné naroky na dodévdni/odebirani
tepla, ma-li voda zustat kapaln4.

Pri reseni této tlohy se objevilo jesté mnohem vice napadi, nékteré dokonce vypadaly prove-
ditelné. Abychom to uzavteli, figla je spousta, ale vétsinou se jednd o vyménu mezi mnozstvim
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a energetickou narocnosti. Které reseni je nejlepsi, to nechdame na nazoru kazdého z vas.

Markéta Caldabkovd
calabkovam@fykos.cz

Uloha V.S ... rostou nam diferencialni rovnice 10 bodd; primér 3,73;
fesilo 11 studentt

a) Reste problém dvou téles pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody 4. ¥ddu pies nékolik
(mnoho) period. Krok pritom volte tak velky, aby se projevily numerické chyby, a pozorujte,
jakym zptsobem se chyby v obou pripadech projevuji na tvaru trajektorie.

b) Reste pohyb tlumeného linedrniho harmonického oscildtoru, ktery je dan rovnici i+20wi+w?s =
=0, kde w je tihlova frekvence a § tlumici ¢len. Parametry mérite a sledujte zmény v chovani
oscilatoru. Pro jaké hodnoty parametri se oscilator utlumi nejrychleji?

¢) Modelujte riist povrchu metodou balistické depozice a studujte statistické chovani hrubosti
povrchu. Naleznéte mocniny « a 3 popisujici riist pred saturaci a po saturaci (viz seridl).
Vyjdéte z kédu v serialu. Volte takovy pocet kroki, abyste byli schopni dobie studovat oba
rezimy hrubnuti. Linedrni rozmér povrchu volte alespori L = 256. (Upozornéni: simulace
mohou trvat i nékolik hodin.)

d) Simulujte na ¢tvercové miizce sifeni zhoubného nddoru pomoci Edenova modelu. Uvazujte
pritom nasledujici obménu: s pravdépodobnosti pi1 dojde k nakaze zdravé buriky v kontaktu
s nadorovou a s pravdépodobnosti p2 dojde k uzdraveni nakazené. Volte nejprve p1 > pa,
pak p1 > p2 a nakonec p1 < p2. Na pocatku necht je nakazeno pét bunék do tvaru krize.
Kvalitativné popiste, co pozorujete.

e) Prepiste kéd ze seridlu pro rust fraktdlniho krystalu (DLA model) na hexagondlni miizce
na rist na c¢tvercové mrizce a spoctéte dimenzi vysledného fraktalu.

Pozndmka Vyuzit kédy prilozené k serialu neni nutné, ale doporucené.

Algebru uz Mirek s Lukdsem vypéstovali, nyni maji jiné osivo.

a) Nejprve musime odvodit spravné pohybové rovnice, pfi¢emz pro jednoduchost budeme celou
dobu pracovat v kartézskych souradnicich. Gravita¢ni sila, kterou prvni bod o hmotnosti m1
pusobi na druhy hmotny bod o hmotnosti ma, je

Fg _ Gm;mQ re,
12
kde ri2 je polohovy vektor druhého bodu vici prvnimu bodu a 712 je jeho velikost. Silou
o stejné velikosti, ale s opa¢nym znaménkem, pak pusobi bod 2 na bod 1. Zrychleni bodu pak
obdrzime vydélenim sily hmotnosti daného bodu. Protoze druhy Newtontv zdkon mé (ve
verzi s konstantn{ hmotnosti) tvar x = a, mame sestaveny pohybové rovnice, jen je potieba je
upravit do tvaru vhodného pro danou metodu. U Verletovy metody mame splnéno, nebot je
ocekavana diferencidlni rovnice pravé v tomto tvaru. Pro Rungovu-Kuttovu metodu musime
rovnici upravit na soustavu rovnic prvniho fadu. To docilime substituci x = v, diky cemuz
automaticky obdrzime i okamzité rychlosti bodu, které budeme potfebovat pri vypoctu
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energie. Pro Verletovu metodu musime rychlosti ziskat oklikou, napiiklad aplikaci numerické
derivace dle casu na funkci polohy® Vysledna soustava rovnic tedy je

. Gma(za — 1) L Gma(y2 — y1)

r1 = 3 Yy = 3
[(x2 — 21)2 + (y2 — y1)?|2 (2 — 21)? + (y2 — y1)?[2

L Gmi(x1 — x2) L Gmi(y1 — y2)

T2 = ) Y2 =

(22 — 21)? + (y2 — 11)?|3 (22 — 21)? + (y2 — 11)?| 3

pro Verletovu metodu a

. Gmoa(z2 — 1) . Gma(y2 — y1)

Vz1l = 3 VUy1 = 3
[(z2 — 1) + (y2 — y1)?|2 [(x2 — 1) + (y2 — y1)?|2

. Gmi(z1 — . Gm —

G — (71 — x2) . dyp = 1(y1 —y2) .
[(z2 — 21)? + (y2 — y1)?[2 [(x2 — 21)2 + (y2 — y1)?[2

i71:1)11, z;u:vyl,

To = V2, Y2 = Uy2

Bylo by samozifejmé mozné simulaci provadét i v jiné soustavé, bylo by ale potfeba prislusné
transformovat polohy a rychlosti a v pripadé neinercidlnich soustav zapocitat vliv setrvac-
nych sil. P¥ikladem vhodné transformace je umisténi jednoho z téles do pocatku (nerotujici)
souradné soustavy, pak totiz stac¢i simulovat pohyb pouze jednoho télesa vuci druhému, coz
ve vysledku vede k mensim numerickym chybam.

Pro porovnani vlastnosti metod si nyni problém zjednodusime a budeme uvazovat, ze plati
mi > mg, tedy naptiklad pohyb planety okolo Slunce. Slunce pak mizeme napevno posadit
do stfedu a simulovat pouze pohyb planety.

V grafu E vidime vysledek takové simulace po dobu 10 obéhti s pomérné velkym krokem. Na
prvni pohled je vidét nesrovnalost ve velikosti velké poloosy mezi obéma metodami. Ta je
zpusobena tim, ze Verletovu algoritmu je nutno dodat poc¢ate¢ni podminky ve formé dvou
poloh misto polohy a rychlosti, jako v pfipadé Rungovy-Kuttovy metody. Pro vypocet tohoto
prvniho kroku byl (z divodu lenosti) pouzit Euleruv algoritmus, ktery s timto velkym krokem
zpusobil zna¢nou chybu. Pokud bychom byli pti volbé pocatecnich podminek peclivéjsi, tato
chyba by nevznikla, dale ji tedy budeme ignorovat.

Druha véc, které si vSimneme, je staceni drahy vypoctené Verletovou metodou, zatimco dra-
ha vypoctena Rungovou-Kuttovou metodou je viceméné stéle stejnd. To je zptusobeno tim,
ze Verletova metoda je metodou druhého fadu, zatimco pouzitd Rungova-Kuttova metoda
je fadu Ctvrtého, pro dany krok méa tedy mensi chybu. VSimnéme si ale, ze drdha je touto
chybou pouze staCena, neméni se jeji rozméry. To je pravé dusledkem casové reverzibility
a néasledného zachovani energie u Verletovy metody. Pokud se podivame na ¢asovou zdvislost
energie planety (vztazené na jednotkovou hmotnost planety) v grafu P, vidime, Ze v piipa-
dé Verletovy metody energie osciluje s periodou jednoho obéhu. Neni tedy vzdy na zcela
spravné hodnoté, v prubéhu ¢asu ale nikam nedriftuje, i s takto hrubym krokem se tedy
bude takto drzet, i kdybychom simulovali tieba 10000 obéhu. Energie v pfipadé Rungovy-
Kuttovy metody oproti tomu v tomto tseku simulace drzi 1épe diky vyssimu radu metody,

4V pripads, ze potifebujeme znat rychlosti, lze také pouzit metody, které jsou Verletovi ekvivalentni, jako
leap-frog, ¢i rychlostni Verlet. O téchto a dalSich metodach jsme se v seridlu nezminovali, mizete si je ale
dohledat.
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Obr. 2: Simulace obéhu Zemé kolem Slunce pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody
4. fadu s krokem 30 dni.

postupné se ale méni (a ¢im dal rychleji), po mnoha periodach by tedy vibec neodpovidala
skutecnosti.

Po substituci & = v dostavdme diferencidlni rovnici © = —26wv — w2z, &mZ jsme obdrzeli
systém dvou rovnic prvniho fadu. Na jeho feseni pouzijeme Rungovu-Kuttovu metodu 4. -
du, protoze je na rozdil od Adamsovych-Bashforthovych-Moultonovych metod jednokrokova,
neni ji tedy potfeba startovat, navic je Rungova-Kuttova metoda 4. fadu dokonce vhodnéjsi
z hlediska stability® Naopak explicitni Eulerovu metodu zde pouzit nemuzeme, nebot pro
netlumeny oscildtor § = 0 je FeSeni nestabilni pro libovolné maly krok. Tvrzeni opét souvis{
s oblasti stability — tento pojem se pokusime objasnit v pristim dile seridlu. Nicméné i bez
téchto teoretickych znalosti 1ze z chovani feSen{ od pohledu usuzovat na jeho (ne)stabilitu.
Nestabilita totiz znamend, Ze se chyby neimérné zvétsuji, reseni tedy roste k nekonecnu
(¢i osciluje mezi kladnym a zadpornym nekoneénem)® Jak takové nestabilni chovéni vypads,
vidime na obrazku W, kde je vykresleno nestabilni feSeni rovnice & + w?z = 0 explicitni
Eulerovou metodou a pro porovnani stabilni feseni Rungovou-Kuttovou metodou.

Kromé pocatecnich podminek, které maji jasny vyznam pocatecni rychlosti a polohy, muze-
me ménit dalsi dva parametry, thlovou rychlost w a tlumici ¢len §. S trochou experimentova-
ni zjistime, ze maji vyznam odpovidajici jejich nazvu, parametr w ovliviiuje periodu kmiti,
zatimco § Tidi rychlost exponencidlniho dtlumu¥ Jak jsme jiz zjistili, hodnota 6 = 0 odpo-

SM4 vétsi tzv. oblast stability, mizeme tedy volit o néco vétsi krok pro dané parametry pfi zachovani

stability.

6Je samoziejmé tfeba dait pozor, jestli divergence neni oekdvanym spravnym Fesenim dané rovnice.
"Ve skutecnosti & také ovliviiuje periodu kmit a w rychlost itlumu, jak si rozebereme dale.

15



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 6/7

_320 T T T T T T T

—340 :
—360 | E
—380 | s

B —400 -
MJkg™t 490

—440 r R
—460 | ]
480 | RK4 — T ]
Verlet T
—500 1 1 1 1 1 1 L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
t
d

Obr. 3: Simulace obéhu Zemé kolem Slunce pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody
4. fadu s krokem 30 dni — vyvoj celkové energie.

vid4 kmitfim bez tlumeni. Cim vétsi pak faktor je, tim je tlumen{ silngjsi. Je ale zajimavé,
ze silnéjsi tlumeni nutné neznamend, ze vychylka rychleji klesne k nule, jak miazeme vidét
na obrazku f, kde jsou vyneseny casové zavislosti vychylky pro hodnotu parametru 6 = 0,7,
6 =1ad = 1,3. Je patrné, Ze nejrychleji se utlumi oscildtor pii 6 = 1. Nejde jen o nas
tip na zékladé experimentovani s hodnotou parametru, ale jde o obecny vysledek. Rika-
me, ze takovy oscilator kond mezni aperiodicky pohyb. Pokud je § < 1, oscilator neni zcela
utlumen béhem jednoho kmitu, tlumeni k nulové vychylce tedy trva déle. Oscilator kona
periodicky pohyb. Naopak pokud § > 1, oscilator je pretlumeny tak, ze ,tlumi i tlumeni
vychylky k nule“, vychylka tedy klesd pomalu, ale neprekmitne a u nuly se ustéli, pohyb je
aperiodicky.

Dopliime, Ze pro tuto diferencidlni rovnici 1ze nalézt analytické feseni ve tvaru

z(t) = AeM' 4 Bet2t

kde A2 = —dw + wvd2 — 1 a A a B jsou integra¢ni konstanty (odvoditelné z poc¢atecnich
podminek). Pro § € (0,1) je vyraz pod odmocninou zaporny, odmocnina mé tedy komplexni
hodnotu. Pak plati A\1,2 = —dw +iwv/1 — 62, Feseni tedy pomoci tipravy pres Euleriv vzorec
pro komplexni exponencidlu a triku vyuzivajiciho fakt, ze soucet dvou ruznych reseni je také
fesSeni, mizeme piepsat do tvaru

z(t) = e (C cos(twy/1 — %) 4+ Dsin(tw/1 — 52)) , (6)

kde C' a D jsou redlné integracni konstanty. Z tohoto vysledku vidime, Ze tlumeni pusobi
s faktorem dw a oscilace maji ithlovou frekvenci w+/1 — 2. Pro mezni ptipad § = 1 pak
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Obr. 4: Porovnani stabilniho a nestabilnfho FeSeni rovnice & + w?z = 0 se stejnymi
pocatecnimi podminkami, s krokem 0,1 a w = 1.

z rovnice (E) oscilace vymizi a ziistane jen tlumici exponencidla. Zaroven aleE bude fesenim
rovnice i z(t) = Kte™ !, kde K je konstanta. A protoZe soudet feSeni homogenni diferencialni
rovnice je také fesenim, je celkové feSeni pro pripad § = 1 rovno

z(t) = (F + Gt)e ™",

kde F' a G jsou integracni konstanty. Muzete si derivovinim oveérit, ze toto Teseni klesa
k nule monoténné a (pro stejné pocateéni podminky) rychleji nez periodické feSeni nebo
soucet dvou exponencial z aperiodického feseni.

Celou dobu jsme méli predstavu mechanického osciladtoru, naptiklad zdvazi na pruziné. Uveé-
domme si ale, ze stejnd rovnice popisuje i jiné, neméné vyznamné systémy, napiiklad RLC
obvod, kde vychylka odpovida elektrickému naboji (ktery je imérny napét{) na kondenza-
toru a rychlost proudu protékajicimu obvodem.

V této uloze ée zésadni dodrzet limit na minimélni velikost mrizky, nebo 1épe pouzit jesté
vetsi rozméry® L = 512 ¢i L = 1024. Lze si snadno rozmyslet, ze pro L = 2 a podobné malé
mftizky bude balistickd depozice vykazovat jiné odlisné chovani od velkych miizek. Chceme-li
tedy ziskat sprdavné hodnoty skalovacich parametri, musime volit tak velikou mfizku, aby
se neprojevovala vyznamneé jeji konecnost.

8Protoze jde o piipad s vicendsobnymi kofeny tzv. charakteristického polynomu dané ODR. Detaily teore-

tického feseni dif. rovnic si muzete dohledat ve vhodné literature.

97e se jednéd o mocniny dvojky neni pFili§ podstatné, leda ze bychom chtéli vyuzit zpisob ukladani ¢isel do

pameéti.
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Obr. 5: Casov zévislost vychylky lineArnfho harmonického oscildtoru pro t¥i riizné hodnoty
parametru 0 pii w = 1 a stejnych poc¢ateénich podminkéach.

Podivejme se nejprve na kriticky skalovaci koeficient « a prozradme si dopredu, ze exaktni
analytické feseni diferencidlni rovnice prislusné balistické depozice vede na a = 0.5. S vyu-
zitim kédu v seridlu nyni vypocteme vyvoj hrubosti pro dvé miizky L; = 256 a Lo = 512.
Jelikoz v asymptoté velkych ¢ast plati W (L) ~ L<, srovnanim dvou simulaci dostaneme

W (L2) _ (L2)a 7

W (L) Ly
neboli W (L)
a = log, W (7)

Abychom splnili podminku ¢ > t«, tj. Zze se pohybujeme v Casech vyrazné vétsich, nez je
charakteristicky Cas prechodu od rustu k saturaci, vykreslime si graf a odhadneme, kdy uz je
hrubost saturovana. Jako priklad uvadime obr. [, kde jsme vykreslili pro miizku Lo hrubost
zprimérovanou pres 5 - 10° béhit na 2 - 10° krocich. Vidime, ze po 10° krocich je hrubost
jiz bezpecné saturovana. Také si muzeme vSimnout, Ze i pres prumeérovani neni graf zcela
hladky. Jelikoz neni v nasich ¢asovych moznostech provést tolik béhti, budeme za saturovanou
hrubost povazovat pramér hrubost{ na intervalu 10° < ¢ < 2-10°, ktery je v nasem p¥ipadé

roven W(L2) = 10,76. Simulaci provedeme té% pro L; a podobnym zpracovanim ziskdme
W(Ly) = 7,82. Ze vztahu (H) pak vypocteme™ o = 0,46. To neni tplné Spatny vysledek,

19Pravdépodobné jste si vsimli, Ze jsme v seridlu jiz pred delsi dobou upustili od poéitdnim smérodatnych

odchylek. Je to proto, ze nas obvykle vice trapi nejistoty zptisobené nastavenim nasi simulace nez nejistoty
zpusobena statistikou.
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ale porad se od exaktniho vysledku nezanedbatelné odchylujeme. Pro L3 = 1024 dostaneme
porovnanim s Lo koeficient v = 0,48.

12 T T T

10+ 8

hrubost
[=)]

0 500000 1000000 1500000 2000000
krok

Obr. 6: Vyvoj hrubosti povrchu spocteny na zékladé modelu balistické depozice na mfizce
délky L = 512, prumérovano pres 5000 béht.

Pro nalezeni skalovaciho parametru § nepotfebujeme porovnavat vice mrizek, staci pouze
fitovat evoluce hrubosti v oblasti ¢ < tx (jak v Pythonu fitovat jsme se ucili v tfetim
dile seridlu, ktery se vénoval ndhodnym prochdzkdm). Z linedrniho grafu vSak jen Spatné
odhadneme, kdy se ve vztahu W (¢, L) ~ t? zaéin4 exponent ménit. Proto si nakreslime log-
log graf (obé osy logaritmické), viz obrazek 1. Krok indexujeme od 1, ¢imz se taky vyhneme
logaritmovéani nuly. Jeliko? délame simulaci pouze pro 10® krokti na mifzce L; = 256, mohli
jsme si dovolit nefiltrovat body v grafu. Prumérovali jsme pres 1000 béht.

Vidime, ze hrubost v nasi simulaci vykazuje na pocatku komplikovanéjsi chovani. Béhem
prvnich nékolika desitek kroku vidime linedrni chovani a v oblasti nékolika tisicti az dese-
titisicti kroki také, ale v obou piipadech s jinym sklonem. Dale jiz graf plynule prechézi
k saturaci (neni zde vyobrazeno, ale vime z obr. fj). Fitovinim prvniho linedrniho tseku na
intervalu 20-50 kroku ziskdme koeficient 81 = 0,50, na druhém tseku ziskdme na interva-
lu 8 000—20 000 kroku B2 = 0,26. Koeficient 81 neni ten, ktery hleddme. Pro takto malé pocty
krokti je totiz mald pravdépodobnost, ze se nova Céstice trefi do blizkosti néjaké predeslé,
a chovani je proto témér nezavislé na modelu™= Pro ¢tyfnasobné velkou miizku se intervaly

1Ppodle tzv. narozeninového paradoxu vime, Ze tohle chovani bychom méli pozorovat pro faddové prvnich V'L
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Obr. 7: Vyvoj hrubosti povrchu spocteny na zakladé modelu balistické depozice na miizce
délky L = 256, v logaritmickém grafu. Primeérovano pies 1000 béhu.

linearity posunou v ¢ase doprava, 1 se nezméni, ale dostaneme B2 = 0,28. Pokud pujdeme
jesté dal a provedeme vypocet na mtizce velikosti 4 096, dostaneme koeficient 82 = 0,29, pro
mrizku velikosti 65536 pak B2 = 0,32. I v tomto pripadé existuje analytické feSeni, které
davé B = 1/3. Vidime, ze konvergence je velice pomald®= navic pro mensi mfizky je obtizné
najit linedrni interval pro fitovani koeficientu g.

Vsimnéme si také chovani kiivky mezi nasimi dvéma linearnimi oblastmi. Jeji sklon nejdiive
z 0,5 roste a pak prudce poklesne na &~ 1/3, pfi¢emz v grafu udéla (na obr. [] kolem tisice
kroki) kopecek. Toto chovani je celkem atypické a nevime, jak ho teoreticky model, ze
kterého plyne « a 3, vysvétli. Nejde pouze o chybu zptusobenou malym L — pro vétsi L je
sice kiivka ,rovnéjsi“, ale kopecek mezi dvéma oblastmi linearity je stejné vyrazny.
Alternativnim numerickym piistupem, kterym taky vyfeSime téZce pozorovatelnou vlnitost
kiivky, muze byt vypocet numerické derivace nasi log-log kfivky a hledani intervalu, ve
kterém je tato derivace konstantni. U balistické depozice je ale problém v tom, ze numerickad
derivace vyrazné osciluje a musime hrubost prumérovat ptes pfili§ mnoho béhi (nebo poéitat
derivaci pres hodné sousednich bodw) na to, aby byla pro vypodet koeficientu 8 pouzitelna.
Obecné muzeme fict, Ze jsme u této tlohy narédzeli na problém s vypocetnim casem. Pro

kroki.
12Viz napt. http://www.thp.uni-koeln.de/krug/teaching-Dateien/SS2012/Farnudi2011.pdf
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seriézni simulaéni vypocty se proto nepouzivaji interpretované jazyky jako Python, ale C,
C++ ¢i Fortran.

d) Uzdravovani nakazenych bunék implementujeme do modelu jednoduse: pred radky kédu pro-
vadéjici nakazeni jedné ze sousednich bunék nechdme vygenerovat nahodné ¢islo od 0 do 1
a pokud je mensi nez pravdépodobnost uzdraveni, pravé vybrand bunka se uzdravi a vy-
birdme jinou bunku. Také jiz nebudeme oznacovat nemocné bunky obklopené nemocnymi
indexem 2. Navic predpokladame p; +p2 = 1; nema smysl uvazovat kroky, kdy nedojde k na-
kazeni zddné bunky, protoze v simulaci nesledujeme skuteény ¢as (tj. s klidem vyfazujeme
kroky, kdy se nic nedégje).

S50+

20+

10+

10 20 30 40 50

Obr. 8: Stav nakazenych bunék po 1500 krocich Edenova modelu s pravdépodobnosti
uzdraveni 0,1.

Pokud zvolime p1 < p2, tedy ze pravdépodobnost nakazeni je mensi nez pravdépodobnost
uzdraveni, dojde v nékolika mélo krocich (¢im vé&tsi p2, tim méné krokt) k uzdraveni vSech
bunék a simulace konc¢i. Pokud zvolime p1 > p2, naptiklad pi = 0,9, nebude se vysledek prilis
lisit od pripadu p; = 1, pouze mirné naroste porozita a rozeklanost povrchu, viz obrazek .
Zajimavy je pripad p1 = p2. Pro volbu p1 = 0,55 jsme dostali obrazek [, pricemz simulace
méla pétkrat vice kroku nez v pripadé p1 = 0,9. Porozita je mnohem vyssi, dokonce vznikaji
oddélené ostruvky nakazenych bunék. Cely vyvoj ndkazy si muzete prohlédnout v animaci
na webut

13http://fykos.cz/rocnik31/ulohy/serief
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Obr. 9: Stav nakazenych bunék po 7500 krocich Edenova modelu s pravdépodobnosti
uzdraveni 0,45.

e) Model pro simulaci DLA obsahuje dva parametry, jejichz hodnoty se vyrazné projevi na vy-
sledku. Jsou to pocatecni vzdalenost kazdé difundujici ¢astice a velikost oblasti, mimo kterou
nesmi ¢astice utéctt= Také vyvstava otazka, jak mérit vzdalenost Castice od pocatku. Na Ses-
tithelnikové mrizce jsme radidlni vzdalenost interpretovali jako ,Sestitthelnikovou slupku“
— ta ma svym tvarem jiz pomérné blizko ke kruznici. Méli bychom pocatecni vzdalenost na
¢tvercové mrizce interpretovat jako polomér kruznice, nebo rozmér ¢tverce?

Polozend otdzka nemé jednozna¢nou odpovéd, oba pristupy mohou pfinést zajimavy vy-
sledek. Jelikoz je ale cilem nasi simulace napodobit prirodni jev rustu krystala z roztoku,
nechame startovat Castice na kruznici a podobné jako u tdloh s ndhodnymi prochazkami
budeme predpokladat, ze pro simulace velkych rozméru prestane hrat roli, ze jsme skutec-
ny vSesmérovy pohyb omezili na mrizku. Co se tyCe dvou zminénych parametri, jedné se
o trade-off mezi rychlosti a presnosti simulace. Cim déle bude &astice startovat a éim mé-
né omezime jeji pohyb, tim presnéjsi vysledek dostaneme — na druhou stranu, narocnost
simulace bude prudce rist. Zde jsme zvolili poéateéni vzdélenost jako 1,2rmax a Sifeni jsme
zastavili, kdyz castice utekla za 1,5rmax. Zde pouzity kéd naleznete jako prilohu u feseni
na webu, na obrazku [LJ je pak vysledny krystal slozeny z 8 000 ¢astic. Na zdkladé vzorecku

14Existuji samoziejmé alternativni postupy, naptiklad misto omezeni pohybu na urcitou oblast muzeme
zavést limit na délku trajektorie difundujici ¢astice.
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Obr. 10: Vysledek simulace rustu podle DLA modelu na ¢tvercové mrizce. Pocet ¢éastic
v krystalu je 8 000.

z seri&iluE log N
10;%”,maLX ’ (8)
jsme urcili fraktalni dimenzi D = 1,79; opakovanim simulace si mtiizeme ovérit, ze se prvni tTi
platné &islice neméni. ReSent diferencidlnich rovnic definujicich DLA, kde se astice pohybuji
Brownovym pohybem (tj. nejsou vdzany na miizku), vede na hodnotu dimenze D = 1,71.
Vsimnéte si, Ze na ¢tvercové mrizi jsme dostali vyssi hodnotu dimenze nez na Sestitithelnikové
v seridlu (1,75). Mohli bychom se tedy domnivat, Ze povoleni pohybu do vice sméru pfiblizuje
nés odhad vysledku pro skutec¢nou, na miizku nevazanou diftizi. Nesmime vSak zapominat, ze
u obou simulaci jsme vyrazné omezili prostor, ve kterém se ¢astice smi pohybovat, nemame
tedy dostatecné dobry podklad pro vyvozovani podobnych zavéra.

Jesté uvedme, Ze existuji ruzné modifikace DLA. Naptiklad muzeme zavést pravdépodobnost
navazani ¢astice na krystal. Pokud je vyrazné mensi nez 1, mtze se ¢astice dostat hloubéji

Dpra =

15y seridlu bylo napsano, ze zatimco v piipadé Kochovy vlocky méfime velikost strany trojihelniku,
u DLA méfime rozmér krystalu. Nebylo tam vsak jiz zminéno, ze tato zdména mé byt provedena podle
jako 1/ — Tmax. Pokud prosté dosadime misto e hodnotu ryax, dostaneme vysledek s opa¢nym znaménkem.
Proto za feseni uvddéjici chybné znaménko nebyly strhavany body. Matematicka definice dimenze ovSem muze
byt libovolnd, jde pouze o to, jak interpretujeme vysledky — klidné bychom dimenzi mohli zadefinovat tak,
aby byla pro fraktal jako Kochova vlocka, ktery neroste, ale ,,houstne®, zdporna.
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do kericka krystalu. Fraktdl pak zacind byt geometricky husty, tzn. jeho dimenze se blizi
hodnoté 2 (dimenze prostoru, ve kterém se pohybujeme).

Miroslav Hanzelka Lukds Timko
mirek@fykos.cz lukast@fykos.cz
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Poradi resitell po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345 P E S V % % X
Student Pilng MFF UK 66578 91210 63 100 316
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 6617510 7 — 42 83255
2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno 6 6 1 7 - 5 8 6 39 80 212
3. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 6606810 8 — 44 75184
4. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose 66272 7 6 — 36 66175
5. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Tirebic 6 6 1 3 — 6 8 — 30 66 153
6. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 46 -4- 4 4 - 22 58132
7. Hana Sladmovd G Brno, tr. Kpt. Jarose @~ - - — — — - - - — 80 96
8. Karolina Letochovd G Sternberk - - - — = 6 — — 6 54 76
9. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha — — — — — - - - — 94 65
10. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha 6 ———— — — — 6 48 44
11. Jan Raja G, Nymbuwck - - — - — - - - = 67 85
12. Jiri Szotkowski G, Karvind - == - = - - - — 83 29
13.—14. Adam Hustava European School Luxembourg 6 4 1 — - 8 1 — 20 60 27
11
13.—14. Michaela Valkova G Cesk4, Bratislava - — — — — - = = = 48 27
15. Lucie Urbanovd G Chotébor - = - = = - - - = 77 238
16. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek ~  — — — — — - - - - 38 22
17.—18. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina ~  — — — — — - - - — 83 10
17.—18. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 64 --- - — — 10 83 10
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345P E S V % % %
Student Pilny MFF UK 66578 91210 63 100 316
1. Martin Schmied G Jihlava 660576 1 1 32 71225
2. Jakub Jobus G PdC, Piestany 66156 6 7 4 41 69 218
3. Viktor Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose 6616—-725 — 31 80198
4. Radka KriZovad G J. Heyrovského, Praha 6647 - -7 — 30 68172
5. Martin Vavrik G, Sumperk 66578 912 - 53 88164
6. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 662589 8 - 44 81162
7. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik -424- 511 - 26 66156
8. Jonas Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice 6 — — 7 — — — — 13 82 134
9. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 66 -2-2 3 — 19 67108
10. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno = - - - — — - - - = 67 81
11. Lukds Hronek G, Pisek 66 - —-———-— — — 12 8, 76
12. Adam Grunt G, Trutnov. - = - - = - - - — 61 62
13. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 40-3-—- - — T 41 61
14. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hofice 26 — - - 3 — — 11 51 55
15. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod - — — — — - - - = 78 53
16. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg., Brno — — — — — - - - — 80 51
17. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 4614—-7 - — 22 72 46
18. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 6236- - - — 17 78 40
19. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejéin ~ — — — — — - — —108 26
20. Vidclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice @~ — — — — — - — - — 46 22
21. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice @~ — — — — — - - - = 57 20
22.—23. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - — 61 19
22.-23. Filip Wagner G Tispov = = = = = - - - = 76 19
24. Daniel Krdtky G, Trutnov - = = — — - - - — 33 18
25. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha  — — — — — - - - — 84 16
26. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - = 63 15
27. Marcel Zdenek SPS strojnickd a SOS profeso- — — — — — - - - = 50 14
ra S
28. Lucie Ambrozovd G, Svitavy = = = = = - - - = 50 138
29.-30. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. @~ — — — — — - - - — 63 10
29.-30. Filip Novotny G Jihlava - = = = = - - - = 53 10
31. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava ~ - — — — — - - - = 80 8
32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and — — — — — - - - =17 2

Tech, TR
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345P E S V % % %
Student Pilny MFF UK 33578 91210 57 100 286
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 32678 712 4 49 93 267
2. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 33268 9 7 8 46 84 239
3. Vojtéch Klimes G, Trebon 333519 8 4 36 79227
4. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 33178 7 7 1 37 77220
5. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena 3357-8 8 — 34 86183
6. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ — — — — — - - - — 79166
7. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 3327--10 — 25 80140
8. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 32178 - 9 — 30 80139
9. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - — 82133
10. Tomds Drobil G Dacice 33-7—- -7 3 23 64130
11. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, UstinL. —2—-—-—- — 8 — 10 66 114
12. Jirt{ Blaha G, Uherské Hradisté 32-58 - - 2 20 78112
13. Marie Grunovad G Moravsky Krumlov 231-05 6 — 17 48104
14. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc - — — — — - - - = 60 718
15. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - = 74 68
16. Bibiana Hroncovd G Postova, Kosice - —-57-3 9 — 24 85 67
17. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 346777 1 - 35 62 59
18. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK - — — — — - - - = 81 55
19. Samuel Amrich G Postova, Kosice = — — — — — - - - = 57 52
20. Jakub Ruzicka G, Nymburk - - —-5- - 5 7T 47
21. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 346701 — — 21 63 45
22. Veronika Vohnikovd  Novy PORG, Praha - — — — — - - 65 39
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany 23-7- - - - 12 89 338
24. Mdria Polackovd G Velks okruznd, Zilina - — — — — - - - = 76 29
25. Daniel Stanik G Uni¢cov == = = = - - - = 58 25
26. Daniel Pitoridk G a SOSP, Céslav - — — — - - - - = 50 20
27. On Tai Wu Li Po Chun UWC, Hong Kong — — — — — - - - = 94 17
28.—29. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - - = 73 16
28.—29. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha - — - — — - - - — 67 16
30.—31. Adéla Foglarova G, Spitélska, Praha = — - — — — - - - = 93 14
30.—31. Jakub Smolka Slezské G, Opava  — — — — — - - - = 54 14
32.-33. Zuzana Fialkovd Sunny Can. International Sch. — - — — — - - - = 67 10
32.-33. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov — — — — — - - - — 59 10
34.—35. Dominik Bernio G L. Svobodu, Humenné 33g--- - - - 6100 9
34.-35. Jana Pekatovd G Volgogradska 6a, Ostrava — — — — — - - - =75 9
36. Richard Vesely G, Budéjovicka, Praha - — — — — - - - — 8388 5
37. Michal Jiza G, Benesov - - - — - - - - =100 3
38. Kristyna Kamendrova G, ndm. TGM, Zlin - ——2- - - - 2 29 2
39. Jakub Zemek G, Uherské Hradiste @~ — — — — — - - - = 33 1
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 1234 5P ES V % %X

Student Pilny MFF UK 3357 8 91210 57 100 286

1. Simon Pajger G Velké okruzna, Zilina 3366 8 911 8 54 86233
2. Viktor Rosman G, Pelhfimov 346710 613 — 49 98 216
3. Tomds Cervern G V. P. Tétha, Martin 3357 -7 9 0 34 74197
4. Katarina Castulikovd 1. stkromné G v Bratislave 33-- -2 7 - 15 73137
5. Tomds Dulava Mati¢éni G, Ostrava 441- 89 4 — 30 83134
6. David Némec G, Tanvald - = - - - - = 71109
7. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢in 2 —-=——- - - - = 2 5% 64
8. Jdchym Bares G, Olomouc-Hejé¢in -——— = - - - — = 57 55
9. Dominik Stary G, Benesov - - = - - - - = 77 50
10. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov - — - = - - = = 44 41
11. Jan Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. 33-3 ——-— — — 9 75 40
12. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejé¢in - == - - - =  — 67 33
13. Jan Kucera G, Pisek - == - - - - = 86 31
14. Sona BureSovd G J. Heyrovského, Praha - = - - - - =105 23
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor - = - - - - = 65 20
16. Ondrej Bucek G Brno, tr. Kpt. Jarose - - - - - =71 17
17. Adéla Hankovad Prvni ceské G, Karlovy Vary - - = - - =100 12
18. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen -———— - = - - - 8 9
19. Vit Beran Masarykovo G, Plzen - - = - - =70 7

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickdch 2

18000 Praha 8

www:  http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/FYKQOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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