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Uloha I1.4 ... jaderny odpad nikdy vice 6 bodi; priimér 3,51; fesilo 47 studentit

Predstavme si, Ze mame néco (napriklad jaderny odpad) a chceme se toho zbavit. Téleso do-
staneme na obéznou drahu Slunce shodnou s obéznou drahou Zemé, ale dostatecné daleko od
Zemé, abychom mohli gravitacni ptisobeni Zemé nadadle zanedbavat. Otazka je, jaky zpiisob
zbaveni se inkriminovaného predmétu by nas stal kolik energie a ktery postup by byl tedy
nejvyhodnéjsi. Varianty jsou
e Hodit to do Slunce. Staci, aby se to dostalo na slunecni povrch a bude to dostatecné
usmazené.
e Prevést to na kruhovou drdhu v Hlavnim pédsu (pds planetek mezi Marsem a Jupiterem).
e Vyhodit to zcela ze Slunecni soustavy.
Karel premyslel nad tim, co je vlastné SEO a narazil na dlohu.

Nebudeme uvazovat gravitacni vliv ostatnich planet Slunec¢ni soustavy. Kdybychom povolili
vyuziti gravitaéniho praku (tj. manévr, pfi kterém je téleso urychleno nebo zpomaleno pfi pri-
letu okolo planety, pficemz lze zménit i smér rychlosti), stacilo by pak téleso dopravit k néjaké
planeté (Venusi nebo Marsu) a pomoci opakovanych gravitacnich manévra bychom ho byli
schopni dopravit témér kamkoliv bez dalsich energetickych naklad. V této tloze ndm nejde
o to, jak dlouho bude trvat preprava télesa, proto bychom mohli velmi dlouho ¢ekat, dokud se
ur¢itd planeta nevyskytne v uréité pozici a postupnymi manévry (mezi nimiz mohou byt staleté
prostoje) néklad dostat do pozadované pozice.

Oznacme si hmotnost télesa m, hmotnost Slunce M, vzdalenost Zemé—Slunce R a pocatecni
rychlost (pfed vystielem) vo, kterou spocitdme z rovnosti odstredivého a gravitaéniho zrychleni

GM _ v - _ |GM
R~ R =V R

Z energetického hlediska je pro nas nejvyhodnéjsi rovnou téleso vystielit z ptivodni orbity. Kdy-
bychom ho nalozili na néjakou raketu, kterd by ho postupné urychlovala, tak by se zbytec¢né
spotrebovavala energie na urychlovani rakety a paliva a raketovy motor nemtize mit ani teore-
ticky 100% tucinnost. UvaZzujeme tedy, Ze téleso odpalime jednorédzové z néjaké stanice, které
mé& mnohem veétsi hmotnost, a proto muzeme predpokladdat, ze celkovd spotfebovana energie
odpovida zméné rychlosti télesa

E= %m|Av\2 .

Pry¢ ze Slunecni soustavy

Nasim cilem je uvést téleso na parabolickou drdhu tak, aby se nikdy nevrétilo zpét. Odleti od
Slunce tak, ze se bude neustéle vzdalovat a zpomalovat, ale teoreticky se zastavi az v nekonecnu
(za nekonecny ¢as). V nekoneénu bude mit nulovou potencialni i kinetickou energii. Ze zdkona
zachovani energie tedy vyplyva, ze bychom ho méli urychlit na rychlost v; tak, aby jeho celkova

energie byla nulova

1mfu2 — 7GmM =0
) 1 R — Y,

kde jsme vyuzili vztah pro potencialni energii v radialnim gravita¢nim poli. Vysledna rychlost

je
S 2GM
1=\ TR
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Této rychlosti dosdhneme nejsndze (pfi minimélnim |Av| = |vi — w|) tak, Ze téleso urychlime
ve sméru jeho rychlosti, tedy ve sméru tecném k obézné draze. Potfebujeme tedy zvysit jeho

rychlost o
Av; =v1 —vo = (\/5— 1) 1/ GTM =124kms". (1)

Této rychlosti se mimochodem nékdy rika 3. kosmicka rychlost. Potfebna energie je

B = (3-2v2) .

Hlavni pas

Chceme-li téleso dostat na kruhovou obéznou drahu v Hlavnim péasu, bude potieba provést dva
manévry. Nejprve téleso pfevedeme na eliptickou drahu (tzv. Hohmannova elipsa) s periheliem
na obézné draze Zemé a afeliem v Hlavnim pasu. Az se dostaneme do afelia, zvysime rychlost
tak, aby téleso zustalo na kruhové draze v této vzdéalenosti od Slunce. Tomuto prechodu mezi
dvéma orbitami se fikd Hohmannova trajektorie.

Problém je v tom, Ze nemuZeme téleso jen jednou urychlit (vystfelit), ale potiebujeme
manévrovat dvakrat. Takze si musime vyslat téleso i spolu s néjakou raketou, motorem, ktery
ho pak mize prevést na kruhovou drahu.

Polomér Hlavniho pasu oznac¢ime R . Chceme spocitat rychlost vz, na kterou téleso musime
urychlit, aby se pohybovalo po zminéné eliptické draze. Vyjdeme ze zdkona zachovani energie
pro stav v periheliu a afeliu

1m/v2 GMm' o lm/vg GMm/

2 R 2 "R’
kde m’ je hmotnost té&lesa i s raketou a va je rychlost v afeliu, kterou mtizeme vyjadiit z Keple-
rova zakona

UARA = 1)3R .

Vyjadfenim vz z téchto dvou rovnic dostavame

e — 2GMRx
"\ R(Rs+R)’
Nyni, kdyz mame téleso na eliptické draze, musime v afeliu zvysit jeho rychlost
2GMR
VA =\ ————
Ra (RA -+ R)

na rychlost

b JCM
4 = 7RA'

Postupné zmény rychlost{ (znaménko jsme volili tak, aby Avs, Avy > 0) jsou tedy

ey 2RA
A’Ug\/R \/RA+R_1 ,

|GM [ 2R
A’U4 = 7RA 1-— 7R + RA
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Uvazujme, Ze téleso spoleéné s palivem a dalsi z4té% o hmotnosti ms = m' — m vySleme
z pivodni orbity Slunce na eliptickou drahu. Na to je potieba energie

1
FEs, = i(m + mg)Av§ .

Kdyz se vyslany objekt dostane do afelia, potifebujeme jeho rychlost zvysit o Avs. Ale to

nepujde jen tak. Abychom téleso urychlili, musime podle zdkona zachovani hybnosti néco jiného

zpomalit (nebo urychlit opa¢nym smérem). To by se dalo vytesit zapnutim raketového motoru,

ktery vysild urychlené palivo opa¢nym smérem. Z energetického hlediska bude nejvyhodnéjsi,

kdyz vSechno palivo vysleme urcitou rychlosti Aus najednou. Skuteény motor by mél mensi

ucinnost, ale nésledujicim zpusobem lze spocitat alespon teoretické minimum potfebné energie.
Ze zékona zachovani hybnosti

Avam = Auamsa ,

1 1
Esp, = imAvi + EmzAug = mAv4 + Av4
My hleddme takovou hmotnost ma, aby celkova spotiebované energie E3 = E3, + E31, byla co

nejmensi. To najdeme tak, ze derivaci F3 podle m2 polozime rovnou nule.

dE3 m2 2 1 2
= Avi+ZAv2=0,
dms 2m3 Vit 258
2
m 2 1 2
A2 = =A
2m§ Uy 2 U3,
m2>Avi = m3Av;,
AU4
mo = MmMm-——
2 AU3

Jde skute¢né o minimum, protoze v extrémnich pripadech pro velmi malé nebo velmi velké mo
jde E5 k nekonecénu a tento vysledek je jakysi kompromis mezi témito extrémy. Po dosazeni
muzeme spocitat energii Fs

1
E3 = §(m + ma) Avs + mAU4 —|— Av4,
1 AU4 2 2 1 2
FEs=-m|1 A —mA —mAvsAvy = —m (A A .
3 2 ( + Ao 3) vs + 2m vy + 2m v3Avy 2m( v3 + Avy)

Vyslo ndm tedy, ze potifebujeme minimélné takovou energii, kterd by stacila na urychleni télesa
na rychlost Avsy = Avs+ Avs. Tomu se mimochodem tiké delta—v budget, coz je celkovy soucet
zmén rychlosti béhem manévru, a to urcuje celkovou potrebnou energii. Soucet zmén rychlosti

je
aM 2RA GM 2R
Avss = Avs + Avg = 1| == 1 S ) =
Usd = AUs + At \/R \/RA+R T\ Ra R+ Ra

O (V2R - B+ (VR VRA) VRa 4 R)

RRa (Ra + R)
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Je zné.moﬂ, ze se Hlavni pas nachézi ve vzdalenosti od 2 AU az po 4 AU, tedy Ramin = 2R
a RAmax = 4R.

AV34min = <1 + 1 1> G—M = 8,46 km-s™! ,

V3 V2 R
(3 1\ [oMm . iy
A’U34max - <\/ﬁ - 2) R = 13,3 km-s 2

7 energetického hlediska je tedy nejvyhodnéjsi vyslat téleso na blizsi okraj Hlavniho pésu.

Potiebnd energie pak je ,

Fomen — <1+11) GMm

V3 V2 2R

Tento zpusob vyzaduje nejméné energie ze vSech tii moznosti, i kdyz je relativné slozity.
Pozndmka Né&kdo by mohl navrhovat pouziti pfechodu pomoci dvou pilelips (tzv. ,bi-eliptic
transfer”), ktery spocivd v uvedeni télesa na eliptickou dréhu, jejiz hlavni poloosa je fadové
vétsi, nez je polomér pozadované findlni orbity v Hlavnim pésu. Nasledné je téleso v afeliu, kde
se pohybuje malou rychlosti, zrychleno (na to neni potfeba velké mnozstvi energie) tak, aby se
perihelium nové eliptické trajektorie nachézelo ve vzddlenosti Ra od Slunce. V periheliu je pak
téleso zpomaleno, aby zustalo na kruhové obézné draze. Tato trajektorie muze byt v nékterych
pripadech opravdu energeticky vyhodnéjsi, nez je Hohmannova trajektorie. Ukazuje se ale9,
ze pomeér poloméru kone¢né a puvodni trajektorie musi byt alespon 11,94 nebo vétsi. Takze
v nasem pripadé by se to nevyplatilo.

Do Slunce

V predchozich pripadech jsme téleso urychlovali, ted se nabizi ho zpomalit a nechat ho ,,spad-
nout“ do Slunce. Konkrétné ho stac¢i zpomalit tak, aby jeho eliptickd trajektorie méla afelium
na puvodni trajektorii a perihelium na obrécené strané povrchu Slunce (jiné trajektorie vyte-
$ime pozdéji). Pfi svém pohybu tedy jen ,Skrtne“ o povrch Slunce, ale to sta¢i na pohlceni.
Oznacme Rg polomér Slunce. Znovu pouzijeme zakon zachovani energie.

1 o GMm 1 o GMm

—mup — = —muvj

2 Rs 2 2 R

kde vz je rychlost, na kterou jsme téleso zpomalili a vp je rychlost v periheliu, kterou vyjadiime
pomoci druhého Keplerova zakona

op = UQR
p = Rs
Po dosazeni dostavame
viR? GM _ 1., GM
2RZ  Rs 2° R’

; \/ 2GMRs (R — Rs) \/ 2GMRs

2 = b} = .
R(R? — R2) R(R+ Rs)

Yhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Hlavn%C3%AD_p%C3%A1s

2https://en.wikipedia.org/wiki/Bi-elliptic_transfer
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Rychlost potiebujeme zménit o

Aos — oo 1] 2Rs aM _(,_ [2Bs GM
o R+ Rs R = R R

P1i porovnani s (E) vidime, ze pokud plati

[ 2Rs
1— /=28 52
R+Rs>\f )

odeslani télesa ven ze Slunecni soustavy je vyhodnéjsi, nez by bylo jeho odeslani do Slunce. Po

tpravé nerovnice dostédvame )
R/ Rs > \/5 1

coz plati vzdy pro Rs < R.

Existuji ale i jiné, energeticky vyhodnéjsi zptsoby, jak poslat téleso do Slunce. Napiiklad
muzeme poslat téleso do nekoneéna (tedy pry¢ ze Sluneéni soustavy) a tam ho o malinko
zpomalit. Vhodné zvolené (nekoneéné malé) zpomaleni zpisobi, Ze jeho celkovad energie bude
zéapornd a Slunce si ho tedy pfritdhne zpét a pohlti. Sice spotfebujeme mnohem mensi mnozstvi
energie (stejné, jako v prvnim piipadé — vystfelu do nekoneéna), problém této metody ale
spoc¢iva v tom, zZe zabere nekonecné dlouhy cas.

Zajima-li nds pouze minimdln{ potfebnd energie (a ne ¢as), je nase delta—v:

m:(ﬁ—l)@.

Chceme-li téleso spalit Sluncem rychleji, staci ho urychlit o néco mensi rychlosti nez v;. Tim
se dostane na eliptickou trajektorii, jejiz afelium bude velmi daleko, je-li rychlost jen o mélo
mensi nez vy. V afeliu pak téleso zpomalime na (skoro) nulovou rychlost a téleso tak prakticky
spadne do Slunce. Na to ale spotfebujeme vice energie, nez by stacilo na samotny vystiel do
nekonecna.

Cim rychleji ho budeme chtit dostat do Slunce, tim véts{ delta-v bude potieba a tim vice
energeticky naroény nas manévr bude. V extrémnim piipadé muzeme téleso vystielit vysokou
rychlosti smérem ke Slunci (resp. kousek stranou, aby se tangencidlni slozka rychlosti odecetla),
¢imz by se dostalo do Slunce velmi rychle.

Tvrzeni, ze pro hod do Slunce je nejefektivnéjsi vyslani télesa do nekonecna a nasledné
zpomaleni, je dokdzéno v dalsi podkapitole.

A nevyplatilo by se stfilet sikmo?

Pojdme pripad hozeni do Slunce vyfesit obecnéji. Budeme se nyni zabyvat jen bieliptickym
manévrem, ktery je jednodussi a na teoreticky popis ndm bude stacit. Jiné typy manévru
zahrnuji i konstrukci rakety, i¢innost jejich motoru, kterd muze zaviset na jejich vykonu, a dalsi
parametry.

Mame téleso, které obiha Slunce ve vzddalenosti R rychlosti vg. Rychlost si rozdélime na tfi
vzidjemné kolmé slozky

e tec¢nd — ve sméru pohybu obéhu okolo Slunce
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e radialni — ve sméru od Slunce

e axidlni — ve sméru kolmém na rovinu obéhu

Pocatecni rychlost je v te¢ném sméru vg, v ostatnich smérech je nulovid. V okamziku po
vystrelu si slozky oznacime po fadé v, vy, va. Téleso tak navedeme na eliptickou dréhu a v jejim
afeliu ho zpomalime tak, aby spadlo do Slunce. Polomér Slunce je velmi maly v porovnani
s polomérem obéhu Zemé, jenz je mensi, nez hlavni poloosa vzniklé elipsy. Proto muzeme
predpoklddat, ze téleso v afeliu uplné zastavime. Pak zacne padat piimo do stfedu Slunce.

Celd nase Awv spotifeba pak bude

Av =va + /(v; —v0)% + 02 + 02, (2)

kde va je rychlost v afeliu. Tuto spotiebu se snazime minimalizovat.

Zamyslime-li se nad tim, jak axidlni rychlost ovliviiuje nasi trajektorii, tak zjistime, Zze jen
»haklani“ rovinu elipsy. Potom si staci zménit souradnou soustavu a pozorovat pohyb v roviné
naklonéné elipsy. Radidlni slozka v nové soustavé zustane stejna, axialni slozka je nulova a tecnd
slozka je soucet puvodni radidlni a teéné

/
vy = \/v2 + v2

Urychlili jsme-li téleso v axidlnim sméru, zpusobili jsme tak jen ndklon rotace a zvyseni te¢né
rychlosti. Stejné jako pfi vystielu ze Slunecni soustavy ale vime, Ze se ndm nevyplati urychlovat
téleso v axidlnim sméru. Déle tedy budeme pocitat s v, = 0. Taky si muzeme rozmyslet, ze
staci uvazovat vy > 0.

Budeme znovu vychézet ze zakona zachovani momentu hybnosti a zdkona zachovani energie

”UtR = ’UARA 5
R
vt2+vr272K:v2Af2K—,
Ra
kde je vzdalenost v afeliu a va rychlost v afeliu. V ZZE jsme rovnou vypustili hmotnost télesa
a zavedli substituci K = %. RA muzeme z rovnic eliminovat

vi—ZKU—A—vf—Uf—i—ZK:O.
Ut

Dilezité je, ze nas model plati pro elipticky pohyb, tedy dodand rychlost nesmi byt vétsi nez
unikova. Vyjadiime va a dosadime do (f)

K_ K

VA = — + v + v - 2K,
UVt Vg
K K?

Av=— — [ — +ovi+vi—2K+\/(vs —vo)?+ 07,
UVt (%

kde jsme pii Feseni kvadratické rovnice zvolili pouze mensi feseni (s minusem pfed odmocninou),
druhé feseni by udavalo rychlost v periheliu (ktera je vyssi).
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Hleddme minimum funkce Awv. Problém je v tom, Ze zavisi na dvou nezavislych paramet-
rech vy a vy. To udélame pomoci parcidlnich derivaci

0Av _ Ur " Uy o,

v \/I;—;+vf+vr272K \/(Ut—v0)2+”r2

Ur

\/j—l—vt—&—vr—QK \/("’t*UO)Q*Ur2

Vidime, ze jedno Teseni je v, = 0. Za vo muzeme dosadit v K a pokracovat v tpravach

K 2
(——vt) + 02 =1/ (v — VK)? 4 02,

|\/F_Ut||\/f+vt| :|\/E—”Ut|,
Ut
'Ut:\/E:'Uo.

Dochéazime tedy k tomu, ze pro vy = vg je FeSenim podminky nulové parcialni derivace libovolné
vr. To odpovida stavu, kdy téleso vystielime kolmo na puvodni kruhovou drahu; dosazenim
do Aw vidime, ze Av = vg. Pro jiné vy muze minimum nastat jen pro v, = 0 nebo maximalni
» (tedy vystiel do nekonecna, ktery jsme uz vyfesili).
Zjistili jsme tedy, Ze je nejvyhodnéjsi nestiilet ,,Sikmo* a téleso urychlovat pouze v te¢ném
sméru. Vztah pro Av se ndm znovu zjednodusi

+|’Ut7\/E‘.

szﬁf‘gfvt
(%3

Resime dva pripady, vy < VK a v > VK. Pro v < VK je afelium na ptvodni draze, proto
tento pifpad nemusime uvazovat. Pro v, > /K dostaneme
Av:5+57vt+vtf@:%f K.
Vy Vg (%
To znamenad, ze ¢im vyssi rychlost v¢, tim méné bude potfeba energie na manévr. Jsme ovsem
omezeni podminkou, Ze rychlost nesmi byt vyssi, nez je rychlost tinikova, jinak nas model selze
a muze vychdzet zdpornd Av. Nejefektivnéjsi bude znovu vystiel do nekonecna.

Pojdme se jesté zamyslet nad tim, co kdybychom nepouzili bielipticky pfresun, ale pouze
bychom téleso z obézné drahy vystielili tak, ze perihelium jeho trajektorie bude uvnitf Slunce
(resp. na jeho okraji ve vzdalenosti Rg, protoze urcité bude vyhodnéjsi téleso zpomalit/urychlit
tak, aby se dostalo na povrch Slunce, nez nékam dovnitt). Stejnou dvahou, jako v pfedchozim
pripadé, dojdeme k tomu, ze neméa smysl dodavat télesu axialni slozku rychlosti. Znovu vyjdeme
z rovnic pro zakon zachovani energie a momentu hybnosti

U%—QK%:UE+UE—2K7
’UtRZUPRs.
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Oznac¢ime pomér R/Rgs = r a eliminujeme rychlost v periheliu vp
v =v2r® — 2Kr —o? + 2K . (3)

Dosadime do vztahu pro Av, ktery nyni nezahrnuje rychlost va, protoze nepotiebujeme
nikde brzdit

Av =/ (v — VE) + 02,

sz\/(vt—\/?)Q—i—vErz—QKr—vf—i—QK:\/1)37”2—2%\/?4—(3—27“)[(.

Hleddme nyni takovou rychlost v, pro kterou je Av nejmensi. Vyraz pod odmocninou je kva-
dratickd funkce, vime tedy, Ze minimum mé pro v = vV Kr~2 = vor~2. Toto minimum je ale
vzdy zaporné; podivame-li se ale na rovnici (EI;, zjistime, Ze neni splnéna podminka reSitelnosti
pro v, (v? vychazi taky zaporné).

Fyzikalni vyznam je takovy, ze ZZE urcuje minimalni moznou rychlost v periheliu a tedy
i minimélni moznou hodnotu tecné slozky rychlosti; pokud zvolime tec¢nou rychlost mensi, nee-
xistuje dréha s periheliem na povrchu Slunce. Rychlost v; tedy musime zvysit z hodnoty vor —2
tak, aby v2 bylo nezaporné. Protoze minimalizujeme kvadratickou funkci, vime, Ze je optimalni
zvysit vy minimélné, ¢imz dostaneme znovu v, = 0. To je pripad, ktery jsme pocitali vyse, kdy
téleso pouze (te¢né) zpomalime a nechdme ho spadnout po elipse.

Vime ale, ze vyhodnéjsi zustava stejné pripad vyhozeni do nekonecna a jesté vyhodnéjsi
vyhozeni do Hlavniho pasu.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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