Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXXI.IL.S

Uloha IL.S ... derivace a Monte Carlo integrace 10 bodi; pramér 7,63;
fesilo 16 studentt

a)

b)

d)

Vykreslete zavislost chyby na velikosti kroku pro metodu

—f(z 4 2h) + f(z — 2h) + 8f(x + h) — 8f(x — h)
12h

f'(z) ~

odvozenou pomoci Richardsonovy extrapolace v textu seridlu. Jaky je optimalni krok a mi-

nimalni chyba? Porovnejte s centrovanou a doprednou diferenci. Jako derivovanou funkci

pouzijte exp(sin(x)) v bodé x = 1.

Bonus Vypoctéte pro tuto metodu teoretickou velikost optimalniho kroku pomoci odhadu

chyb.

Na webu se nachézi soubor s experimentalné zjisténymi t, x a y souradnicemi poloh hmotné-

ho bodu. Pomoci numerické derivace naleznéte casovou zavislost slozek rychlosti a zrychleni

a vyneste obé zavislosti do grafu. Jaky fyzikalni déj bod nejspise konal? Numerickou metodu

si zvolte sami, svoji volbu ale odiivodnéte.

Bonus Existuje v tomto pripadé presnéjsi varianta ziskani rychlosti a zrychleni, nez pri-

mocard aplikace numerické derivace?

Mame zadéan integral fon sin? zdz.

1. Naleznéte hodnotu integralu z geometrické tivahy za pomoci Pythagorovy véty.

2. Naleznéte hodnotu integralu pomoci Monte Carlo simulace. Urcete smérodatnou odchylku
vysledku.

Bonus Vyreste Buffonovu tlohu ze seridlu (odhad hodnoty ¢isla n) pomoci MC simulace.

Naleznéte vztah pro vypocet objemu Sestidimenzionalni koule pomoci metody Monte Carlo.

Néapovéda Pythagorovu vétu lze vyuzit k méreni vzdalenosti i ve vyssich dimenzich.

v v

Mirek o Lukds ctou dokumentaci k Pythonu.

Abychom méli chybu podle ¢eho urcovat, potfebujeme znat analyticky vyjadienou derivaci
testovaci funkce.® Z pravidla o derivaci slozené funkce snadno zjistime, ze plati

(exp(sin(x)))’ = cos(x) exp(sin(z)) .

Program, ktery vypiSe razné kroky h a prislusné chyby tedy vypada napt. takto.
import math
def diff4(f,x,h):
return (-f (x+2*h) +f (x-2xh) +8*f (x+h) -8*f (x~h) ) / (12*h)
h=1.
x=1.
points=100
f=lambda x: math.exp(math.sin(x))
df=lambda x: math.cos(x)*math.exp(math.sin(x))
for i in range(points):
print ("{} {}".format(h, math.fabs(df(x)-diff4(f,x,h))))
h/=2

Pokud bychom ji neznali, lze jako odhad pouzit numerickou metodu vyssiho Fadu.
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Obr. 1: Zéavislost chyby derivace na kroku h pro rizné metody. Jako testovaci funkce byla
zvolena f(z) = exp(sin(x)) v bodé = = 1.

Zéavislost chyby na velikosti kroku je pak vynesena v grafu m 7 grafu vidime, ze optimalni
krok je hopt = 5 - 107* a odpovidajici chyba numerické derivace 1 - 1073, coz je méné nez
pro centrovanou a doprednou diferenci. Optimdalni krok je naopak v souladu s tvrzenim
v seridlu vétsi nez u dopredné a centrované diference. Také si vSimnéme, ze chyba metody
klesa jako O(h*), coz jsme ocekavali.

Nyni zminme feseni bonusu. Zaokrouhlovaci chybu spoc¢itdme obdobné jako v textu serialu.
Plati pro ni

—f(z+2h)er + f(x — 2h)ea + 8f(x + h)es — 8f(x — h)ea
12h ’

Af'(x) =

Af(z) ~ 1851|§Igw)| _ 36|§]§5L‘)| 7

kde €1, €2, €3 a €4 jsou skutecné relativni chyby vycisleni funkce a € ~ £1..4 je strojova
piesnost. Vimnéme si, Ze pro zaokrouhlovaci chybu opét plati Af'(x) o< h™ .
Chyba metody pak z Taylorova rozvoje je

481, 1fP()] 4
0= 51.12 o~ 30 o

kde ¢ je n&jaké (sprdvné) &islo mezi x a z + h. Z podminky pro minimdlni chybu § =~ A f’(x)

mame
hopt% 5 455 |f(l')| N81/5N10_37

PARIE]
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coz Tadové odpovidd nasemu ,experimentdlné® ziskanému vysledku. Konkrétné pro x = 1
(v radidnech) jesté mizeme dopocitat f(z) = 2,3, f©) () = 23,8 a hopr = 8,5 - 1074,

b) Pristupme k FeSeni problému obricené, nejprve vypoc¢téme rychlost a zrychleni pomoci do-
predné a centrované diference a poté se vysledky pokusme interpretovat.

100 T T T T T T T T T
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Obr. 2: Z&vislost slozek rychlosti na case ziskand dopfednou a centrovanou diferenci.

Jak vidime z graft rychlosti E a zrychleni E, E, v zovém sméru bod vykonava rovnomeér-
ny pohyb rychlost{ asi 30m-s~! a v yovém sméru rovnomérné zrychleny p¥imocary pohyb
s pocétedni rychlosti asi 27 m-s~! a zrychlenfm asi —10 m-s~2, pfi¢emz zrychlen{ nedokédzeme
diky Sumu vy¢ist rovnou z grafu zrychleni, ale dokazeme jej urcit vypoctem z grafu rychlosti.
Vidime tedy, ze se jedna o ptipad vrhu v homogennim tihovém poli.

Také vidime, ze centrovana diference ma mensi rozptyl nez doprednéd diference. Protoze
druhd a vySsi derivace funkce z(t) = 30 - t podle Casu je rovna nule, délime ve vztahu
pro optimalni krok dopredné i centrované diference nulou a optimalni krok tedy neexistuje,
vzdy jsme v rezimu prevladajici zaokrouhlovaci chyby. Obdobné pro y(t) je nulova az tfeti
derivace, dopfednd diference tedy mé (pro t = 1s) hopt ~ 10 %, ale centrovand diference
opét optimalni krok nemé. To si muzete lehce ovérit vytresenim predchozi podilohy pro
testovaci funkce x(t) = vt a y(t) = vyt — 1/2¢t%, kde vy, v, a g jsou konstanty.

Protoze pro z(t) jsou obé metody v rezimu s pfevlddajici zaokrouhlovaci chybou, mély by
mit srovnatelnou presnost, coz ale ocividné neplati. To napovidé, Ze zde existuje néjaky
efekt, ktery je daleko vétsi nez vliv zaokrouhlovaci chyby a chyby metody. Pokud se pozorné
podivame na predchozi data ¢i si poradné precteme zadani, zjistime, Ze nelezi presné na
teoretické zavislosti, ale, jako spravna experimentalni data, se kolem ni vyskytuji s néja-
kou nepresnosti méreni. Centrovana diference je pak presnéjsi, jak je vidét z nésledujiciho
piikladu. Predstavme si, ze by naSe zavislost polohy byla konstantni (ale stile s ,experi-

1
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Obr. 3: Zéavislost xové slozky zrychleni na case ziskand dopfednou a centrovanou diferenci.

mentalnim“ rozptylem o). Pevné nyni zvolme néjakou vysokou pravdépodobnost P, tfeba
99 %. Pak existuje ¢islo n > 0 takové, ze dva po sobé ndsledujici body lezi s pravdépodob-
nosti P na boc¢nich stranach obdélniku o podstavé h a vysSce no. Pokud je spojime tseckou,
bude mit tato tsecka smérnici, a tedy i chybu derivace, mensi nez no/h. Pokud ale pouzi-
jeme centrovanou diferencif pouzivdme body ,,ob jedna“, které s pravdépodobnosti P lezi
na bocnich strandch obdélniku o podstavé 2h a vysce mo. Smérnice jejich spojnice bude
nanejvys no/(2h), chyba tedy bude polovi¢ni.

Obecné dle vyse uvedeného by meélo platit, ze ¢im je metoda vyssiho radu, tim lépe bude
fungovat. Tomu navic pomuze to, ze metody vyssiho fddu pracuji s funkénimi hodnotami ve
vice nez dvou bodech, efektivné tedy v sobé obsahuji obdobu vazeného prumeéru, ktery by
mél napomoci vyruseni rozptylu hodnot.

Vsimnéme si také, ze rozptyl pivodnich hodnot polohy je velmi maly, odpovidd méreni
s relativni odchylkou 0,02 %, coz je velmi presné méreni. Presto se tato odchylka aplikaci
derivace nesmirné zvétsi. To je zpusobeno tim, ze numerickd derivace neni dobie podminéné
tloha, pouzité metody tedy nemohou byt numericky stabilni.

Pokud bychom chtéli nés vysledek zpresnit, mohli bychom toho docilit ruznymi zpusoby.
Dle vyse uvedeného by mélo pomoci zvétseni kroku preskakovanim nékterych hodnot, ¢i
pouziti metody vyssiho fadu, pricemz druhd moznost by méla fungovat 1épe. Dalsi moznosti
je na data pred derivaci nejprve aplikovat tzv. klouzavy prumér®, ¢cimz bychom zredukovali
rozptyl hodnot. Jak jiz ale bylo zminéno, metody vyssich fada uz v sobé jisty zpusob pru-
mérovani efektivné obsahuji, jednoduchym nevdzenym klouzavym prumérem bychom tedy

2Stejny efekt by méla i dopredné diference s dvojnasobnym krokem.
3https://en.wikipedia.org/wiki/Moving_average
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Obr. 4: Zavislost yové slozky zrychleni na case ziskand dopfednou a centrovanou diferenci.

nejspis lepsich vysledkid nedosahli. Ve chvili, kdy zndme teoretickou zavislost, podle které se
data maji chovat, je asi nejlep$im fesenim data touto zavislosti nafitovat a poté analyticky
derivovat teoretickou zavislost s koeficienty urcenymi z fitu.

= (1 — cos(2z))/2 a substituce y = 2x. Dostaneme

b b 27
1 1
I:/ sinza:dx:/ *dfﬂ—/
0 o 2 0

Zadany integral lze snadno spocist naptiklad za pomoci goniometrického vztahu sin

4cosydy: 3"

2$:

Zadani ndm vsak ukladd postupovat bez znalosti integralniho poc¢tu, pojdme se o to tedy

pokusit.

1. Pro kartézské soutradnice a, b bodu na jednotkové kruznici, predstavujici délky odvésen
pravodhlého trojahelniku, plati Pythagorova véta ve tvaru a? + b2 = 1. Neboli, vyjaddieno
pomoci thlu p¥i stiedu kruznice medzi pFeponou a jednou odvésnou x, sin® x+cos® z = 1.
Déle vime, Ze uréity integral I vyjadiuje obsah tGtvaru vymezeného funkei sin’ z a osou
x na intervalu (0, rt), tj. obsah jednoho ,kopecku* funkce sin® x.
Kdyz k funkci sin? z véude piipoéteme funkei cos? z, dostaneme diky Pythagorové vété
misto kopecku obdélnik o stranach n a 1, tedy o obsahu n. Nyni si uz jen zbyva uvédomit,
Ze funkee sinus a kosinus jsou identické az na posun o /2 v ose z (a tedy i jejich kvadraty).
Jeden kopecek kosinu na druhou ma tedy stejny obsah jako kopecek sinu na druhou. Jeden
kopecdek mé tedy obsah presné dvakrat mens{ nez obdélnik, a tedy I = /2 = 1,5708, coz

je v souladu s vysledkem vyse.
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2. K numerickému vypoctu pouzijeme kéd na Monte Carlo integraci ze seriémlu.E Generujeme
dvojice pseudondhodnych ¢isel (z,y) na intervalech (0,7) a (0,1), kritériem pro zasah
je y < sin®z. Ve vypoctu smérodatné odchylky je nyni V = n a O = n/2, relativni
smérodatnou odchylku pak vyjadiime jako

o_ 1

0~ VN
Pro jeden konkrétni béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 1,569 s relativni
odchylkou od priaméru 0,0012.

(V/O —1) = 0,001.

Pri feseni bonusové tlohy, odhad © pomoci hazeni jehly, si také vystacime s mirnou tpra-
ézoy kédu ze seridlu. Budeme volit a = b = 1, tzn. stejnou sitku péasu jako délku jehly.
Cim mensi jehlu bychom volili, tim méné Castéji by protala hranici pasi a tim déle by
musela simulace bézet, abychom dosdhli dané presnosti. Dale vime, ze stac¢i generovat
dvojice pseudondhodnych &isel (9, z) z intervald (—n/2,7/2) a (0,1/2), nebot tak pokry-
jeme vSechny mozné horizontalni polohy stredu jehly a veskera mozna jeji natoceni. Neni
potfeba uvazovat dalsi pasy, protoze se periodicky opakuji. Stejné tak nepotrebujeme
rozliSovat, zda jehla lezi napravo nebo nalevo o hranice, kterou protala. Kritérium pro-
tnuti vyjadiime tak, ze horizontalni souradnice levého konce jehly z — (cos¥)/2 je mensi
nez nula.
Ze seridlu vime, ze pro a = b = 1 je pravdépodobnost protnuti 2/n = 0,6366. Pro jeden
béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 0,6368 s relativni smérodatnou odchylkou
(teoretickou) 0,0008 a relativni odchylkou od priméru 0,0004.

d) Objem koule v libovolné dimenzi musi zaviset pouze na jejim poloméru R, nebot Zaddnou
jinou informaci o kouli nemame. Z jednotkovych divod musi byt polomér umocnén na ¢islo
udévajici dimenzionalitu, v nagem pifpadé mame R®. Tento mocninny vyraz bude vynasoben
konstantnim faktorem, ktery obecné muze byt riizny pro kazdou dimenzi. Volbou R =1 se
nase tloha omezuje na hleddni tohoto faktoru.

Objem ndimenziondlni koule o poloméru R lze vyjadrit vzorcem

ﬁn/Q n

Vo=———
r(s+1)
kde T" je gama funkce. Nebudeme se zde zabyvat jeji definici, pouze si feknéme, Ze pro
prirozené ¢islo n lze psat I'(n + 1) = nl. Nés zajimé dimenze 6, argumentem gama funkce
tedy bude prirozené ¢islo a muzeme psat

3
_ T po
VG — gR .
Hledany faktor je tedy roven n®/3! = 5,1677.
S uvedenym faktorem nyni srovndme vysledek ziskany metodou Monte Carlo. Pouzili jsme
kéd ze seridlu pro vypocet obsahu ¢tvrtkruhu s mirnymi Gpravami. Pocet bodt jsme zvysili
na 107 a pomoci funkce random nynf nevytvaiime dvojice, ale Sestice ndhodnych &isel. V boxu

4Veskeré kédy pouzité v reseni této seridlové tlohy naleznete na nasem webu.
5V seridlu jsme psali podminku a < b, ale vzhledem k omezené piesnosti reprezentace &isel v poéitaci toto
nemé smysl rozlisSovat.
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o hrané 1 (Sestidimenzionalni krychle) nynf neni uzav¥ena étvrtina kruhu, ale 1/25 z objemu
koule. Kritériem zasahu dovnitt objemu koule je vyraz

6
fo <1,
i=1

kde z;, 7 € {1, 2, 3, 4, 5, 6} jsou kartézské souradnice ndhodnych bodi. Na zdkladé znalosti
presného vysledku muzeme vypocist smérodatnou odchylku
o=\ JOV-0)
VN ’

kdeV=1°=1a0 ==*.27%.3!, &selné tedy ziskdme relativn{ odchylku o /O = 0.0011. Zde
vidime, ze pomér O/V je jiz celkem nevyhodny a museli jsme proto volit o fad vétsi pocet
bodi (v porovnani s 2D pfipadem), abychom dosahli smérodatné odchylky ~ 1073, Vy-
sledkem jednoho béhu programu byla prumérnd hodnota hledaného faktoru 5,172 (relativni
odchylka od praméru je 0,0008).

Lukds Timko Miroslav Hanzelka
lukast@fykos.cz mirek@fykos.cz
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