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Uloha V.5 ... zaludna kapka 8 bodt; pramér 6,21; fesilo 19 studentt

Meéjme kulatou kapku o poloméru ro tvorenou vodou o hustoté g, ktera shodou okolnosti pada
v mlze v homogennim tihovém poli g. Uvazujme vhodnou mlhu se specidalnimi predpoklady.
Tvori ji vzduch o hustoté gv,qa a vodni kapicky s priumérnou hustotou ¢, kdyZ uvazime, ze
se rozptyli zcela rovnomérné. Jestlize kapka propadne néjakym objemem takové mlhy, vysbira
vsechnu vodu, ktera se v tomto objemu nachdzi. Na misté zistane pouze vzduch. Jaka je
zavislost hmotnosti kapky na vzdalenosti urazené v takovéto milze?

Bonus Reste pohybové rovnice. Karel chtél zadat néco, kde se bude ménit hmotnost.

Oznaéme z svislou soufadnici kapky. Jeji polomér potom bude 7(z). Jelikoz kapka mé tvar
koule, pro jeji hmotnost plati

4
m= gngvrg. (1)

Nyni si predstavme, ze kapka spadne o néjaké Az doli. Polomér kapky se na této malé vzda-
lenosti zméni pouze minimélné, proto mizeme predpokladat, ze plosny prurez kapky bude po
celou dobu

S =mr?.

Kapka tim padem projde mlhou o objemu
V = SAz = nr’Az,

ze kterého vysbird vsechnu vodu. Jelikoz zndme hustotu vodnich kapek v mlze g,, pro hmot-
nostni prirtstek kapky dostavame

Am = 0,V = noer’ Az,

kde si za r dosadime z rovnice (ﬂ), potom plati

3m
4dnoy

2
3
Am—ngr( > Ax:km%Ax,

kde jsme si vSechny parametry Sikovné schovali do konstanty k. Pro nekone¢né malé hodnoty
prechdzime od A k diferencidlu, coz vede na integral

/kdas:/rrf%dm7

kz = 3m3 + C.

Na pocatku byla urazend vzdalenost kapky z = 0 a kapka méla polomér rq, ktery muzeme
prepocitat na pocatec¢ni hmotnost podle vztahu (m) Pro integracni konstantu potom vychazi

1
C=-3 (%ngv) ’ 0 .

Dosazenim do puvodni rovnice dostdvame

1 3 3
m = (;Im + (%n@v) ? r0> = %ngv <4£va + 7"0) = %nrg (z) ov, (2)
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kde r(x) je polomér kapky, ktery, jak si mizeme povsimnout, roste linedrné s x.

P1i feseni bonusu vyjdeme z pohybové rovnice F = p = md + md. Na kapku pusobi jedind
sila, a sice tihovd% kterou spocitdme jako F' = mg. Dale mizeme spocitat ¢asovou derivaci
hmotnosti y

m=km3%.
Pro pohyb kapky tak plati

mg:ma':er:E:km%:tQerfi,
k
g= i’ 4 7.
tha + (%mov)® 1o

w\»-A

Jednoduchymi algebraickymi dpravami a zjednoduéenimE To = % ( TEQV) ro = 49V ro dostava-

me

w\»—A

g(z+x0) = 32> + 2 (z + x0) (3)
Nyn{ vyuZijeme substituci z = y* — xg, pro kterou plati
= 2yy,
i =29% + 24y .
Snadno si muzete ovéfit, ze dosazeni do rovnice (E) vede na
g = 149" + 2y .
Nyni uz kone¢né vyuzijeme rovnost

_dy _dgdy _dydy _ .dy
TA T dtdy  dtdy Yay’

ktera ndm umozni piedchozi diferencidlni rovnici separovat. Resime integral
dy _ 2ydy
y ) g-—149%’
1 [ —28ydy

Iny=—— 7_771 — 14
"ET ) g 142 nlg - 145°| +C.

Dosazenim z predchozich vztaht ukazeme, ze

s 1
9714112:6(733*9),

! Zanedbavame vztlakovou silu a odpor vzduchu. Pokud bychom je chtéli uvazovat, stacilo by pouze zménit
nékteré konstanty, ale rovnice jako takové by zlstaly stejné. Vztlakovou silu totiz pfiddme ¢lenem tmérnym
pouze objemu, ten je zase pfimo timérny hmotnosti. Clen mg uz je ale obsazen diky tihové sile. Podle Newtonova
zakona odporu bychom zase museli brat v ivahu novy ¢len tmérny druhé mocniné rychlosti, ten je zase shodny
se Clenem, ktery ziskdme z ¢asové derivace hybnosti.

2Ze vzorce E) vyplyva, ze pokud otocime smér casu, kapka se postupné dostane do jednoho konkrétniho
bodu, ve kterém je jeji polomér nulovy. Mizeme si povSimnout, ze hodnota o ma vyznam vzdélenosti tohoto
bodu od polohy kapky s polomérem rq.
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tedy Ze podminka g > 1472 je ekvivalentni s podminkou 7% > g. JelikoZ na poéatku plati & = g,
podminka je (alespon na zacatku) zfejmé splnéna. Pozdé&ji vSak budeme muset ovétit, zda plati
po celou dobu.
Z pocéatecnich podminek si vyjadiime integracni konstantu
C= i In (gxg) ,
tedy po zpétném dosazeni do vysledku integralu mame

Iny'* = —In (g — 145°) + In (gaf) ,

2 PN
T = 79(($L‘+£CQ)—IS(SL‘+CCQ) 6)2,

&= % (1+6.Z‘8 (x+x0)_7) .

Druhou casovou derivaci jsme ziskali &, pomoci ¢ehoz jsme si dosazenim do (E) overili, ze jsme
postupovali spravné. Navic zfejmé plati 7& > g, takze podminka z predchozi casti feseni bude
splnéna vzdy.

Dalsi postup je jasny, predchozi rovnice pro & je separovatelnéd diferencidlni rovnice, kterou

staCi pouze zintegrovat
t= e ((erxo)fxg (m+xo)76)7% dz.
29

Bohuzel, tato lahudka jen pro ty nejvétsi integralni gurmany nemé analytické feseni. Lze ho
vyjadrit pomoci hypergeometrické funkce, ale to je jen nekonecnd suma, kterou stejné musi-
me spocitat numericky. Nicméné si muzeme povsSimnout, Ze pro dostatecné velké x jde vyraz
@3 (x + 0)” " velmi rychle k nule, tedy zrychleni se shora blizi hodnoté £. Zvolme néjaky do-
statecné velky cas tp, potom mizeme pro ¢as t > to pohyb kapky aproximovat rovnomérné

zrychlenym pohybem

+ (to)

gt
:E(t)% ﬁ+i'(to)t+x(to),

kde z(to) a & (o) jsou draha a rychlost kapky v ¢ase to. Jejich hodnoty musime samoziejmé urcit
numericky, ale vSechny dalsi z(¢) uz pak z predchozich rovnic snadno spoéitdéme analyticky.
Jednd se sice pouze o aproximaci, ale pro dostatecné velké to mizeme dosdhnout libovolné
presnosti. Navic, vzhledem k tomu, jak vysoké mocniny se v ptuvodnich rovnicich vyskytuji,
dostavame i pro relativné malé hodnoty to velmi presné vysledky.
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