Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXXI.VL5

Uloha VL5 ... skok z letadla 8 bodii; (chybi statistiky)

Filip o hmotnosti 80 kg vyskocil z letadla, které je ve vysce h1 = 500m nad zemi. Ve stejném
okamziku z druhého letadla skocila Danka o hmotnosti 50 kg, ale z vysky ha = 569 m nad zemi.
Predpokladejme, Ze oba maji stejny odporovy koeficient C = 1,2, Filipova plocha pricného
priifezu je Sy = 2,2m? a Dancina je Sp = 1,5m?. Hustota vzduchu ¢ = 1,205kg-m~2 se
neméni s vyskou. Za jakou dobu od vyskoku bude Danka ve stejné vysce nad zemi jako Filip?

Danka uwvazovala nad ndrocngm Zivotem Matfyzdka, tak se chtéla trochu odreagovat.

Nejdrive predpokladejme, ze obé letadla jsou napiiklad vrtulniky a v okamziku skoku stoji ve
vzduchu se zanedbatelnou rychlosti vic¢i okoli. Potom bude na oba skokany ptisobit odporova
sila podle Newtonova zékona odporu

1
F, = 5059112 .

Oznaéime-li si drdhu, kterou urazila Danka (méreno od letadla, ze kterého vyskocila) jako
Zp, jeji rychlost potom bude Zp (smérem doli). Pro jeji zrychleni pak z druhého Newtonova
zékona vyplyva

mDiD =F y

kde F' je vyslednice sil, které na ni ptisobi. Nyni uz jen staci dosadit F' = Fy—F,, kde Fy = mpg,
abychom celkoveé dostali
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Je vidét, ze s postupné se zvysujici rychlosti bude klesat zrychleni. Rychlost tak bude po-
stupné konvergovat k jisté termindlni rychlosti vp, pro kterou plati &p = 0, tedy

. . 2mpg
=1 t) = .
vp = Jlim Eo(t) =/ F5a,

Ciselné pro terminaln{ rychlosti Danky a Filipa dostaneme

Ip =g —

vp =21,3m-s" !,
vp = 22,2 m-s L.
Vidime, ze vp < vp. Filip se tak bude v limitnim pfipadé ¢ — oo pohybovat rychleji nez Danka.
Vzhledem k tomu, ze Filip padd z mensi vysky, by se dalo ocekavat, ze se s Dankou potka
presné ve chvili jejiho dopadu na zem, tedy ve vysce 0.
Zatim si vsak nemizeme byt jisti tim, co se déje pred dosazenim terminalni rychlosti. Vratme
se tedy k rovnici (Jl]). Dostdvame

dx —2.2
E:g(l—v T ),
di
dt = —————+.
g(1—v2i?)

Nyni jen sta¢i na obé strany rovnice dopsat znaménka pro integrily. Pti jejich feseni rovnou
pouzijeme substituci

yzg = di =wvdy,
v
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dz v dy
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t:gargtghy—FC’:Eargtgh( )+C’.
g g v

ktera vede na

Pro t = 0 mame @& = 0, z ¢ehoz vyplyva C = 0. Celkové tak mdme
#(t) = vtgh (%t) . 2)

Pro t — oo vychdzi © — v, coz je o¢ekdvand hodnota. Nyni bychom chtéli ukazat, ze pro
libovolny Cas ¢ plati ©p(t) < ©r(t). Na prvni pohled v8ak neni zfejmé, jak tyto funkce porovnat,
takze si pomizeme jednoduchym trikem. Derivaci dostavame

t)=g (1 — tgh® (%)) .

Jelikoz je funkce tgh ryze monoténni na celém R, z nerovnosti vp < vp nutné plyne @p(t) < Zr(t).
ODbé rychlosti se navic v nule rovnaji, takze mus{ platit vp(t) < ve(t).

Filip s Dankou se tedy potkaji presné ve chvili, kdy Danka dopadne na zem (Filip uz
tam bude). V zadédni dlohy je otdzka, kdy pfesné k tomu dojde. Mohli bychom samoziejmé
pokracovat dalsi integraci vztahu (P)), ukdzeme si vSak jiny postup. Vyjdeme z rovnice (a) a

pouzijeme rovnost
. _didr daxds . dz

YT dtds ~ dtdz  Cda
Dosazenim do @) dostavame
:v@ =g (1 —v “z ) ,
zdz
de = ———~ .
T g v R

Pred obé strany rovnice dopiSeme integraly a vyuzijeme faktu, Ze integral z derivace funkce,
délené danou funkci, je logaritmus z dané funkce, tedy

idi v’ [ —2v %idd v’ “2.2

Pro £ = 0 je x = 0, takze integracni konstanta je rovna nule. Dosazeni za & z (E) vede na

2 2
t=—21n (1 - tgh2 (g—t)) =2 Incosh (g—t> ,
2g v g v
=2 argcosh exp (%) .
g v

Pri pddu az na zem se celkovd urazend draha rovna pocateéni vysce, ze které Danka s
Filipem vyskodili. Dosazenim ho za xp a hi za xr muzeme snadno zjistit, ze

tn = 28,35,
tr =24,15.
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Danka se tak s Filipem potka az na zemi, kam dopadne zhruba 4,2s po ném.

Déle bychom mohli rozebrat piipad, ve kterém maji letadla (a tedy i Danka s Filipem)
néjakou nenulovou rychlost. Pokud bude nenulovd pouze vertikalni slozka rychlosti, staci jen
rovnici (B) opravit o integracni konstantu. Pokud by vSak byla kladnd smérem nahoru, museli
bychom ji pro prvni ¢ast pohybu (dokud se neza¢nou Filip s Dankou pohybovat smérem doli)
znovu odvodit, protoze rovnice ([ll) nebere v ivahu zménu znaménka. Ve vysledku bychom tak
misto funkce tgh dostali funkci tg.

Pro jinou pocatecni rychlost analytické reseni neexistuje. Pro konkrétni pocatecni rychlosti
vsak dokdzeme z puvodni pohybové rovnice snadno spocitat numerické feseni.
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