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Serial: Integraly pohybu

V tejto Casti seridlu dokonc¢ime priklad, ktory sme minule zacali — vypocet matematického
kyvadla. K tomu ale budeme potrebovat vediet, ¢o je to Taylorov rozvoj. Dalej si ukézeme,
ako sa dajui s pomocou Taylorovho rozvoja vyriesit tlohy, ktoré analyticky riesitelné nie su.
Potom sa pozrieme na to, aké nenumerické metdédy riesenia Lagrangeovych rovnic existuju,
a za¢neme sa venovat pouzitiu teoretickej mechaniky v nebeskej mechanike, ¢o bola historicky
hlavna motivécia, kvoli ktorej bol Lagrangeov formalizmus vyvijany.

Taylorov rozvoj

Toto bude trochu matematickd vsuvka do seridlu, kde sa ¢itatelom, co vedia derivovat, pokisim
intuitivne vysvetlit, ¢o to je Taylorov rozvoj. Tiez ukdzem, ako sa pocita, ale najmé uvediem
zakladné vztahy pre Taylorov rozvoj, ktoré sa v teoretickej mechanike zidu pri pocitani prikla-
dov.

Asi najintuitivnejsi sposob, ako chépat a predstavovat si funkcie, je predstavit si ich graf.
Z grafu clovek jasne vidi, ako sa funkcia sprava, kde klesé alebo stiipa, ako velmi klesa alebo
stupa, aké ma korene a podobne. Mnohé funkcie si ale velmi naro¢né na analyzu a vypocet ich
presnych hodndt, pripadne sa velmi ndroéne integruju (¢o ndm znemoziuje, ¢i vyrazne stazuje
rieSenie diferencidlnych rovnic, ktoré obsahujui takéto funkcie). Na druhej strane, existuje trieda
funkcii, ktoré sa daji velmi trividlne integrovat a derivovat - polynémy (mnohoéleny). S tymito
funkciami ste sa uz vsSetci stretli na konci zdkladnej alebo zaciatku strednej skoly. Vlastnosti
a rozne manipulédcie s linedrnymi a kvadratickymi funkciami st vam teda urcite velmi dobre
zname a netreba vas presviedcat, ze vypocitat hodnotu Iubovolného polynému v danom bode
bez kalkulacky vie s Tubovolnou presnostou kazdy z vas. Keby som vam dal ale za tlohu zratat
na papieri sin(0,82), nikto (kto nepoznd Taylorov rozvoj) by to nijako nedokdzal.

Mozno ste sa niekedy hrali s nejakym programom na vykreslovanie grafov funkcii a v§imli
si, ze mnohé funkcie maji podobny tvar. Exponencidla je napriklad funkcia, ktora velmi rychlo
rastie. Aj 2, 2> alebo iné vyssie stupne polynémov rychlo rasti. Ak si napriklad exponencidlu
v takomto programe (napriklad WolframAlpha) vykreslite a vo vedlajsom okne sa budete hrat so
s¢itavanim polynémov roznych stupnov, s trochou sikovnosti a investovaného ¢asu sa dostanete
k polynému, ktorého graf sa bude velmi podobat na graf exponencidly (aspoil vo vykreslenej
oblasti, pre velké = exponencidla zacne rdst ovela rychlejsie ako akykolvek polyném).

Tento fakt si Tudia vSimli uz ovela skor. Na takejto podobnosti spravne zvolenych poly-
némov a danej funkcie je postaveny Taylorov rozvoj. V skratke sa jednd o to, ze ITubovolna
(dostatocne slusni) funkciu vieme na nejakom intervale lubovolne dobre aproximovat uréitym
polynémom. Této vlasnost je velmi uzito¢nd, pretoze Castokrat nas funkcie zaujimaji len na
nejakych kratkych intervaloch. Napriklad sinus. Sinus mé periédu, takze pre lubovolne velké
¢islo ho vieme spocitat, ak dokdzeme spocitat sinus vSetkych c¢isel na intervale o dizke periédy
sinu 2n (napr. (—=,n)). Sinus by ndm teda teoreticky stacilo dobre aproximovat len na tomto
kratkom intervale. V pripade sinusu, ktory chceme aproximovat v okoli nuly, mézeme pouzit
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polyném pozostavajici napriklad z piatich ¢lenov
. 2 2® 2" 2
sm(x)wmfaJrﬁfﬁJra.

Nie je tazké si vsimnit vzor v spravani tohto polynému. Ak by sme chceli aproximovat tito
funkciu na celom intervale presne, mohli by sme pokracovat v pridédvani clenov polynému az
do nekonecna. Ukazuje sa, ze takyto nekoneény polyném sa naozaj bude rovnat funkcii sinus
dokonca na celom jej definicnom obore, teda vsetkych redlnych ¢islach. V. ”"modernej mate-
matike” je prdave takyto nekoneény polyném (rad, stcet postupnosti) definiciou funkcie sinus
(spolu s inymi definiciami, ktoré st tejto ekvivalentné). Sinus vieme potom zapisat pomocou
nekonecného Taylorovho radu nasledovne

> L2+l
sin(z) = ;(—1)”m .

Pre usilovného citatela zadavam tlohu rozmysliet si, najlepsie rozpisat na papier, ze prvych
5 clenov radu je naozaj rovnakych ako st cleny v polyndéme aproximujicom sinus uvedenom
skor. Dalej mézem taktiez odporudit usilovnému é&itatelovi, aby si vy&islil hore uvedeny polyném
v bode 7 a zaroven si vyc¢islil v bode © aj sinus. Budete mat lepsiu predstavu, ako dobre Taylorov
rad aproximuje sinus.

Usilovni citatelia mi urcite moézu potvrdit, ze vysledok bol v oboch pripadoch velmi podobny.
Pre sinus to bola nula, pre polyném to neprezradim, ale prezradim, ze koren tohto polynému
je ~ 3,1487, ¢o sa k ¢islu w blizi velmi pésobivo.

Castokrat nie je jednoduché zistit Taylorov rad trikom alebo pozorovanim (aj v tych mélo
pripadoch, ked sa to d4, to chce velmi velkd skusenost a vela napoéitanych prikladov). Existuje
ale metéda, ako vieme postupne dopocitavat jeden za druhym cleny Taylovovho radu. Uvedieme
rovno jeho vzorec a jednym dychom dodavame, Ze si mozete vSimnut, ze dany rad je zvoleny
tak, aby mal vSetky derivacie v danom bode rovnaké ako pévodna funkcia.

Zoberme Iubovolnt funkciu f(z) v bode (z = a), ktord mé v tomto bode vsetky derivacie
a vSetky st konecéné (dévod je jasny zo samotného vztahu - ak by derivicie neexistovali, nemal
by zmysel). Na intervale obsahujicom bod a je potom Taylorov rad tejto funkcie

(z—a)"

Ty(e) = (e —~,

n!

kde ("™ (a) je n-t4 derivicia nadej funkcie v bode a.

Kazda normélnu (tzv. analytickd) funkciu f vieme potom zapisat ako f(z) = T¢(z). Exis-
tuja aj funkcie, pre ktoré to neplati, ale s nimi sa nestretneme. Overte si, prosim, ze ak tento
vzorec aplikujeme na sinus v bode a = 0, dostaneme postupne polyném, ktory sme uviedli ako
aproximdéciu sinu. Pouzime tento vzorec este pre odvodenie Taylorovho radu pre exponencialu
e” v bode a = 0. Derivéicia eponencialy je exponencidla. Exponencidla v bode 0 je rovna jednej.
Taylorov rad exponencialy bude teda vyzerat nasledovne

oo
n
T x
e = E —_— .
n!
n=0

Ako cvicenie odportacam odvodit si zo vzoréeka Taylorov rad pre cos(z) a In(1 + ) so stredom
v bode a = 0.
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Matematické kyvadlo — In medias res

V minulej Casti sme si ukazovali, ako postupne najst zovSeobecnené stradnice, z nich cisto
mechanicky zostavit Lagrangeovu funkciu a z nej postupnym derivovanim zostavit Lagrangeove
rovnice. To sme si ale neukazali na nasom priklade matematického kyvadla. Dokonc¢ime to teraz.
Pre pripomenutie, Lagrangeova funkcia kyvadla mala tvar

1
L= §m12¢2 + mgl cos(p)
a Lagrangeove rovnice zostavujeme nasledovne

d 9L oL

dt 9¢ 9q

Dosadime za L Lagrangeovu funkciu matematického kyvadla a po prederivovani dostaneme
mi*@ + mglsin(p) = 0.

Vidime, ze sa jedné o obyc¢ajni diferencidlnu rovnicu druhého radu, pretoze najvyssia derivacia
nasej hladanej funkcie o(t) je druhé derivicia. Co je ale ovela vidsi problém, rovnica je zaro-
ven aj nelinedrna, a to prave jej druhy ¢len, ktory je tvoreny sinusom nami hladanej funkcie.
Standardne sa nedaji podobné diferencidlne rovnice riesit analyticky, tj. pomocou znadmych
dobre definovanych funkcii. RieSit ich m6zme napriklad numericky s presnostou, aki uzname
za vhodni. Inou moznosfou je riesit rovnicu analyticky tak, ze pred tym, ako sa pustime do
rieSenia, dand nelineanu® funkciu aproximujeme. Toto je okamih, ked prvykrat v praxi pou-
zijeme Taylorov rozvoj. Rozvinieme nasu funkciu do Taylorovho radu. Vieme, ze ¢im sa od
bodu, v ktorom funkciu rozvijame, nachadzame dalej, tym viac ¢lenov jej rozvoja potrebujeme
pre dosiahnutie pozadovanej presnosti. Naopak, ked sme blizko stredu tohto rozvoja, sta¢i nam
¢lenov menej. V istej malej vzdialenosti ndm ddva dostatoéni presnost (¢im vyssiu presnost
pozadujeme, tym mensie je okolie bodu, kde je aproximécia presnd) aj prvy ¢élen Taylorovho
rozvoja. Ten je obvykle linedrny, pripadne konstantny (v pripade konstantného ¢lena vezmeme
prvé dva ¢leny). V tomto pripade vezmeme z rozvoja sinusu len prvy linedrny ¢len. Dostdvame
linearizovant diferencidlnu rovnicu

ml®@ +mglp =0.

T4to rovnica sa dé jednoducho riesit. Na riesenie diferencidlnych rovnic sa vSak v tomto seriali
nebudeme sustredit, ale nechame ich riesenie na pocitac. Osobne preferujem, ako ste si uz mohli
v§imnut, na riesenie rovnic WolframAlpha, ktory ndm v tomto pripade da vysledok

p(t) = c2sin (\/?t) + ¢ cos ( %t) .

Kde ¢1 a c2 st integra¢né konstanty. Ich hodnoty si vieme jednoducho dopocitat. Napriklad tak,
Ze budeme pozadovat, aby na zaciatku malo kyvalo vychylku ¢ a uhlovi (a teda aj klasickd)
rychlost ¢ = 0. Z prvej podmienky vidime, Ze ¢1 = ¢g, ¢o dostaneme po dosadeni ¢ = 0 do
nasej pohybovej rovnice.

! Medzi nelinedrne funkcie samozrejme patria aj kvadratické, kubické a iné mocninné funkcie. Nemoznost
analyticky riesif rovnice je vSak najmé& pri nelinedrnych rovniciach, kde nelinearita je spo6sobena inou ako
polynomialnou funkciou.
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Rychlost dopocitame tak, Ze prederivujeme rovnicu pre polohu kyvadla, aby sme dostali
rovnicu pre uhlovi rychlost kyvadla

o(t) = CQﬁCOS (ﬁt) — \/?cpo sin (ﬁt) .

7 tejto rovnice a podmienky, ze rychlost ma byt na pociatku nulovd, dopocitame druhi kon-
stantu. Cely druhy clen rovnice bude po dosadeni ¢ = 0 rovny nule, zatialco prvy bude nulovy
len ak c2 = 0. Nase riesenie pre dané pociatoéné podmienky bude teda vyzerat

o(t) = ¢o cos (\/?t) .

Prave sme si podrobne ukazali jeden zo spdsobov riesenia Lagrangeovych rovnic. Jednd
sa 0 to najjednoduchsie, ¢o ndm méze napadnut. Hlavnou nevyhodou je ale to, Ze riesenie,
ktoré takto najdeme, nie je presnym rieSenim, a spravne vysledky déava len pre body blizke nule
(pretoze spravidla linearizujeme funkciu v nule). Existuje ale dalsi trik pouzitelny pri niektorych
prikladoch, ktory nam vyrazne ulahcuje ich analytické riesenie.

Integraly pohybu

Jeden z trikov, ktoré mozeme pri rieSeni Lagrangeovych rovnic pouzit, je ziskat dodatocné
rovnice, ktoré nam zjednodusia riesenie samotnych Lagrangeovych rovnic. Zo strednej skoly
viete, ze pri rieSeni iloh z mechaniky ste castokrat vyuzivali zakony zachovania. Univerzalny sa
méze zdat zdkon zachovania mechanickej energie, ktory ale neplati vidy. Dalej st uzitotné aj
zékony zachovania hybnosti a momentu hybnosti. Castokrat nebolo jednoduché zistit, najmé
pri velmi komplexnych problémoch, ktord zlozka hybnosti sa zachovava a preco. Pripadne ¢i sa
zachovava alebo nezachovava energia. V Lagrangeovom formalizme je tento problém nélezite
oSetreny a z matematickych vlastnosti Lagrangidnu (Lagrangeovej funkcie) vieme jednoducho
urcit, ktoré veli¢iny sa zachovdvaji pocas celého deja. Tieto veli¢iny nazyvame integraly pohy-
bu. Matematickejsie povedané, integral pohybu hladdme ako funkciu f(gj, ¢;) zovSeobecnenych
suradnic a zovSeobecnenych rychlosti, pricom od tejto funkcie pozadujeme, ze na skutoc¢nej tra-
jektorii riesiacej Lagrangeove rovnice bude nadobtdat po cely cas jednu konstantnd hodnotu.
Povedali sme si, ze v praxi sa jedna napriklad o hybnost telesa. Z Lagrangeovych rovnic vidime,
kedy sa nieco ako ,,zovSeobecnend hybnost“ zachovava, celkom rychlo.

Predpokladajme, ze Lagrangeova funkcia zavisi na vsetkych zovsSeobecnenych stradniciach
okrem nejakej jednej ¢;. Potom i-tu Lagrangeovu rovnicu ziskame

doL oL _
dt 8(]1 8qi -

Derivécia Lagrangidnu podla tejto siradnice bude teda 0 (pretoze pri zmene tejto siradnice sa
Lagrangidn nezmeni). Z toho dostdvame

d oL _ 0
dt og;
Na zaver preintegrujeme podla casu
oL
— = konst .
8qi
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Vidime, ze tento vyraz sa bude stdle zachovavat, nakolko je po celej trajektorii konstantny. Na
zéver mozno este poznamka k nazvu ,,zovSeobecnend hybnost“. Kedze Lagrangian ma fyzikdlny
rozmer energie (jednd sa o rozdiel dvoch energif), ked zderivujeme ,energiu“ podla ,rychlosti,
dostaneme nieco, ¢o mé fyzikdlny rozmer hybnosti.

Okrem toho existuje este jeden integril pohybuf a ten sa nazyva ,zovSeobecnend energia‘.
Zaujimavejsie nez jeho konstrukcia je, ze k Lagrangianu existuje zachovavajica sa zovSeobec-
nend energia prave vtedy, ked Lagrangidn explicitne nezavisi na Case (teda na Case zavisi len
prostrednictvom zovSeobecnenych siradnic a rychlosti). Jej definicia je

Znova si vSimnene, ze tato velicina mé fyzikdlny rozmer energie, takze jej nadzov dava dobry
zmysel.

ESte predtym, ako redlne za¢neme riesit priklady, je podla mia délezité ukazat (pre niek-
torych zopakovat) novy spdsob hladania zovSeobecnenych stiradnic.

Najcastejsie krivociare stradnice

V mnohych tlohéch sa stretdvame s pohybom po povrchu sféry alebo po kruznici, alebo s pro-
blémom, ktory mé rotacni symetriu. Hlboko v podstate prirody je totizto zakorenend jedna
vlastnost, ktorej sa sndd budeme venovaf v poslednom diele seridlu a z ktorej sa da odvodit
celé fyzika. Zjednodusene by sa dalo povedat, ze priroda je ,leniva“, a preto nechd planéty obie-
hat okolo Slnka po elipsiach a nie po napriklad Stvorcoch. Vdaka tejto podivuhodnej vlastnosti
sa zakriveny pohyb najcastejSie odohréva po elipsich velmi blizkych kruzniciam (mimo me-
chaniky na Zemskom povrchu, kde uvazujeme homogénne gravitacné pole). Preto je Castokrat
vyhodnejsie pocitat v stradniciach, ktoré dobre vystihuji symetriu danej sféry alebo kruznice.
Zavédzaju sa preto polarne a sférické suradnice.

Polarne stradnice definujeme

x =rcos(p),
y = rsin(p).
Ak si v rovine nakreslime kartézsku mriezku, potom bod s kartézskymi stradnicami [z,y]
mozeme popisat aj pomocou uhlu ¢ zovretého medzi kladnym smerom osy x a polpriamkou
z pociatku do ndsho bodu; uhol meriame proti smeru hodinovych ruéic¢iek (smerom od osi z
k osi y). Stradnica r je potom vzdialenost tohto bodu od nuly merana po ich spojnici.
Druhé, o cosi tazsie na predstavu, su sférické suradnice. Prevod medzi sférickymi a kartéz-
skymi siradnicami je nasledovny
z =7 cos(p) sin(9),
y = rsin(p) sin(d) ,
z =rcos(9).
Mobzeme si vSimnut, Ze je to podobné ako pri polarnych suradniciach, len este prendsobené
sinusom a kosinusom dalSieho uhla, ktory sme si oznacili 9. To, ze vzdialenost bodu od podiatku

2V skutoénosti mézu existovat aj iné integraly pohybu, spomenuté sa viak daji najst pomerne jednoducho.
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je r je zrejme zjavné. Ostatné dva uhly si vieme jednoducho predstavit, ked si predstavime,
ako to vyzerd v planetdriu (tam sa nad nami nachddza sféra). V tomto pripade je polomer
sféry pevny a nemeni sa. Ak stojime v strede, tak spojnica nés a nejakého vyznacného bodu
(v planetériu sa pouziva juh) je nasa kartézska os x. Stradnice nejakej hviezdy vieme uréit
pomocou sférickych sturadnic: hviezdu spojime najkratSou moznou ¢iarou po sfére s horizontom.
Teda spravime jej priemet na ,horizont“. Potom odc¢itame uhol medzi tymto jej priemetom
a nami zavedenou osou z proti smeru hodinovych ruciciek, ¢o bude nasa siradnica . Na zaver
uréime stradnicu ¥ tak, ze od 90° od¢itame uhol medzi horizontom a hviezdou po nami najdenej
najkratsej spojnici.

Snazil som sa to vysvetlit zrozumitelne a ndzorne, na internete sa ale nachddza mnozstvo
obrazkov pre tych z vés, ktori veci potrebuju vidiet, a nestaci im vizualizovat si ich. A mozno
eSte jedna poznamocka k zavedeniu sférickych suradnic. Mozno vdm prislo neintuitivne, ako
som v poslednom kroku od¢ital uhol medzi hviezdou a obzorom od 90°. Samozrejme, dostaneme
rovnako dobre pouzitelné siradnice, ak ¥ definujeme priamo ako uhol medzi (pre nas pripad)
horizontom a hviezdou. Prevodné vztahy sa potom trochu pozmenia. Ak ste zvyknuti na tito
definiciu sférickych suradnic, pokojne ich pouzivajte, no pamétajte, Ze nemusi byt na prvy
pohlad jasné, ze vztahy ziskané pri tychto réznych zavedeniach siradnic st totozné.

Na zaver tejto Casti si spomenieme este jeden priklad, z ktorého vysledkov budeme intenzivne
tazit nabudice.

Pohyb hmotnej Castice v gravitacnom poli

V roku 1889 Nérsko-Svédsky kral Oskar II. vyhlésil k prilezitosti svojich 60-tych narodenin
sufaz o ndjdenie analytického rieSenia problému troch telies vo forme konvergujiceho mocnin-
ného radu, ktord sdm oznacil za (vo volnom preklade): ,,Stutaz o délezity objav v risi vysokej
matematickej analyzy“. Uz nasledujici rok Henry Poincaré publikoval ¢lanok v casopise Ac-
ta Mathematica, v ktorom dokézal, Ze neexistuje dostatok integralov pohybu na analytické
vyriesenie problému troch telies, ¢o krala uspokojilo a odmena za ”vyhru” v sutazi mu bola
udelena.

Az v roku 1912 sa Finskemu matematikovi Karlovi Sundmanovi podarilo vyriesit tento
problém, avsak formou radu s exponentmi, ktoré st celo¢iselnym nasobkom % Tento rad vsak
konverguje velmi pomaly, a aby dosahoval presnost porovnatelni s numerickymi vypoctami,
je nutné vziat priblizne jeho prvych 1080099 glenov. Problém troch telies je tak prakticky
rieSitelny iba numericky. Existuji vSak zjednodusené pripady, ktorych riesenia s rozummnou
presnostou moézeme ziskat aj analyticky. Takym je napriklad systém Slnko-Zem-Mesiac.

Nez sa ale dostaneme k tomuto problému, musime si prejst cez problém dvoch telies. A pred-
tym ako sa dostaneme k tomu, je potrebné si ukazat, ako vyzerd Lagrangian hmotného bodu,
ktory sa pohybuje v nejakom potencidlovom poli. Budeme predpokladat, ze nase skiimané teleso
svojim pohybom toto potencidlové pole nijako neovplyvnuje.

Nase teleso sa bude pohybovat v centralnom poli s potencidlom V(r) a zo skiisenosti vieme,
Ze sa bude pohybovat v jednej rovine (tito sktisenost si v tlohach k seridlu budete mat moznost
overit). Na jeho popis preto pouzijeme poldrne stiradnice. V nich bude jeho Lagrangidn

1o 20y
L—2m(r +rnp) Vir).

Teraz uvidime silu integralov pohybu. Vo vSeobecnosti by boli Lagrangeove rovnice v tomto
pripade 2 rovnice druhého radu, kdezto ak urcime integraly pohybu, dokdzeme z nich po tpra-
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vach zostavit jedind diferencidlnu rovnicu prvého radu. Pre premennt r bude nasa vysledné

diferencidlna rovnica )
.2 2 l
=—|FE- —
i ( Vi -5 )

kde E je mechanickd energia a [ moment hybnosti telesa - dva integraly pohybu.

K rieseniu tejto rovnice sa dostaneme v seridlovej tlohe a dalsom diele seridlu. Nésledne
plynule prejdeme k problému dvoch telies, rieSeniu Keplerovej tlohy a mozno aj odvodeniu
Keplerovych zdkonov.

Mnohym z vas dakujem za reakcie na vyzvu k spétnej vdzbe, dojmy boli zatial celkom
pozitivne, za ¢o som rad, pretoze je to pre mna povzbudzujice. Samozrejme nadalej plati, ze
budem rad za vase ndvrhy, pripomienky a komentare k seridlu. Som optimista a difam, ze pocet
riesitelov seridlu sa nebude znizovat, tak si vSetci navzajom drzme palce.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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