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Uloha IILP ... roj meteoriti 10 bodi; primér 7,45; fesilo 22 student

Je mozné, aby se kapka desté vyparila drive, nez dopadne na zem? Vymyslete vhodny model
odparovani destovych kapek béhem jejich padu a ukazte, za jakych podminek (mezi relevantni
parametry patri napriklad pocatec¢ni polomer, priibeh okolni teploty v zavislosti na nadmorské
vysce) se muze kapka zcela odpafit. MuzZete pritom predpoklddat, Zze kapka vznikne ndhle
v urc¢ité vysce ho s pocatecnim polomérem ro a v prvni aproximaci pada suchou atmosférou.
A kdy je mozné, aby kapka zamrzla? Mirek cekal na dést.

Odpatovani destovych kapek nenf tak jednoduché, jak se na prvni (a mozna i na druhy) pohled
miuze zdat. Kombinuje se tu totiz nékolik ruznych problému, které jsou samy o sobé jen tézko
fesitelné. Predné se jednd o pad télesa v atmosfére, kde vzorec pro odporovou silu zavisi na
tom, jestli je proudéni vzduchu laminarni, turbulentni ¢i néco mezi tim. Déale feSime vyparovani
vody do vzduchu, které samoziejmé zavisi na teplotach obou prosttedi, tlaku, vzdusné vlhkosti,
rychlosti proudéni vzduchu a velikosti povrchu kapky. K vypafovani je potreba dodéavat kapce
teplo, pricemz v tvahu pripadaji dvé moznosti, vedeni a proudéni. Pfenos tepla proudénim
pritom kombinuje vedeni tepla s mechanikou kontinua, jednou z dosud stéle nevyfesenych casti
klasické fyziky. Proudéni vzduchu se ale podili i na tvaru kapky, kde dédle hraje roli povrchové
napéti, které samozrejmé zavisi na teploté.

Nejdulezitéjsi casti této tlohy tak bude najit vhodné aproximace vyse uvedenych fyzikal-
nich jevil, coz ndm umozni nahradit slozité zavislosti jednoduchymi. Ze vSeho nejdiive budeme
predpoklddat, ze kapka ma tvar koule. Ve skutecnosti neni viibec zdsadni, jaky je tvar kapky.
Dokud objem roste s treti mocninou néjakého rozméru a povrch s druhou, nezélezi na tom.
Presny tvar hraje roli pouze pfi urceni hodnot nékolika konstant. Brzy si ukazeme, ze chy-
ba, kterou se nahrazenim kapky kouli dopustime, bude zanedbatelna ve srovnani s ostatnimi
aproximacemi, které teprve prijdou.

Pokud neuvedeme jinak, pracujeme s atmosférou s parametry T = 20 °C a p, = 10° Pa za
bezvétii s nulovou rychlosti vzduchu.

K tématu sice existuje odborna literatura, ale bohuzel se nezabyva presné tim, co bychom
potiebovali. Kazdy z téchto problémi je totiz velmi obecny, navic obtiznost tlohy vychézi z je-
jich kombinace. Literatura se vétsinou vénuje konkrétnim situacim, které maji praktické vyuziti.
Jednim z takovych ptipadu je vypafovani velmi drobnych kapicek z rozprasovacu a spreji, coz
se vyuziva v mnoha odvétvich primyslu od zalévani a hnojeni rostlin pfes nanaseni barev a laka
po vstrikovani paliva do spalovacich motoru.

Pri feseni tlohy jsme primarné vychéazeli z préuceEI a déle ze ¢lanktl a knih, které dana prace
uvadi v seznamu literatury. Pfimo destovymi kapkami se pak zabyva ¢lanek? ktery vyuzivime
predevsim pro srovnani vysledk.

Pohyb kapky v odporovém prostredi

Zac¢neme vzorcem pro Reynoldsovo cislo

Re — 2rv ’
MNa.

thttps://holsoft.nl/idefics/pdf/kinevap.pdf
2https://tinyurl.com/y9g8sclz
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kde 7 je v tomto pifpadé polomér kapky, v je jeji rychlost a 1, = 1,8 - 107° Pa-s je dynamick4
viskozita vzduchu. Pro malé hodnoty Re je proudéni okolo kapky lamindrni a odporova sila se
ridi Stokesovou rovnici

Fg = 6mnarv.

Pro velké hodnoty Re je proudéni turbulentni a musime pouzit Newtoniv vztah
1 2
N = ngaSzv , (1)

kde g, = 1,2kg-m 2 je hustota vzduchu, S, = nr? je plocha prifezu télesa ve sméru padu a C
je soucinitel odporu, ktery m4 pro kouli hodnotu 0,5.

Co ale znamenaji malé a velké hodnoty Re? To je pravé ten problém. Proudéni kolem koule
je zcela lamindrni pro Re < 0,25, coz odpovidé (za normdlnich podminek) kapkdm s polomérem
do 25 um. Bézné destové kapky ale maji polomeér kolem 1 mm, nejvétsi mohou mit i pfes 5 mm,
ale pak jsou jiz nestabilni. Naopak turbulentni proudéni nastdvd od Reynoldsova c¢isla v fadu
jednotek tisici.

Pri situaci mezi laminarnim a turbulentnim proudénim se postupuje tak, ze se predpoklada
platnost vztahu ([ll) s tim, Ze C neni konstanta, ale zdvisi na Re. Pro vypocet Re ale potfebujeme
znat rychlost. Bez podrobnéjsitho dukazu si fekneme, ze volné padajici kapky brzy dosdhnou
své terminalni rychlosti, neboli stavu, kde se odporova sila vyrovna tihové. S touto rychlosti
se pak pohybuji dal. Tihova sila F, = mg je pti pohybu termindlni rychlosti rovna Newtonoveé
odporové sile, odkud pro terminélni rychlost dostavame

o = \/ 2mg _ \/8@97" ‘ 2)
C0.52 3C0a
Zavislost C'(Re) je pouze empirickd, ale je mozné ji prolozit néjakou rozumnou funkei. Pomoci v,
kterou oznacime jako vi, bychom spocitali Re;, odtud bychom zjistili Cy a z néj znovu spocitali
rychlost, tentokrat v2. Po nékolika iteracich bychom dospéli do stavu, kdy uz by se veli¢iny
prilis neménily, neboli by platilo v; &~ v;41.

Tento obecny postup je ale extrémné neprakticky naptiklad z toho duvodu, ze chceme po-
¢itat zdvislost rychlosti kapky na ¢ase a podobné véci. Proto si vztah C'(Re) uvadét nebudeme
a misto toho si Tekneme, ze koeficient C' méa pfi Re = 100 hodnotu pfiblizné 1 a dale s ros-
toucim Re pozvolna klesd na vyse zminénych 0,5. Hodnota Re = 100 pritom odpovida kapce
s polomérem zhruba 0,3 mm, pro vétsi kapky Re uz jenom roste.

Miuzeme tak Fict, ze pro vSechny velikosti kapek, které nés zajimaji, je hodnota konstanty
C v intervalu (0,5,1), coz neni zase takové rozpéti. Zarovern si uvédomme, ze s klesajicim
polomérem kapky vyrazné klesa jeji rychlost, ¢ili se zvySuje Cas, po ktery se muze odparovat.
Pozdéji si to odvodime podrobnéji, ale nyni budeme predpoklddat, ze polomér kapky se bude
zmensovat ¢im d&l, tim rychleji. Dostane-li se tak kapka z pocateé¢niho poloméru ro = 1 mm
pod hodnotu 0,3 mm po urazeni vzdalenosti x, k iplnému vypareni dojde na vzdélenosti radové
shodné s x.
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Vyparovani budeme studovat pouze tam, kde je polomér kapky dostatecné velky. Pfi vypoctu
rychlosti pouzijeme vztah (P]) s aproximaci C = 0,5, pfi¢emz vSechny parametry schovdme do
konstanty a. Dostdvame

v=ar, (3)
| 8og
o = 3093.

Oznacme teplotu kapky 7', potom je k vypafeni hmotnosti —dm potieba dodat teplo

Vyparovani vody

dQ = —c(Tv = T)dm — lydm = =K (T)dm, (4)

kde ¢ = 42kJkg "K' je mérna tepelnd kapacita, T, = 100°C je teplota varu a I, =
= 2,3MJ kg™ ! je mérné skupenské teplo vypafovani. Akoli je T vyrazné nizsi nez T, energie
jednotlivych molekul vody se fidi né¢im podobnym Maxwellowu-Boltzmannovu rozdéleni. To
znamend, ze ve vodé stale existuji molekuly s dostateénou energii na to, aby se uvolnily ve
formé péry. Tim se ale kapka ochlazuje, ¢imz podil téchto ¢astic klesa. Zaroven se kolem kap-
ky vytvori slupka vzduchu, kterd je diky tfeni unéSena spolu s kapkou. V této slupce stoupa
koncentrace pary, ¢imz se zvysuje pocet castic, které se mohou vratit zpét do kapky.

Pokud by se kapka nachézela v uzavieném prostoru, ¢asem by se dostala do rovnovahy,
ve které by se v kazdém okamziku uvolnil a zpétné vstrebal stejny pocet molekul vody. Nase
situace se lisi jednak tim, Ze kolem kapky proudi vzduch, coz zpusobuje, Ze mnohé uvolnéné
Castice opousti okoli kapky natrvalo. Zadruhé pak tim, ze do kapky proudi teplo z okoli. Oba
jevy se vykompenzuji v tom smyslu, ze se ustanovi nova rovnovaha, ve které se vSechno teplo
dodané kapce preméni na energii presné téch ¢astic, které kapku navzdy opusti.

Podminka rovnovahy stanovi pro kazdy polomér kapky jinou teplotu 7', nicméné mame
dobry divod predpokladat, ze zdvislost T(r) nebude nijak dramatickd. Dokonce piijdeme tak
daleko, ze ji prohldsime za konstantni béhem celého padu kapky. Potom rovnici (ff) vydélime
malym casovym tsekem dt a dostaneme

1
=—=—P
m = b
kde P = % je tepelny prikon kapky. Zména hmotnosti souvisi se zménou poloméru podle
vztahu
dm = 4T:r2gdr ,
coz vede na
F=—Br 2P, (5)
1 1

ey dmo(c(Tv —T) + 1y)
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Tepelnd vyména s okolim

Teplota kapky je diky vyparovani mensi nez teplota vzduchu. Chtéli bychom pouzit rovnici
vedeni tepla ve tvaru

)
o

kde S = 4nr? je obsah povrchu kapky, Aa = 0,025 W-K~1.m ™! je tepelna vodivost vzduchu a I
vzdéalenost mezi povrchem kapky a bodem s teplotou T,. Z této rovnice nutné vyplyva, ze [
nemuze byt nulovd, protoze jinak by se teploty okamzité vyrovnaly. Jak jiz jsme zminili, pfi pfi
padu se kolem kapky vytvori slupka vzduchu, kterd je spolu s kapkou unasena diky treci sile.
Tim se kapka izoluje od okoli a vznikne teplotni gradient.

Problém tohoto pristupu je v tom, ze proudici vzduch s teplotou 7' tuto slupku neustéle
narusuje, pricemz vznikaji ruzné viry, které déle urychluji predavani tepla. Zaroven, slupka
zfejmé nebude na vsSech mistech okolo kapky stejné tlusta, stejné jako se bude lisit rozlozeni
teploty.

Aproximaci uz bylo dost, je tedy na case piejit k odhadim. Uvazujme, zZe [ je jakdsi efektivni
sitka slupky, pri které by bylo za idedlnich podminek dosazeno stejného tepelného toku P jako
v piipadé padajici kapky se slupkou o skuteéné sifce I’. Napiiklad, pokud by proudéni vzduchu
zmensilo izola¢ni Géinnost vrstvy na polovinu, vysledek bude stejny, jako kdyby sitka této vrstvy
byla poloviéni. Tomu by odpovidala rovnice [ =1’/2 — slupka s sitkou I’ v prostiedi s proudicim
vzduchem propusti stejny tepelny pifkon jako slupka s sfikou I =1'/2 v idedlnich podminkach.
Stejné tak vrstvu s nehomogenni tloustkou mizeme modelovat vrstvou s jakousi prumérnou
tloustkou.

Podstatné je, ze budeme predpokladat, ze vliv vySe uvedenych jevi nebude zdviset na tloust-
ce vrstvy. Cili pokud turbulentni proudéni efektivné zmensi vrstvu I’ na I’/2, obdobné zmensi
vrstvu 20’ na I’. Posledni, co musime zjistit, je tvar zdvislosti I(r,v), protoze vSechny ostatni
veli¢iny povazujeme za konstantni. Odvazné odhadneme, ze by mohlo platit | = ev, kde ¢ je
néjaka konstanta.

To, ze by | neméla primo zaviset na velikosti télesa, se zda logické. Je pravda, ze by mohla
zaviset na jeho zakfiveni, ale vzhledem k tomu, ze r se pohybuje v relativné malém rozmezi
moznych hodnot, tuto moznost zanedbdme. Duvodem linedrni zavislosti | na v je pak to, ze
tfeni mezi vrstvami vzduchu zavisi linearné na rychlosti.

7 téchto tvah vyplyva

P

(Ta - T) 5

P =~y (6)

Vysledny model
V predchozich ¢4stech jsme s vétsi ¢i mensi mirou predstavivosti odvodili rovnice (E), (a) a (E)7

které ted dame dohromady a dostaneme skvostny vztah

dr 7 -2 By 1
i L - L
kde x je vzdalenost, kterou kapka urazila. Rovnici separujeme na tvar

rdr = —gdm,
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kde p je vhodné zvolend konstanta

28y 3Cou(Ta—T)
a2 dego?(c(T—=T)+1) "

Integraci dostaneme

2 2
r‘—rg = —px,

odkud si vyjadiime hledanou zavislost poloméru kapky na urazené vzdalenosti

r(z) = /12 — px.

Podle tohoto vzorce klesne polomér na nulu za

r _ deggri (T = 1) + 1)
wo 3NaCoa (T —1T)

Tro =

Jak jsme jiz zminili dfive, nas model plati pouze dokud se polomér prilis nezmensi, ¢ili kapka se
ve skuteCnosti nevypafi po urazeni vzdalenosti zo. Na druhou stranu, vyska, ze které musime
kapku vypustit, aby se stihla pred dopadem celd vyparit, bude hodnoté xo prinejmensim fadoveé
podobna.

Diskuze

Ve vysledku k vypoctu xp nepotrebujeme zase tolik parametri, jediné neznamé velic¢iny jsou e
a T. Vzhledem k tomu, ze hleddme odpovéd na otdzku, jestli se muze kapka zcela vypafit,
zvolme zpocatku velmi optimistické hodnoty. Zifejmé ¢im mensi bude 7', tim vice tepla bude
do kapky proudit a tim rychleji se (paradoxné) vypafi. Na druhou stranu, T' ur¢ité nebude
pod bodem mrazu vody, protoze ze zkuSenosti vime, ze dést zase tak studeny neni. Takze
odhadnéme T = 0 °C a pokrac¢ujme déle.

Tloustka vzduchové vrstvy obalujici kapku je rddové srovnatelnd s jejim polomérem. Pou-
zitfm vztahu () dostaneme, Ze rychlost kapky s polomérem r = 1 mm je zhruba v = 6,6 m-s™*.
Minim4lni sitka vrstvy tak bude néco jako ! ~ 0,1 mm, pro kterou vychézi ¢ ~ 1,5 - 107 %s.
Ano, je to velmi hruby odhad, doufejme, Ze je alespon radové spravné. Dosazenim dostava-
me xo ~ 1,7km.

To je srovnatelné s vyskou, z jaké padaji destové kapky. Parametr € jsme zfejmé podhod-
notili, ale zase jsme neuvazovali vliv proudéni a dalsi jevy, které by tloustku vrstvy efektivné
zmensSily. Rozdil teplot je sice prilis veliky, ale opét, snazili jsme se o optimisticky odhad.

Na zavér si uvédomme, ze xp zdvisi na druhé mocniné rg, ¢ili kazdé zmenseni poloméru
potfebnou vzdalenost vyrazné zkrati. Pokud by se tak kapky s polomérem 1mm nevyparily,
tém jen o néco mensim by se to uz jisté podarilo.

Srovnani s vyse uvedenym ¢lankem dochéazime k zévéru, ze nase vysledky jsou radoveé sprav-
né a ze i kapky s polomérem kolem jednoho milimetru se vypafi pri padu z nékolika jednotek
poklddat suchou atmosféru. Vodni pary obsazené ve vzduchu by ztézovaly dalsi vypafovani,
zatimco drobné vodni kapicky by se nabalovaly na padajici kapku, diky ¢emuz by mohla v Case
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naopak rust. Nas vysledek je tak skute¢né jen dolnim odhadem dostatecné vysky pro vypareni
kapky.
Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:tuaki@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	P: roj meteoritů
	Pohyb kapky v odporovém prostředí
	Vypařování vody
	Tepelná výměna s okolím
	Výsledný model
	Diskuze


