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Uloha II.1 ... rychlovytah 3 body

Rika se, ze lidé ve vytahu bez vétsich problémi snesou zrychleni a = 2,50 m-s~2. Také bychom
chtéli dorazit do planovaného patra co nejdiive. Pokud by se vytah ¢tvrtinu doby jizdy rozjizdél
s timto zrychlenim, polovinu doby jel konstantni rychlosti a zbyvajici ¢tvrtinu doby zpomaloval,
jak vysoko by dokazal vyjet za celkovou dobu jizdy ¢ = 1,00 min?

Uloha I1.2 ... slaby navijak 3 body

Uvazujme pevné zavésenou kladku, na niz je umisténo lano zanedbatelné hmotnosti. Na jednom
konci lana je upevnéno zavazi o hmotnosti m; a na druhém konci se ve stejné drovni nachazi
navijak o hmotnosti mo. V prvnim pripadé je navijdk ukotven na zemi a pfi navijeni lana se
zvedd pouze zavazi. V druhém pripadeé je zdvazi pevné spojeno s navijdkem tak, ze pfi navijeni
se zvedaji spole¢né zavazi i navijak. Urcete, ve kterém pripadé bude zapotfebi mensi sily pro
zdvihnuti zévaz{ (a tudiz slabsiho navijdku).

Uloha I1.3 ... Danéina (ne)rovnoviazna desticka 6 boda

Desticka tloustky ¢ = 1,0 mm se sitkou d = 2,0 cm se skldda ze dvou ¢ésti. Prvni ¢ast o hustoté
01 = 0,20-10% kg:m 3 m4 délku I, = 10 cm, druh4 &st o hustoté o = 2,2-10% kg-m ™2 m4 délku
Iy = 5,0 cm. Desku polozime na hladinu vody s hustotou g, = 1,00 - 103 kg-m =2 a pockdme, az
se ustdli v rovnovazné poloze. Jaky ihel bude svirat rovina desky s hladinou vody? Jaka ¢ast
desticky ztstane tréet nad hladinou?

Uloha I1.4 ... motyli 7 bodit

Duhové modrozelené zbarveni povrchu kiidel motyli z rodu MORPHO
je dusledkem konstruktivni interference svétla odrazeného na tenkych
terasovité usporddanych stupnich prusvitnych kutikul (bunéénych blan

na povrchu kiidel). Stupné maji index lomu ny = 1,53 a tloustku hy = Ih’
= 63,5nm a jsou oddéleny mezerou vzduchu tloustky h, = 120,3 nm,
viz obrazek. Svétlo na né dopadé kolmo. Pro jaké vinové délky viditel- ha

ného svétla vzniké pii odrazu interferenéni maximum?
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Uloha IL.5 ... koletko s pruzinkou 8 bodu

Méme tenky dokonale tuhy homogenni disk o poloméru R a hmotnosti m, ke kterému je ptipo-
jena gumicka. Jednim koncem je upevnéna ve vzdalenosti 2R od okraje disku a druhym koncem
na jeho okraji. Gumicka funguje jako dokonald tenkd pruzina o tuhosti k, klidové délce 2R a
zanedbatelné hmotnosti. Disk je upevnény ve svém stiedu tak, Ze se mize v jedné roviné volné
otacet kolem tohoto bodu, ale nemuze se posouvat ¢i ménit rotacni rovinu. Urcete zavislost
velikosti momentu sily, kterou bude gumicka urychlovat ¢i zpomalovat rotaci disku v zavislosti
na thlové vychylce ¢, a sestavte pohybovou rovnici disku.

Bonus Urcete periodu malych kmittu soustavy.

Uloha IL.P ... Zemé vzplila 10 bodit

Odhadnéte, o kolik by stoupl obsah CO, v atmosfére, pokud by shotela veskerd vegetace na
zemském povrchu.

Uloha ILE ... potiebuji obejmout 13 bodu

Zmérte svij objem nékolika ruznymi zpusoby.

Uloha IL.S ... smés soufadnic a grafiky 10 bodt

1. Urcete, kolik procent prvni stranky vzorového feseni tlohy 26-IV-5 zabird Cernd barva.
Reseni této tilohy najdete na https://fykos.cz/_media/rocnik26/ulohy/pdf/uloha26_
4_5.pdf.

2. Predstavte si, ze mate tuzku, jejiz tuha ma polomér r = 0,8 mm. Tuha je vyrobena z
grafitu v Sesterecné soustavé, kde vzdalenost atomt uhliku v jedné vrstvé je rovna a =
=2,46-10"1%m a jednotlivé vrstvy jsou od sebe vzdéleny ¢ = 6,71 - 10 m. Jakou délku
tuhy spotfebujete na pomalovani celé ¢tvrtky A4, pokud se papir pti barveni pokryje
prumérné 100 vrstvami tuhy?

3. Na obrazku [l| je zobrazena stabilni tyCova soustava, kterd se nachézi v tihovém poli se
zrychlenim g. Nejtlustsi linka znazornuje dokonale tuhé tyce zanedbatelné hmotnosti. Na
konci téchto ty¢i je na nehmotném provazku upevnéno zévaz{ o hmotnosti m (na obrézku
zobrazeno stfedné tlustou linkou). Tenké ¢4ry symbolizuji délky tyéi. Plati, ze o + 8 =
= 45°. Ty¢ mezi Ghly o a 8 puli horni tyé. Tyce mohou pusobit silou pouze ve svém
sméru (zaddn4 slozka nen{ kolmé na ty¢). Tyce jsou v mistech dotyku s levou sténou pevné
upevnény. Urcete, které tyce jsou namédhany v tlaku a které v tahu a spocitejte velikosti
sil, které na né pusobi.

4. Uvazujme spirdlu, kterd zac¢ind v pocatku soustavy souradné a odviji se rovnomérné.
Vzdalenost mezi jednotlivymi zavity a je konstantni. Popisté pohyb po této spirdle ve
vhodnych souradnicich.

5. Méjme Sroubovici, kterd se odviji rovnomérné. Sroubovice ma konstantni polomér R a
konstantni vzdalenost mezi zavity h. Popisté pohyb po sroubovici ve vhodnych soutadni-
cich a urcete, jaka je délka jednoho zavitu této Sroubovice.

6. Bonus Vymyslete nebo najdéte (a citujte) soufadnice, které nejsou v knihovni¢ce FO
a byly by vhodné pro popis néjakého fyzikdlniho problému (uvedte, jakého). Soufadnice
popiste prevodem z kartézskych souradnic na vami vybrané a zpét. Déle ukazte, jak lze
ve vaSich soufadnicich obecné urcit vzdalenost dvou bodu.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... D1 3 body; (chybi statistiky)

Kamiondk se rozhodne na dalnici predjet autobus. Kamion jede
0 2% vyssi rychlosti nez autobus. KdyZ je kamion pfesné vedle
autobusu, zac¢ne na dalnici pravotociva zatacka, ktera zpisobi, Ze
po celou zatacku jedou obé vozidla vedle sebe a za nimi se uz
zac¢ing tvorit znacnéd kolona. Urdete polomér zatdcky (vnitiniho
Jjizdniho pruhu), je-li sitka jizdnich pruht 3,75 m.

Matéj nemd rad kamiony na ddlnicich.

Jako rychlost vozidla budeme uvazovat rychlost jeho stfedu. Déle
predpoklddejme, ze jak kamion, tak autobus jedou stfedem svého
pruhu. Vzdalenost kamionu a autobusu potom bude d = 3,75 m.
Polomeéry zatacek pravého a levého pruhu oznac¢ime po radé r a
R. Ztejmé plati R = r 4 d. Rychlost autobusu necht je v, rychlost
kamionu potom bude quv, kde ¢ = 1,02. Jelikoz celou zatacku jedou
vedle sebe, musi byt jejich thlové rychlosti stejné, neboli

v_a

r R’

qr=R=r+d,

r:i£200m.
qg—1

Polomér zatacky vychéazi priblizné 200 m.

Matéj Mezera
m.mezera@fykos.cz

Uloha 1.2 ... bateriovy problém na dovolené 3 body;
(chybfi statistiky)

Jak dlouho potrvd vybiti plné nabité autobaterie (12V, 60 Ah),
zapomene-li nékdo vypnout potkavaci svétla auta, zamkne a ode-
jde pry¢? Konkrétné nds zajim4 situace pro predni svétla H4 (vy-
robce udavéd 55 W kazdé) a zadni svétla P21/5W (dle vyrobce 5 W
kazdé). Pro jednoduchost povazujte transport energie z baterie do
svétel za bezztratovy, odbér dalsich spotrebicu (jako GPS sledo-
vani) za zanedbatelny a napéti na baterii za konstantni.

Karel. Ani se neptejte.

Nejprve urc¢ime celkovy vykon svétel. Ten je souctem dvou pted-
nich a dvou zadnich svétel, tedy

Obr. 1: Schéma, sc
tyci.
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P=2-55W+2-5W=120W.

Celkova energie baterie je dana souc¢inem jejtho maximélniho
napéti U = 12V a maximalni kapacity, tedy ndboje Q = 60 Ah.

E=QU =2,6MJ.

Energie se vybije za cas

t:%:21600s:6h.

Baterie se vybije zhruba za 6 hodin. Nejspise jesté rychleji to
nastane kvuli tomu, Ze nabit4 nebude na 100 % a protoze jsou né-
jaké ztraty ve vedeni energie z baterie. Faktor, ktery muze trochu
prodlouzit sviceni, je pokles napéti na baterii a sviceni zarovek
pod nizsim vykonem. Ale vézte, Ze to uz stejné nenastartujete.
V ramci historky ze zivota staci i tak 4 hodiny. Ponauceni pro
zivot tedy je - nezapominejte vypnout svétla!

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha 1.3 ... infrasauna 6 bodi; (chybi statistiky)

Dano pokracuje ve vybavovani svoji vily dalSi saunou — tentokrat
infrasaunou. Chce umistit zarivku tésné pod strop sauny ve vysce
H = 2,5m nad zemi. Emituje-li zari¢ energii s délkovym zarivym
vykonem p = 1,2kW-m™!, jaké budou intenzita a celkovy vykon
zareni dopadajiciho na povrch lidského téla zhruba h = 50 cm nad
zemi? Zarivka je rovnd, zari homogenné a je upevnéna tésné pod
stredem stropu od jednoho kraje sauny do druhého.

Napoveda Pro jednoduchost uvazujte, ze stény, kde zarivka kon-
¢, a strop jsou zrcadla a ze podlaha a stény, kterych se zarivka
nedotyka, zareni dokonale absorbuji a nevyzaruji zpét do mist-
nosti. Karel byl ve wellness na Slovensku.

Népovéda se nAm bude hodit. Rik4 ndm, Ze si mizeme piedstavit,
ze zateni se Siif stejné, jako kdyby zarivka byla nekonecné dlouha
a méla nad sebou zrcadlo. Pokud bychom toto omezeni neméli,
museli bychom uvazovat, ze kazdy material néjakou cast elek-
tromagnetickych vln odrazi a néjakou absorbuje. Absorbovanou
energii potom zase vyzafuje zpét. Toto vyzafovani ale obvykle
probiha na jinych vinovych délkach — podle toho, na jakou tep-
lotu se materidl zahteje. K urceni této teploty bychom ale museli
znat tepelnou kapacitu a vodivost materialu. Navic by se oblast
bezprostiredné u zdroje zahtala na vyrazné vyssi teplotu nez okoli
a tloha by nejspise nesla Tesit jinak nez numericky. Nase zjedno-

dusené Teseni je sice o néco méné presné, ale mélo by byt docela dobrym odhadem.
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Uloha je zajimavd v tom, Ze intenzita zéfeni dopadajiciho
na jednotkovou plochu neklesa jako obvykle s druhou mocninou
vzdalenosti, ale klesa linedrné. To si muzeme odvodit napiiklad
tak, Ze si kolem naseho tycového zarice predstavime vilect kte-
ry je s nim souosy. At bude mit valec jakykoliv polomér, celkova
energie zareni dopadajictho na jeho plast bude stédle stejna. Zareni
vychéazejici podstavami nds nemusi zajimat, protoze podle tvahy
vyse je situace stejnd, jako kdyby byl zari¢ nekonec¢né dlouhy. Pro
samotnou zarivku bez stén by pro intenzitu zareni Iy ve vzdale-
nosti r od zarivky platilo »

T omr
K tomu musime jesté uvazovat zrcadlo, které je nad zarivkou.
jenom zdvojnasobi, protoze diky nému se polovina zafeni odrazi
na vzdélenosti od zativky tak bude
==L,
r

Vzdalenost povrchu od lidského téla je r = H — h, tedy inten-
zita vychdzi I = 191 W-m~2. Celkovy vykon dostaneme, pokud
odhadneme, jakou plochu ma lidské télo. Jako é)fibliiny odhad pro
pozici vleze na zéddech ¢i na brise mizeme vzitd naptiklad pramér-
nou vysku clovéka a = 1,7m a primérnou hodnotu transverzal-
niho rozméru hrudniku b = 0,3 m a tyto hodnoty vynésobit, jako
kdyby byl clovék kvadrem. Odhad to nebude moc pfesny, ale
pokud bereme rozmér hrudniku, tak se ¢astecné vykompenzuje
chyba toho, Ze jsme zapomnéli na ruce a ze naopak nohy a hlava
jsou uzdl. Takto odhadnuté plocha ¢lovéka je S = ab = 0,5m? a
vykon, ktery bude dopadat na povrch lidského téla, vychazi

P=1S= ab=96 W .

__pr
n(H —h)
Na povrch ¢lovéka dopadéd zhruba P = 100 W zafeni.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 1.4 ... disco koule 7 bodt; (chybi statistiky)

Bylo nebylo, Miso chtél usporadat nejvetsi party viitbec. K tomu
je ale potreba poradna disco koule, a tak si nechal Mésic oblozit
zrcadly, ¢imz z néj udélal nejvétsi disco kouli, kterda méla odrazet
svétlo od Slunce. Je zrejmé, jak party dopadla, ale nas zajima
nejmensi mozny rozdil magnitud Slunce a disco koule pri pohledu
ze Zemé. Matéj to rozjel na plné koule.

1V literatufe je nékdy oznacovén jako Gaussiv vdlec.
2http://www.n-i-s.cz/cz/parametry-populace/page/33/

To ndm ale intenzitu zareni
zpét dola. Zavislost intenzity
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Miso zmenil Mesiac na gulové zrkadlo. Ak si v prvom priblizeni
Slnko predstavime ako bodovy zdroj svetla v nekonecne, nezalezi
na vzdialenosti Mesiaca a Zeme od Slnka. Situaciu si teda mézeme
predstavit ako gulové zrkadlo osvetlené (takmer) rovnomerne sl-
necnym svetlom, okolo ktorého hladame najviac osvetlené miesto
vo vzdialenosti Zem-Mesiac od neho.

Gulové zrkadlo zrejme odraza najviac svetla dopredu naspéat
ku zdroju ziarenia. Bude nas preto zaujimat situécia v splne. Je
vSak dolezité podotknut, ze ak by boli vsetky tri telesd presne na
jednej priamke, nastane zatmenie Mesiaca. Pre nas vypocet ale
nie je velky rozdiel medzi polohou tesne vedla tiena a polohou na
priamke, ak tienenie Zeme nebudeme uvazovat.

Slnko sa v zrkadle zobrazi (podla zobrazovacej rovnice pre
a1 > f v paraxidlnej aproximécii) v polovici vzdialenosti medzi
stredom Mesiaca a bodom na jeho povrchu najblizsie k Zemi.
Navyse bude obraz Slnka extrémne zmenseny, takmer bodovy.
Na drovni obeznej dradhy Zeme Slnko dodéava tok energie Fy =
= 1360 W-m 2. Po odraze od zrkadla sa bude tok zmensovat ako
pri bodovom zdroji F o 2. Vzdialenost povrchu Mesiaca od
obrazu zdroja v zrkadle je

a2 = —,

2

kde v = 1737km je polomer Mesiaca. Vzdialenost od zdroja k povrchu Zeme je priblizne
s=R—az2—1rz,

kde R = 356 - 103 km je vzdialenost stredov Zeme a Mesiaca v perigeuE a Ry = 6378km je
polomer Zeme. Tok energie od odrazu na povrchu Zeme teda mame ako

2
Fon (%)
S

Rozdiel zdanlivych magnitid (jasnosti) Am je definovany pomocou Pogsonovej rovnice ako
F
Am =my —mo = —2,5log;, (—1> .
F
Po dosadeni F' a Fy za toky dostavame
F s
Am = —2,5log,, (Fo) = 5logy, (£> =13,0.
Zdanliva jasnost Slnka je —26,7, co déva jasnost odrazu —13,7 magnitid. To je asi o jednu
hviezdnu velkost jasnejsie ako Mesiac v splne v perigeu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

3Zaujima nas najmensi mozny rozdiel magnitid Slnka a jeho odrazu, odraz je najjasnejsi ked je k nam
Mesiac najblizsie.
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Uloha 1.5 ... obecné relativisticka 9 bodi;
(chybi statistiky)

Starman se pred odletem do kosmu na cestu k Marsu ve svém voze
Tesla Roadster domluvil s Muskem, Ze jakmile bude ve vzdalenos-
ti 7 = 5,0-10°km od hmotného stredu Zemé, tak na néj Musk
zasviti vykonnym zelenym laserem. VInova délka laseru se vlivem
gravitacniho pole Zemeé zveétsi. Porovnejte tuto zmenu vinové dél-
ky s vlivem elektromagnetického Dopplerova jevu, vzdaluje-li se
Starman od Muska rychlosti v = 4,0km-s™'. Uvazujte, Ze oba
jevy ptisobi zvlast. Vasek by rdd vylet se Starmanem.

Césti tlohy je vyfesit gravitaéni posuv vinové délky v central-
nim gravitacnim poli. Tento efekt je dan cisté relativistickymi
jevy, které resi obecna relativita. My se vSak pokusime problém
vyresit nejdiive intuitivné uzitim klasické fyziky. Poté si ukaze-
me Teseni, které vychdzi z jednoho ze zdkladnich principt obecné
teorie relativity, principu ekvivalence.

Klasicky pristup ke gravitacnimu posuvu vinové délky

Uvazujme pouze vliv gravitacniho pole Zemé. Pro vyreseni této
tlohy vyuzijeme zdkon zachovani energie pro fotony vyzarené la-
serem. N4as foton se pohybuje v centrdlnim gravitacnim poli Zemé,
a proto pii jejim opousténi se jeho gravitacni potenciadlni energie
zvysi z hodnoty Fp o na hodnotu E},. Zménu gravitacni potencidl-
ni energie vzhledem k ostatnim télesim (jako napf. Slunci) zane-
dbavame. Zména této energie se projevi zménou frekvence fotonu.
Pti vystupu z laseru na povrchu Zemé bude mit foton frekvenci
fo a u Starmana frekvenci f. Celkové ze zakona zachovani energie
dostavame rovnost
hfo+ Epo=hf+ Ep, (1

kde h je Planckova konstanta. Dale musime najit vztah pro potencialni energii. Prirtistek po-
tencidlni energie gravitacniho pole je rovna

dE, = —F4 - dr, (2)

kde dr je infinitezimalni prirtstek polohového vektoru r a F; je gravitacni sila, pro kterou
v nasem pripadé podle Newtonova gravita¢niho zdkona plati

kde G je gravitacni kostanta, m je hmotnost fotonu, M je hmotnost Zemé, r je vzdalenost
od hmotného stiedu Zemé a F je jednotkovy vektor ve smeéru polohového vektoru r. Sila Fy
mé stejny smér a opacnou orientaci jako polohovy vektor r. Proto rovnice (J) pro prirtstek
potencidlni energie prejde do tvaru

mM
r2

dE, = Fedr =G dr, (3)
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kde Fy je velikost sily Fy. Integrovanim levé a pravé strany rovnice (E) dostaneme
M
E,=-c% 1 ¢,
r

kde C je integracni konstanta, kterd se obvykle voli jako C' = 0, aby byla nulovd hladina
potencialn{ energie v nekone¢nu. Tuto potencidlni energii dosadime do rovnice ([l]),

moM
To

hfo—G

:hf—Gﬂ.

Otézkou je, co mame dosadit za hmotnost fotonu. Vyuzijeme Einsteinova vztahu ekvivalence
energie a hmotnosti E = mc? a za hmotnost dosadime m = hf/c?. Po dosazeni rovnici vydélime
Planckovou konstantou h,

M M
fo-efM el
roC rc
Z této rovnice vyjadiime pomér frekvenci f/ fo,
GM
f_l-we
T

Pro pomér vinovych délek \/X\o plati reciproky vztah

aM
A_1-7F
- GM °
Ao 1- roc?
“ cy “ v v .y GM . , . GM v v GM
Uvédomme si, ze v nasem pripadé je clen o2 velmi maly (tj. oz K 1), popi. ¢len ==,

o\ o . A . . , v .
a proto muzeme pouzit aproximaci 7 ~ 1 -, jedna se o prvni dva ¢leny Tayolorova rozvoje

okolo bodu z = 0. Ke tvaru této aproximace miizeme také rychle dospét rozsffenim zlomku —

1+
vyrazem 1—z. Jmenovatel tak nabyde tvaru 1 —z2. Vzhledem k tomu, e provadime aproximaci

do #4du x, mizeme ¢len z? ve jmenovateli zanedbat. Pouzitim aproximace dostévime
A GM GM GM GM
oW ~ (1 - ) (1 + ) ~1-—
0

rc2 roc? rc2 roc?

Relativni rozdil pak je

B_a_ A, GM (L1
)\0_ )\0 _Ao - 62 '

(4)

T0 T

Dosadime-li ¢iselné hodnoty M = 6 - 10** kg, 7o = 6 - 10° m a dalsi, zjistime, Ze rozdil vlnové
délky svétla, které Starman pozoruje a které Musk ze Zemé vyzaii, je fadové jen 1072 ).

Elektromagneticky Doppleriiv jev

Nyni budeme samostatné uvazovat elektromagneticky (relativis-
ticky) Dopplertv jev. V piipadé, Ze se zdroj a pi{jemce vzdjemné
vzdaluji ve sméru sifeni signalu rychlosti v, plati pro néj vztah
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kde c je rychlost svétla ve vakuu. Jednoduchym pirepoctem podle
vztahu ¢ = Af dostaneme pro vlnové délky vztah

1+
1—

ole

A= Xo

ale

Rychlost v, kterou se Starman vzdaluje od Zemé je v porovnani s rychlosti svétla ¢ velmi mald
(nerelativistickd). Muzeme tak vyuzit pfiblizeni v/1+x ~ 1+ 1/2z pro mald z (tj. z < 1),
jedna se o prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje okolo bodu z = 0. Po aproximaci dostavame

A 14+
Xo  1-2°

Pouzijeme-li jesté aproximaci —— ~ 1 — z, kterou jsme jiz jednou pouzili vyse, dostaneme

1+x

A v\ 2 v

— =~ 14+ —=) =1+ -—.
)\0 ( + 20) +

c
Relativni rozdil vilnovych délek je pak
AN A= )Xo A v
—_— = = — —1=x—-. 5
)\0 )\0 )\0 C ( )

Dosazenim ¢iselnych hodnot dostaneme, ze rozdil vinovych délek zpusobeny elektromagnetic-
kym Dopplerovym jevem je pFiblizné 1075X\g. Z vypoétenych hodnot miizeme usoudit, Ze vliv
Dopplerova jevu je v nasem problému asi o 4 fady vétsi nez vliv gravitacniho pole Zemé.

Obecné relativisticky pFistup ke gravitacnimu posuvu vinové délky

Jednim ze zékladnich principii, na nichz je vybudovand obecné
teorie relativity, je princip ekvivalence. Nazorné je tento princip
predstaven v myslenkovém experimentu s tzv. Einsteinovym vy-
tahem. Podle principu ekvivalence nemuze osoba nachazejici se
v uzavieném vytahu zadnym experimentem zjistit, zda se vytah
nachézi v homogennim gravita¢nim poli, anebo zrychluje s kon-
stantnim zrychlenim. V prvnim ptipadé na osobu pusobi gravitac-
ni sila a v druhém piipadé setrvacna sila. Jednd se tedy o princip
ekvivalence gravitacni a setrvacné hmotnosti.

Pro tplnost dodejme, ze druhym krajnim pripadem je situace,
kdy neni schopna osoba uvnitf uzavieného vytahu rozlisit, zda se
nachézi ve volné padajicim vytahu v homogennim gravitacnim
poli, anebo jako volny objekt ve vakuu.

Einsteinovym vytahem vyfesime i nasi tlohu. Foton v gravi-
taénim poli umistime do mysleného Einsteinova vytahu o malé
vysce Ah (jednd se o klidovou vysku), ktery se vzhledem k Zemi
nepohybuje. Foton poleti od podlahy ke stropu. U podlahy méa
vlnovou délku A, a u stropu A;. Vlivem gravitacniho pole bude
vlnova délka A vétsi nez A\,. Kvantitativni vysledek tohoto expe-
rimentu nezndme. Vime vsak, ze bude stejny jako v druhé situaci.
V té se vytah nachdzi ve vakuu a zrychluje se zrychlenim a, které
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mé stejnou velikost a opacnou orientaci jako intenzita gravitac-
niho pole K v prvni situaci.

Na obé situace budeme nahlizet z pohledu pozorovatele uvnitf
vytahu. Z prvni situace vime, ze doba letu fotonu vytahem je
rovna
_Ah
==

At

Vzhledem k tomu, Ze se nachazime v relativité, uprestiiujeme, ze
se jednd o Cas, ktery by naméril onen pozorovatel ve vytahu. Ten
samy Cas naméii v druhé situaci. V druhé situaci vSak za tento

¢as zrychli vytah o rychlost

Av = aAt = aéh.

To znamend, Ze rozdil rychlosti pii vyzareni fotonu u podlahy vytahu, kde mél vilnovou dél-
ku Ap, a pfi detekci fotonu u stropu vytahu, kde mél vlnovou délku As, je pravé Av. Osoba ve
vytahu v této situaci by tedy spocitala zménu vinové délky fotonu podle elektromagnetického
Dopplerova jevu, ktery uz umime popsat kvantitativné.

Vyuzijeme uz diive ziskané aproximace, tj. rovnice (a)7 podle
které v nasem pripadé plati

)\S—)\pigw&iaAh
NN e 2

Vzhledem k tomu, Ze v nasem problému se Starmanem se foton
pohybuje v nehomogennim gravita¢nim poli, musime prejit k in-
finitezimalnim zménam,

d\  Kdh

X ¢
Zde piseme uz rovnost, nebot pfi prechodu k infinitezimalnim piirtistkiim vsechny cleny, kte-
ré jsme zanedbali, vymizi. Zaroven jsme za zrychleni dosadili velikost intenzity gravita¢niho
pole K, pro kterou plati

M
K= G2 .
T
Dosazenim dostaneme rovnici
d\  GM
@t

Zde je infinitezimdlni prirtastek vzdalenosti dh = dr. Integrovanim levé a pravé strany posledni
rovnice dostaneme

In— =
n)\o c2

Nyni pouzijeme aproximace Inx =~ x — 1 v okoli bodu x = 1. Vime totiz, ze vlnova délka se

A _GM(l 1)‘

T T0

prilis nezméni. Dostavame tedy

A A)\NGM(l 1)

2 _1==2

)\o )\() c2 T0 ‘s

To je stejny vysledek jako v piipadé klasického pfistupu (rovnice (H)) Uvédomme si vsak, ze
v pripadé klasického pristupu jsme postupovali spiSe tak, ze jsme jen pouzili nékolik, na prvni
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pohled vhodnych, zndmych vzorecki. Pouziti nékterych vzorecku jsme ani poradné neoduvodni-
li, coz ale nelze, protoze gravitacni posuv vlnové délky je Cisté obecné relativisticky jev. Spravny
postup reseni prikladu je tedy pouze skrze obecnou teorii relativity. V pripadé, Ze bychom chtéli
uvazovat jak gravitacni posuv vlnové délky, tak elektromagneticky Doppleriv jev zaroven, se
uz bez nastrojui obecné teorie relativity neobejdeme.

Vaclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz

Uloha L.P ... niditel planet 10 bodi; (chybi statistiky)

Jak velkd by mohla byt co nejmensi a nejlehci zbran, kterd by do-
kézala znicit planetu? Samozrejmé jesté v rozumném case v ramci
lidského zivota a ¢im rychleji, tim Iépe.

Karel se moc divd na sci-fi, tentokrdt na titulky Men in Black I1.

V této tloze je nasim tkolem se zamyslet nad tim, jak znicit
planetu. Pro tento tézky kol ji nejprve definujme, at vime, jak
na tom jsme. Necht mé tedy nase planeta hmotnost m, polomér
r a vzdalenost od slunce R, které ma hmotnost M.

Nyni se musime zamyslet nad tim, jakym zptsobem miuzeme
takovou planetu znicit. Slovo znicit je celkem nejasné, budu tedy
uvazovat, ze znamend totalni zniceni, zZe jiz nic z planety nezbyde.
To je mozna jasnéjsi, nicméné stile ne presné. Prohlasme tak, ze
veskeré moznosti totalniho zniceni vSak spadaji do téchto katego-
rif:

. Planeta je rozmetiana na kousicky.

. Planeta je stlacena do tak malého objemu, ze se z nf stane ¢erna
dirat

. Hmota planety se ,vypafi“ nebo néjakym zpusobem preméni.
. Planeta spadne do slunce.

Samoziejmé nemusime pocitat s totdlnim zni¢enim, pro ucel
tlohy by mohlo stacit i slabsi typ. Mohli bychom naptiklad za
zniCeni pozadovat stav, kdy na planeté nemuze existovat zivot.
Kvuli vsemoznym bakteriim je vSak i toto kritérium vagni — né-
ktery zivot dokéze prezit i ve volném vesmiru. Vzhledem k ob-
tiznosti formulace néjaké definice vyjmenujme zptusoby slabsiho
typu zniceni nez totalni:

Planeta je rozbita na nékolik kusu.

Planeta vyleti pry¢ ze své slunecni soustavy.

4Taudy bychom mohli uvazovat, ze planeta se nemusi nutné stiat cernou dirou, ze staéi napt. velikost fotba-
lového mice. Nicméné to je véc definice, my uvazujeme totalni zniceni.

11
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Nyni si vSechny scénéfe jeden po druhém probereme a pro-
zkoumame potirebné zbrané. Budeme se pritom zamérovat na
energii potfebnou k tomu, aby planeta byla zni¢ena, pokud nena-
trefime na jind omezeni. Podle toho muzeme pak porovnat, kterd
metoda je nejefektivnéjsi. Nakonec budeme muset vymyslet, jak
energii muzeme svazat s velikosti pristroje.

Zavérem této sekce chceme dodat, Ze za zniceni planety nepo-
vazujeme vyhlazeni zivota ¢i jeho omezeni, nebot mohou existovat
planety i bez Zivota (a zivot vné planety) Mohou také existovat
znici planetu7 ale zivot na ni ne. Lze tedy V1det, ze zniceni planety
a zniceni Zivota jsou dvé zcela odliSné problematiky.

Rozmetani na kousicky

Spocitejme tedy energii potrebnou k tomu, abychom rozmetali
planetu na kousicky, které spolu gravitacné neinteraguji. Bude-
me k tomu potfebovat zndt gravitacni potencidl V(r) = —G=,
coz je veli¢ina, kterd tikd, Ze méame-li téleso o hmotnosti m a
druhé o hmotnosti M, tak potfebujeme U = |V - M| energie,
abychom téleso M dostali mimo gravita¢ni dosah télesa m (ne-
boli do nekonecna). Déle také potiebujeme uvazovat, ze planeta
m3é konstantni hustotu, diky ¢emuz muzeme psat:

m M .
— = — = const.
r3 R3 ’

R = (M’I’S)l/s )
m

kde ozna¢me m resp. r je hmotnost resp. polomér planety a M resp. R nyni znamend hmotnost
resp. polomér jakési ,podplanety“, coz je koule, kterou dostaneme, kdyz uvazujeme hmotu
vzdalenosti nejvyse R od stfedu planety.

Nyni spocitejme celkovou potiebnou energii na rozmetani pla-
nety. Budeme scitat, tedy integrovat od stfedu planety ven malé
prispévky energie dU. Pro tento ptispévek plati:

1/37,72/3
dU =V (R)-dM = —G%dM = —G%dl\/f =U(M).

Tento vzorec vskutku plati, nebot gravitacni sila pusobici na hmot-
ny bod uvniti kulové slupky je nulova. Pro gravita¢ni potencial
slupky tedy staci spocitat potencial vzhledem k podplaneté. Nyni
nam nezbyva nez seist vsechny potencialy dU, a tedy integrovat:

2/3,, 1/3
U:/ dU:/ VdM = / M vy~ g™
planeta

Tim jsme obdrzeli energii Erozmetani = —U potfebnou na znic¢eni planety touto cestou. Samo-
ziejmé jsme zanedbavali gravitacni ptisobeni ostatnich téles.

2/3dM: _gGm2
T

12
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Rozbiti na kusy

Tento zpusob je vlastné méné dikladné rozmetani na kousicky, lze
tedy predpoklddat, ze bude snazsi na uskutecnéni. Je vsak velmi
tézké urcit néjakou hranici tohoo, jak moc nebo malo planet ustaci
rozmetat. Mohli bychom kupfikladu povazovat rozmetani néjaké
Casti planety, pak bychom potiebovali jen néjaké procento energie
vyse.

Povazujeme za rozumny kompromis pozadovat, aby se planeta
ze svého poloméru néjakou vnéjsi silou roztdhla tak, aby méla
dvojnasobny polomér, nacez by se pak zhroutila zpatky do sebe a
byla by tak zni¢enda. Energie potrebna na takovyto ¢in lze vyjadrit
pomoci vzorce pro potencial planety odvozeny v minulém ptipadé.

1
Eyus = Erozmcténi(r) - Erozmcténi(z”") = §Erozmcténiy

kde jsme energii rozmetdni brali jako funkci poloméru planety.
Vidime, Ze jsme si moc nepomohli, nedosahli jsme ani fddového
ubytku energie.

Stlaceni do Cerné diry

Nejprve si potrebuji vypocitat Schwarzschildiv polomér, tedy po-
lomér, ktery zaujme vysledné ¢ernd dira. Ten vypocitam jako

_ 2Gm
==

Ts )
kde c je rychlost svétla ve vakuu a m hmotnost planety.

Jistojisté pri stlacovani planety pomtze gravita¢ni energie. Tu
vypocitdme obdobné jako v minulé sekci. Staci si uvédomit, ze
U = U(r), a ze celkova potfebna energie je E; = U(rs) — U(r).
Nicméné vzhledem k tomu, ze rs K r = i > %, staci uvazovat
E; = U(rs). Potom dostaneme vzorec pro gravitacni energii:

_§Gm27_§Gm2
5 rs 5 rs

E, =

Kolik energie nés ale bude nase stlacovani stat? Stlacovani
cerné diry je omezeno tim, Ze stlacujeme kladné protony, které se
odpuzuji. Méli bychom tedy spocitat energii potfebnou na stlaceni
protonu na Schwarzschildiv polomér. Nastésti je vSak gravitace
i elektrické interakce coulombické sila, pro¢ez muzeme potifebnou
energii vypocitat analogicky ke gravitacni:

3¢ 1

Eeoulomb = — 2 — .
5 rs 4neg

Nyni si muzeme povsimnout, Ze kladny naboj planety je pfimo
amérny jeji hmotnosti. Dale je elektromagneticka interakce je

13
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zhruba 1035 krat silngj$i ne? gravitacni. Z této analyzy mizeme usoudit, Ze zatimco abso-
lutni hodnota gravitacni energie stlaceni a rozmetani je od sebe vzdalend o faktor -, coz je
S

pro Zemi cca 10°. Oproti tomu je elektrickéd energie p¥ilis velka.

Nase analyza rozhodné neni kompletni, napf. se v ni zanedba-
vaji elektrony ¢i jaderné sily. Nicméné mame zde rozdil v relativné
mnoha Ffadech, takze se mizeme spolehnout alespon na to, ze vy-
hodnéjsi je planetu rozmetat.

Preména planety

Pokud bychom néjakym zptusobem ménili chemické slozeni pla-
nety, porad by se jednalo o planetu, takze bychom ji neznicili.
Musime tedy planetu anihilovat kompletné. K anihilaci bychom
pritom mohli vyuzit antihmotu. Pro pfipomenuti: antihmotu mu-
zeme néjakym zpusobem vytvorit a k vytvoreni hmotnosti p po-
tfebujeme energii E, = uc?, coz je svétoznamy Einsteintiv vzorec.
Antihmota pri kontaktu s hmotou anihiluje a uvolni svou energii
a také energii hmoty. Dostaneme tedy energii 2F,. MizZeme tedy
vytvorit stroj, ktery generuje antihmotu, nechava ji anihilovat se
hmotou, a ze zikané energie generuje jesté vice antihmoty. Jisté
si dovedete predstavit efektivitu takového stroje.

Predstavme si tedy, ze mame zminény stroj, ktery generuje
antihmotu podle toho, kolik do néj ddme energie. Necht m4 stroj
tok @, tedy vyrobi ® kilogrami antihmoty za sekundu. Stroj ale
vyrabi tolik antihmoty, na kolik mé energie, takze tento tok se
casem méni podle toho, kolik energie jiz bylo anihilovano. Mizeme
tento fakt zapsat pomoci diferenidlni rovnice b = 2k®, kde k je
néjaka konstanta imeérnosti, kterou z fyzikalnich dvah mizeme
urcit jako %, kde T' je soucet Casu, za ktery probéhne anihilace,
a Casu, za ktery se ze ziskané energie vytvori nova antihmota.

Méme tedy diferencidlni rovnici = %@. Reseni této rovnice,
kterou mozné znate napi. z radioaktivniho rozpadu, je exponen-
cidlni funkce. Dostaneme tedy zavislost toku antihmoty na case
jako @(t) = ®gexp(t-2/T), kde Py je integracni konstanta, kterd
mé vyznam pocatecniho toku. Nyni mizeme tento tok integrovat
podle casu a dostaneme thrn celkové vytvorené antihmoty pui.
V momenté, kdy se tento ihrn bude rovnat hmotnosti planety
m, tak jsme ji ispésné anihilovali. Tedy dostaneme

MH1 = / @0 exp(t . 2/T)dt = (POZ <exp (21) — 1) .
. 2 T

To tedy znamend, ze hmotnost 1 antihmoty se s pocateénim
tokem &y a parametrem T vytvori za cas 7. Dosadime-li za T
jednu sekundu positronia a za 7 dobu lidského zivota, vidime, ze
exponenciala roste nepredstavitelné rychle, takto bychom potre-
bovali na zniceni planety maly pocatecni tok.

14
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7 toho plyne, ze pokud budeme mit k disposici zafizeni, kte-
ré dokéze relativné konsistentné z energie tvorit antihmotu a vzniklou
antihmotu anihilovat, tak dokazeme planetu znicit extrémneé rych-
le. Nenfi se ale ¢cemu divit, nebot pfistroj, ktery by efektivné zuzit-
koval jakékoliv mnozstvi energie na tvorbu antihmoty neni ani
zdaleka v dnesnich technologickych moznostech, 1ze-li jej viibec
sestrojit.

Co kdybychom vSak méli pristroj, ktery mé konstantni ®, pro-
toze nedokaze prebytecnou energii zuzitkovat a tvorit antihmotu
tak rychle? Zfejmé pak ® = m/7. Potfebny objem takového zafi-
zeni mizeme pak odhadnout, kdyz si polozime podminku, ze ve
stroji musi byt rezervoar o objemu odpovidajicim antihmoté, kte-
ra se nashromazdi za jednu t = 1, a z toho, zZe hustotu antihmoty
odhadnu jako hustotu vodiku (to by odpovidalo generaci antipro-
tontt). Objem stroje tedy ¢ini Vo = tm/o, & m -3 - 10~° m® /kg.
Pro hmotnost zemé V,, ~ 10 m

Pad do Slunce

Aby planeta spadla do slunce, nemizeme ji postréit smérem ke
slunci, nebot by akorat zaujala jinou obéznou drahu. Musime za-
stavit jeji obfhani, a pak jednoduse spadne. Samozfejmé ji nemu-
sime zastavit Uplné, nicméné pocitat, jakou maximélni obéznou
rychlost planeté muzeme nechat, je komplikované; ndm jde stejné
pouze o radovy odhad.

Napi$me si tedy Newtoniv zékon sily pro planetu, kterd padé
do nehybného (takovou aproximaci jisté mizeme udélat) slunce:

1

Rovnici ted miizeme z obou stran integrovat podle dx. Jen na
pravé strané vyuzijeme nasledujiciho vlastnosti zrychleni:

I-de=—dr=——dt = —vdt =

dv dv dz dv 1d, 5
dt dt dt dt 24t (v%) dt

kde jsme v posledni ipravé vyuzili vzorec pro derivaci souc¢inu v - v. Nyni tedy muzeme rovnici
vesele zintegrovat:

15
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Zde jsme integrovali nalevo od r do x, nebot nase planeta pada vskutku ze vzdalenosti r do
néjaké vzdalenosti x. Muzete si také povsimnout, Ze jsme integraci obdrzeli zdkon zachovani
energie (vystupuje zde kinetickd napravo a potencidln{ nalevo). Rovnici miZzeme déle upravit:

GM(—1+ 1):1v2,

V2GM 1/ —
=/1/2GM

t:/ \/1/201\4,/];”R dz
R — T

R3/2
F | e——
2/1/2GM

dz,

7 tohoto integralu po dosazeni hodnot pro planetu Zemi do-
staneme ¢t = 65 dni, tedy niceni je dost rychlé. Nyni zbyva spoci-
tat, kolik energie k tomu potfebujeme. Staci spocitat kinetickou
energii planety, k cemuz potfebujeme jeji obéznou rychlost v. Tu
vypocitame pomoci Newtonova prvniho zdkona aplikovaného na
gravitacni a (myslenou) odstfedivou silu:

mM
mU2/R:GF7
M
2 _ 2
=G 7
M
v = GE

Pottebnd energie je tedy

1 M
lfpéd = §7n(;‘j€.

Vytlaceni ze slunecni soustavy

Podobné jako pad do Slunce muzeme planetu ze Sluneéni soustavy
vytlacit. Doba trvani této operace bude jisté podobné jako pad
do Slunce, tedy se stihne béhem lidského zivota.

Zatimco pro zastaveni planety jsme ji vlastné potrebovali do-
dat (zadpornou) prvni kosmickou rychlost, nyni potfebujeme pla-
netu urychlit z prvni kosmické rychlosti na druhou. Jak vimet
potiebujeme na druhou kosmickou rychlost v/2-krat vétsi rychlost

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Escape_velocity
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nez na prvni. Pot¥ebujeme tedy tentokrét dodat rychlost /2 — 1-
krat vétsi, coz je mensi rychlost, nebot tento koeficient je mensi
nez jedna (je to zhruba 0,4).
Celkové tedy na vytlageni planety potiebujeme By = (v2—1)?Epsd,
coz je o rad méné.

Srovnani

V porovnéani vsech Ctyr zptsobu totdlniho zniceni jsme obdrzeli
nésledujici vzorce pro potfebnou energii (u anihilace jsme vy-
podéitali rovnou objem). Slabsi druh zniceni vyzadoval vzdy jen
maximéalné o f4d méné energie.

Gm?
T

Rozmetdni: —32

2 2
Stlacenf: —34 1 _ _3(km)” 1
Stlacen{: —3 —Tes = %

’4d do slunce: %mG%

Miuzeme si v§imnout, ze rozmetani a pad do slunce se lisi o
faktor = : %. Jelikoz vsak typicky m < M a r < R, je rozmetani
na kousky efektivnéjsi nezli pad do Slunce. Toto rozmetani je
efektivnéjsi nez stladeni (viz vyse) a jelikoz typicky %GT"L <2 je
i efektivnéjsi nez vypareni.

Jakym zpusobem se rozmetani provede? Pro planetu Zemi by
rozmetani vyzadovalo Eoplus = 1032 J. Mohlo by se provést napii-
klad sikovné umisténou bombou ve stredu Zemé. Nejsilnéjsi bom-
ba vyrobena ¢lovékem jménem Car¥ méla pro porovnani vykon
Eecar = 10'7 a objem Vear = 30m®. Zemé mé objem 10%' m?, po-
tfebny objem bomby Tsar by byl v fadu 10'° m?®. Nicméné éelime
problémim v tom, Ze veskera energie bomby by se nepreménila
na kinetickou energii a navic by jeji velikost byla pfi explozi ne-
praktickd (navic pomijime zptsob, jak bychom bombu do planety
dali ¢ energii k tomu potfebnou).

Radové stejny objem jako pro rozmeténi potiebujeme i pro
znic¢eni pomoci antihmoty. Tento zpusob je vsSak velice sporny,
nebot v ném méme spoustu paramtert, které jsme urcili vcel-
ku arbitrdrné (Cas ¢ a antivodik)m, ale také jsme nespecifikovali
zpusob vyrabéni antihmoty. V soucasnosti tak efektivni zpusob
neni zndmy, nicméné od efektivity se velikost zbrané dramaticky
odviji.

Dodéame jesté poznamku k padu planety do slunce ¢i jejim vy-
tlaceni ze sluneéni soustavy. Zmény trajektorie planety bychom
mohli dosdhnout nejefektivnéji bud bombou nebo manipulaci né-
jakého externiho télesa, tfeba pomoci srazky dvou planet. Pokud
jde o bombu, tak se jeji energie vyuzije s mensimi ztratami pro

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Tsar_Bomba
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detonaci uprostied planety, navic rozmetani vyzaduje méné ener-
gie. Druhy zpusob srazky dvou planet by mohl byt energeticky
efektivnéjsi, nebot by v nékterych pripadech stacilo toliko drob-
né pozménit trajektorii jiné planety. Na externi planety se vsak
v nejsirsi obecnosti nemuzeme spolehnout.

Zaver
Z prozkoumanych zptisobti na niceni planet, o kterych se domni-
vame, ze jsou jediné pouzitelné se jako nejpouzitelnéjsi ukéazalo
rozmetani planety na kousicky nebo pouziti antihmoty. Zbran,
ktera by toto provedla by se soucasnymi technologiemi pro pla-
netu porovnatelnou se Zemi musela byt velkd rddové vice nez
10*% m3. Neni vyloudeno pouziti vykonnéjsich technologii, které
by velikost zmensily, nicméné o nich neni relevantni spekulovat.
Ukazalo se, ze nic¢eni planety je znacné neprakticka zdlezitost,
nicméné je hypoteticky mozné dosdhnout znic¢eni planety pristro-
jem mensim nez planeta samotné. Na zavér tedy muzeme pouze
doporucit, abyste vyse zminéné véci nezkouseli doma.

Jindrich Dusek
jindra@fykos.cz

Uloha L.E ... lahvova 12 bodi; (chybi statistiky)

Jak zavisi frekvence zvuku, ktery vydavate foukanim do sklenéné
lahve, na objemu kapaliny v lahvi? Diskutujte, jaky vliv na tuto
zavislost ma tvar lahve. Legolas
neumi hrdt na Zidniy hudebni ndstroj, tak hraje aspori na nervy.

Tecria
Tén je vlastne chvenie vzduchu, a teda vznikd, ked nieco (napr.
struna, alebo aj priamo nejaky vzduch) kmitd. V nasom pripade
tén vznikd v hrdle flase, kde sa v désledku spravneho fikania
rozkmitd vzduch a od neho sa uz potom vlnenie siri dalej.
Frekvenciu, ktorti by sme mali namerat, mézeme odhadnut
tak, Zze vzduch z hrdla flase aproximujeme piestom s rovnakou
hustotou ako vzduch.
Oznacme si okolity tlak ako pa, objem hrdla V}, potom mo-
ldrne mnozstvo vzduchu v hrdle flase bude zo stavovej rovnice

_ paVa

np = RT .

Kde T je teplota a R je univerzilna plynova konstanta R =
=8,31J-mol LK1,
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Hmotnost piestu my, potom jednoducho dostaneme tak, ze mo-
ldrne mnozstvo vzduchu vynasobime jeho molarnou hmotnostou,
ktord oznacéime M,,

paVh

mp = anh = Mm RT

Zostava teda zistit tuhost systému.

Na zaciatku, je vo flasi atmosféricky tlak. Nésledne fukanie
spOsobi, ze piest sa pohne o dzx dole, ¢im vo flasi tlak urcite vzras-
tie. Kedze kmitanie je prili§ rychle na to, aby si vzduch vo flasi
stihal vymienat teplo s okolim, uvazujme adiabaticky dej@]Ak by
sme ale namiesto neho zvolili dej izotermicky, velkej chyby by sme
sa nedopustili.

Pre adiabaticky dej plati, ze pV* = konst. Kde x je Poissonova
konstanta charakteristickd pre dany plyn.

Tlak teda po posunuti piestu o dx vzrastie na

i (7=5m)
Pz = PA V—Shdm )

kde V je povodny objem vzduchu vo flasi a Sj, je prierez hrdla.
Na piest teda bude posobit sila

dF = Sp(pa —pz),

. V — Spdx + Spdx\ "
ar = Supa (1- ( V — Sndz ))-

o Shdx r
dF = Snpa (1 (vashdx) )

Teraz vyuzijeme to, ze posun piestu dx je velmi maly, takze
V — Spdx ~ V. Tiez moézeme pouzit Bernouliho vztah, ktory ho-
vori, ze (1+)* > 1+kx. Premyslite si sami, Ze z toho vyplyva, ze
ak je x velmi malé (oproti 1), méame dobry odhad (14z)* ~ 1+kz.

Postupnou aplikaciou tychto dvoch aproximécii dostavame

Shdl‘ ~ Shdl' K Shdx
1+ —— ~ (14 —/—— ~1 .
(+V—Shdaz> <+ % ) TRy

Dosadenim do vzfahu pre silu

SipAK

dF =~ dz

k=~ Lg‘p AR
V )
kde k je hladana tuhost systému.
Moézeme teda dosadit do vzorca na periédu linedrneho harmo-

nického oscilatoru
Sy
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pricom pri tpravach vyuzijeme V;, = Sph, kde h je vyska hrdla,
a S, = n/4D?, kde D je priemer hrdla.
Po upraviach dostaneme

4 [ntMnVh
- D RTk
Nie je tazké vSimnuf si, ze jedind z tycho veli¢in, ktora sa bude

menif prilievanim vody je objem vzduchu vo flasi V.
Frekvencia je prevratena perioda

1 D RTI‘C def
==\ = e (©)

flasa, voda, vdha, odmerka, pocita¢, posuvné meradlo, teplomer

Pomécky

Meranie

Odvazili sme prazdnu flasu a potom flasu plnd vody, rozdiel bol
Min, = (630410) g. Ak uvazime hustotu vody ¢ = 1 g/cm?® (vicsia
presnost nie je potrebnd, kedze tak ¢i tak mame chybu uz na
druhej platnej cifre), dostdvame, ze vnitorny objem flase je

Vo = (630 £ 10)em® = (6,3 +0,1) - 10" *m?

Na meranie frekvencie sme pouzivali pocitac¢ s Audacity, vhod-
nych softwarov ale existuje obrovské mnozstvo a pouzif sa da aj
mobil, ladicka. . . D6lezité je ale uviest presnost, s ktorou bola frek-
vencia zmerand, v nasom pripade to boli desatiny hertza.

Experiment potom prebiehal tak, ze sme fukli do flase, pozna-
menali si frekvenciu, odmerkou (ktorej najmensi dielik je 5 ml) do-
plnili niekolko desiatok mililitrov vody a opakovali postup, dokym
nebola flaga plna.

Namerané hodnoty moézeme vidiet v tabulke m

Pomocou gnuplotu data fitujeme zdvislostou podla (E) f=

= C///V, pri¢om sme dostali, ze konstanta C' = (4,7340,05) m®/2.s~*

Graf s prelozenou zavislostou je vyneseny v
Konstantu C' by sme mali byt podla (B) schopny spodéitat ako

RTk

4 M h =C.

Posuvnym meradlom odmeriame vnutorny priemer hrdla ako
D = (2,15+£0,01) cm a vysku hrdla h = (2,04 £ 0,01) cm.
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Tab. 1: Namerané frekvencie zvuku

Vv f
104m3 Hz

6,3 185,5
6,1 186,6
5,7 192,5
5,3 206,0
4,9 216,7
4,5 222.6
4,1 2285
3,3 257,7
2.9 280,3
2,1 316,2
1,7 368.9
1,3 4038
0,9 479,0
0,7 597.8

Chemické konstanty pre vzduch ndjdeme na in‘cerneteE ako
M, = 28,96 g/mol a x = 1,40.

Izbové teplota vzduchu pri merani bola (25+1) °C = (298+1) K.

Chyby konstant oproti nameranym veli¢indm moézeme povazo-
vat za zanedbatelné, potom dostdvame C' = (7,35+0,06) m?/2.s71,
¢o radovo sedi s experimentalnou hodnotou.

Diskusia

Teoretickd predpoved ndm déva, Ze namerand frekvencia by mala
byt tmernd objemu vzduchu vo flasi na minus jednu polovicu.
Namerané data tejto zavislosti dobre odpovedaju.

Hodnota C' urcend experimentélne (z fitu) sa od tej teoretic-
kej dost 1isi, aj ked rad maja rovnaky. Dévod bude zrejme to, ze
aj ked nas teoreticky model spravne odhaduje zavislosti od jed-
notlivych veli¢in, m6ze sa v konstante lisit, pretoze celkovy dej
je zrejme vyrazne zlozitejsi, nez sme uvazovali. Ako priklad mo-
zeme uviest to, ze nas model vobec neuvazuje kmitanie vzduchu
inde nez v hrdle, ¢ize efektivna "hmotnost piestu”, bude zrejme o
nieco vyssSia nez ta, ktort sme vo svojich vypoctoch pouzili. Toto
dokonca zodpoveda tomu, ze experimentalne sme dostali nizsie C
(a teda aj nizsie frekvencie) nez predpovedala tedria.

Ak by sme namiesto flase mali napriklad trubicu s konstant-
nym prierezom, potom by dizka trubice (resp. tej Gasti v ktorej
sa voda nenachddza) [ bola rovnd stvrtine vlnovej diéky. Uprava-

8https://cs.wikipedia.org/wiki/VzducH code-4-band
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Obr. 2: Zéavislost frekvencie zvuku f na objeme vzduchu vo vnutri flase V

mi dostavame, ze v takomto pripade by frekvencia bola nepriamo
tmerna objemu vzduchu v trubici. Z toho jasne vyplyva, Ze na
tvare flase zalezi.

Zaver

Dolievanim vody do flase znizujeme objem vzduchu, ktory sa v nej
nachddza. Podla teoretickej predpovede by mala vyslednd frek-
vencia zavisief priamo imerne od V=12 Ak teda ozna¢ime ob-
jem vody vo flasi V,,, dostdvame f = C(Vy — Vv)fl/Q. Konstantu
tmernosti C' sme pre nasu flasu ziskali experimentalne ako C' =
= (4,73£0,05) m*/?.s7* s relativnou chybou asi 1 %. T4ato hodnota
vSak nie je v zhode s nasim teoretickym modelom.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 1.S ... pomaly rozjezd 10 bodii; (chybi statistiky)

1. Vyjadrete nasledujici VeliéinyE pomoci zakladnich jednotek SI.
(a) F-Q, kde F je farad a Q je ohm
(b) N -Pa, kde N je newton a Pa je pascal

9Bez ohledu na to, Ze dané souéiny mozna nedavaji zaddny rozumny fyzikalni smysl.
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C'TV, kde C je coulomb, V je volt a J je joule

T
Hixg/b, kde H je henry, Sv sievert, T tesla a Wb weber
- Sv

V nasledujicich tvrzenich naleznéte vsechny chyby a popiste, pro¢

jde o chyby. (2 body)

s=ut?/2=152-1,2%/2 =3,744m.

Ym sin (2nw) = 15¢m - sin (2 - 3,141 - 50H z) = Ocm

Pro experimenty jsme pouzili ispésné sadu gamabeta. Na zdkladé
meéreni radioaktivniho rozpadu Uranu ve smolinci jsme zjistily, ze
nds vzorek ma aktivitu presné 532,24 bequereli.
5=123m,t=27s =>v=s/t=046m=s"!, m =240g, E =
=mu?/2 =25, P=E/t =93W

. Jakou silou ptisobi vitr na korunu stromu? Vime, ze to ma sou-

vislost s rychlosti vétru v, prurezem stromu vystaveného vétru S
a hustotou vzduchu g. Provedte rozmérovou analyzu a na jejim
zékladé urcete vztah pro silu.

. Sestavte podobnostni ¢islo odpovidajici situaci, ve které protla-

cujeme kapalinu skrz charakteristickou délku | pomoci gradientu

d
tlaku d—p (pripadné si tuto veli¢inu predstavte jednoduse jako
x

A
zménu tlaku se vzdalenosti A—p) Kapalina m4 hustotu o a kine-
T
matickou viskozitu v. Urcete, jaké vSechny varianty tohoto po-
dobnostniho ¢isla existuji. Jednu z nich si vyberte a pokuste se ji
interpretovat.

. Bonus Vymyslete co nejorigindlnéjsi Planckovu jednotku (veli-

¢inu sestavenou z kombinace redukované Planckovy konstanty h,
gravitacni konstanty G, rychlosti svétla c, Boltzmannovy kon-
stanty kg a Coulombovy konstanty ke, pricemz nemusi obsaho-
vat vSechny). Popiste jeji odvozeni a okomentujte jeji hodnotu.
Nejzajimaveéjsi zminime v brozZurce s resenimi.

Karel chce trhat rekordy v délce zaddni.

Predné bychom méli poznamenat, ze jeden bod opravdu neodpo-
vid4 odpovédi na jednu otédzku, coz bylo i naznaceno tim, ze ctyti
podotézky jsou za dva body. Soucasné bychom chtéli pfipomenout
to, ze jak jsme varovali, tak pokud fesitelé v letosnim seridlu bu-
dou délat prestupky proti forméalnim pravidlim, tak mohou prijit
o néjaké body. Nicméné na druhou stranu co se tyka napr. pod-
tlohy s hleddnim chyb, tak jde o to nalézt alespon néjaké dulezité
chyby.

. Budeme postupovat tak, ze vSechny jednotky prevedeme na sou-

¢in zékladnich jednotek SI a nésledné co nejvice zjednodusime
zapis. Pro stru¢nost rovnou dosazujeme do zadani.
F-Q=kg' - m?-s* A% . kg-m? -s3-A2=5s
N.-Pa=kg-m-s2-kg-m'.s72 =kg?.s7*
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2 —3 A-—1
c-v = As-kg-m” s -A = 1. Tedy v tomto pripadé
J kg -m?2 - s—2

nam vyjde bezrozmérnd veli¢ina. Toho neni tieba se bémtE - to
se nam obecné stava, pokud vydélime jednotku tou samou jed-
notkou. Naptiklad pro dosazeni do exponencidly, sinu a dalsich
funkci pravé potrebujeme bezrozmérné veli¢iny. Obdobné je toto
zédany vysledek pro podobnostni ¢isla.
T-Wb kg -s72-A7' - kg -m?.s72.A7!
H-Sv kg -m2-s2.A-2.m2.52

= kg.m_2

. Uloha s odhalovanim chyb nabizela u kazdé podilohy vétsi mnoz-

stvi chyb a bylo potfeba najit alespon jednu relevantni chybu
v kazdém bodé.

V postupu chybi jednotka v mezivypoctu. Druha a tfeti rovnost
tedy neplati. Na zavér neni zaokrouhleno — pfestoze se podle dosa-
zen{ zd4, ze mdme zadané veli¢iny na dvé platné cifry (pfipadné
by se jednalo o chybu pfepisu, kdyby tomu tak nebylo), tak je
vysledek na ctyti platné cifry. Spravné by mél byt na dvé az tti
platné cifry. Dalsi velice podstatné chyba je, ze pokud ¢t mé roz-
mér Casu, tak v by muselo mit rozmér zrychleni, aby ndm vysly
metry. Pokud autor dodrzuje standardni znaceni, tak je to chyba,
protoze v by mélo mit rozmér rychlosti. Pokud autor nedodrzuje
obvyklé znaceni, pak by to mél uvést. Vzhledem k tomu, Ze to jsou
pravdépodobné pouze vynatky z feseni, tak nemizeme s jistotou
prohlésit, Ze je to chyba, ale pravdépodobné je.

V 1vodni rovnici se zapomnélo na ¢as. Do sinu totiz nemuzeme
dosadit néco, co by mélo néjaky jiny fyzikalni rozmér nez jednot-
kovy (thel). Sprdvné je pravdépodobné ym sin (wt), kde ¢ je Cas,
pokud je w thlova rychlost ¢i frekvence. Pravdépodobné doslo
v popisu tlohy k zdméné w, coz je thlova rychlost, za f, coz je
standardné frekvence. Mezi nimi plati vztah w = 2nf. Vzhledem
k tomu, zZe frekvence f = 50 Hz je Castd (je v elektrické siti), pak
se toto vysvétleni nabizi jako nejpravdépodobnéjsi. Jednotky by
se mély psat stojaté a ne italikou, coz je tedy drobnéjsi chyba,
ale zapis pak neni esteticky. V postupu jsou pak dvé chyby. Neni
vhodné misto n napsat 3,141, protoze pak ndm po dosazeni vyjde

(pravdépodobné okamzitd vychylka néjakého kmitajiciho pfedmétu) —0,89 cm. Toto by bylo
spravné zaokrouhleni posledni rovnosti. Nicméné vime, ze by se jednalo o cely pocet sinovych
vin a tak by byla vychylka pfesné nulové, pokud by byl ¢as dosazeny celociselny. Ale bez néja-
ké dalsi veliciny s rozmérem casu v sinu je vysledek stejné nesmyslny. Na konec bychom méli

napsat tecku.

Pokud jde o zavérecnou ¢ast dlohy, tak zde jiz obvykle znovu ne-
uvadime nézev pouzitych pomtcek. Jde také o nézev, takze by
mél byt s velkym pismenem (Gamabeta; podle nékterych zdroji
GamaBeta). Pro informaci, jde o sadu pro méfeni radioaktivniho
zéreni, kterd je schopna mérit zafeni beta a gama a proto ten-

10Podle doslych feeni to nékdo povazoval za §patny vysledek.
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to nazev. Dalsi drobnost je, ze formulace, Ze byla sada pouzita

aspésné, se obvykle nehodi do fyziadlniho zpracovani — vhodna je

spise, pokud by slo o testovani. Dalsi chyba ve velkém pismenu

je v ndzvu prvku, ktery se ma psat s malym. Pravdépodobné ne-

mérily rozpad planety Uran nebo néceho s timto ndzvem. Dalsi

chybou je jedna hrubka. V prvni vété je ve skupiné alespon je-

den muz (pouzili) a v druhé jsou jenom zeny (zjistily). Nebo pokud by $lo o FeSeni do série
FYKOSu, pak by mélo jit o individudlni feseni a tedy je Spatné mnozné cislo. Doposavad jde
ale o (potencidln{) malickosti. Opravdu zdvaznou chybou je zavér, kdy se uvadi, ze ma néco
presnou hodnotu aktivity. To je nesmysl samo o sobé, protoze radioaktivni rozpad, o kterém
se hovori, ma pravdépodobnostni charakter a i kdybychom dokézali mérit aktivitu vzorku do-
konale, tak namérime jeji kolisdni. Dal$im redlnym problémem jsou konecné rozmeéry pristroje,
ktery nedokaze obklopit dokonale vzorek a celkova aktivita se urcuje pouze z urcitého prostoro-
vého thlu, ktery se urcuje docela slozité, protoze detekéni objem je zabudovan v zafizeni a neni
jasné, bez rozebrani pristroje, jeho presny rozmér a umisténi. Dals$im redlnym faktorem je to, ze
pristroj nemusi detekovat vSechny céastice. Zejména u vyssich hodnot aktivit se uplatnuje tzv.
mrtvé doba detektoru. Aktivita také obvykle s ¢asem klesa®™= Tedy celkové nelze nikdy fict, ze
aktivitu zname presné. Pokud bychom zanedbali slovo ,presné“ a predpokladali, ze vysledek
je pfesné na 0,01 Bq, pak bychom museli méfit vzorek miniméalné 90 let, abychom ji namérili
tak presné. Opét za predpokladu, ze by se aktivita neménila z divodu tubytku latky, ktera se
rozpadd a nové preménénych jader. Jednotka se spravné pise becquerel.

Podle vypoctu rychlosti se zda, ze se jedna o pohyb s konstantni

rychlosti. V tom piipadé by se ale dalo ¢ekat, Ze vykon je nu-

lovy, nebo ze vykon nezavisi uvedenym zptisobem na rychlosti,

ale museli bychom ho pocitat z odporovych sil a ne z kinetické

energie. Zakladni jednotkou je kilogram, ale do vypoctu energie

byly dosazeny gramy. Vysledek by mél byt tedy tisickrat mensi.

V prubéhu jsou vypocitdny mezivysledky, které jsou dale dosa-

zovany a maji nizkou presnost. Dochézi tedy k zaokrouhlovacim

chybdm. Spravnéjsi by bylo vyjadrit nezndmou a dosadit az na
ms
2t3

zavér P = = 9,2mW (za pfedpokladu, ze pfedchozi vztahy

plati).

. Jedna se o velice jednoduchou aplikaci rozmérové analyzy, ktera se

v tomto pripadé da docela snadno tipnout, ale ukazme si korektni
postup. Predpoklddame tedy, ze plati vztah

F =Cp*S%,

kde F je sila, kterou hleddme, a «, 8 a 7 jsou hledané, nezndmé,
exponenty. C' je pak nezndmé bezrozmérna konstanta, kterou ne-
ur¢ime, ale na zavér bychom mohli diskutovat, na ¢em bychom
ocekavali, ze bude zaviset. Vime, ze fyzikalni rozméry veli¢in jsou
[o] = kgm™2, [S] = m? a [v] = m-s™'. Fyzikdlni rozmér sily je
pak kg-m-s~2. Miizeme tedy psét, Ze pro jednotky plati

kg,vm-s*2 = (kg-mffs)a . (mQ)ﬁ . (m~sfl)7 .

HToto nemusi byt ale vzdy pravda, protoZe se muze po¢ateéni vzorek rozpadat na néjaké dalsi radioaktivni
latky, které, pokud maji vyssi aktivitu, tak muze celkova aktivita vzorku po néjakou dobu rust.
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Tento vztah muzeme upravit a nasledné prepsat jako soustavu t¥i rovnic tii nezndmych, protoze
se musi rovnat vSechny fyzikalni rozméry.

kg -m-s 2 =kg® - m 3Tty gmamy
l=qa,
1= —3a+28+7
—2=—9.

Tuto soustavu rovnic je opravdu jednoduché vytesit, protoze prvni nezndmou jsme dostali
okamzité a treti prakticky také. Pak zbyva jenom dosadit do zbyvajici druhé rovnice. Dostavame
tak @ = 1, 8 =1 a v = 2. Celkovy vysledek je tedy F = CpSv®. U konstanty C' bychom pak
cekali, ze bude zaviset na tvaru stromu, ktery jsme zatim nijak neuvazovali a pfipadné na sméru
vétru, pokud nebude strom sféricky symetricky.

. Postup s ur¢ovanim podobnostnich cisel je vlastné ten samy jako

u rozmérové analyzy. Dokonce bychom se na to mohli divat tak,

ze hledame néjaké kombinace pro to, jak vyjadrit jednu z veli¢in

a pak prosté zavérecny vztah vydélime touto veli¢inou.

Co se mohlo zdat komplikované na tloze je pritomnost gradientu.

Nicméné bylo piimo v zadani uvedeno, Ze si maji resitelé tuto veli-

¢inu predstavit jako zménu tlaku se vzdalenosti, kde nejsou d, ale

A veli¢iny. Pro prehlednost si ozna¢me k = % Zjevné bude jed-

notka k podilem jednotky tlaku a délky, tedy [k] = kg:m 2.5 2.
Chceme, aby platilo
C=1"K .9 1,

kde C je bezrozmérné. Vime, 7e [I] = m, [g] = kgm™ a [v] = m*s™". Tedy m4 platit
0=m"- (kg-m_Q-s_Q)ﬂ - (kgm™?)" - (rnQ-s_l)(s :

Exponenty pferovndme a opét sestavime rovnice, ale tentokrat tii pro ¢tyfi nezndmé.

0=p8+7,
0=a—268—-3v+26,
0=-28-6.

Jednu nezndmou si tedy mtzem zvolit jako parametr. Vyberme naptiklad . Okamzité dosta-
vame v = —f a 6 = —20. Po dostazeni do druhé rovnice pak mame o = 343. Zjistujeme, Ze jsme
si zvolili docela vhodné, protoze nejmensi exponent v absolutni hodnoté je 8 a nevyskytuji se
zadna neceld ¢isla. Soucasné jsou dva exponenty kladné a dva zaporné. Tedy by se dalo rici, ze
jsme dostali optimélni kombinaci pro 8 =1

_ P
ov2dx’

Samoziejmé, ze pokud umocnime ¢islo, které jsme si oznacili jako C', na libovolné nenulové
¢islo, dostaneme ,,stejné dobré* podobnostni ¢islo. Jenom bude vypadat pravdépodobné o dost
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komplikovanéji. Nejzdkeinéjsi ¢ast celé tlohy je interpretace vysledku. Vzhledem k tomu, ze
zname experiment pouze letmo, to jde docela stézi. Nicméné vidime, ze v této formulaci ¢islo
rychle roste s rostoucim charakteristickou délkou a linedrné s gradientem tlaku. Naopak je ne-
primo imérné hustoté a viskozité. Tedy napiiklad mtzeme prohlésit, ze pro stejny typ proudéni
pro dvojnasobnou charakteristickou délku ve stejné kapaliné za stejnych podminek potiebujeme
aplikovat osminovy tlak. To zni docela neintuitivné vzhledem k bézné zkuSenosti. Ale obvykle
nemame skusenosti s nucenym tokem viskézni kapaliny. Podivejme se tedy na podobnostni ¢islo
vybrané profesiondlnim fyzikem. Uloha byla vytvoFena tak, Ze bylo vybrano Hagenovo &slod
nicméné existuje nepreberné mnozstvi Cisel, které maji stejnou kombinaci fyzikalnich velicin
s drobnymi odchylkami. Pravé Hagenovo ¢islo pak pouziva jesté konstantu —1, ale jinak je
stejné.

. Bonus: Tato tloha byla spise o kreativité a po opraveni tcast-

nickych feseni doplnime néjaké ukazky. Nicméné pro hodnoceni

bude dulezité zejména to, aby neslo o néjakou velice ¢asto uva-

zovanou jednotku (napf. délka, hmotnost) a uré¢ité bude vyhodné

netrefit se do téch, které jsou casto uvaddény v seznamech, jako

napiiklad na Wikipedii*

Karel Koldr
karel@fykos.cz

12https://en.wikipedia.org/wiki/Hagen_number
13https://en.wikipedia.org/wiki/Planck_units
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FIXME je to stale rozepsané

Uvod

Minule jsme si probrali néjaké véci zejména co se tyce jednotek a
formélnich stranek feseni fyzikdlnich tloh a jejich zépisu. Véiime,
ze se budete snazit mit na paméti to, ze je dulezita i ta formalni
stranka feseni a nékdy i diky tomu muzete sami odhalit chyby.
V tomto dile se zminime o néjakych tématech, ktera se tykaji
grafickych feseni tloh, symetri{ a soufadnic. Kazdé z téchto témat
je samo o sobé velice obsahlé a proto zde naleznete pouze spise
takové ochutnavky.

Grafy a graficka reseni

U grafti bychom mohli pokracovat s formalni strankou feseni. Ve
strucnosti jenom poznamenejme, Ze do grafi chceme vynéset hod-
noty na ¢iselnou osu. Musime tedy hodnotu veli¢iny vydélit vhod-
nout jednotkou, abychom mohli do grafu uvést bezrozmérnou ve-
li¢inu.

Plocha pod grafem funkce

funkci mohou pocitat pomoci integralu. Nicméné integrovani je
Casto tézké a neni od véci si pfipomenout (nebo naudit) i jiné
zékladni postupy, které mizeme vyuzit. Zminme ty, které miize-
me pouzivat v pripadé, ze mame zadanou funkci nebo mame k
dispozici graf funkce.

Barveni

Prvni zakladnich moznosti jak urcit plochu, je ji prosté néjak pri-
mocare zmérit. Muzeme si pod ¢i pres graf dat ¢tvercovou sit a
spocitat ctverecky pod plochou grafu k celkovému poctu Ctverec-
ki. Protoze skoro jisté budou néjaké ¢tverecky protaté, tak se mu-
sfme rozhodnout, jestli budeme ,,zaokrouhlovat® ¢tverecky nebo
jesté 1épe odhadovat jaka plocha je obarvend v ¢astecné obarve-
ném ctverecku a kombinovat je mezi sebou tak, aby vytvorily celé
¢tverecky. Pro vétsi presnost je vhodnéjsi brat mensi ¢tverecky,
ale ,rucné“ je pocitat je pak pracné. Pokud mizeme vyuzit poci-
tac, pak je vhodné pocitat jednotlivé pixely a to pomoci néjakého
programu, ktery to udéla za vas. I u ¢ernobilého obrazku se ale

miuzete pak setkat s tim, ze pokud je v néjaké kompresi dat a ma dovolenou celou barevnou
paletu, Ze na okrajich funkce se setkdte s ruznymi odstiny Sedi a musite pak zvolit, podobné
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jako u ruéniho pocitani ¢tverecku, postup, ktery vam dé plochu rozumné presné. U této me-
tody navic neni nutné mit funkce, mizeme urcovat i pokryti obrazku vybranou barvou, jak si
vyzkousite v Teseni Casti seridlové tlohy.

Sc¢itani sloupci az k integraci

Blizko ke zminénému obarvovani m4 to, zi funkci néjak rozdéli-

me, obvykle rovnomérné, nebo pripadné na Sirsi intervaly, kde se

vyrazné neméni a tenci, kde se znacné méni. V téchto interva-

lech pak vyvorime obdélnicky, které maji vysku hodnoty funkce

v pocateénim bodé a sitku danou délkou intervalu. Toto muzZe-

me pripadné upravit tak, ze bereme hodnotu uprostied intervalu,

nebo ze bareme lichobézniky a hodnoty ze zac¢atku a konce inter-

zejména u funkei, které se rychle a nepravidelné méni, déleni co

nejvice zjemnit. Cfm mensi bude, tim presnéj$i vysledek miizeme

dosahnout. Casto ale pro funkce, které dostaneme, dostédvame do-

stateéné presny vysledek uz i pro docela hrubé déleni - vyrazné zélezi na dané funkci. okud s
timto délenim pokracujeme a zmensujeme ho az na limitné tenké, témér nulové siroké intervaly,
pak se dostavame k integraci.

Pravdépodobnostni Feseni, numerické metody

Tém, kdo to slysi poprvé, se to mize zdat trochu nedivéryhodné,
moznd az silené. Ale védci velice ¢asto u velmi slozitych vypocéti
komplikovanych integrali (tedy stale myslime ploch pod grafem)
vyuzivaji pravdépodobnostni metody. Zndmou metodou je Monte
Carlo, kde, podobné jako v kasinu, ndhodné sizime na né&jakou
kombinaci ¢isel v prostoru (N &isel v N-dimenziondlnim prostoru)
a divame se, jestli je hodnota pod, nebo nad grafem.

Numerickym metodam se podrobné vénovaly naptiklad seridly
FYKOSu v 21. roéniku (o pocitacové fyzice) a 31. roéniku (o
numerickych metodach a pocitadovych simulacich).

Tip k feseni FO apod.

Predstavme si situaci, Ze méate vyresit ilohu s négjakym kruhovym
déjem v plynu a z néjakého diivodu jste se totalné zasekli a nemu-
zete prijit tfeba na parametry jednoho bodu z daného cyklu. Pak
neni nic lepsiho nez si tyto parametry alespon odhadnou z grafu,
pokud jste ho dostali se zadanim, pomoci pravitka. Je pravdépo-
dobné, ze nedostanete plny pocet bodi. Ale pokud se vam jedné
o to, Ze jste zasekli a potrebujete tyto hodnoty pro dalsi postup,
ktery byste uz treba zvladli bez problémi, tak je lepsi to takto
odhadnout a pokracovat dale a dostat alespon ¢ast bodu nez nic.
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Statika

Napriklad pokud fesime zatizeni jednotlivych ¢asti mostnich kon-

strukci, pak vyuzivame statiku. Tedy vime, Ze vyslednice sil musi

byt nulova, aby se ndm most nezacal nékam pohybovat ¢i l4-

mat. Graficky si nulovost vyslednice sil v bodé muzeme znézornit

tak, ze posklddame za sebe vektory jednotlivych sil piusobicich

v daném bodé tak, ze vytvoii uzavienou kiivku. Nékdy se mize

hodit, Ze i momenty sil se musi vyrusit, aby se ndm most nezacal

rozotacet. Obé pravidla navic plati pro kazdé misto konstrukce a

obvykle sestavujeme rovnice pro jednotlivé body upevnéni. Ukaz-

kou tlohy, ve které se resi stabilita mostni konstrukce, je 26-1V-5

— stavme mosty*= Dalsimi prikladem tlohy, ktera se resily pomoci

statiky, jsou tfeba 20-VI-I — tii valce déda vsevéda$™ kde byly dva valce polozené na podlozce a
na nich umistén treti valec. Piikladem toho, kde se ukézalo, Ze za zadanych podminek nemuze
byt soustava nikdy stabilni, jsou koule a véalec z tlohy 19-III-1 — dotyk koule a valce®

Optické zobrazovani

Kde se vyuzivd v hojné mite grafické zpracovani, je zobrazovani
pomoci optickych soustav.

Symetrie
Symetrie je to, co pri feseni fyzikdlniho problémo obvykle chce-

me najit, protoze ndm to znac¢né zjednodusi jeho reseni. Nékdy
dokonce

Vztah symetrie a zakoni zachovani

Kazda symetrie se poji s néjakym zdkonem zachovani. To ply-
ne z teorému Emmy Noetherové. Jeho matematickd formulace je
sloZitd, nicméné tato poucka se ndm mize hodit i na SS drovni.
Vztahy mezi zdkladnimi symetriemi a zakony zachovani jsou:

e Symetrie v posunuti v prostoru je spojena se zdkonem zachovani
hybnosti.

o Symetrie v otoceni se poji se zdkonem zachovani momentu hyb-
nosti.

e Symetrie v posunuti v Case se poji se zdkonem zachovani energie.

Mhttps://fykos.cz/_media/rocnik26/ulohy/pdf/uloha26_4_5.pdf
Shttps://fykos.cz/_media/rocnik20/ulohy/pdf /uloha20_6_1.pdf
16https://fykos.cz/_media/rocnik19/ulohy/pdf/ulohal9_3_1.pdf
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Princip superpozice

Princip superpozice mizeme vyuzit v mnoha fyzikalnich situacic%
kdy celkové pusobeni vice ,,zdroju“ na néjakou testovaci ¢astici
miizeme prosté jednoduse secist.

Dalsi metody zaloZené na symetrii
Zrcadlovy naboj

Zrcadlovy naboj je metoda vyuzivana v elektrostatice. Pouzit ji
muzeme, pokud umistujeme elektrické naboje do blizkosti uzem-
néné desky. Z dé diky uzemnéni mohou odejit nebo na ni prijit
elektrony a rozlozit se (ve stfedni hodnoté) tak, Ze se néboji je-
vi, ze za deskou existuje druhy naboj. Jeho velikost a vzdédlenost
zavisi na tvaru desky a hleddme ho tak, aby na desce byl nulo-
vy potencidl. V pfipadé nekoneéné rovinné desky (¢i dostateéné
blizko povrchu dostateéné rozmérné desky) se naindukuje prévé
takovy naboj, ktery vytvari stejnou situaci, jako kdyby za deskou
(na druhé strané nez je nédboj) ve stejné vzdalenosti byl umistén
stejné velky naboj opacného znameni. Toto rozlozeni by evidentné

vytvorilo pravé situaci, kdy je na rovinné desce nulovy nédboj. Na zdkladé tohoto muzeme pak
velice jednoduse urcit silu, kterou je ndboj pritahovan k desce. Nemusime ani nijak uvazovat
diferencialni pocet. Dalsi ukazkou aplikace tohoto principu muze byt iloha FYKOSu 22-VI-2

— uték z koulef

Gausstiv zakon

Dalsi metodou, kterou mtzeme vyuzivat v elektrostatice ¢i v gra-
vitaénim poli, je vyuziti Gaussova zdkona. Ten ndm dava vztah
mezi intenzitou pole vychazejici z povrchu néjaké vhodné zvole-
né krabicky vuci symetrii daného problému a naboji (u gravita-
ce hmotnymi body) umisténymi uvniti dané krabicky. Formalné
bychom sice méli umét integrovat, ale ve vhodnych usporddanich
muzeme zakon vyuzit i jenom s intuitivni znalosti integrace. Tuto
metodu zminime podrobnéji ve ¢tvrtém dilu seridlu.

Souradnice

Soutradnice, které jsou vhodné pro feseni fyzikalnich problémt se
casto poji pravé se symetrii naseho problému. Abychom byli co
nejefektivnéjsi v feseni, tak si miuzeme zvolit soustavu souradnic,
kterda nam vyhovuje.

Zékladnim pravidlem, které souradnice musi splinovat, ze jich
musi byt pravé tolik, kolik dimenzi ma prostor, v némz se po-
hybujeme. Nejcastéji se tedy jednd o dvou- ¢i tf¥idimenziondlni

17 Testovaci ¢astice je takové, kterd nam nenarusi ptivodni rozlozeni zdroj.
8https://fykos.cz/_media/rocnik22/ulohy/pdf/uloha22_6_2.pdf
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souradnice. Soufadnice pak musi byt na sebe kolmé, aby byla ur-
Cena poloha vSech bodu z naseho prostoru jednoznacné.

Zakladnimi souradnicemi, které se vyuzivaji na zdkladni a
stfedni skole a i na vysoké skole je obvykle chceme vyuzivat,
abychom si dokazali 1épe predstavit situaci, jsou kartézské sou-
fadnice. Ty jsou jedno- az tfidimenzionalni a jde o udani pozice
pomoci souradnic, které obvykle oznacujeme x, y a z.

TéZistova soustava

Tézistova soustava je kartézskd soustava souradna, kterd je spoje-
vé. Casto ji vyuzivime, aby ndm zbyteéné hmotné body ,,neuléts-
valy“ spolecné néjakym preferovanym smérem, protoze zajimava
fyzika se obvykle déje az néjakou téchto bodi mezi sebou.

Polarni soufadnice

Polarni soutradnice jsou 2D a jsou urcené vzdalenosti od pocatku
r = y/x2 + y? a orientovanym uhlem ¢ = arctg (y/x) méfenym
od kladné ¢&sti osy = v kladném smyslu (proti sméru hodinovych
rucicek). Vyhodou téchto soufadnic mize byt to, Ze je muzeme
vyuzit i pro tvorbu grafii, které nejsou funkce, ale jde napiiklad
o postupné se odvijejici spirdly, pokud uvazujeme pokracovani
rozvoje
Prevod z kartézskych

Vialcové souradnice
FIXME

Sférické soufadnice
FIXME

Inercidlni vs. neinercidlni soustavy

Casto se omezujeme na inercidlni soustavy souradné. Tedy takové,
kde plati Newtonovy zdkony bez tprav. Nicméné nékdy muze byt
vhodné prejit do neinercidlni soustavy soutradné. Nastavaji zde
ovSsem drobné problémy s tim, Ze musime mit na paméti, Ze na
télesa v téchto soustavich pusobi setrvacné sily.

Prvnim prikladem takovéto soustavy mize byt soustava spo-
jend se zrychlené se rozjizdéjicim vlakem na jedné primce. Kdyz
se na tento vlak divdme ze soustavy spojené se Zemi (povazujme
ji pro tento myslenkovy experiment za dostatecné dobre inercial-
ni), pak vidime, Ze osoby, co sed{ na sedackdch, jsou urychlovany
stejné jako zbytek vlaku. Pokud nékdo polozi kvadr na zem a ta
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bude dokonale hladka a pak se vlak zacne rozjizdét, tak kvadr
bude zustdvat na stejném misté. Podivejme se na tuto situaci z
jiného pohledu — z neinercidlni soustavy spojené s vlakem. V tom
pripadé vidime, Ze jsou cestujici viceméné v klidu. Ale oni sami
pocituji, ze jsou tlaceni do sedacek se zrychlenim velikostné stej-

nym s zrychlenim vlaku. Pokud se podivime na kvadr na podlaze, tak se ndm muze zdat, ze se
bezdtvodné rozjizdi do zadni ¢4sti vlaku (pokud vlak jede dopfedu) se zrychlenim odpovidaji-

cim zrychleni vlaku.

Stejné tak mizeme prejit do rotujici soustavy. Zde bude situ-
zde objevi ¢leny odpovidajici odstiedivé a Coriolisové sile. Tato
transformace se pouzivé Casto napiiklad u problému t¥i téles, kde
jsou dvé obihajici se télesa, ktera jsou znacné hmotna a treti, které
m& vuci nim zanedbatelnou hmotnost. Pak se vyuzije korotujici
systém, kde na hlavni ose jsou umisténa dvé hlavni télesa. Pokud
se obihaji po kruhovych trajektoriich, pak jsou v této soustavé
nehybnéa. Pokud se obihaji po eliptické trajektorii, pak se prechéa-
stejné vzdalenosti, ale méni se prevod a sila, ktera na treti téleso
pusobi v jednotlivych bodech v zavislosti na case.

Minkowského prostorocas

FIXME

V rdmci omezené délky a obtiznosti seridlu se tomuto nechce-
me vénovat dale, ale je uzitecnou zajimavosti, ze v rdmci speciél-
ni teorie relativity se uvazuje, ze ¢asova souradnice je analogicka
prostorovym souiadnicim, az na to, ze je

Zavér a upoutavka na pristé

V pristim dile se chceme déale vénovat zdkonim zachovani, na
které jsme uz v tomto dilu trochu narazili. Zadkony zachovani se
nam hodi prakticky vzdy a ¢asto vedou na rychlé feSeni problémii.
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