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Uloha IV.S ... elektro todleto 10 bodii; primér 4,80; Fesilo 40 student

1. Jak velky je odpor mezi sousednimi vrcholy n-dimenziondlniho draténého ,ctyrsténu“?
Kazdd hrana m4d odpor R. Zacnéte vypoctem pro n = 1 (idsecka), n = 2 (trojihelnik)
an = 3 (Ctyf'stén) a ndsledné najdéte obecny vztah.

2. Jaké umisténi a velikost bude mit zrcadlovy elektricky naboj k primce s homogenni dél-
kovou hustotou naboje A, ktera je umisténa ve vzdalenosti r > R od stfedu uzemnéného
dutého nekonecné dlouhého vilcového vodice o poloméru R? Valcovy vodic¢ a primka jsou
rovnobézné.

3. Méjme nekonecnou rovinu s plosnou hustotou naboje o1. Té se témer dotyka kulova slupka
s polomérem R a s plosnou hustotou naboje o2. Jaky musi byt vztah mezi uvedenymi veli-
¢inami, aby v misté, kde jsou k sobé deska se slupkou nejblize, byla intenzita elektrického
pole nulova?

Bonus Jaka je intenzita gravitacniho pole uvnitr a vné planety o poloméru R, jejiz hustota

R
Karel stdle déld problémy.

zalezi pouze na vzdalenosti od stredu r podle vztahu ¢ = Omax (1 - (1)2 ?

Odpor n-dimenzionalniho Ctyfsténu

Budeme postupovat podle doporuceni a za¢neme s tseckou, u které vime, ze odpor bude tri-
vidlné Ry = R. Druhym krokem ma byt trojihelnik. Ten je sloZzeny z jednoho pfimého spojeni
a druhého, které ma odpor dvou hran. Ty jsou zapojené paralelné, a proto vysledny odpor bude

1 1\t 241\t 2
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Déle nas zajima ¢tyistén. Oznacme a a b vrcholy, mezi kterymi mérime odpor, zbylé dva bu-
dou ¢ a c2. VSimnéme si, ze kazdy vrchol je spojen se vSemi ostatnimi. Proud z a do b potece
po téchto cestach: (a,b), (a,c1,b) a (a, c2,b). VSechny ostatni cesty obsahuji hranu (c1, c2), pfes
kterou ale proud téct nemtize. Vysvétleni je jednoduché — vrcholy ¢; a ¢z jsou stejné daleko od

bodi a a b (pfesné jednu hranu), ¢ili jsou na stejném potencidlu. Jak bylo zminéno v seridlu,
proud tecCe pouze mezi body s rozdilnym potencidlem. Odpor ti{ paralelné spojenych cest uréime

snadno jako )
1 1 1\~ 1
R=(p+op+ap) — 3t

Nyni provedeme indukéni krok, potiebny k zobecnéni do n-té dimenze. Pridame dalsi vrchol,
oznaéme jej ¢,—1, a spojime jej se véemi dalsimi vrcholy. Tim vznikne n novych hran — (a, cp—1),
(bycn—1) a n — 2 hran typu (c¢;,cn—1), kde i € {1,...,n — 2}. Podle argumentu vyse ale budou
vSechny vrcholy ¢; na stejném potencidlu, takze po hranach mezi nimi nepotece proud. Jedina
nové cesta, kterou zvétsenim dimenze o jedna ziskdme, bude (a,cn—1,b). Tuto cestu pfipojime
paralelné se vSemi ostatnimi, ¢ili vysledny odpor bude

1 1\t 2
Bo=(g+0-Dgp) =gk

2
n+1

Odpor n-dimenzionalniho ¢tyisténu je R pro libovolné prirozené n.
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Zrcadlovy naboj

Ptvodné se mélo jednat o zjednoduseni 2. tlohy z 6. série 22. roéniku FYKOSu, kterou jsme
citovali v textu seridlu, protoze nyni bylo mozné zjednodusit situaci na dvojrozmérny problém.
Ale ukézalo se, ze v Feseni je hacek a prijimali jsme relativné tolerantné i pokusy o feseni, které
dédvaly alespori trochu smysl (tedy zrcadlovy nédboj byl uvnit¥ vdlce a mél zadpornou velikost).
Nejdrive se trochu netradicné podivime na Spatny zptisob feseni, protoze i chybami se ¢lovék
udi.

Omezime se na rovinu kolmou na hlavni osu vdlce. Pripadné, pokud chceme, muzeme si
predstavovat, ze vezmeme néjaky tenky tez vysky h, ve kterém bude uzavien niaboj Q = Ah.

Hledéame takovy dratf ktery bychom umistili dovniti valce rovnobézné s vnéjsim dratem tak,
aby byl potencial elektrického pole na povrchu vélce nulovy (na povrchu libovolného uzemnéné-
ho télesa je vzdy nulovy potenciédl). To bude nés zrcadlovy naboj. Vzdalenost tohoto dratu od
stfedu vélce oznadime r’ a jeho délkovou hustotu nédboje \'. Piedpokldddme, ze zrcadlovy drét
bude umistény stejnym smérem od stfedu véalce jako je puvodni. Pokud by to tak nebylo, pak
by ndm v nésledujicim feseni vysla zdpornd vzdalenost. A nyni se dopustime zasadni chyby,
protoze budeme predpokladat nasledujici vztahy pro potencidl, odpovidajici bodovym néabojim

N, N
r—R R—r

A N
7'+R+R+r’ =0

Tato soustava dvou rovnic o dvou neznamych odpovidd podmince nulového potencidlu pro bod
na povrchu kruznice nejblize, resp. nejdale od puvodniho nabitého dratu. Mazeme z ni urcit
jak polohu, tak délkovou hustotu zrcadlového naboje

,_ R R

r , N ===
r r

Podminku jsme splnili pro dva body. Méli bychom jesté ovérit, jestli je splnéna na celé kruznici.
Pokud umistime osu valce do poc¢atku a oba draty na osu x, pro potencidl v libovolném bodé
roviny muzeme pséat
o= A " N
Ve—1m’+y  Ve—r)7+y
Polozime-li ¢ = 0, dosazenim za A" a r’ dostaneme
R
A A

V-7 NI

T

:0’

coz muzeme upravit na (x2 +9% - RQ) (r2 - RQ) = 0. Jelikoz rovnice kruznice je > +3? = R?,
tato podminka je zfejmé splnéna a potencidl na celé kruznici je skute¢né nulovy. Problém je,
ze jsme i k této kontrole vyuzili stejny vztah pro potencidl, a proto chyba nebyla odhalena.

Spravné bychom si méli uvédomit, ze intenzita elektrického pole ve vzdélenosti r od stfedu
homogenné nabité primky je
A
T 2mer’

1 Jako drat budeme v této tiloze oznagovat nabitou piimku s konstantni délkovou hustotou naboje.
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Jak vidime, zjednodusSeni situace na dvojrozmérny ptipad neni tak trividlni, jak by se mohlo
na prvni pohled zdat. Nyni spocitdme potencidl

@(m):f/ B.di = 2 idf:%[lnﬂf.
T

Problém s timto vypocCtem je ten, ze nulovd hodnota potencidlu se typicky voli v nekonecnu,
ale v tom pripadé dostavame nekonecné hodnoty, coz nechceme. Musime tedy nulovou hladinu
zvolit v néjaké konecné vzdalenosti ro. To navic potfebujeme i kvili tomu, aby v logaritmu byla
bezrozmérnd veli¢ina. Vysledny potencidl bude

A To

In7]"® = —1n—.
[In 7] 2n5nx
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T 2ne

Stejné jako ve Spatném feseni, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

A To )\, To
— 1 —In——=0
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Jeji feseni a nasledné ovéreni platnosti ¢ = 0 na celé kruznici je vSak mnohem obtiznéjsi, proto
byl udélovan plny pocet bodu uz za sestaveni téchto rovnic a diskuzi.

Plosné nabité objekty
7Z textu seridlu vime, ze pro velikost intenzity elektrického pole desky plati
B =2
280
Podivejme se na tenkou kulovou slupku. Budeme uvazovat, Ze jsme tésné nad povrchem a ze
plocha, na které je intenzita stejné, je S = 4nR2, coz odpovidd povrchu koule. Naboj uzavieny
v kouli je pak Q = So2. Dostavame intenzitu

Q o2

By= =22,
2 SEO €0

Vidime, zZe intenzita tésné nad povrchem koule nabité plosnym nabojem nezavisi na jejim polo-
méru. Intenzity sméruji v nejblizsim bodé proti sobé — aby byla celkova intenzita nulova, musi
se velikosti obou intenzit rovnat, ¢ili plati

o1 _ g2
2¢e0 €0’
g1 220'2.

Nalezli jsme hledanou podminku pro parametry, kdy musi platit 01 = 202 a polomér koule muze
byt libovolny. Na zdvér poznamenejme, ze uloha predpokladd, Ze nabiti je pevné a niboje se
Uz z logiky véci bychom nemohli pouzit zjednodusenou verzi Gaussova zdkona, protoze by byla
porusena symetrie, kterou pro ni potfebujeme.
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Gravitacni pole planety

Zacnéme vypoctem vnéjsi intenzity. Jelikoz je situace sféricky symetrickd, bude ndm stacit urcit
celkovou hmotnost planety

" 2 2 " s 7t r’ 1R
M :/0 47r° Omax (1 — (E) )dr = 4Ttgmax/0 (r — RZ> dr = 47 omax |:3 — 5RQ:| =

0
R® R® 8 3
=4 ‘max - = = 7= Omax .

e <3 5> 15 omexft

Pokud bychom srovnali hmotnost homogenni planety s hustotou gmax s nasi planetou, byla by
dva a pul krat vétsi.
Intenzita gravitacniho pole nasi planety nad jejim ,7povrchem“E je dle Gaussovy véty

nGM _ 8r. L

K== S 15 r2

Jak vidime, opét jsme dostali intenzitu klesajici s druhou mocninou vzdélenosti od stiedu koule.
Nyni pfejdeme do vnitini oblasti. Integrovat nebudeme celou hmotnost planety, ale pouze jeji
¢ast do vzdalenosti r od stredu. Jde ovSem o prakticky stejnou tlohu, pouze s jinou kone¢nou

mezi s .
T =\ 2
M'r - 4 72 ‘max 1-— (L) di =4 ‘max L - L .
‘/0 nr o < R T TO: 3 5R2

Pro intenzitu plati
4nG M, roor
K =————7——=—41Gomax | = — —5 | -
S, e (3 5R2>

Zaporné znaménko u intenzity znamena, ze vzdy sméruje do stiedu koule. V feseni je potieba
dodrzovat znaménkovou konvenci ¢i alespon uvést, kterym smérem bude intenzita smérovat.
V tomto pfipadé to sice neni tak nutné, protoze mame pouze jedno téleso a jde o gravitacni
pole, ale uz v pripadé dvou ¢i vice téles se to komplikuje.

Zajimavosti, které si v§iml Jaroslav Herman, je, ze maximélni intenzita gravitacniho pole
neni na povrchu planety, ale ve vzdalenosti rmax = ?R od stfedu planety. Intenzita v tomto

bodé je K = —%Ggmaxl%, coz je zhruba 1,24 nasobek velikosti na povrchu planety.

Na zédvér bychom radi pripomnéli, ze jsme sice spocitali intenzitu gravitaé¢niho pole, ale
tim jsme neurcili tihové zrychleni. Bohuzel, tyto pojmy se casto pletou. Tihové zrychleni totiz
zahrnuje i odstiedivé zrychleni zpusobené rotaci planety.

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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?Dle definice hustoty v zavislosti na poloméru je akorit na povrchu nulova hustota. Tedy neni to néjaky
pevny povrch, ale ohraniceni, které povazujeme za povrch.
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