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Uloha V.S ... mini a maxi 10 bodu; (chybi statistiky)

1. Mame PET lahev s vodou, ktera stoji na nekonecné roviné. V jaké vysce bychom méli
vytvorit v lahvi maly otvor, aby voda dostfikla co nejdéale od lahve? Lahev po celou dobu
nehybné stoji na roviné a otvor prochdzi kolmo sténou. Priirez otvoru je vyrazné mensi
nez prurez lahve.

2. Kam bychom méli umistit otvor (viz pfedchozi podiiloha), pokud chceme, aby byl dostrik
nejdelsi po jedné minuté? Predpokladejte, Ze lahev m& konstantni prirez S a otvor m4
vyrazné mensi prurez s. Pro numerické reseni odhadnéte rozumné hodnoty konstant.

3. Jaky miize mit baterie maximalni vykon na spotrebici, pokud ma elektromotorické na-
péti Ue a vnitini odpor R;? Pro jaky odpor spotrebice to nastane? Popripadé, pro jakou
impedanci to nastane, pokud bude obvod tvoren rezistorem, civkou a kondenzatorem?

4. Jak nejblize se k sobé mohou dostat dvé jadra dusiku 14, ktera se pohybuji se stredni
kvadratickou rychlosti odpovidajici plynu za normalnich podminek?

5. Najdéte maximéalni moznou teplotu, kterou by mohl mit plyn, ve kterém by probihal
déj p = poe~®V, kde « je kladnd konstanta a po je tlak plynu v pocdteénim stavu.

Karel napinal az do posledni chvile.

Predné poznamenejme, ze bychom akceptovali jak numerickd, tak analyticka reseni, a to jak
s pouzitim derivaci, tak bez nich. Ve vzorovém feseni jsou vybrana ta feseni pro danou tlohu,
ktera jsme povazovali vhodna pro dany problém, ale nejsou jedind mozna.

Dostrik vody

Otvor je dle zadani maly. Muzeme tedy uvazovat, ze v celém jeho prifezu vytéka voda stej-
nou rychlosti. Déle uvazujeme, ze dno nadoby zanedbatelné tlusté. To je pouze z praktickych
davodu, ze muze byt pak otvor libovolné nizko. Voda, kterd je pod otvorem totiz nijak nas
experiment neovlivni. Zanedbdvame pak také vSsechny odporové sily a povrchové napéti vody.
Léhev také uvazujeme za shora otevienou, i kdyz to se vztahuje zejména az k druhé ¢asti, pro-
toze v okamziku zacatku vytoku, pokud bude nahote v lahvi atmosféricky tlak, bude maximéalni
dosttik stejny.

Oznacime vysku hladiny v nddobé jako H a vysku otvoru nad stolem h. Rychlost vytoku vo-
dy je dédna v idedlnim pripadé bez vnitfniho odporu vody vyskou vody nad otvorem H — h. Diky
prenosu tlakem sloupce vody mizeme uvazovat jako by se voda urychlila paddem o odpovidajici
vysku. Tedy rychlost dostaneme ze zdkona zachovani mechanické energie

mg(H—h):%mv2 = v =+/29(H —h).

Pouzili jsme standardni znaceni m pro hmotnost malého objemu vody, g tihové zrychleni
a v rychlost. S touto rychlosti voda opusti nadobu kolmo na jeji povrch. Nésleduje vodorovny
vrh, ktery si mizeme rozlozit na volny pad ve svislé ose a rovnomérny pohyb v kolmé ose. Doba
padu je
e
(Y

Za tuto dobu se v druhé ose proud vody posune o vzdélenost

dzvtzﬂQg(H—h)ﬁ:Q (H-h)h.
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Proud vody tedy dostiikne na vzdédlenost 24/(H — h) h. Je zajimavosti, Ze nezavisi na tom,
jak velké je tihové zrychleni. Jediné, co staci predpokladat, je, ze je néjaké konstantni nenu-
lové tihové zrychleni v oblasti, kde experiment provddime. Samoziejmé tedy mame na paméti
spoustu predpokladi z poc¢atku. Navic bychom neméli kapalnou vodu, kdyby v okoli nebyl né-
jaky tlak vzduchu. Vratme se k puvodni otdzce, a to maximalizaci vzdédlenosti d. Odmocnina
je funkci, kterd je rostouci. Tedy pokud je maximalni jeji argument, tak je maximélni i tato
odmocnina. Sta¢i tedy maximalizovat funkci f = (H — h) h. H uvazujeme jako fixn{ a ménime
h. Upravime funkci na ¢tverec

H\?> H?
:Hh—hQ:—(h——) + 2
/ 2 4
Ze zapisu vidime, zZe maximum nastane u nasi funkce pro h = % Nejvétsi dostrik nastava

pro otvor v polovi¢ni vysce. Konkrétné voda dostiikne do vzdalenosti dmax = H. Tim méame
odpoveéd na prvni otazku.

Druhé otazka je komplikovanéjsi. Tu budeme fesit uz pro néjaké konkrétni odhadnuté hod-
noty numericky. Uz v zad4ni jsme naznacili, ze by mohlo byt vhodné vyuzit numerickou simulaci
a odhadnout parametry. Po¢dteéni naplnéni ldhve budeme brat jako H = 25cm = 0,25 m. Plo-
chu prifezu lahve budeme brat jako S = 60cm? = 6,0 - 107> m?. To odpovidi maxim&lni
rychlosti vytoku v nulovém ¢ase zhruba 1,6 m-s~'. Priifez otvoru pak miizeme fadové odhad-
nout na S, = 2,0mm?. To odpovida realistickému po¢ateéni rychlosti poklesu hladiny o 3,1 cm
za minutu, kterd ovsem okamzité zac¢ne klesat.

Pro numerickou simulaci vyuzijeme néastroj, ktery maji dostupni témér vsichni, a to Micro-
soft Excel. Neni to sice prostfedi, které by pouzivali bézné profesiondlni fyzici pro simulace,
ale pro jednoduché vyuziti vyuZiti ndm postadi. VyuZijeme zde doplnék ,Regitel* (v anglické
verzi ,Solver”), ktery se sice skryva v instalaci, ale musite si ho pfed prvnim pouzitim zavést
(hledejte postup v ndpovédé). Alternativné muzete také vyuzit néjaky volné dostupny tabul-
kovy procesor a také neni nutné vyuzit néjaky doplnék, ktery ale pravdépodobné bude také
existovat, ale ptfi optimalizaci pouze jednoho parametru ho mizete ménit manualné.

Pripravime si list, kde uvedeme definované pocatecni hodnoty a konstanty. Sestavime vzorce
na zménu vysky hladiny v 1ahvi. Odhadli jsme se, ze ¢asovy krok 0,01s bude postacujici pro
nase potreby. To by mélo stacit pro pfesnost vysledku na tfi platné cifry. Nas algoritmus je
nasledujici. V daném case vypocitadme z vysky hladiny rychlost vytoku kapaliny. Na zakladé
rychlosti vytoku ur¢ime objem kapaliny, ktery vytece a nasledné i pokles hladiny v lahvi¥ Pokles
hladiny pouzijeme pro zménu aktudlni vysky hladiny vody v ldhvi. Pomoci dopliiku Resitel pak
maximalizujeme hodnotu v bunce s vzdalenosti dostfiku vody pomoci zmén bunky s vyskou
otvoru nad podlozkou. Vypocet si mizete prohlédnout v souboru¥ Pokud byste se zajimali
o lep$i metody numerického vypoctu, podivejte se na seridl 31. ¢i 21. ro¢niku FYKOSu.

Pro ndmi odhadnuté hodnoty a pro otevieny vrsek ldhve je optimalni vytvorit dirku 11,7 cm
nad povrchem stolu. Po minuté bude dostiik z této vysky 21,9 cm.

V ramci zadani byl v tloze skryty bonus, a to prozkoumat i variantu s uzavifenou lahvi.
Jak jsme jiz naznacili, tak pro idedlni ldhev je dostfik na pocatku stejny. Nedoslo totiz jesté
k poklesu hladiny a poklesu tlaku nad kapalinou. Pro piipad, Ze sledujeme vytok po minuté je ale

Mohli bychom né&jaké kroky vynechat. Jeden z téchto dvou tdaji je vliastné zbyteény. Ale je dobré sledovat
ve vypoctu i néjaké vedlejsi veli¢iny, kdyz hledate chybu. Také je vhodné optimalizovat postup, kdyz chcete
vysledky zpfresnit a jste omezeni vypocetnim vykonem. Nicméné s pouzitim dnesniho bézného notebooku
a Excelu neni problém si dovolit ,luxus® par sloupecku navic.

2TODO URL souboru
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Rychlost vytoku pak pocitdme z rozdilu tlakl uvniti na drovni otvoru ve sténé a atmosférického
tlaku venku. Kdyz bude rozdil nulovy, tak se vytok z lahve zastavi. Pro potfeby tlohy budeme
predpoklddat, Ze je vnifni prarez ldhve konstantni az do vysky, kterou zvolime jako H; = 30 cm.

Hlavnim problémem, na ktery narazime pro takto nastavené parametry, je, Ze vytok po
néjakych par sekundach prestane. Konkrétné pokud se pak snazime alespon maximalizovat
dobu vytoku, pak dosdhneme 3,4s pro nulovou vysku otvoru nad podlozkou. Pokud otvor
umistime vyse, pak je doba jesté krat$i. Muzeme zmens§it otvor v lahvi ¢i zvétsit prostor v 1dhvi
nad hladinou. Obé tyto zmény mohou vést k tomu, ze voda z jinak dokonale tésné ldhve bude
vytékat déle. Lahev moc zvétSovat nechceme, tak upfednostnime zmenseni otvoru. Zmenseni
plochy na desetinu nepostaéi, zmensime tedy na jednu setinu, tedy 0,02mm?. Pak dostdvdme
vysledny dosttik 18,8 cm pro otvor 10,8 cm nad povrchem stolu.

Vykon baterie

Nejdiive se zamérime na situaci s rezistorem s odporem R a stejnosmérnym proudem. Proud
protékajici obvodem bude

f— Ue
 Ri+R’
Napéti se rozdéli na vnitini odpor a na spotrebi¢. Tedy napéti na rezistoru bude
R
U=U——.
Ri+ R

Vykon na spotiebici je soucin proudu a napéti na soucéstce

P=UI= %Uﬁ :
(Ri+R)
Vidime, ze pro R blizici se 0 jde vykon také k 0. Obdobné pak pro velmi velky odpor R
jde vykon k 0. Maximum bude tedy nékde pro néjakou kone¢nou hodnotu. V tomto pripadé
extrém budeme hledat analyticky pomoci derivace. Chceme hledat extrém P v zavislosti na R,
tedy derivujeme
P (Ri+R)272R(Ri+R)U2 _ Ri—-R

dR ~ (R + R)* © (Ri+R® "
Abychom nalezli extrém, polozime derivaci rovnou nule
dP
— =0 = R=R;.
dR
Maximalni vykon nastane pro odpor, ktery je stejny jako vnitini odpor zdroje a bude mit
2
hodnotu Ppax = %

Podivejme se na verzi tlohy se stfidavym proudem. Budeme predpokladat, ze prvky RLC
jsou zapojeny v obvodu sériové. Pak je celkova impedance obvodu

Z _\/(R+R¢)2+<wL—wlc)2,
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kde w je uhlova frekvence proudu. Zajimé nés uziteény vykon na spotiebici, tedy ¢inny vykon
P = Ul cos ¢, kde cos ¢ je Gcinik, ktery ur¢ime z fdzového rozdilu, pro ktery plati

1
wlh - 5e

tgp = R

Po trose préce zjistime, ze vysledek je stejny jako ve stejnosmérném pripadé. Pouze je
potieba doplnit podminku pro vztah mezi kapacitou, indukénosti a tihlovou frekvenci, a sice

1
LCc"
S touto podminkou je Gcinik rovny 1, tedy maximdlni mozné hodnoté, a obvod se, co se tyce
vykonu, chové jako rezistor.

Jadra dusiku

Normélni podminky odpovidaji tlaku po = 10° Pa a teploté t = 0°C, resp. T = 273,15K.
Stredni kvadraticka rychlost ¢astice v plynu, kterou si mizeme najit v tabulkach, je

3kT
Vi = —_—,
mo
kde k = 1,38 - 10722 J.K™! je Boltzmannova konstanta a mo hmotnost ¢stice. Ta byla za-
déna tim, Ze jde o atomdrni dusik 14, tedy mo = 2,33 - 10~2° kg. Rychlost obou &stic bude
v ="700m-s"".
Pokud by nékdo vzal molekulu dusiku, pak by hmotnost byla dvojndsobna a rychlost mole-
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tim, Ze je v nich pfitomno vic jader a muze pak zalezet i na orientaci. Také bylo v zadani
uvedeno pouze jadro, abychom nemuseli uvazovat elektronovy obal.

Dusik mé atomové ¢islo 7, tedy nédboj kazdého jadra je Q = Te, kde vystupuje elementar-
ni ndboj e = 1,602 - 107'° C. Pokud chceme jidra dostat k sobé co nejblize, pak je posleme
proti sobé celné. Rychlost, kterou jsme jiz uréili, maji ale nékde ve velké (nekonecné) vzdéle-
nosti od sebe a jak se zac¢nou priblizovat, tak se rychlost zac¢ne snizovat. Pusobi totiz na sebe
odpudivou elektrostatickou silou. Gravitacni pritazliva sila je v tomto pripadé vuci elektrosta-
tické zanedbatelnd. Otazkou tedy je, kdy se preméni vSechna kinetickd energie na potencialni
elektrostatickou, kterou mizeme v zavislosti na vzdélenosti r vyjadrit jako

1L QF_ 4971

p = =
Ineg T Aneo 1’

kde g9 = 8,854 - 102 F-m ™" je permitivita vakua. Kdyz uvdzime, ze pokud jadra v nekoneénu
méla obé stejnou rychlost, pak mizeme psat

1 5 49e% 1
2B, = 2~ = -
B Y e T
49¢2 1 . _6
- 21,0010
"7 dmeo KT m



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXIII.V.S

Je dobré si vS§imnout, Ze hmotnost ¢astice ani nepotfebujeme znat, pouze teplotu — hmot-
nost jsme pouzili pouze pro mezivypocet rychlosti ¢astic. Vidime, ze zjednodusenimi, které jsme
provedli, jsme ziskali situaci, kterd ani zdaleka blizkd bézné situaci v plynu, ktery dychame.
Zde jsou molekuly daleko blize k sobé nez 1um. Je to ddno zejména tim, ze jsme uvazovali
zcela ionizovany plyn, ktery kolem nds také neni, ale jsou zde neutralni molekuly. Ve vzdéle-
nostech vyrazné vétsich ne’ je polomér atomu, Fadové 10 - 107 m, se chovd atom zvnéjsku
obvykle neutralné a odpudiva elektromagneticka sila se projevi az ve vétsi blizkosti. V bézném
neionizovaném plynu se tedy atomy dostavaji daleko blize k sobé, coz je nutné i kvuli tomu,
kolik jader se obvykle vejde do jednotkového objemu vzduchu. Kviili silnému odpuzovani jader
elektromagnetickou silou je také tak tézké primét jidra k jaderné fuzi.

Teplota déje v plynu
Méme zadany déj v plynu
p=npoe V.

Plyn povazujeme za idedlni a muzeme tedy psat
pV =nRT,

kde n je latkové mnozstvi plynu, R = 8,31 J-K~*-mol™! je molarni plynova konstanta a T je
jeho teplota. Vyjadrime si teplotu jako funkci ostatnich veli¢in

pV pUV —aV
T=—7=—7¢ .
nR nR
Teplota je nyni vyjadfena pomoci objemu, ktery je proménny, a dalsich konstant, které jsou
pro uzavieny systém konstantni. Podobné jako u vykonu rezistoru, vidime, ze pro nulovy objem
a nekonecné velky objem by byla teplota nulova. Zderivujeme teplotu podle objemu a budeme
hledat extrém -
Po —av
— = — 1—aV ).
v ~ngt  d-eV)
Nyni polozime derivaci rovnou nule. Pouze posledni ¢len soud¢inu ndm dé néjaky vysledek (ex-
ponenciéla nikdy neni nulovd), a to

1—-aV =0 = V =

1
o
Maximalni teploty Tmax = ﬁ dosdhne plyn pro objem V = é
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