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Serial: Polarizace

V minulém dile seridlu jsme se zabyvali vinénim, které se odehravalo pouze v jednom rozméru —
struna mohla oscilovat pouze vertikalné, castice reprezentoval pouze jedna vlnova funkce atp.
Nyni se zkusime zamyslet nad tim, co se stane, kdyz se vlnéni objevuje ve vice rozmérech, které
jsou navzajem provazany. Napiiklad, mizeme pfemyslet nad oscilacemi struny v obou smérech
kolmych na smér napnuti struny, nebo premyslet nad tim, jaké vilny mohou existovat v nabyté
tekuting, kde kromé hustoty a teploty se mize ménit i ndbojova hustota. Jako konkrétni priklad
si ukdzeme pomalé vinéni v plazmé, které spliiuje rovnice takzvané magnetohydrodynamiky.
Zacnéme ale pomaleji, se strunou, kterd muze kmitat ve dvou smérech.

Svihadlo

Uvazujme nyni Svihadlo napnuté mezi dvéma body, takze napéti ve svihadle je T. Délkova
hustota svihadla je p. Zvolme soustavu souradnic tak, aby svihadlo bylo napnuté podél osy x,
a aby jeden uchyt Svihadla lezel v pocatku soustavy souradnic. Necht u je vychylka Svihadla z
rovnovazné polohy ve vertihdlnim sméru (podél osy z), a v je vychylka $vihadla v horizontalnim
sméru (podél osy y, tj. kolmo na smér napéti). Mohli bychom zopakovat stejné odvozeni jako v
minulém dile, avsak musime brat v potaz dva rozméry, ve kterych se svihadlo miize pohybovat.
To Ize nejlépe ucinit pomoci vektorového formalismu.

Vime, ze vertikalni silu pusobici na element délky dz v jednom rozmeéru slo uréit jako dF' =
= T%}‘ dz. Lze pfedpoklddat, Ze oscilace v dalsim sméru budou nezdvislé (nijak nezdvisi na

oscilacich v ptivodnim sméru), a pro silu v druhém sméru bude platit dF' = T% dz, a tedy
pro celkovou silu muzeme zapsat
8%u
dF =T— dz
ox2

kde u = (u v)T adF = (dF dF'). Druhy Newtontuv zédkon pak lze zapsat jako

0%u 9*u
ted
o Pu_ T oM
o2~ p ox2’

Toto je nas dvourozmérny analog vlnové rovnice. Dulezité je, Ze zachovavame fakt, ze vychylky
v obou smérech jsou stéle funkce pouze jedné proménné casu a jedné proménné pozice, a tedy
miuizeme provést Fourierovskou substituci jak jsme zvykli, coz vede k vektorové rovnici
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kde 01 je komplexni vektorovd vychylka, a plati u = Re1, a redlnou ¢ést bereme z kazdého
komponentu zvlast. Toto je vlastné soustava algebraickych rovnic, kterou lze zapsat v maticové

podobé jako
IR_yt o a\ _ (o
0 Tk =w?)\o) \0)"’

kde 4 a ¥ jsou komplexni vychylky v jednotlivych smérech. Ve Fourierovské substituci jsme
predpoklddali tvary feseni

~ thr—iwt
U = upe
~ ikx—iwt
vV = voe

kde uo a vo jsou potencidlné komplexni konstanty. Jelikoz exponencidlni ¢ist je pro oba sméry
shodnd, muzeme maticovou rovnici upravit na

TR2ow? 0 w) (0
0 Zir—uw?) (w) = \0

Zde pouzijeme jiz znamy formalismus z norméalnich modi — takové to rovnice maji netrividlni
feseni pouze pokud determinant této matice je nula, tedy

e 0
’ 0 A =0
2
(TkQ—w2> =0
p
w==£ Zk
p

Dostavame tedy stejny disperzni vztah jako v jednorozmérném piipadé. Matice se v tomto
pripadé stava nulovou matici, a tedy uo i vo jsou zcela neomezeny, tj. vinéni miuzeme zapsat
jako libovolnou linearni kombinaci

(z, t) = ugetkr it <é) 4 ppetikr it <(1)>

kde sméry propagace obou vln mohou byt nezavislé. Témto odliSnym vlnadm se ¥ik& polarizace
daného vlnéni, a vektor

o

Vo

nazyvame polarizacni vektor. Jak presné uréime konstanty uo a vo? Uvazujme nyni konkrétni
pripad — necht se $vihadlo pohybuje jako pii klasickém preskakovani, tj. obiha okolo rovnovazné
polohy tak, ze jednotlivé elementy se pohybuji konstantni thlovou rychlosti po kruznicich,
jejichz polomér se zvysuje smérem ke stfedu Svihadla, kde dosahuje maxima. V case t = 0 lze

amplitudu svihadla zapsat jako
m%mz(AmﬁLU,
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kde A je redlnd konstanta. Dilezitd je také rychlost svihadla v Case ¢ = 0, kterou muzeme

zapsat jako
du _ 0
ot~ \Awsin (%) '

Jak tento pohyb zachytit pomoci polarizaci? U stojatého vinéni uz jsme zvykli, Ze zpravidla
Ize zachytit pohyb jako superpozici dvou vln propagujicich se v opa¢nych smérech. Navrhujeme

tedy
ﬁ({E7 t) _ (uo) eik:cfiwt + (Ul) 67ikz7iwt .
Vo (%1
V case t = 0 tedy plati

i, 0) = (uoeikgc + uuf“”) _ ((uo + u1) cos(kz) + i(uo — u1) sin(kx)) .

voe®*® 4 v e~ (vo + v1) cos(kz) + i(vo — v1) sin(kx)
Redlnou ¢ast zde muzeme urcit jako
u(z,0) = (Reuo + Rewi) cos(kz) + (Re(iuo) — Re(iuq)) sin(kz)
777\ (Rewg + Rewvr) cos(kz) + (Re(ivo) — Re(ivy)) sin(kz)

b

Abychom splnili poc¢atecni podminky, potfebujeme k =  a déle

Rewo +Reu; =0
Re(iug) — Re(iui) = A
Revog +Revy =0
Re(ivo) — Re(iv1) = 0.
Jelikoz pro obecné komplexni ¢islo plati
Re(iz) = —Imz
miuzeme psat
Reup = —Rewus
Revg = —Rev:
Imvy = Imv;
Imug =Imu; — A
Toto jsou prvni ¢tyfi rovnice pro celkem osm nezndmych (redlné a imagindrni ¢asti uo,1 a vo,1).
Dalsi ¢tyri rovnice 1ze odvodit z rovnice pro pocatec¢ni rychlost. Plati
ou
ot

= (—iw)a
a tedy

- (Re(—ivo) + Re(—iv1)) cos(kx) + (Revo — Rewv1) sin(kz)

du ((Re(—iuo) + Re(—iu1)) cos(kz) + (Reuo — Reuy) sin(kx))
ot Y
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A méme tedy Ctyri rovnice
Imup = —Imuy

Rewup = Reus
Imvg = —Imwv;
Revg =Revi + A
dosazenim z predchozich rovnic dostavame
Imu; — A= —Imu;
—Reu; = Rews
Imv; = —Imwv;
—Revi =Revi + A
A méme tedy

A
’U1——§
A
’LL1—Z§
A
UO7_Z§
A
UO?E

A celkovy ¢asovy vyvoj lze popsat vyrazem

- A _tkx - A _—ikx : g
alzt) = [ L2€ +i15e —iwt _ g sin (fm) —iwt
u(z,t) = Agike _ A —ike e = - e )
2

56

tudiz v realné vychylce
e (T cos(wt)
u(z,t) = Asin (La:> (sin(wt))

Viny v plazmatu

Rozmeér, ve kterém vlny osciluji, ovSem nemusi byt pouze prostorova dimenze, mize se jednat
0 jiny stupen volnosti vinéni. Tuto skute¢nost budu reprezentovat na modelu plazmatu. Pred-
pokladejme, zZe plazma se skldda z nabitych castic, elektronti a jader. Budeme uvazovat pohyby
pomalé,; tj. budeme predpokladat, ze jakdkoliv dynamika elektroni ustala a vedla k vybalan-
covani elektrického pole. Dale budeme zkoumat pouze 1D plasmu, tj. budeme predpokladat,
ze veskeré hodnoty se méni v prostoru pouze v zdavislosti na souradnici = kartézského sou-
fadnicového systému. V takovém piipadé jsou rovnice magentohydrodynamiky rovnice, které
musime vyfesit. Jedna se o soustavu dvou skaldrnich diferencidlnich rovnic a dvou vektorovych
diferencidlnich rovnic. Postupné je nyni predstavime.

Prvni rovnici je tzv. rovnice spojitosti, kterd zajistuje, ze hmota plazmatu se nikam neztraci.
Jeji tvar je

dp

0
E‘F%(Pvz)—o
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. T . wr s, s rs
kde p je hustota plazmatu a v = (vz Uy vz) je rychlost plazmatu. Dalsi skalarni rovnici je
stavova rovnice plazmatu. Tu je obecné slozité urcit presné, takZe zde pouziviame pouze obecnou
fenomenologickou stavovou rovnici, kterd ma tvar

(2+u2)(2) =0

ot “ oz p7 )

kde P je tlak v plazmatu, a 7 je konstanta. Pro idealni plyn by treba tato konstanta referovala
k Poissonové konstanté. Tato rovnice vlastné zajistuje adiabati¢nost stlacovani plazmatu.

Mizeme tedy prejit k vektorovym rovnicim. Prvni z nich je tzv. Navier-Stokesova rovnice,
kterd reprezentuje druhy Newtonuv zdkon v tekutindch

_ 9P 0
ov 0 Oz 1 oB
EARETIIA ): 0 |- —Bx | -2

p(@t Y or 0 o o8y
ox

kde B = (Bx By BZ)T je magnetické pole v plazmatu, a X znac¢i vektorovy soucin. Této
jednotku objemu tekutiny, jednak kvuli nerovnosti tlaku, a jednak kvuli magnetickému poli,
zatimco na levé strané je popsana zména hybnosti tekutiny v daném bodé.

Posledni vektorova rovnice je tzv. indukéni rovnice, kterd plyne z Maxwellovych rovnic v
nasem modelu, a ma tvar

0
OB _ | _awxB).
ot o(v¥B),
Ox

Piimé teseni téchto rovnic je ziejmé extrémneé tézky kol - jedné se o soustavu nelinedrnich
diferencialnich rovnic. Ukazuje se, ze jedno relativné trividlni reseni se sestava z klidového stavu
p = po, P =Py, v=0aB = By, kde veli¢iny oznacené indexem 0 jsou konstanty jak v ¢ase tak
v prostoru. Kolem tohoto klidového stavu mtzeme rovnice linearizovat, abychom ziskali vlnové
rovnice.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze magnetické pole Bg lezi v rovinné zz,
tedy Boy = 0. Déile predpoklddejme, Ze obecné veli¢iny lze zapsat jako p = po + p1(z,t),
kde |p1] < |po| pro vSechny Casy a pozice, a obdobné pro ostatni veli¢iny. Dosazenim téchto
veli¢in muzeme provést linearizaci nasich rovnic, pokud zachovame ¢leny pouze do prvniho radu
"malych” veli¢in. Mysleme pritom, ze vo = 0.

Prvni rovnice je linearizovana jako

Op1 Ov1z

FRAT

=0

Druhé rovnice vyzaduje slozitéjsi apravu
(2o 2y (Loth)
ot e (po+ p1)”

-
(po+p1) " =p" <1+p1> X (1—7[)1)
Po Po

Plati
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Pokud tedy v zachovavame pouze ¢leny do prvniho fddu, dostédvame

— 0 0 YP1
v (O 9 _ p,JPL =
Po ((,% + vz 8:0) (Po P o + Pl) 0

Jelikoz Py je konstantni, a ostatni ¢leny v druhé zévorce jsou jiz prvniho fddu "malosti”, pouze
¢asovd derivace zustane v nasem piiblizeni do prvniho fddu, a plati tedy (pro nenulovou hustotu

po)
oP1  ~yPoop1 _

ot Po ot
Navier-Stokesovu rovnici rozepiseme v jednotlivych komponentech. Déle zavedeme thel «,
ktery urcuje odchylku pole Bg od sméru osy x, plati tedy Bos = cosaBo, Bo. = sin aBy, kde
By = |Bg|. Pak muzeme psat (zde jiz bez odvozeni, zaddné zvlastni triky zde nejsou)

avlz o _8P1 _ iB SinaaBlz
ot T or 140 0 ox
Ov1- = iB cosaaBlz
0 ot B Mo 0 or
8U1y 1 Bly
= —B 3 E——
pPo at 1o 0 COS @ ax
Obdobnym zptsobem muzeme odvodit tfi rovnice plynouci z indukéni rovnice
ale _
ot
OB Ov1. . Ovig
81&1 = By cos « gglc — Bpsina g;
0B 1o}
atly = Bpcosa g;y

Celkem mame tedy osm rovnic pro osm neznamych - 3 komponenty B1, 3 komponenty vi,
a déle p1 a Pi.

Ve vektorovych rovnicich jsme zdmérné psali komponent y jako posledni. Divodem je, ze
tyto rovnice jsou oddélené od ostatnich rovnic — neznamé vi, a By se vyskytuji pouze v nich.
To znamena, ze vlnéni popsané témito dvémi rovnicemi je nezavislé na vlnéni které je popséno
zbytkem rovnic.

Nyni budeme dile postupovat jiz standardné — provedeme Fourierovskou substituci pro
véechny veli¢iny typu p1(z,t) = p1 = Ae™® ! kde A je komplexni konstanta a p; je kom-
plexni vychylka (v tomto pfipadé hustoty). VSech osm rovnic pak lze zapsat maticové jako

ik Bo cos iw 0 0 0 0 0 D1y
—iwpo  —ik=Bocosa 0 0 0 0 0 B,

0 0 —iwpPo 0 %Bo sin « 0 ik Ve

0 0 0 —iwpPo f%Bo Cos & 0 0 1212
0 0 itkBosina —ikBgcosa —iw 0 0 B,

0 0 ikpo 0 0 —iw 0 P1

0 0 0 0 0 iwie gy P

PO
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kde jsme vypustili trividlni rovnici —iwBi, = 0, ze které plyne zkratka Bi, = 0. Opét zde
vydime, ze prvni dva komponenty polariza¢niho vektoru (ktery mé celkem 7 komponentil!) jsou
nezavislé na ostatnich. Abychom uréili disperzni vzorec, je potieba urcit determinant této velké
matice. Zde se budeme vénovat pouze bloku 2x2, ktery odpovidd nezavislému vInéni v viy a
Biy. Tyto vilny nazyvame Alfvénovy viny.

Determinant matice 2x2 ur¢ime snadno

ik Bg cos a iw 21l o o 2
i _ikLB =k"—Bgcos“a—wpo,
wpPo A 70 0 COS & %)

a z podminky, ze determinant musi byt roven nule, vychazi disperzni vztah

_ Bg cos a
/o po

To tedy znamend, Ze vilny maji linedrni disperzi (stejnou jako svétlo nebo zvuk) s fadzovou
rychlosti

Bo cosa
Vp = ——— .

VI0P0

Plati tedy, ze ¢im vice je pole By odklopené od sméru z, tim pomaleji se vlny propaguji.
Pro urcéeni polariza¢nich vektort dosadime tento vysledek zpét do maticové rovnice, kde ale
zapiseme pouze blok 2x2

.ilicBBocosa i@% oy \ _ (0
—1 \(]/%Sa\/fTO —3 ()H((Z)Osa Bly O

7 ¢ehoz plyne, ze mozné reseni je
(f)ly ) < v )
Bly " VEopo

kde v je komplexni konstanta s rozmérem rychlosti. Oscilace v By, tedy probihaji v pifime
antifazi k oscilacim v1y, a jsou vétsi pro nizsi hustotu plazmatu po.

Zavérem

V tomto seridlu jsme postupné objevovali systémy, které se vSemozné kmitaji, vini a osciluji
v blizkém okol{ lokdlniho minima energie. Svét vln ovsem neni omezen pouze na malé oscila-
ce, existuji i typy vinéni, které splnuji nékteré charakteristiky (napriklad zachovivaji tvar pti
pohybu), ale od jednoduchych vin se odlisuji. Naptiklad, rovnice, kterd je popisuje, muze byt
nelinedrni, takze napiiklad viny musi mit konkrétni amplitudu. Nelinedrni rovnice jsou ovsem
Takové systémy se stale zkoumaji v soucasnosti. Nicméné linearni vlnéni a oscilace jsou stale
velmi ¢asto pritomné v mnoha systémech, a véfime, ze zkuSenosti nabyté v tomto seridlu se
vam budou velmi hodit ve vasi fyzikdlni kariéfe.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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