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Novy rok a nova série!

Milé tesitelky, mili fesitelé,
novy rok je tu a s nim i 4. série FYKOSu!

Ve Ctvrté sérii si vyzkousime netradi¢ni krouceni pruzinek, prozkoumame termodynamické
objevy a taktiky mravencu, zjistime, jak by vypadalo letectvi na jinych planetdch, a zméfime
si, jak ndrocné je pro sestticky operovat s injekénimi sti{kackami (samoziejmé zcela bezpeéné).

Nezpomente, Ze feSeni 4. série je skvéld prileZitost, jak si ziskat misto na podzimnim sou-
stfedéni FYKOSu (o némz pevné doufdme, ze se ndm jej i pfes nepiiznivou situaci podaii
uskutecnit).

A v neposledni fadé se urcité prihlaste na Fyziklani, které letos vyjimecné probéhne online,
a to 12. 2. 2020. Bohuzel se tentokrat nemutzeme na soutézi setkat osobné, o to vice jsme se
ji vdm vSak snazili zpestfit — a nepfijdete ani o tradi¢ni vikendovy program! Vice se o ném
dozvite na strankach soutéze fyziklani.cz.

Mnoho tdspéchii a pevné zdravi do nového roku preji Organizdtori

Zadani IV. série

Termin uploadu: 23. 2. 2021 23.59
Termin odeslani: 22. 2. 2021

Uloha IV.1 ... dvé kapky 3 body

Od vodovodniho kohoutku se tésné za sebou odtrhnou dvé kapky a zac¢nou padat dola. Jak se
bude jejich vzajemna vzdalenost ménit v case? Odpor vzduchu zanedbejte.

Bonus Odpor vzduchu zapocitejte, odhadnéte potiebné parametry a urcete vzdélenost kapek
po dlouhé dobé.

Uloha IV.2 ... pruZinek neni nikdy dost 3 body

Jakou préci vykondme pfi zkroucen{ pruziny z rovnovazné polohy o tihel « = 60°, pokud pruzinu
ve zkrouceném stavu udrzujeme momentem sily M = 1,0 N-m?

Uloha IV.3 ... k¥iva optika 5 bodii

Méjme bodovy zdroj svétla a rovinnou sklenénou desku s indexem lomu n = 1,50. V misté
paty kolmice od zdroje na desku se uvniti desky nachézeji vlnoplochy s polomérem kfivosti
R =5,00m. Jaké je skute¢nd vzdalenost zdroje a desky?

Uloha IV.4 ... mravendéi 8 bodu

Mravenci prisli na zajimavy zpusob vyhrivini mravenisté — vylezou ven, nechaji se ohiat slu-
necnim zarenim a opét vlezou dovnitt, kde zase predaji teplo mravenisti. To aproximujeme
kuzelem o vysce H = 0,8 m s polomérem podstavy Ro = 1,5m. Celulézové stény s tepelnou
vodivosti A = 0,039 W-m ™" K~ jsou &iroké 2 cm.
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Predpokladejme, Ze vesSkerd tepelnd vyména mezi mravenistém a okolim (které ma teplo-
tu 7o = 10°C) je zprostiedkovdna pouze mravenci a vedenim pfes stény, tepelnou vyménu
se zemi muzeme zanedbat. Mravenec vdzi m = 5mg a ma mérnou tepelnou kapacitu odha-
dem 4000 J-kg™'-K~'. Kolik mravenct vyhiétych na Ty, = 37 °C musi kazdou sekundu pfilézt
do mravenisté, aby v celém vnitinim objemu udrzeli konstantni teplotu Ty = 20 °C?

Uloha IV.5 ... Efchari-Goiteia 8 bodii

Efchari a Goiteia jsou dvé slozky dvojplanety okolo neddvno vzniklé hvézdné soustavy. Obihaji
polomér Ry = 4300km, hustotu p1 = 4100 kg-m_3 a dobu siderické rotace 77 = 14 h. Goiteia
je mensi s polomérem Ry = 3800km, mé vSak véts hustotu pz = 4500kg-m ™3 a kratsi dobu
rotace T> = 11 h. Osy rotace planet i soustavy jsou rovnobézné. Za nékolik set miliont let prejde
soustava diky slapovym sildm do tzv. vazané rotace. Urcete vyslednou zménu obézné doby za
predpokladu, Ze télesa jsou homogenni a priblizné sféricka.

Uloha IV.P ... ptik Fykosik na dovolené 10 bodu

Jak by fungovalo letectvi na jinych planetdch (s atmosférou)? Zajimejte se hlavné o proudova
letadla. Které parametry by ptsobily pozitivnéji a které negativnéji nez na Zemi?

Uloha IV.E ... dechberouci stiikacky 13 bodu

Urcete velikost treci sily mezi pistem a sténou injekéni st¥ikacky, kterda vam prisla postou.

Uloha IV.S ... oscilace oxidu uhli¢itého 10 bodu

Budeme modelovat kmity v molekule oxidu uhli¢itého. Jednd se o linedrni molekulu s jednim
atomem uhliku mezi dvéma atomy kysliku, lezicimi spole¢né na jedné ptimce. Uvazujme pouze
kmity podél této primky. Predpokldadejme, Ze pro malé vychylky lze molekulu modelovat jako
spojeni uhlikového atomu s kazdym z kyslikovych pomoci pruzin o tuhosti k. Atom uhliku mé
hmotnost M, hmotnost kyslikového atomu je m.

Sestavte rovnice urcujici sily, které pusobi na atomy pri malych vychylkach podél osy uvazo-
vané molekuly. Ta je symetrickd vic¢i zaméné nékterych atomi. Vyjadfete tuto symetrii pomoci
matice pusobici na vami definovany vektor vychylek. Déale urcete vlastni vektory a vlastni ¢isla
této matice. Takovato symetrie vSak neni kompletni — vysvétlete, které stupné volnosti nezahr-
nuje.

Déle sestrojte maticovou rovnici popisujici kmity systému. Dosazenim vlastnich vektoru z
matice symetrie, které rozsirite o symetrii neomezené stupné volnosti, urc¢ete normalni mody
systému. Déle spocitejte jejich thlovou rychlost/frekvenci a nacrtnéte sméry oscilaci. Jaké dalsi
mody (stéle pouze ve sméru osy molekuly) by systém mohl obsahovat? Urcete frekvenci a smér
pro kazdy mod, jejz se vam podari nalézt.
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Reseni Ill. série

Uloha IIL.1 ... pecici 3 body; prumér 2,78; fesilo 80 studenti

Pri pecdeni perniku se do tésta pridavd jedld soda — hydrogenuhlicitan sodny (NaHCO3). Uva-
Zujte, Ze se pri vyssi teploté rozlozi podle rovnice

2 NaHCO3 — Na2003 + HQO + COQ

na uhli¢itan sodny, oxid uhli¢ity a vodu. O kolik se diky bublinkam oxidu uhli¢itého a vodni
pary zvétsi objem buchty, kdyz do ni pridame 10 g hydrogenuhlic¢itanu sodného? Pocitejte, ze
oxid uhli¢ity a vodni para se chovaji jako idealni plyny a tésto v okoli bublinek tuhne pri
teploté 200 °C a tlaku 1013 hPa. Kdta chtéla upéct buchtu.

7 rovnice je patrné, Ze pocet molu hydrogenuhli¢itanu sodného je roven poc¢tu moli plynu
(vodn{ pary a oxidu uhli¢itého). Pro uréen{ poé¢tu moli plynu tedy staéi pouze urcit pocet moli
NaHCOsg, a to jako podil hmotnosti této latky a jeji molarni hmotnosti

mh
np = — .
My,

Molérni hmotnost hydrogenuhli¢itanu sodného ziskdme souctem molarnich hmotnosti jednot-

livych atomu, z nichz se dand molekula sklddd. Tyto tdaje nalezneme napiiklad v periodické
tabulce prvka a dostavame

My, = Mxa + My + Mc + 3Mo = 84,02 g-mol ™.
Objem plynu ur¢ime pomoci stavové rovnice idedlniho plynu
pV =nRT,

kde R = 8,31 J-K~*-mol~! je moldrn{ plynova konstanta.
Pro hledany objem tedy dostavame rovnici

nRT  RTmy

V = =
P pMhy

Po ¢iselném dosazeni vychazi objem plynu, o ktery se pernik pri peceni zvétsi, jako 4,62 litru.
Tuto prilis velkou hodnotu jsme dostali kvili pouziti netiplné chemické reakce, unikani plynu
z perniku pri praskani bublinek, a do zna¢né miry také kvuli idealizovanému modelu tuhnuti
tésta kolem bublinek plynu.

Katerina Charvdtovd
katerina.charvatova@fykos.cz
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Uloha IIL.2 ... bungee 3 body; prumeér 1,76; fesilo 85 studentu
Jirka s Katou si chtéji vyzkouset bungee-jumping. Na skok z vysky h = 100 m maji dokonale
pruzné lano o délce | = 40m, které je kalibrované tak, ze kdyz s nim skoc¢i Kéta o hmotnos-
ti mx = 50kg, zastavi se ve vysce hk = 16 m nad zemi. MiZe toto lano bezpecné pouzit Jirka
s hmotnosti my = 80kg? Odpor vzduchu a vysku K&ti a Jirky zanedbejte.

Jirkidv pokoj na kolejich se nachdzi inspirativne vysoko.

V tloze nas zajima pouze pocatecni a findlni stav, bude tedy vyhodné pouzit vypocet pomoci
energii. Konkrétné nas bude zajimat potencialni tihova energie E, a potencialni energie pruz-

v

nulova, bude v téchto bodech nulova i kinetickd energie Ex. Pfitom se nam vyplati polozit
nulovou hladinu E}, do vysky h = 100 m, nikoli do vysky nulové, jak by se mohlo zdat. Uvazme
nyni ¢lovéka o hmotnosti m, jenz se po seskoku s lanem ze zadani{ (o nezndmé tuhosti k) zastavi
ve vysce ho nad zemi. Jeho celkova energie se nebude ménit, a protoze ve vysce h nad terénem
jsou hodnoty vsech typtu energie rovny nule, musi obecné platit

E,+Eg+ Ex =0. (1)
Ve vysce ho nad zemi je pak jeho tihova potencidlni energie rovna
Ey =m(ho — h)g, (2)

a jak je vidét, pro ho < h bude tato energie zdporna. Energie pruznosti lana v této vysce je pak
1 2
E, = §k(h —ho—=1)°. (3)

Rovnice (E) vychézi z obecného vztahu pro potencidlni energii pruziny E, = ky?/2, pfi¢emz si
musime uvédomit, Ze nez se lano za¢ne napinat, uleti padajici clovék [ metri, a vychylka y je
proto o I mensi nez rozdil ho a h.

Zajimé nés vyska nad terénem, ve které se zastavi Jirka — oznacime ji hy. Dosazenim rov-
nic (P) a (B) do rovnice (m) a uvazenim skutecnosti, ze Jirkova kineticka energie je ve vysce hj
nulovd, dostaneme rovnici

my(hy — h)g + %k(h—hJ —-?=0. (4)

Roznéasobenim zavorek prevedeme rovnici do tvaru normované kvadratické rovnice s nezna-
mou hj, tedy

%kh?—km (mJg—k:(h—l))—thg—&—%k(h—l)Z:0. 5)

U této rovnice nam bohuzel zddny trik nepomuze, vysledek proto budeme muset zjistit pomoci
diskriminantu. Jeho hodnota je

D = (myg—k(h—1)*+ 2kmshg — k*(h —1)> = myg (myg + 2kl) (6)

a s pouzitim tohoto vysledku jiz hodnotu hj; ziskame jednoduse jako

k(h—1)—mjyg+£/msg(mig+ 2kl)
p .

hyio =
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Stéle vSak nezndme tuhost lana k. Tu muzZeme zjistit diky tomu, Ze zndme vsechny ostatni
udaje (véetné hk) pro Katin skok. Sestavime rovnici vychézejici ze vztahu ({)), do néjz pouze
dosadime informace tykajici se Kati, a vyjadrime k. Dostaneme

b — Qng(h—hK) (8)
(h—hx —1)?* "~
Po dosazeni do (H) nam vyjdou dva ruzné vysledky, a to hj1 = 84,16 m a hjo = —1,04 m. Prvni
vysledek vychazi z toho, Ze v nasem matematickém popisu problému je lano interpretoviano
jako dokonala pruzina nulové délky upevnéna ve vysce h — [ nad zemi. V tomto pripadé tedy
Jirka ,sedi na stlacené pruziné“, coz vSak nedava z hlediska popisu seskoku smysl. Spravnym
vysledkem je proto pouze hj» = —1,04m, coz znamena, ze Jirka by se zastavil asi 1 m pod
zemi. Pokud tedy Jirka nechce, aby byl tento seskok jeho poslednim, mél by pouzit jiné lano
nez Kéta.
Jiri Blaha
jirka.b@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... bum-bac, bum-bac 6 bodt; pramér 4,03; fesilo 38 studentt

Predstavme si, ze na geosynchronni obéznou drahu umistime velké mnozstvi satelitii. Shodou
okolnosti dojde ke srazce, kterd se vymkne kontrole a vytvori tenkou sférickou vrstvu homo-
genné posetou deseti miliony tlomkii o prumérné velikosti x = 10 cm. Predpokladejte, Ze sméry
rychlosti jednotlivych ilomku jsou v tecné roviné ke sfére orientované nahodné. Kolik casu
priimérné uplyne mezi dvéma srazkami?

Dodo se ucil na stdtnice o transportnich jevech v plynu.

PodTla zadania predpokladdme, ze sa vSetky tlomky nachadzaju v tenkej vrstve. Geosynchrénna
draha je charakterizovand dobou obehu okolo Zeme a je rovna jednému siderickému dnu 7" =
= 23" 56™ 4°. Polomer tejto sférickej vrstvy uréime z rovnovahy dostredivej a odstredivej sily

GM 9 472
R W=
1
2 3
R_<Gi‘42T) =42164km .
7

Dalej potrebujeme uréit rychlost pohybu objektov. Tt mame jednoducho ako drahu za ¢as

v = ? = 3,075 km-s™".

Pristipme k jadru tlohy. Stredny cas medzi zrdzkou jedného konkrétneho telesa s inym
ur¢ime ako cas, za ktory je pravdepodobnost vyskytu iného telesa v potencidlne koliznom ob-
jeme nasho telesa jednotkova. Vzhladom na nadhodné rozdelenie smerov rychlosti je vzdjomnd
rychlost stretu objektov v priemere? u = v/2v. N&§ kolizny objem konstruujeme pozdlz trajek-
torie nasho telesa ako ,trubicu, v ktorej ak sa nachadza stred iného telesa, déjde k zrazke. Na

1

u = <|'Un1 + vn2|> = v<\/n1n1 + 2nins +n2n2> = v<w/1 + 2nins + 1> =uovVI+2-0+1=+V2v
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rozdiel od rovnakych tvah v pripade strednej volnej dréahy castice v idedlnom plyne, vzhladom
na rovnaku vysku vsetkych objektov riesime len 2D problém. Trubicu nahradi pés sirky x na
kazdi stranu od trajektorie telesa? Za &as t mé teda kolizna plocha velkost A(t) = 2z+/2vt.

Uréime dalej plosni hustotu castic na sfére p. Na ploche povrchu gule s polomerom R sa
nachadza desat miliénov tlomkov

N N
TS 4mR?’
Ak polozime ocakévany pocet Castic v koliznej ploche rovny jednej
Nzv/2vt
| = pa = Novut
2nR?

dostdvame stredny ¢as medzi zrazkami jedného konkrétneho telesa s inym telesom

‘P nR*  RT
Nzv2v V2Nz

Zadanie ulohy sa vSak pyta na strednii dobu medzi zrazkami Tubovolnych telies. Tieto zrazky
budu logicky N-krat CastejSie, Cize Cas este musime predelit poc¢tom objektov. Ale este je tu
jeden velmi doélezity detail — takto sme zaratali kazda zrazku dvakrat, musime teda este Cas

prenasobit dvomi.
2RT

V2x N2
Zrazky medzi tymito objektami by boli teda velmi ¢asté. Z poctu tlomkov mézeme za predpo-
kladu strednej hustoty priblizne 500 kg-m > (velkd Cast uvazovanej velkosti ulomkov je prazdny
priestor) odhadnit ich celkovi hmotnost, ktord sa pohybuje len okolo 5000 t. V skuto¢nom pri-
pade budi mat dlomky rézne velkosti a samozrejme, Ze sa nebudi nachadzat len v tenkej vrstve.
No uz aj nas idealizovany pripad jasne ukazuje, aké nicivé dosledky moze mat nekontrolovany
pohyb satelitov.

t =0,5s.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha II1.4 ... vétrnikovy katapult 6 bodti; prumér 3,43; resilo 67 studentti

Maly myséak Joe se rdd katapultuje z konce vrtule ventilatoru tak, Ze se jednoduse ve vhodnou
dobu pusti a odleti. Kdy se ma pustit, aby doletél co nejdal? Vrtule ma délku | a otaci se
s tithlovou rychlosti w, pricemz rovina otaceni je kolma na vodorovnou rovinu. Dodejme, Ze
stred otaceni je ve vysce h nad zemi. Honza md rdd kazZdého, kdo md rdd katapulty.

Zadéani dlohy se dé chapat dvéma zpusoby — muzeme se zajimat o to, pri jakém thlu mysak
bud ulet{ nejvétsi vzdalenost nebo dopadne nejdal od sloupu ventildtoru.
Zamérme se nejprve na prvni pripad. Vysku mysaka nad zemi v Case vystieleni spocitame
jako soucet délky sloupu a vrtule
ho=h—lcosyp.

2Na to, aby sa telesé zrazili, staci, aby sa ich stredy nachadzali vo vzdialenosti « od seba, pri¢om na smere
spojnice stredov nezalezi.
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Uhel o volime tak, ze pii ¢ = 0 sméfuje vrtule orientovana svisle doli. Orientace Ghlu ¢ je pak
standardn{ (proti sméru hodinovych rucicek). Kladny smér osy = volime doprava. P¥i zanedbéni
odporu vzduchu bude vektor rychlosti po pusténi

<vz> ( wlcos ¢ )
v = = . s
Uy wlsiny — gt

kde t je ¢as od okamziku, ve kterém se mysak pustil vrtule. Jako pocatek z-ové osy je vyhodné
zvolit bod, ve kterém se mysak nachazel v ¢ase t = 0. Potom pro jeho souradnice dostaneme

- (%) = Vgl . wlt cos
T \y/) ho—i—fotvy(t')dt' T \h—lcosp+uwltsing — 1gt> )’

kde y # wvyt, jelikoz v, zavisi na Case. Je tedy tieba integrovat, pfipadné z hodin fyziky zname
vzdalenost urazenou volné padajicim télesem s = vot + %atQ.
Pro ¢as dopadu plati y(¢) = 0. Z této podminky vyplyva

lwsinp + \/Z%ﬂ sin? p — 2g (I cos p — h)
t1,2(p) = g ;

coz jsou feseni kvadratické rovnice. Kofen se zdpornym znaménkem vychézi zdporné, a proto
neodpovida fyzikdlnimu feseni, takze dale budeme pracovat jen s kladnym casem t;. Za tuto
dobu mysak uleti vzdélenost x1, pro kterou plati

T1 = Ugt1 = wlticosp.

Dle nutné podminky pro maximalni vzdalenost

dx

@:

dostavame rovnici pro thel ¢, pro ktery bude uleténd vzdéalenost nejvétsi

dz dt1 dcos
0= — (&2 t
g w <d<,0 cosp + t1 dp > s

coz po zderivovani a zjednoduseni vede na

12w? sin @ cos p + glsin ¢
\/l%ﬂ sin? ¢ — 2g (Icosp — h)

—sing (\/l2w2 sin? ¢ — 2g (lcos — h) + lwsin <p> .

0 =cosyp

+lwcosp | —

Tato rovnice nemé analytické fesen{ pro ¢ = ¢(l,w, g, h) a musime se s timto vysledkem spokojit.
Jednu goniometrickou funkci mtizeme nahradit druhou pomoci identity sin® z +cos? = 1, ¢imz
ziskdme racionalni rovnici jen pro jednu proménnou, napriklad sin ¢. Po roznasobeni a umocnéni
dostaneme polynom v této proménné, ktery ale bude mit ptilis vysoky stupen na to, aby byl
fesitelny analyticky (tj. vétsi nez 4).
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Pro predstavu muzeme dosadit hodnoty pro néjaky zcela obycejny vétrnik. Napriklad prol =
=1m,w=1s"" g =98ms % ah = 10m vyjde 6 kofenii pro o, z nichz dva jsou reilné.
Nejvétsi vzdalenost dostaneme pro

Pmax = 3,08 = 176°.
Pusti-li se mysak pod timto tthlem, doleti do vzdélenosti
Lmax — Ua:tmax = WZtmax COS Pmax = _1,501’117

kde zaporné znaménko je cisté nase konvence sméru osy. Vsimnéme si, ze vysel pfiblizné primy
thel, ktery odpovidd témér vodorovnému vektoru pocatecné rychlosti. To je zpusobeno relativ-
né malou thlovou rychlosti vzhledem k vysce stozaru. Pro dosazeni maximalni vzdélenosti je
potom vyhodné investovat vétsinu rychlosti do z-ové slozky.

1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
w
g1

Obr. 1: Zavislost ¢; na w.

Druhy piipad vyfesime tak, ze jako pocatek xz-ové osy zvolime sloup ventildtoru. Vztah pro
souradnici mysdka po vypusténi v zavislosti na ¢ase proto prejde na

o (®) = Ising + vst B Isin ¢ + wlt cos ¢
“\y/)  \ho+ fot vy(t')dt' ) — \h—lcosp+witsing — $gt* |
Cas letu t; v zdvislosti na ¢ bude pofad stejny, jenom se zméni po¢atek soufadnicového systému.
Pro urceni hledaného tthlu znovu pouzijeme podminku

_dr . dt1 dcos
O_d@_lCOS¢+WZ(d¢C05@+t1 o ),
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Obr. 2: Zévislost |z;| na w.

tentokrat s novym vztahem pro z-ovou soutradnici. Po zderivovani a zjednoduseni dostaneme

. 2 9 .
g+ w glsin ¢ + [“w” sin ¢ cos ¢ tlweosp | | —
\/2gh — 2gl cos ¢ + [2w2 sin?

0 =cose

—wsingp (\/Zgh — 2gl cos p + 12w? sin? ¢ + lwsin go) .
Roznasobeni vede na kubickou rovnici pro cos ¢ ve tvaru
(g2 +20%w* + Qghwz) lcos® p— ((g2 + 202w + Zghwz) h — 29[20.)2) cos? p—
— (l2w2 + 4gh> lw? cos @ + hi*w* + 2gh*w® = 0.

Ta muze mit obecné az tii koreny. V tomto pripadé méme Stésti, nebot jeden kofen muzeme
odhadnout, ¢imz rovnici rozlozime na linedrni a kvadraticky clen

(cos<p - %) ((g2 + 2% + 2ghw2) cos® ©+ 2glw2 cos ¢ — (l2w2 + 2gh) w2) =0.

Pro kazdy rozumny ventilator lze predpokldadat h > [ ¢ili tomuto kofenu neodpovidd zadny
realny thel ¢. Pokud by odpovidal, nejspis by se stejné jednalo o minimum. Protoze funkce cos
neni prostd, dostaneme ze zbyvajicich dvou kofent ¢tyti feseni

— arccos A= 9? — arecos AT gl?
Y1 = B 3 P4 = B )

—A — glw? —A — glw?
%7 @3 = — arccos 29

(2 = arccos
B
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kde

A= \/92l2w4 + w? (g2 4 212w* 4 2ghw?) (1?w? + 2gh) ,
B= g2 + 2% + 2gho.;2 .

Toto jsou body podezielé z extrému. Muze se jednat o lokalni extrémy, inflexni body, nebo
o uplné normdni body (pfi odvozovani kubické rovnice jsme délali neekvivalentn{ dpravy, na-
priklad umocrovani). Pro jistotu bychom mohli vySettit druhé derivace, ale to by bylo zbytecné
pracné a nejspis by nam stejné nevyslo nic konkrétniho. Déale proto budeme postupovat tak,
ze pro jednotlivé Uhly ¢; spocitdme vzdélenosti x; a z nich vybereme tu nejvétsi. Uvédomme
si, ze soufadnice x muze byt jak kladnd, tak zdpornd, takze nas ve skutec¢noti zajima veli¢ina |z|.

Nejdiive jesté ovérme, zda maji vysledné thly fyzikalni smysl. Vyrazy v argumentu arccos
jsou vzdy v absolutni hodnoté mensi nez 1, coz je v poradku, jinak by nespadaly do defi¢niho
oboru funkce arccos. Ta je prostd a klesajici s hodnotami <n, g> pro interval (—1,0) a s hod-
notami (g,0> pro interval (0, 1). Oznacme si kvadranty 1 az 4, kde prvni piislusi ¢ € (0, g),
druhy ¢ € (g,n) atd. Z nerovnosti A > glw? > 0 a B > 0 je patrné, Ze tihel ¢; bude vidy
v kvadrantu 1, zatimco 2 bude v kvadrantu 2.

Jelikoz p3 = —p2 a w4 = —p1, budou vzdy v kvadrantech 3 resp. 4. Intuice ndm napovida,
ze thel ¢4 by nikdy nemél byt ten, pro ktery mysak doleti nejdal. Zkusme si tedy podobné jako
v prvni ¢asti vypocitat thly a vzdalenosti pro rizné hodnoty parametria. Protoze ale tentokrat
méame analytické feSeni, mtzeme je pocitat napiiklad jako funkce parametru w. Ostatni hod-
noty si znovu zvolime I = 1m, g = 9,8m-s~2, h = 10m.

Vysledné vzdalenosti jsme zobazili v grafu na obrazku E Jak je vidét, nase intuice byla
spravna. Vzdalenost x4 neni nikdy maximélni. Vzdélenost x1 je oproti tomu vzdy maximalni.
Pro malé rychlosti otaceni je dalsi maximalni vzdédlenost x3, ale kdyz se thlova rychlost zvét-
Suje, tak se postupné stane maximalni vzdalenosti x2. Také je velice zajimavé, ze vzdy existuji
dvé stejné velkd maxima, jedno odpovidajici letu doprava (x1) a jedno doleva (z2 nebo x3).
Odpovidajici thly ¢; jsou na obrazku [I|.

Jan Strelecek
strelda@fykos.cz

Uloha IIL5 ... paSovani ve vesmiru 9 bodii; primér 2,97; fesilo 37 student

Dvé vesmirné lodé leti v jedné primce proti sobé. Jejich pocatecni vzdalenost je d. Prvni se
pohybuje rychlosti v1, druhd vs (ve stejné vztazné soustavé). Prvni dokdze vyvinout maximalni
zrychleni a1, druhd as (obé v libovolném sméru). Posadky lodi si chtéji predat néjaké ,zbozi“,
ale k tomu potrebuji, aby se lodé potkaly ve stejny cas na stejném misté a pritom mély stejnou
rychlost. Za jaky nejmensi ¢as je toho mozné dosahnout? Relativistické jevy neuvazujte.

Jachym drze ukradl pivodni Stépdniv ndpad.
Prejdeme do souradnic s pocatkem v jedné z vesmirnych lodi. Potom miizeme oznacéit jejich
vzdalenost x, vzajemnou rychlost v a maximalni vzajemné zrychleni, které jsou schopné vyvi-
nout, a = a1 + az. Na zac¢dtku mame obecné © = xp = 1 — T2 a v = v9 = v1 — v2 a chceme co
nejrychleji docilit stavu, kdy bude platit z =0 a v = 0.
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Situaci si muzeme predstavit jako graf, kde na vodorovnou osu vynasime x a na svislou osu
vyndsime v, viz obrazek . Jsme-li v bodé (z, v), znamend to, ze lodé jsou od sebe vzdélené x
a maji vzdjemnou rychlost v. Tento graf je zndzornénim fazového prostoru, neboli prostoru
vSech moznych fyzikalnich stavi systému. Nés zajimd, jakou trajektorii v grafu mame zvolit,
abychom se co nejrychleji dostali do pocatku.

Pfi pohybu v grafu plati, Ze nad osou = je v > 0, tedy se pohybujeme doprava (ve sméru
rostouctho ), pod osou = se pohybujeme doleva.

Do levého horntho kvadrantu grafu si mizeme nakreslit parabolu danou rovnici
v =1+v—-2ax.

Ta odpovida pohybu s maximélnim moznym zpomalenim —a. Tato parabola ndm horni polovinu
rozdéluje na dvé ¢asti — ze vSech bodu nalevo od paraboly se dokazeme dostat do pocatku, aniz
bychom pritom opustili levy horni kvadrant. Pokud se vsak nachdzime napravo od paraboly
(napfiklad v bodé A na obréazku), nedokdzeme zabrzdit véas, takze osu = protneme v néjakém
bodé x1 > 0, odkud se pak uz pres pravy spodni kvadrant dostaneme do pocéatku.

Rozmysleme si, ze to vzdy pujde, protoze v dolni poloviné grafu je situace bodové obracend
vzhledem k pocatku. Rovnice délici paraboly tam ma tvar

v=—V2ax.

Plati dvé tvrzeni. Zaprvé, ¢im vice budeme zpomalovat, tim diive dosdhneme vzdélenosti x1
(a tim bude i mens{). Zadruhé, ¢im bude z1 mensi, tim rychleji se poté pfesuneme z bodu z1 do
stfedu (protoze potom se jedna jen o pohyb po draze dlouhé x; s nulovou pocateéni i kone¢nou
rychlosti).

Kombinaci obou tvrzeni dostaneme, Ze pokud se na zacatku nachdzime napravo od horni
paraboly, nejkratsiho ¢asu dosdhneme tehdy, kdyz se budeme celou dobu pohybovat s maximalni
velikosti zrychleni. Pfesnéji feceno, do bodu z; a pak dal do poloviny vzdalenosti mezi nulou
a x1 to bude —a a potom to bude a. Pohybu do x1 odpovidaji rovnice

Vo
1= —,
a
1 2 'U(2)
$17$0:U0t17§at1:%7
v
Tr1 =0+ —
2a

Druhé ¢ast uz je jen pohyb s nulovou pocatecéni i koncovou rychlosti pres vzdalenost 1, zfejmé
plati

| B
Il

| =

IS}

/

oS

——

V)

Méme vysledek
vo + /203 + daxg
o .

t=1 +t2 =

11
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\£S

Obr. 3: Nékres situace. VSechny paraboly maji vrchol na ose x a jsou stejné zaktivené. Délici
paraboly jsou ¢arkované, ¢ary se Sipkami odpovidaji nejrychlejsim trajektoriim do pocatku.

To bylo samoziejmé feseni jen pro prvni ¢ast prikladu, ve které jsme na zac¢dtku v horni
Casti napravo od délici paraboly. Jak jsme zminili vySe, pokud bychom zpocatku byli nalevo
(napfiklad v bodé B na obréazku), dokdzeme se do poc¢atku souradnicové soustavy dostat pfimo
(bez zmény znaménka rychlosti). Pfitom se samoziejmé chceme celou dobu pohybovat s co
nejvetsi rychlosti, aby byl vysledny cas co nejmensi.

Resenim je opét pohyb s extremalnim zrychlenim — nejdifve to bude a, a to az do bodu, ve
kterém protneme délici parabolu. Poté zménime zrychleni na —a a po parabole se dostaneme
az do pocatku. Oznacme vzdélenost, ve které protneme délici parabolu, jako z3. Dostédvame

3
2a’

v3 = vo + ats,

xr3 =

1 9
T3 — To = Vot3 + §at3,

coz vede na

t3)? 1
_(otats) s+ e
2a 2

2a2t§ + 4voats + 2axo + vg =0,

—2ug + /20% — dazo
2a ’

tz =

12
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kde smysl mé samozrejmé kladny cas, tedy koren s 4. Déle se uz jen pohybujeme po znidmé

parabole, takze hledany cas, za ktery z vz zpomalime na nulu, je
ty = B _ % + t3,
a a

fesenim druhé casti tedy je

—v0 + /202 — dazx
t=tstts= 2 4oty = 0 0.
a a

Shodou okolnosti jsme dostali vizudlné podobny vysledek jako pfedtim, ¢imz mame vse
vyreseno. Pro porddek dodejme, Ze jsme celou dobu mlcky predpokladali, Zze se na zacatku
nachdzime v horni poloviné grafu. Pokud by tomu tak nebylo, sta¢i vyuzit stfedové symetrie
grafu a provést zaménu soutadnic (xo, vo) — (6,v0), kde z, = —z0 a v), = —vo. V novych
proménnych uz budeme v horni ¢asti grafu a budou pro né platit vysSe odvozené rovnice.

Zbyva jen dosadit hodnoty ze zadani. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
1 < z2 (v opatném piipadé bychom pouze prohodili rychlosti). Potom plati zo = —d a
pocéatecni poloha lezi v levé poloviné grafu. Rozmyslime si, ze mohou nastat dva pripady

- 2(v1 —v2)® — 4 d
v1—v2 > 4/2(a1+a2)d = t= (v 1}2)—|—\/(v1a ve) (a1 + a2) )

— (1 — 2 (v — ) +4 d
vi —v2 <\/2(a1+a2)d = t= (v U2)+\/(v1 v2)” + 4 (a1 + a2) .

a

Na zaveér dodejme, Ze existuje i mnohem jednodussi reseni. Konkrétné stacilo vzit vysledek
dlohy III.5 z 32. ro¢niku a vyjadrit z néj minimalni ¢as. Z toho plyne, ze ptdme-li se na to, jak
nejrychleji prekondme danou vzdélenost, moznd jen chceme zjistit, kam nejdal se muzeme za
dany Cas dostat. Na tom, ze se jednd o vzdélenost ve fazovém prostoru souradnic a rychlosti,
vlastné viibec nezélezi.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha IILP ... vlnity elektromagnetizmus 11 bodd; primér 3,50; Fesilo 26 studentt

Co kdyby prirodni zakony nebyly v celém vesmiru stejné? Co kdyby se néjak ménily s polohou?
Zamérme se na elektromagnetickou interakci. Jak minimalné by se konstanta v Coulombové
zakonu musela ménit se vzdalenosti, abychom to mohli pozorovat? Jak bychom to pozorovali?

Karel se moc dival na YouTube.

Prvym krokom riesenia je rozmysliet si, ¢o sa ma vlastne podla zadania diat. Coulombov zakon

ma tvar 1
q1q2 q1492
F=ki—= = e
r2 Areg 12

’

budeme preto uvazovat priestorovi zmenu hodnoty permitivity vikua eo = 8,854-107*2 F-m~?.
Ostatné fyzikalne konstanty a vlastnosti elementarnych Castic sa v nasej ivahe nebudd menit.
Tu vSak nastdva mensi problém. Takychto konstant je totiz viac a si medzi sebou ¢iastocne
previazané. Napriklad pre rychlost svetla vo vakuu c plati

1
v HOE0 '

Cc =
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kde po je permitivita vakua. Ako fundamentalnejsiu konstantu, ktord sa nebude menit, bude-
me uvazovat rychlost svetla. So zmenou permitivity sa teda bude nepriamotimerne menit aj
permeabilita vikua. DalSou pouzivanou konstantou je tzv. impedancia vakua

1.
Zo= B = — = 3770,
€0 CEQ

ktora sa teda bude menit tiez nepriamotimerne permitivite. Na dalsi problém narazime v kvan-
tovej fyzike, a to v pripade konstanty jemnej Struktiry
o= e? L1
~ 2hceg 137

kde e je elementarny naboj a h je Planckova konstanta, ktoré uvazujeme nemenné. Vidime teda,
ze aj konstanta jemnej struktiry bude nepriamotmerna permitivite vakua.

Atomarne spektra

Zacnime so samotnym rieSenim tlohy. Zmenu elektrickej permitivy mézeme chapat najmé ako
zmenu sily elektrickej interakcie. Ako prvé sa pozrime na elektrostatické posobenie medzi elek-
trénmi a jadrom v atémoch. Specidlne pre atém vodika mame zndme energetické hladiny od
hlavného kvantového ¢isla n

1 €21 mee4 1

B,=—— < = __ L
41y 2a n? 8h2e2 n?’

kde ap je Bohrov polomer, ktory sa s hodnotou permitivity meni, preto po prevedeni do kon-
stantnych veli¢in obsahujicich nemennt hmotnost elektrénu me vidime skutoént zévislost ener-
getickych hladin na permitivite £ o< g; 2. So zmenou permitivity vdkua by sa zmenili energie
a teda aj vlnové dizky (resp. frekvencie) foténov odpovedajtcim preskokom medzi hladinami.
D4 sa ocakavat, ze tdto zmena bude rovnakd pre vSetky ostatné atéomy, I oc g 2. Toto je po-
merne neprijemné, kedze sa jednéd o celkovi relativnu zmenu vsetkych energii. Takito zmenu
totiz Tahko prehliadneme ako chybu kalibricie (v meraniach na Zemi), ¢i ako Dopplerov posun
(v meraniach vo vesmire), ak budeme energie merat standardne spektroskopicky. Tento jav vSak
poskytuje moznost inému experimentu. Atém, ktory deexcitdciou uvolni fotén totiz nemusi byt
schopny absorbovat atém rovnakého prvku v inom bode priestoru (voéi prvému v pokoji).

V spektrach sa vsak budu vyskytovat isté odchylky od jednoduchej relativnej zmeny. Presnej-
$im popisom by sme sa mohli dopracovat pre atém vodika k hladinam s tzv. jemnou struktirou
zéavislou aj na dalSsom kvantovom ¢isle j - celkovom momente hybnosti elektrénu

o? n 3
Ei,.=FE, |1+ —=|———- .
7, ( +n2 ]+% 1

V spektrach tak vznikd maly posun polohy Ciar a ich rozstiepenie. Napriklad hladina pre n = 2
sa rozstiepi na dve pre j = 1/2 a pre j = 3/2. Preto dochddza aj k rozstiepeniu prislusnej

3Ide o kvantovomechanické zloZenie spinu s a orbitalneho momentu hybnosti | a nadobida kladné hodnoty,
ktoré st od I vzdialené o 1/2.
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spektralnej ¢iary Lyman-a zodpovedajicej prechodu do zdkladného stavu. Ak sa budeme zau-
jimat o relativnu velkost tohto rozstiepenia voci energii prechodu, tak ziskame dobre meratelna
veli¢inu nadobtudajicu hodnotu

2 2
. E3/22— FEy/22 N —Fy « e

w= ~ — = .
Eij20—FEij2n E2—E1 4 12

Vidime teda, Ze energeticky zodpovedd jednému velkému prechodu asi 225 000 jemnych precho-
dov. Toto &slo zévisi na « a teda aj na eq, kedze w < o o 532 a sme ho tak schopni pomerne
bezproblémovo zmerat.

Sirenie svetla

Vzhladom na to, ze svetlo je elektromagnetické vlnenie by sme mohli ocakavat zmenu v spo-
sobe jeho §irenia. Pozrime sa preto na situdciu pre rovinni vlnu na rovinnom rozhrani medzi
dvoma prostrediami s réznou hodnotou permitivity. Na takomto rozhrani musi vlnenie spojite
navazovat, podobne ako v pripade rozhrania prostredi s réznym indexom lomu. Z platnosti
podmienky v kazdom ¢ase dostdvame nemennost frekvencie Ziarenia. Dalej, kedze je rychlost
Sfrenia v oboch prostrediach rovnaka, musia mat rovnakd velkost vinové dizky, a teda aj vlnové
vektory. Z platnosti podmienky na celej rovine rozhrania mame, ze ziarenie bud prejde cez
rozhranie priamo, alebo sa odrazi podla zakona odrazu. To, aka ¢ast ziarenia sa odrazi, urcuju
Fresnelove vzorce, ktoré maji vo vseobecnej podobe pre podiel komplexnych amplitid viny tvar

_ Zycos 0; — Z1 cos 04
® 7 Zycosb; + Zycosby,’
Zocosby — Zq1cosb;
" Zscosb; + Z1cos0;

Tp:

pre s, resp. p polarizované svetlo, 0; je uhol dopadu, 6; uhol lomu a Z je impedancia jednotlivych
prostredi. V nasom pripade je uhol dopadu rovnaky ako uhol lomu a po zjednoduSeni tak
dostavame

Zo — 71
Ty = o
A
Tp = —Ts.

Zaporné znamienko vo vyslednom koeficiente znamend zmenu fazy na opacnt. Vidime teda, ze
sa paprsok Siri cez rozhranie priamo a bez ohladu na uhol dopadu a polarizdciu zZiarenia sa od
rozhrania cast dopadajicej viny odrazi, na rozdiel od pripadu v standardnej optike. V pripade
komplexnejsieho rozdelenia permitivity v priestore by sme teda mohli dostat dokonca zaujimavé
interferenéné javy. Priame pozorovanie tohto javu ale pravdepodobne nie je jednoduché.

Meranie

Vratme sa na chvilu k atému vodika. Zmena energii hlavnych hladin E 50_2 totiz pdsobi
zmenu frekvencie zodpovedajiceho prechodu f o< E o g, 2. Pre prechod medzi jemnymi pod-
hladinami mézeme vidiet zmenu frekvencie f < Ena? « € 4. Sekunda je definovans pomocou
prechodu hyperjemnej struktary cézia, ktorej zmena a samotny povod st komplikovanejsie. Vi-
dime teda, Ze po zmene permitivity pouzitim kmitov réznych sistav dostaneme Casy beziace
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réznou rychlostou. Tento jav by mohol byt meratelny vyuzitim atémovych hodin beziacich na
roznych typoch prechodov.
Okrem merania ¢asu sa skomplikuje aj meranie dlzky. Zmena sily elektrickej interakcie zmeni
hodnotu Bohrovho polomeru atému vodika
€0 h2

ap = > X Ep .
TTMe€

Podobne sa teda zmenia aj polomery ostatnych orbitalov. Celkovo tak dojde k zmene velkosti
atémov a v pripade medziatémovych vézieb aj velkosti molekil, ¢i vzdialenosti atémov v krysta-
loch. D4 sa teda predpokladat, ze nase pravitka (¢i iné fyzické etalény merani diéky) budi mat
na roznych miestach priestoru réznu dizku. Tato zmenu by sme vzhladom na nemennost rych-
losti svetla mohli zmeraf. Fyzicka realizaciu tohto experimentu vsak komplikuje meranie uz
spomenutého ¢asu. Mohlo by ndm napadntt skusit merat dizku interferometricky a pozorovat
posun interferen¢nych prazkov. Pre vinovi dizku svetla plati A «c E~! o €2 a kedZe by sa dizka
tyCe menila imerne atémovému polomeru ! «x ap « €g, tak by sme pozorovali zmenu.

Vzhladom na uvedené zmeny meradiel jednoduchych veli¢in mézeme len skonstatovat, ze
s meranim inych veli¢in budu len dalsie problémy. Ak by sme napriklad chceli zmerat permea-
bilitu vdkua pomocou rovnobeznych vodi¢ov, musime uvazovat meranie diéky vodicov, meranie
sily, ktoré obsahuje v jednotkach aj cas aj priestor a meranie elektrického pridu. V pripade,
ak prud meriame analégovo, mame opit problém s dizkou a asom. V pripade, 7e je meranie
digitdlne sa ani neodvazujeme skiimat zmeny stvisiace s mechanizmom merania.

Experiment na zaver

Pokusme sa detekovaf zmenu elektrickej permitivity priamo ako zmenu sily medzi dvomi naboj-
mi. Majme dve nabité telesd v pokoji vo vzdialenosti r od seba. Naboj aj hmotnost tychto telies
su dané ich zlozenim, menit sa teda rovnako ako elementarny ndboj a hmotnosti elementar-
nych castic nebudd. Silu medzi ndbojmi nebudeme merat priamo, ale pozrieme sa na vzajomné
zrychlenie v okamihu uvolnenia nabojov. Vsetky vzdialenosti budeme merat pomocou vinovej
dizky svetla zodpovedajtcej prechodu hlavnej struktiry, pomocou ktorého budeme merat aj
cas. Vysledni namerani hodnotu permitivity &, dostdvame zo vztahu

_ @ ae

= _Nq
4nFr?  4mmar?’

Pri zmene permitivity sa meni hodnota faktoru ar?. Vzhladom na sposob merania staéi urit
jednotky tohto si¢inu m®.s~2. Namerant hodnotu teda dostaneme ako

1 -1 2
Em X —o—m X X € -

f2 A3

Vidime teda, ze namerat zmenu sa nadm pouzitim dostatoc¢ne presného merania podari, no
namerana hodnota nezodpoveda skutocnej hodnote permitivity.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha IILE ... difuze 12 bodi; primér 7,84; fesilo 31 student

Urcité jste ve skole slyseli o tepelném pohybu molekul, jako je difuze ¢i Browniiv pohyb. Zmérte
casovou zavislost velikosti barevné skvrny ve vodé a vypoctéte difuzni konstantu. Provedte
meéreni pro nékolik riznych teplot a sestrojte graf teplotni zavislosti difuzni konstanty. Jak
byste mohli zaridit, aby byla teplota v priibéhu kazdého méreni konstantni?

Kdta st uzivd praktika i v dobé karantény.

Teorie

Difuze je popsana rovnici

on
— — DAn =
En n=20,

kde n = n(x,t) je koncentrace a D difuzni konstanta. Tento vztah je také zndmy pod ndzvem
rovnice vedeni tepla a ma fundamentalni feseni

1 =2
t

e 4D
VarDt

Miizeme si poviimnout, ze se jednd o statistické normdlni rozdéleni s rozptylem o2 = 2Dt.
Ztotoznime-li posunuti ¢astic = za ¢as t s timto rozptylem, dostdvame

D(x,t) =

(9)

x=+2Dt. (10)

Pri vypoctech budeme predpokladat, ze tento vztah plati, a jeho validitu podrobnéji rozebereme
na konci.

Pro posuvny pohyb kulové ¢astice o hmotnosti m a poloméru r, kterd se nachazi v prostredi
charakterizovaném teplotou 7' a dynamickou viskozitou 7, lze konstantu D vyjadrit jako

D:kBT,
6nnr

(11)

kde kg je Boltzmannova konstanta.
Chyby urcujeme pomoci zékona pienosu chyb pro nezavislé proménné

kde hleddme chybu veli¢iny V', jez zavisi na proménnych Pi,..., P,.

Vysledky méreni
Pohyb ¢&astic
Meéreni probihalo piFiblizné za normélniho tlaku p¥i teplotach 4 °C, 11 °C, 20 °C a 23 °C.
Nejprve jsme naplnili misku ¢i talifek vodou a nechali odstat, aby pro nasledné méreni méla
voda teplotu okolnfho vzduchu. Pouze pro teplotu 7' = 4 °C se ndm takové podminky nepodafrilo
zajistit, okolni vzduch mél tedy teplotu pokojovou.
Poté jsme do vody nasypali potravinarské barvivo. Kamerou mobilniho telefonu se zapnutym
programem FrameLapse jsme misku natédeli (program udélal jeden snimek za pét sekund),
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pri¢emz pro referenci jsme k ni polozili pravitko a nechali jsme barevnou skvrnu expandovat ve
vodeé.

Nésledné jsme v programu OpenShot Video Editor pro jednotlivé snimky odecetli jejich
indexy f, ze kterych jsme diky znalosti periody snimku ziskali jejich ¢asy ¢. Pro nejnizsi index
snfmku v daném méfen{ jsme polozili ¢ = 0s, zbylé casy pak odpovidaji pétindsobku (perioda
snimkt) rozdilu mezi néjakou hodnotou f a fo, jiz odpovidd t = 0s. Pro kazdou teplotu jsme
v programu PizelZoom stanovili méritko (kolik pixelti odpovidd jednomu centimetru) a zmérili
rozméry barevné skvrny, a to vzdy podél dvou (ndhodnych) na sebe kolmych os, jez budeme
dale oznacovat a a b. Tyto veli¢iny v rdmci naseho experimentu popisuji prakticky stejny jev
(nemélo by zédlezet na tom, v jakém sméru rychlost difuze méfime), nebudeme proto jejich vztah
déle uvazovat a budeme s nimi pocitat jako s nezavislymi veli¢inami.

Veli¢ina z z teorie znac¢i polovinu rozmeéru barevné skvrny, plati tedy z, = a/2, zp, = b/2.
Ve vzorcich budou obé proménné reprezentovany spolecné pismenem x. Zamérné se vyhybame
slovam ,,praumér* a ,,polomér*. Teoreticky by totiz skvrna méla byt po cely experiment kruhova,
nicméné redlné mohl byt tvar mirné odlisny. Proto také méfime dva na sebe kolmé rozméry,
nikoliv jen jeden.

Nejistotu odecteni jedné vzdalenosti odhadujeme jako 5 px. Nejistota urceni rozmeéru skvrny
tedy zavisi na tom, kolik pixeltt odpovidd jednomu centimetru. Konstanta prepoc¢tu — ozna¢me
ji k (jeji jednotkou je pixel na centimetr) — byla ruznd pro kazdé méfeni a jeji hodnoty jsou
zaznamenany v tabulce [l|.

Potom plati

afem] = k' a[px],

pricemz chyba je dle zdkona prenosu chyb
oulem] = k™' 0, [px] =k~ - 5px.
Chyba z, je pak jednoduse o, = 04/2. Pro b a z» postupujeme zcela analogicky. Ve zbytku
textu je vyrazem x vzdy mysleno x [cm]. V tabulce [I| jsou uvedeny také nejistoty o [cm] pro
odpovidajici méteni.
Pro T = 23 °C jsme provedli dvé riznd méteni se dvéma riznymi méfitky. Zavislost druhych

mocnin veli¢in x, a x, na Case znazornuji grafy Wl az

Tab. 1: PrepoCty k a nejistoty méreni x, a xp.

T k Oz
°C | px-cm~! cm
4 28 0,17
11 14 0,35
20 20 0,25
23 20 0,25
23 31 0,16

Difuzni koeficient

Pro kazdou hodnotu z, a zp jsme pomoci vzorce (E) stanovili hodnotu difuzniho koeficientu.

18
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Obr. 4: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 4°C a k = 28 px-cm ™!

Nejistotu méreni i-té hodnoty difuzniho koeficientu jsme spocitali ze zdkona prenosu chyb
(12) dle vzorce
_2D;

Zq

oD, Oz,

pri¢emz jsme neuvazovali nejistotu pri urcéeni ¢asu, kterd je vzhledem k ostatnim chybam za-
nedbatelnd (as byl méfen velmi presnymi hodinami mobilnfho telefonu).

Celkové jsme difuzni koeficient pro danou teplotu stanovili aritmetickym priumérem jednot-
livych hodnot. Chybu urceni difuzniho koeficientu jsme pak spocitali ze vztahu

oD = O-QDstat + UQDsys )
kde
N
1 1 _
TDiiar = NN -1 > (i@
=1

je statistickd chyba aritmetického pruméru a

N
2 1 2
IDsys = N2 Z OD;

=1

je chyba systematicka.
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Obr. 5: Z&vislost vzddlenosti na ¢ase pro T =11°C a k = 14 px-cm™
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Vysledné hodnoty difuznich koeficient véetné odpovidajicich chyb jsou zaznamendny v ta-
bulce B Zavislost D(T') jsme vynesli do grafu E

Tuto zavislost jsme linearné fitovali v programu gnuplot podle teoretické zavislosti (@), ¢imz
jsme ziskali konstantu imérnosti mezi D a T s hodnotou (—0,1 +2,1) - 1074 m?s LKL

Tab. 2: Difuzni koeficienty.

z i D oD

°C 10-5m?2.s—! 10-5m?2.s—!
4 28 0,9 0,3

11 14 0,4 0,5

20 20 1,2 0,7

23 20 1,3 0,4

23 31 0,5 0,1

Diskuze

Zanedbani a aproximace

V celém postupu jsme predpokladali, ze dynamickéd viskozita vody 7 se s teplotou neméni,
diky ¢emuz je zdvislost D(T') linedrni. Ve skutecnosti vSak viskozita na teploté zdvisi, coz by
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Obr. 6: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 20°C a k = 20 px-cm ™ *

bylo mozné zahrnout do vypoc¢tu. V ndmi pouzitém rozsahu teplot jsou ovSem zmény viskozity
zanedbatelné.

Na experiment také mohlo mit vliv povrchové napéti vody, jez mohlo ovliviiovat zptsob
pohybu castic barvy. Da se ale predpokladat, ze tento jev neni v experimentu vyrazny, proto
byl zanedbéan.

Model difuze predpokladé, ze jak molekuly vody, tak molekuly barvy jsou pouze ,kulicky*,
které na sebe (vyjma srazek) nijak silové neptisobi. Redlné molekuly na sebe samoziejmé plisobi
i jinymi silami, které zde vsak také zanedbavame.

Oveéreni predpokladii

Vztahem (E) jsme se dopustili pomérné velkého teoretického skoku. Pojdme se nyni timto skokem
a validitou vztahu ([L() vice zabyvat.

Je rozumné predpokladat, ze stav systému v Case zavisi na pocatecnich podminkéach. Ty
ale mohou byt v kazdém pripadé jiné — vyjadiuji se ve tvaru no(x) = n(x,0). Z tohoto divo-
du pri feSeni diferencidlnich rovnic zpravidla neexistuje obecné feSeni a musime pouzit prave
fundamentélni reseni. To mé velmi vyhodnou vlastnost

n(x,t) = (no * ®) (x,1t),

kde * oznacuje konvoluci pies vSechny prostorové proménné. Tato rovnice ndm tedy z funkce,
ktera popisuje stav systému na zacatku, ,vyrobi“ funkci popisujici systém v libovolném case.
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Obr. 7: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 20 px-cm ™ *

Konvoluce je matematickd operace, jez mé zasadni fyzikalni vyuziti. MuZzeme ji chdpat jako
vyjadreni, jak moc se grafy vstupnich funkci prekryvaji. Presna definice je

(20 @) = [ 1ax-y)ay.
Rn
kde R™ indikuje, Ze integrace probihd pres vSechny body prostoru.

Pocitat tento integral pro obecné ny nemusi byt nic snadného. Nastésti se tomu muzeme
vyhnout vhodnou volbou pocdteénich podminek, napfiklad no(x) = d(x). Tomuto vyrazu se ika
d-funkce a jeji zdkladni charakteristikou je, Ze se ve skutefnosti nejednd o funkci. Nemusime
zachézet do podrobnosti, dilezité vSak je, co tento vztah vyjadfuje — totiz ze na pocatku
je vSechna barva v jednom bodé. Jelikoz je d-funkce radidlné symetrickd, tuto vlastnost si
zachova i vysledné feseni, a proto muzeme piejit do polarnich souradnic, kde x bude vyjadiovat
vzdalenost od pocatku.

Vyznamnou vlastnosti J-funkce je, ze se vici konvoluci chova jako jednotka. To znamena,
ze pro libovolnou funkci f plati f *§ = f. Vybaveni touto znalosti uz snadno najdeme feseni

rovnice
1 2

e D7
VanDt
Tento vysledek méa jednu nepfijemnou vlastnost — ze koncentrace neni v zadném bodé nulova,
ackoli exponencidlné klesd do nuly. Vskutku, feSeni se uz v prvnim mozném okamziku rozsiii
do celého prostoru. To je zpusobeno tim, ze uvazujeme idedlni castice, které jsou nekonecné

n(z,t) = (0 % @) (z,t) = ®(x,t) =
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Obr. 8: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 31 px-cm ™ *

malé a je jich nekonec¢né mnoho. Redlné castice se tak samoziejmé nechovaji, lepsi model vsak
bohuzel nemame.

Za hranici barevné skvrny budeme proto povazovat takovou vzdalenost od pocatku x, v niz
je koncentrace c-krat mensi nez v pocatku. Pro tuto vzdalenost potom dostavame

n(ac,t)zl = x=+V4Dtlnc=VCDt,
n(0,t) ¢

kde C =4Inec.

V tomto vzorovém Teseni jsme predpokladali C' = 2, nicméné dopocet konstanty C' je obecné
velmi netrividlni. Vime pouze to, Ze c je pomér koncentrace uprostied a koncentrace na hranici
— ten samoziejmé nezname, ale mize to byt velmi vysoké ¢islo. Koncentrace uprostied bude
(fddové) v procentech, koncentrace za okrajem muze byt prakticky nulova. Nanestésti si tedy
nemiuzeme byt jisti ani fddem spravného vysledku.

Presnost vysledku

Vodu jsme pred méfenim nechali odstat, aby ziskala teplotu okolniho vzduchu a aby teplota
béhem experimentu byla konstantni. Vyjimkou je méfeni pfi 4 °C, které jsme z technickych
davodu provadéli pri pokojové teploté okolniho vzduchu. Tento fakt mohl mit negativni vliv na
presnost méreni.

Chyby méfeni by pravdépodobné bylo mozné snizit Setrnéjsim davkovanim barvy do vody
(napf. pipetovanim). Pro lepsi ovéfeni zdvislosti ([L1)) by také bylo vhodné provést méfeni ve
vétsim rozsahu teplot.
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Obr. 9: Zavislost difuzniho koeficientu na teploté.

Graf E zobrazuje zévislost D(T), jez by méla podle (@) byt linedrni a rostouci. Takovou
zévislost ovsem ani podle fitu, ani vizudlné nepozorujeme. Smérnice ma dokonce Spatné znamén-
ko. Chyby méfeni jsou znacné a pouhym okem v grafu vidime, ze presnost takového vysledku
je diskutabilni.

Srovejme jesté vysledky s teoretickymi hodnotami ze vztahu (@) Nezname sice polomér
Castic r, ale ostatni hodnoty jsou snadno dohledatelné; teplotu volme naptiklad T° = 300 K. Pak

D kT 1,4-10722. 300 - 2,4-1071°
6mnr 6r-9-10~4r r )

Vidime, Ze aby difuzn{ konstanta méla ndmi naméfené hodnoty (v f4du 107°), pak by polomér
molekul barvy musel byt fadové 10~'* m, coz je bohuzel o nékolik ¥4d@ méné, nez je polomér
jediného atomu. Mirné nds muze uklidnit diskuse parametru C vyse a z ni vyplyvajici fakt, ze
C muze byt rfadové nizsi nez ndmi zvolend hodnota C' = 2. Vysledek tedy pravdépodobné neni
vzdalen prilis mnoho radu od skutecnosti, nicméné nic blizsiho fict nedokdzeme.

Zavér
Thomas A. Edison jednou tekl: I have not failed. I've just found 10000 ways that won’t work.
(Neselhal jsem, jen jsem objevil 10 000 zpusobi, které nefunguji.)

My jsme pravé objevili jeden zptisob, jak nezméfit spolehlivé difuzni konstantu.
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Poznamka ke ziskanym FeSenim

V fesSenich nalézame pozoruhodny rozptyl hodnot difuznich konstant, celkové ¢ini asi deset radu.
Do této skutecnosti se ziejmé promitla i slozitost teorie — ¢asto dochazelo k zdménam stfedniho
kvadratického posunuti jedné céastice, pres které lze difuzni konstantu pocitat mikroskopicky, a
poloméru barevné skvrny, jenz je s difuzni konstantou svizan jinym vztahem nez mikroskopicka

veli¢ina.
Martin Vanék
martin@fykos.cz
Uloha IILS ... elektron v poli 10 bodii; primér 4,00; fesilo 16 student

Uvazujte castici s nabojem q a hmotnosti m, kterd je prichycena k pruziné o tuhosti k, jejiz
druhy konec je ukotven v jednom bodé. Predpokladejte, Ze pohyb castice je omezen na pohyb
v jedné roviné. Cely systém je v magnetickém poli o velikosti By, které je kolmé na rovinu
pohybu castice. Pokusime se popsat mozné oscilace této castice. Zacnéte sestavenim rovnic
pohybu pro tuto ¢astici — nezapomnte zapocitat vliv magnetického pole.

Poté predpokladejte oscilujici pohyb pro obé kartézské souradnice castice, a provedte Fou-
rierovskou substituci, tj. nahradte derivace ndsobky iw, kde w je frekvence oscilaci. Vyreste vy-
slednou soustavu rovnic tak, abyste ziskali pomér amplitud oscilaci a frekvenci oscilaci. Takto
ziskané reseni je pomérné slozité, a abychom mu Iépe porozuméli, je vhodné priblizit si ho v jed-
nodusim piipadé. Predpokladejte tedy ddle, Ze magnetické pole je velmi silné, tj. 58 > &
Urcete pribliznou hodnotu (hodnoty) w v této aproximaci, hledejte vzdy nejvyssi nenulovy fad
priblizeni. Déle nacrtnéte pohyb (pohyby) édstice v redlném prostoru pri této aproximaci.

Stépdn chtél vytvorit klasicky diamagnet.

Na céstici pusobi dvé sily. Prvni silou ptsobi pruzina, kterd vraci Castici zpét ke kotvicimu
bodu. Zavedme soustavu soufadnic s pocatkem v tomto kotvicim bodé. Pozice castice je r
a sila, kterou pusobi pruzina, je tedy

F, = —kr.

Déle na ¢astici pusobi Lorentzova sila
FL=qv xB,

kde v je rychlost ¢astice. Rychlost castice 1ze vyjadrit jako derivaci pozice castice

Lodr
Tode

Necht rovina, ve které se ¢astice pohybuje, je rovinou zy nasi soustavy souradnic. Pak mé
vektor B nenulovou slozku pouze ve sméru z, a plati tedy

v x B = (vyB.,—v.B,0) ,

kde vy je y-va slozka vektoru v, a obdobné to je pro ostatni slozky a vektory. Zavedme nyni r =
= (z,y,0) a oznacme velikost vektoru B jako |B| = B, = By. Pak

dy dz
Fr = (qBoSZ, —qBo2,0) .
b (q Oqr °dt’0>
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Newtonuv druhy zédkon ndm da

d?r
Fp + FL = mﬁ .
V komponentu x je tato rovnice
dy d%x
—k Bo—= =m—
T + qbo dr m d2 )
a v komponentu y pak
dz d?y
YmaPeq T M

Pokud predpokladame, ze jak x, tak y s casem osciluji, 1ze psat

iwt
Tz = ae™",
iwt
y = Pe
a muzeme tedy provést Fourierovskou substituci pro x
de .
— = iwzr
dt ’
2
d“x 2
— = —wz
de?

a obdobné pro y. Pohybové rovnice jsou tedy
—kx + iwqBoy = —mwa,
—ky — iwgBox = fmwa.
7 prvni rovnice vyjadiime y
iwgBoy = (k — mwQ) T.
Vydélenim oscila¢nim faktorem, ktery je spolecny pro = i y, pak dostavame

iwqBof = (k - mw2) a,

5= k—mw2a_7ik—mw o
T iwgBy wqBo
Ziskali jsme tedy pomeér amplitud oscilaci
B k- mw?

=—i
« wqBo
Dosazenim do druhé rovnice (a vydélenim oscilaénim faktorem) dostdvame

—kf — iwgBoa = —mw?83,

2
—iwgBoa = (k — mwz) (fi)kwqigsj
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Pti vydéleni @ mtzeme ziskanou rovnici fesit pro w

) (k: — mw2)2

—iwqBo = —1i

wqBo
¢ Biw? = (k — mw2)2 ,
+qBow = (k: — mw2) .

17 .. B,
Vydélime rovnici m a zavedeme wg = % a We = q ° . Pak
2 2
Fwew =wy —w”.
Tuto rovnici fesime jako kvadratickou rovnici

2 2
w'tww —wy =0,

Fwe ' /w2 + 4w

w = 5

2

kde 4’ je nezdvislé na 4. Aby byla frekvence kladné é&islo, médme dvé moznosti; bud

232 A qBo
\/ 4m2
nebo
wc 2B2 qBO
\/ 7 twet 4m2 ’

Nyni situaci zjednodusime predpokladem ze zadani. V51mneme si, ze z néj primo plyne
wz > wg .

Pro frekvence tedy plati

2 2
Y A w;(mwg)_wc,
w,

%

2 w? 2
_ Wo _ km k

we mgB - qBo’

w wg o w w wh w
— X, /14420 4 e e[ 14920 Le
eI e T e Ut

R

Do prvniho nenulového radu lze tento vyraz priblizit jednoduse jako

qBo
gl

W2 = We =

Vidime tedy, ze frekvence wy odpovida pomalym oscilacim, zatimco frekvence we odpovid4 spise
rychlejsim oscilacim (rychlymi oscilacemi myslime ty s frekvenci okolo we > wp). Dosazenim
do vzorce pro pomér amplitud ziskavame poméry amplitud p; a p2

k2
o= Blen) _ ik_quBg = i(l e )
1= = - =— - .

alwr) k ¢ B2m
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Zde si muzeme vSimnout, Ze druhy ¢len v zavorce je zanedbatelny, a tim paddem dostaneme
pP1L = —i.

Pro druhou frekvenci je

252

q°“B

p ik—mﬁno ; km?2

2 = 252 = 2
9%B3 mq?B§

m

Opét, prvni ¢len v zavorce je zanedbatelny, a plati tedy
p2 = i.
Pro prvni typ kmita jsou tedy rovnice oscilaci
jwy t
x = Ae“t"
. iwqt
y = —ide'"

kde A je néjakd konstanta. Pokud zapiSeme —i = e~'Z, miizeme pro oscilace (tentokrat vezmeme
opravdu redlnou ¢ast explicitné) psét

x = Acos(wit),

y = Acos (wlt — g) = Asin(wit).

Toto je rovnice pro pohyb po kruznici o poloméru A. Smér pohybu je proti sméru hodinovych
ruc¢i¢ek. Pro druhy typ kmiti méme obdobné

i t
x = Ae'“?"

iwot

y = iAe ,

z = Acos(wat),

y = —Asin(wat)

a pohyb probihd po stejné kruznici, ale po sméru hodinovych rucicek. Muzeme si vS§imnout,
Ze pomalejsi kmity (tedy kmity s mensi energii) odpovidaji kmitim, které vytvaii magneticky
moment ve stejném sméru jako pole B (zndzornéno vlevo na obrazku [L(]). Naopak druhy typ
kmitt mé opacny smér k poli B a vyssi energii.

V dané aproximaci (v silném magnetickém poli) se tedy systém snazi minimalizovat energie
vstupem do paramagnetického stavu. V redlnych materidlech ovsem zprostfedkovavaji magne-
tismus elektrony, pro které je naboj zaporny. To zptisobi zménu znaménka v poméru amplitud,
a tedy zménu sméru obéhu Castice — nizsi stav energie je v diamagnetickém usporadani.

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz
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Obr. 10: Nacrtnuti oscilaci systému - ¢astice obihd po nebo proti sméru hodinovych rucicek.
Magnetické pole ukazuje ven z papiru, tj. predpokladdme kladné By. Déle predpokldadame
kladné q. Vyssi frekvence je frekvence obéhu po sméru hodinovych rucicek.
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Serial: Symetrie a Linearni Algebra

V minulém dile jsme rozsitili n4§ matematicky aparat, coz ndm umoznilo nahlédnout a popsat
nékteré slozitéjsi systémy. Vidéli jsme, ze pokud osciluje vice ¢astic, nebo se castice pohybuje
ve vice rozmérech, objevuje se vice typu moznych oscilaci. Pro kazdy rozmér, pfipadné kazdou
dalsi Castici, existuje pfislusny pocet rovnic, které ndm umozni najit feseni. Obecné tento pocet
rozméru problému nazyvame pocet stupnu volnosti problému. Vidéli jsme také, jak u oscilaci
muzeme urcit relativni fazovy rozdil a pomér amplitud.

Nyni tyto poznatky prevedeme do jesté silnéjsi formy — misto toho, abychom fesili jednotlivé
rovnice oscilaci, budeme fesit vSechny rovnice zdroven, s vyuzitim formalismu linedrni algebry.
Tento formalismus si tedy musime nejprve predstavit.

Linearni algebra

Ukolem linedrni algebry je obecné popis chovani linedrnich transformaci vektorti. Rozeberme
tedy jednotlivé pojmy v této vété.

Vektory jsou kolekce ¢isel, pro které definujeme nékteré zakladni operace. Vétsinou znacime
vektory pomoci Sipky ¢i tlustého fontu, zde budeme pouzivat v. Komponenty vektoru znac¢ime
pomoci znaku pro vektor spolu s dolnim indexem oznacujicim dany komponent, tedy prvni
komponent vektoru u by byl oznacen jako ui. Nékdy je vhodné pouzit pro index komponentu
znak pouzivany k oznaceni uré¢ité osy souradnic, tedy v kartézské soustavé souradnic muzeme
mluvit o z-komponentu vektoru t, ktery znac¢ime jako t;. V nasem pripadé budou vektory
sdruzovat polohy jednotlivych castic ve vSech moznych rozmérech pohybu, tj. pokud budeme
zkoumat systém tri ¢astic, z nichz dvé se pohybuji v roviné a jedna v celém prostoru, bude mit
nés vektor 7 komponentu.

Pro vektory definujeme vektorovy soucet, ktery lze v jednotlivych komponentech zapsat
jako

t=u+v < Yn:t, =un+vn,

kde n vybirame z moznych indext u, které jsou shodné s moznymi indexy v a t. Dale definujeme
néasobeni skaldrem
v=au < VYn:v, = aun.

Vektorové odcitani je pak interpretovatelné jako kombinace nasobeni skaldremm a sc¢itani
u—v=u+(-1)v.

Posledni dulezitou operaci, kterou pro vektory zde definujeme, je skaldrni soué¢in. Pomoci ného
prevedeme dva vektory na jeden skalar. Pro vektory u a v je definovan jako

s=u-v= E UnVn ,
n

kde opét n jde pres vSechny indexy u a v. Pokud je skalarni soucin dvou vektoru roven 0, pak
rikame, ze vektory jsou navzajem kolmé.
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Miuzeme si vS§imnout, ze provadéni vektorovych souctu bude v nasem pripadé odpovidat
superpozici dvou pohybt. Vidime tedy, ze zavedeni vektorl piimo replikuje vlastnosti, které
ocekavame od reseni linedrnich diferencidlnich rovnic, o nichz vime, ze predstavuji nas oscilujici
systém.

Baze vektoru

Pokud si predstavime vektor jako pozici v kartézskych soutradnicich, je zfejmé, ze ho muzeme
rozlozit na soucet jinych vektoru, pricemz tyto vektory mohou byt navzajem kolmé. Takovémuto
rozkladu vektoru se fikd bazovy rozklad. V nasem algebraickém pojeti vektoru bychom mohli

napiiklad napsat
3 1 0
u= <5> =3 <O> +5 <1> = 3e1 + be2,

kde jsme definovali bazové vektory e; a e2. Kolmost bazovych vektori muzeme ovérit skaldrnim
soucinem, jelikoz plati
e les < e;-ex=0.

Vybér baze ovSéem neni jedinecny - naptiklad, mohli bychom zvolit bazi

() ()

kterd stdle obsahuje dva navzajem kolmé vektory a plati
u=-e; +4es.
Obecné je vhodné pouzivat pro baze vektory, které maji jednotkovou délku, tj. které splnuji
Vn:e,-e, =1,

coz tfeba predchozi priklad nespliuje.

Algebraicky 1ze rozklad do tzv. ortonormalni béze (tj. baze sklddajici se z navzajem kolmych
jednotkovych vektori) realizovat pomoci skaldrnich soucinti, které uddvaji slozku jednoho vek-
toru ve sméru druhého vektoru. Pti takovém vybéru baze lze psat

u=(u-ej)e;+(u-e2)ez.

Vsimnéme si, ze takovy rozklad do bédze mizeme provést pro libovolné mnozstvi bazovych
vektoru. Nemusime se tedy omezovat maximélné na 3 dimenze, jak jsme mozné zvykli z geo-
metrické interpretace vektoru.

Linearni transformace vektort

Operace jako nasobeni skaldrem ¢i skaldrni soucin jsou linedrni operace, ale zdaleka nevycer-
pavaji vSechny moznosti, kterymi lze vektor linedrné zménit. Naptiklad, co kdybychom chtéli
vytvorit vektor v tak, Ze vi = u2 + u1 a v2 = 0, kde u je jiny vektor? Definujme obecnou
linedrn{ transformaci T' vektoru u jako novy vektor v = T'(u), pro ktery plati

T(au+bv) =aT(u) +bT(v) .
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Uvazujme nyni nad tim, jak bychom mohli takovou transformaci rozlozit na co nejmensi dily.
Vime, ze vektory mizeme rozdélit na jednotkové vektory prendsobené komponenty vektoru —
tomuto fikdme bazovy rozklad vektoru. Napriklad,

1 1 0
u= (2> = <O> + 2 <1> = ui1ey + useo .

Poté pro linedrni transformaci 1" plati
v = T(u) = T(e1) w1 + T(ez) Uz .

Jak bychom nasli komponenty nového vektoru v? Musime ziskat komponenty podél bazovych
vektort, tedy

v =e]-v=e] -T(el)ulJre/l -T(e2)uz,

V2 :eg-v:elg ~T(e1)u1 +e/2 'T(EQ)’U,Q,
piicemz bazové vektory e a € mohou, ale nemusi byt ze stejné baze. Vidime tedy, %e k uréeni

transformovaného vektoru ndm sta¢i znat komponenty origindlniho vektoru (ui a u2) a série
koeficient, které muzeme oznacit jako

mi1 = e’l . T(el) , M2 = e1l . T(EQ) , Ma1 = e'2 . T(e1) , M22 = 9/2 . T(QQ) .

Tyto koeficienty jsou nezdvislé na konrétnim vektoru u. Jsou pouze odrazem vlastnosti trans-
formace T a zvolené béze (popiipadé zvolenych bazi). Tyto koeficienty mizeme uskupit do
objektu, kterému rfikdme matice.

Maticova algebra

Pokud porovname nase vyrazy pro komponenty matice m;; a rozklad vektoru do baze, zjistuje-
me, ze matici lze vlastné také vnimat jako vektor sklddajici se z dalsich vektoru. Transformaci
vektoru u pak mizeme vnimat jako aplikaci skaldrniho sou¢inu mezi vektory obsazenymi v ma-
tici a vektorem u. Tento poznatek, mimo jiné, vedl k definici maticového soucinu, ktery je
zékladni operaci maticové algebry. Abychom maticovému souéinu porozuméli, predstavme si
nejprve matici jako kolekci vektoru
M= (ml) :
m2

Tato matice muze pusobit na vektor u, ¢imz ziskdme transformovany vektor v

mi m;-u mii1ul + mizuz
v=Mu= u= = .
ms ms - u ma1u1 + Ma2u2

Oby¢ejné ovSem piseme matici jako souhrn jednotlivych komponentia. V takovém pripadé je
potfeba psat vektory horizontdlné — vyznam tohoto zapisu zanedlouho pozname. Pak tedy

matice M je
mi1 Mmi2
M = .
ma21  Ma22
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Maticovy soucin pak lze definovat bez reference k vektorim tvorici matici. Komponent i vek-
toru v = Mu totiz muzeme zapsat jako

v = (]\41,1)Z = ZMijuj N
J

kde indexy j jdou pres vsechny indexy vektoru u. Zde muzeme poprvé vidét prvni dulezitou
podminku maticového soucinu — rozmér vektoru u musi byt stejny jako pocet sloupctt matice M.

Tato definice maticového soucinu je velmi lehce zobecnitelnd ze souc¢inu matice a vektoru
na souc¢in dvou matic A = M B jako

Ay = Z M; By -
2

Priklad maticového soucinu je pak

(1 3 2) _21 _12 _(5 —7)
5 —1 3 3 1 20 4

Dalsi dulezitou operaci s maticemi je tzv. transpozice, pti které efektivné prohodime fadky
a sloupce matice. Transponovanou matici M znaéime jako M. Uvidime jednoduchy piiklad

13 9o\ (L 3
5 -1 3) — (3 71
2 3

V komponentech matice toto mizeme zapsat jako

(Mi;)" = (M) .

T 1
(1 2) = (2) .
Spravné bychom tedy puvodni rovnici pro ndsobeni vektoru u matici M méli psat jako
T
Mu = (m%> u.
ms;

Miuzeme si vsimnout, ze skalarni sou¢in dvou vektori lze zapsat jako maticovy soucin, kde
jeden z vektoru je transponovany, tedy

Specidlné pro vektory plati

T
u-v=uv.
Déle, matice lze po komponentech scitat a nasobit skalary, obdobné jako vektory
A=B+ M <— Aij:Bi]'+M¢j,
sA > (sA);; = sAi;.

sobem kombinuji rizné stupné volnosti. Ke kompletnimu feSeni se ndm bude hodit jesté jedna
Cast linedrni algebry, kterou je koncept vlastnich vektora a vlastnich cisel.
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Vlastni vektory a vlastni Cisla

Pro ¢tvercové matice plati, ze transformuji vektory do novych vektorti, které maji stejny pocet
komponentu. Je tedy mozné, Ze existuje takovy vektor, ktery zustava transformaci nezménény,
az na urcity skaldrni nasobek. Takovému vektoru se ik vlastni vektor dané matice a ptislus-
nému skaldrnimu nésobku fikame vlastni ¢islo matice pro dany vlastni vektor. Tyto veli¢iny
jsou dulezitou vlastnosti matice. Vlastni vektor v matice M mizeme definovat rovnici

Mv = MAv,

kde X je piislusné vlastn{ &slo. Ctvercova matice o rozméru n miZze mit az n riznjch vlastnich
vektorti, kazdy s pfislusnym vlastnim cislem. Jak tyto vlastni vektory odvodit? Bud mtizeme
vlastni vektor uhddnout na zakladé vlastnosti systému, jako je symetrie (viz niZe), nebo lze
vektor spocitat na zakladé rovnice

(M—X)v=0,

kde I je tzv. jednotkovd matice — Ctvercovd matice, u které jsou nenulové pouze diagonalni
prvky, které jsou obsazeny jednickami. Lze se snadno presvédcit, ze jakykoliv validni maticovy
soudin vektoru (nebo Ctvercové matice) s jednotkovou matici nezméni puvodni vektor (nebo
matici). VySe zminénd rovnice ma budto trividlni feseni, kdy vSechny komponenty v jsou rovny
nule, nebo matice M — Al obsahuje ve svych fadcich vektory, které se smichaji dohromady
tak, ze vytvofi nulu v kazdém tadku v. To ale znamen4, ze tyto vektory v fadcich jsou nutné
linedrné zavislé, tj. alespon jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich. Dulezi-
tym vysledkem z teorie linedrnich rovnic je, ze v tomto pripadé se veli¢ina, kterou nazyvame
determinant matice, rovna nule.

Determinant lze urcit pro libovolnou ¢tvercovou matici, my budeme ovsem zejména potie-
bovat chovani pro 2 x 2 matice. Pro ty se determinant spocita nasledovné

M:(a b> = |M|=ad-bc,
c d

kde | M| znadi determinant matice M (nikoli néjakou absolutni hodnotu). Déle nés zajim4 deter-
minant diagonalni matice, ktery je urcen jednoduse soucinem vsech diagonalnich prvka. Pokud
se vétsi matice sklddé z vice navzdjem oddélenych blokt lezicich na diagondle, lze determinant
urcit jako soucin determinanti jednotlivych blokt. Naptiklad

a b 0 0
c d 0 0

M= 00 e 0 = |M|=ef(ad—bc),
00 0 f

pri¢emz determinant matice 1 x 1 je prosté jediny komponent dané matice.
Pojdme si ukazat priklad vypoctu vlastniho vektoru a vlastniho ¢isla. Uvazujte matici

- (3 2).

Abychom nasli vlastni ¢isla, vyfesime rovnici

1-x 2
0:|M—)\I|:‘ ) 1A‘
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Vysledkem je A = 1£2, neboli A € {3, —1}. Se znalosti A jiz mizeme vyTesit rovnice pro vlastni
vektor. Zvolme A = —1, potom dostaneme

-0
(33 (=)

Resen{ je v tomto jednoduchém piipadé nasnadé — plati v = —wva, a vlastni vektor je napiiklad

- (1),

Rikame napiiklad, protoZe vektor mazeme libovolné nasobit skalry, a bude se pii transformaci
matici M chovat stejné. Dilezity je tedy pomér jednotlivych komponentti vlastnich vektor,
nikoliv jejich absolutni velikost.

Jako poznamka — mohlo by nas zajimat, pro¢ jsme zkratka netesili jednotlivé fadky v rovnici
(M — XI) v = 07 Problémem je, Ze v dané soustavé n rovnic mame n+ 1 nezndmych — n kompo-
nentd vektoru v, a vlastni ¢islo A. Ukaze se, ze kdybychom tyto rovnice tesili, tak v poslednim
kroku vydélime hodnotou nenulového komponentu na obou stranich rovnice, ¢imz budeme
moct ziskat vzajemné poméry vsech komponenti a vlastni ¢islo. Je ale mnohdy snazsi snazit se
ziskat determinant matice, jelikoz z ného rovnou ziskdme vlastni ¢islo, které ma samo o sobé
urcity vyznam. Fakt, ze stale mame n + 1 neznamych na n rovnic se projevi v tom, ze vlastni
vektory mtzeme volné nasobit skalary.

Normalni mody

Dosti bylo obskurni matematiky, pojdme se vénovat fyzice. Na néasledujicich dvou prikladech se
pokusim ilustrovat uziteénost vyse zminénych nastroji — budeme schopni pfesné popsat kmitani
netrividlnich oscilatori. V tomto pripadé jsem si vybral zaprvé dvé zavazi, kterd jsou navzajem
spojené pruzinou a kmitaji pouze ve vertikdlnim sméru, za druhé pak dvé céastice, které jsou
spojené jednou pruzinou a zaroven je kazdé zvlast uchycena ke sténam, mezi nimiz je mezera.

Dvé zavazi od stropu

Uvazujme nésledujici systém: prvni pruzina s tuhosti k je pfichycend k pevnému stropu na
jednom konci a k zavazi o hmotnosti m na druhém konci. Druhé pruzina, také o tuhosti k,
je pripevnéna k prvnimu zavazi na jednom konci a k druhému zavazi o stejné hmotnosti m
na druhém konci. Rovnovaznéd poloha systému (kdy systém neosciluje) nastane ve chvili, kdy
gravitacni sily vybalancuji napéti v pruzinidch. Touto rovnovaznou polohou se nyni nebudeme
zabyvat, na jeji vypocet staci pouzit znadmé poznatky ze statiky. Uvazujme tedy malé vychylky
z této rovnovazné polohy. Vychylku prvniho zévazi oznacime jako x1, vychylku druhého zavazi
jako x2. Predpokladame, ze obé vychylky osciluji, a 1ze je tedy zapsat jako

z1(t) = Re (Aei“t) ,

z2(t) = Re (Beim) .
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Pripadny fazovy rozdil mezi oscilacemi muzeme vyjadrit jako soucdst konstanty B, pro kterou
muzeme psat '
B =|B|e?,
kde ¢ je fazovy rozdil. Tedy '
z2(t) = Re (|B| el(“tﬂp)) .

Obr. 11: Nalevo je zndzornéna geometrie problému a zobrazena definice z1 a x2. Napravo je
znazornén jeden okamzik béhem kmitani jednoho norméalnfho modu. Sipky naznacuji smér
pohybu.

Prvni pruzina je tedy prodlouzend oproti rovnovazné poloze o délku zi, zatimco druhd
pruzina je prodlouzend o x2 — x1. V druhé pruziné je sila
FQ = -k (:EQ — CEl) .
V prvni pruziné je sila
Fy = —kx1 — F»,

jelikoz sila z druhé pruziny se prenasi na prvni pruzinu. Dle druhého Newtonova zdkona v di-
ferencialni formé tedy muzeme psit

d2

Fi=m df; = —kz1+ k(xz2 — 1) ,
d2

F2=m dtx; :—k(xg—xl) .

Provedenim fourierovské substituce dostiavame
2
—mw 1 = —2kx1 + kxe,
2
—mw Te = kx1 — kxo .

Tuto rovnici lze prepsat do maticové rovnice — snazime se najit oscilace v x1 a v x2, které
)
jsou nezavislé, takze je vlastné lze vnimat jako rtzné dimenze oscilaci. Konkrétné, definujme

vektor x jako
x = .
X2
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Pak plati
wMx = Kx,

2k —k
(7).
m 0
=5 )

pricemz jsme obé strany obou ptvodnich rovnic vyndsobili —1. NasSe soustava rovnic je tedy
vyjadfena jednou maticovou rovnici

() ()= D E)
(" ) ()= )

(K—w2M)x:O.

kde K je matice

a M je matice

7 toho muzeme odvodit

tedy

Tato rovnice je obdobou té, kterou jsme tesili pfi hledani vlastnich ¢isel matice. Opét, je potieba

zjistit, kdy je determinant matice roven nule, tedy ‘K — w2M| = 0. Determinant této matice
je

‘ 2k — mw? —k

2

—k k—mw

= (2kfmw2) (kfmwQ) —k? = 0,
takze

2k? — 2kmw? — kmw? + mw* — K = 0,

2 4 2 2
mw — 3mkw” +k“ =0.
Vydélenim m? a zavedenim w? = % dostavame
4 2 2 4
w” —3wow” +wy =0.

Vyfesime bikvadratickou rovnici jako kvadratickou rovnici, ale pro w?. Jejim feSenim je

s 3wd + 1/9wh — 4w
N 2

Méme tedy dvé mozné frekvence oscilaci
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Jaky bude pomér amplitud oscilaci, poptipadé fazovy rozdil? K tomu musime najit kromé
vlastnich ¢isel také vlastni vektory matice M. Prvni fddek matice v nasi maticové rovnici
udava

mw2x1 = 2kx1 — kxo .

Nynf{ uz zndme hodnotu w?, kterou mizeme dosadit. Dostdvime tedy

5[ 3 5
d 2 -9 _
mwq 2 + \/; T kx1 — kxs,
3 5
wg 5 + \/; T = 2w§az1 — ngz ,

Miuzeme vydélit wi a zaroven také vydélit faktorem e“*) ktery je obsazen jak v x1, tak v xo,
takze dostaneme

3 5
S1./2)Aa=24-B
2\ 1 ’
1 5
—~4+./2)Aa=-B
2\ 1 )
B_1 5
A 27\1

osciluje systém tak, ze pomér amplitudy druhého zavazi ku prvnimu zévazi je
V5
5 -

Tento pomér je mensi nez nula, coz znamena, ze v kazdy moment oscilace se zavazi pohybuji
opacnym smérem. Nizsi frekvence oscilaci

L3 5[k
VN2 4\ m

odpovida situaci, kdy pomér amplitud je

B 1 5

A 2 + 2
a zavazi osciluji ve stejném sméru. V jazyku fazovych rozdila jsme mohli psit

1= ein
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a tedy usoudit, ze v prvnim pripadé jsou kmity prvniho a druhého zavazi v perfektni antifazi —
vysledek, ke kterému jsme dospéli i bez této tivahy.

Uvédomme si, co jsme vlastné nyni dokédzali. Zjistili jsme, Ze pro systém dvou Castic existuji
dvé specidlni frekvence, pri kterych jsou dynamické rovnice splnény. Tyto frekvence odpovidaji
dvéma riznym typum oscilaci, které jsou charakterizované komponenty A a B urc¢itého vektoru.
Témto typum oscilaci fikdme norméalni mody.

Mohli byste namitnout, zZe sice jsme popsali velmi specificky pripad, kdy obé polohy osciluji,
modu je zde linearita nasich dynamickych rovnic. Zjistujeme totiz, ze pokud najdeme dva
vektory, které splituji dynamické rovnice (jako jsme na$li my), pak i jakdkoliv jejich linedrni
kombinace splniuje dynamické rovnice. Matematicky feceno, jestlize mame A takové, ze

WwMA, = KAy,

a jiné Aq, které splnuje
WMAs = KA,

pak pro libovolné skalary a a b plati
WM (aA; + bAs2) = K (aA; + bA3) ,

a tedy i vektor aA; + bA. je feSenim dynamickych rovnic. Kromé dvou specidlnich pripada
oscilaci jsme tedy odhalili i nekoneéné mnozstvi pohybt systému, které lze interpretovat jako
superpozici pohybu dvou normalnich moda. Pravé kvuli této vlastnosti se linedrni systémy
popisuji tak jednoduse — pro popséani velkého mnozstvi moznych jevii ndm staci uréeni pouze
nékolika zdkladnich parametru.

Elementarni struna

Uvazujme nyni druhy ptiklad. Méjme dvé castice o shodné hmotnosti m. Prvni je ukotvena ke
zdi, kterd prochdzi pocatkem souradnic, pruzinou o tuhosti k. Druhd je pfichycend pruzinou
o stejné tuhosti ke zdi rovnobézné s prvni zdi a prochézejici bodem R, pricemz R je vektor
kolmy na roviny zdi. Nakonec jsou ¢astice navzadjem spojeny jesté jednou pruzinou o tuhosti k.
Céstice se mohou volné pohybovat v roviné kolmé na tyto dvé zdi.

Reseni tohoto prikladu uvadime pouze zrychlené, abyste si mohli procvi¢it vypocet nékte-
rych konkrétnich velicin. Za¢neme nalezenim rovnovazné polohy. Necht je souradnice prvni
Castice ddna vektorem r; a poloha druhé castice necht je dana vektorem ry. Na prvni ¢éstici
pusobi sila

F1 = —k}I‘l —|—k(r2 — 1‘1) .
Na druhou ¢éstici pusobi sila
FQZ*k(szR)+k(I‘171‘2) .
V rovnovéaze budou sily nulové, coz vede k

1
ry = gR,

ro =
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Oznacme tyto pozice jako ri,0 a ro,0. Malé vychylky z téchto pozic oznac¢ime jako x; a x2, takze
platir; = rq0+x1, obdobné pro druhou ¢astici. Zjistime, ze pti téchto malych vychylkach budou
vyslednice sil rovny

Fi1=—kxi+k(x2 — x1)
pro prvni ¢astici a

Fo = —kxo+k (Xl — XQ)

pro druhou ¢astici. Z druhého Newtonova zakona vime

Fi= md;tl;l ’
Fs, = mddj;? .
Jelikoz r1 o a ra,0 jsou konstantni vektory, plati

Opét budeme predpokladat, ze systém osciluje. Z fourierovské substituce odvodime F; =
= —muw?ry, obdobné pro druhou rovnici. V maticové formé miizeme tyto rovnice zapsat jako

mw? — 2k 0 k 0 z11 0
0 mw? — 2k 0 k ri2| |0
k 0 mw? — 2k 0 zo1 | O]
0 k 0 mw? — 2k Z22 0

kde x11 je prvni komponent vektoru x; atd. Determinant této matice nemuzeme ihned najit,
jelikoz se nejedné o diagondlni matici. Ale mizeme si vSimnout, Ze se mezi sebou vazou pouze
komponenty s indexem 1, resp. 2. Pokud tyto komponenty ddme dohromady v nasem vektoru,
coz determinant matice nezméni, dostaneme nésledujici rovnici

mw2 — 2k k O 0 11 0
k mw? — 2k 0 0 x| [0
0 0 mw? — 2k k zi2] o]
0 0 k mw? — 2k Z22 0

Tato matice se jiz sklada z dvou matic na diagondle, a umime tedy urcit jeji determinant, tj.

mw? — 2k k 0 0
Do k mw? — 2k 0 0
- 0 0 mw? — 2k k
0 0 k mw? — 2k
mw? — 2k k 2 9 2 5\ 2
D = i mw? — ok = ((mw —2k> —k )
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Polozime D = 0, a dostavame
K= (mw2 — 2]6)2 ,
k ==+ (mw? - 2k) ,
(2+1)k=mw’.

Zavedeme
k
wo = .
m
coz vede k
w=+v2=xlwg.

Ziskali jsme tedy pouze dvé frekvence, ackoliv poc¢et normélnich modu bude 4. To znamen4, Ze
nékteré mody maji shodné frekvence. Dosazenim do ptuvodni rovnice ziskdme vztah pro vlastni
vektory. Zacnéme s w = wp. Pak

mE — 2k k 0 0 T11 0
k mE — 2k 0 0 za | [0
0 0 mE — 2k k x| |0
0 0 k mE —2k) \z2 0

Opét narazime na fakt, ze dva bloky matice jsou nezdavislé. Takze prvni dva komponenty naseho
vlastniho vektoru viibec nemichaji zbyvajici dva komponenty, a naopak. Lze tedy urcit dva
vlastni vektory z této jedné frekvence (jak jsme ocekévali), které maji hodnoty napiiklad

1 0
1 0
0’11
0 1
Pro w = v/3wp lze poté uréit, ze vlastni vektory budou

0
-1 0
0o)]’'l1

0 -1

Obr. 12: Naznaceny smér pohybu ¢astic pi kmitani v jednom norméalnim modu.
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Vliv symetrie

Mnoho problémi oscilaci obsahuje urcité symetrie. Napriklad, v pfedchozim problému jsme
mohli bez problému prohodit soufadnice pouzivané pro popis prvni a druhé ¢astice — dostali
bychom pfesné stejnou sadu dynamickych rovnic. Systém byl tedy tzv. symetricky pfi vyméné
Castic.

Takovouto symetrii mizeme definovat i pomoci matice — efektivné hleddme matici S, pro
kterou plati (pro popis druhého piikladu)

T11 T21
21 T11

S = ,
T12 x22
22 12

coz znazornuje prohozeni oznacCeni Castic. Urceni takovéto matice je pomérné jednoduché —
kazdy komponent nového vektoru uréime jednim komponentem z originalniho vektoru, ktery
musi matice S vybrat. Plati

01 0 0
1 0 0 0
S_OOOI
0 0 1 0

Tusime, ze vysledné mody systému budou tuto symetrii né¢jakym zptisobem respektovat. Uka-
zuje se, ze plati velmi obecné pravidlo. Pokud oscilujici systém spliuje urcitou symetrii, pak
vlastni vektory téchto oscilaci jsou alespon zc¢asti dany vlastnimi vektory matice, kterd popisuje
tuto symetrii. Dikaz tohoto pravidla je pomérné slozity a nebudeme se jim zde piimo zabyvat.
Pro ty zvidavéjsi z vas, symetrii systému lze rigoroznéji definovat jako invarianci Hamiltonidnu
systému pri aplikovani dané symetrie. Muzete se také zamyslet, jaké ma toto tvrzeni dusled-
ky v kontextu teorému Noetherové, pokud ho znate. K feseni problému v tomto seridlu tento
presah vsak neni potfeba.

Co vsak potfeba bude, je schopnost uréit matice aplikujici danou symetrii (zejména permu-
tace ¢astic) a najit pro tyto matice vlastni vektory. Muzeme zkontrolovat, ze vlastni vektory
nalezené v predchozim prikladé skutecné jsou vlastnimi vektory matice S, s vlastnimi ¢isly +1.
Mody jsou tedy symetrické nebo antisymetrické pii vyméné céstic.

Vyhoda hledani vlastnich vektort v maticich symetrie spociva v tom, Ze tyto matice jsou
zpravidla jednodussi nez dynamickd matice, ktera 7idi oscilace. Poté, co najdeme vlastni vektory
matice symetrie, muzeme ziskat vlastni ¢isla jednoduchym dosazenim vlastniho vektoru do
dynamické rovnice.

Netplné symetrie

Miuze se stét, ze systém mé urcitou symetrii, avSak tato symetrie nedeterminuje celé chovani
systému. Naptiklad, uvazujte micek, ktery se pohybuje tdolim, které by vzniklo protazenim
paraboly lezici v rovniné xy (danou tfeba vzorcem y = w2) do sméru z — rovnice povrchu
by stéle byla y = x°, nezévisld na z. Zfejmé plati symetrie zrcadleni pfes rovinu yz, tedy
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symetrie + — —x. Pokud bychom oscilace charakterizovali tfemi soufadnicemi micku r =
= (:r Y z), operace symetrie by byla

-1 0 0
S={10 1 0
0 0 1

Vsimnéme si, ze blok spodnich dvou fadkid a pravych dvou sloupctt matice predstavuji vliastné
jednotkovou matici v komponentech y a z. To znamen4, Ze symetrie definovand matici S neklade
zadné naroky na komponenty y a z, tyto slozky mohou byt cokoliv (neboli pisobenim S na r
se tyto komponenty nikdy nezmén{). To znamend, Ze tato symetrie by ndm mohla pomoci
zbavit se maximélné jednoho stupné volnosti. Mizeme ji tedy pouzit k nalezeni pouze jednoho
vlastniho vektoru. Nicméné, jelikoz vime, ze vlastni vektory jsou navzijem kolmé, muzeme
zkusit uhadnout ostatni vlastni vektory oscilaci, a sta¢i ndm uz urcit mensi pocet neznamych.

P1i dosazovani vlastnich vektori symetrie do vlastnich vektorti kmitii musime na neiplné
symetrie davat pozor - pokud dany komponent neni symetrii nijak omezen, musime za néj
dosadit obecné cislo. To, ze symetrie dany komponent neomezuje, totiz jesté neznamend, ze
neni omezen dynamikou systému a symetrii samotné dynamiky. Naptiklad, zékon zachovani
hybnosti miize klast naroky na komponent, ktery jinak neni omezen symetrii kvili zdméné
castic.

Nekonecno oscilatorti

Uz vime, jak Fesit soustavy obsahujici uréity pocet oscilatori. Co kdyz ale oscilatori bude
efektivné nekonecéno? V takovém pripadé muzeme nékdy prejit k popisu systému pomoci konti-
nualnich veli¢in a zac¢indme popisovat fenomén vinéni. Nékterymi zakladnimi vlastnostmi vin,
jako jsou disperzni vztahy ¢i superpozice, se budeme zabyvat v pristim dile.
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Poradr resiteli po Ill. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345 P E S III %% X%
Student Pilng MFF UK 66669111210 66 100 18 198
1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek 6 6 3 6 2 4 12 41 79 13 148
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha 66526 — — 25 68 9 105
3. Viadimira Jirickova G J. Vrchlického, Klatovy 4 2 — 1 2 7T — 16 60 7 82
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Pra- — - — — — - - - - 70 4 52
ha

5. David Mendl G P. de Coubertina, Tdbor 6 2 — 3 - — 4 - 15 59 4 47
6. Veronika Bartdkovd  Slovanské G, Olomouc 624-2 - - - 14 70 4 45
7. Anezka Cechovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 6 2 - — - - 8 57 3 39
8. Richard Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose 26 -1- - — — 9 53 38 32
9. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA - — — — — - - - - 41 2 27
10. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava - — — — — - - = - 39 2 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha -2 -=—- - - - 2 57 2 21
12. Boris Pasternak Leaf Academy 6 ——— - - — -— 6 8 1 19
13. Kristian Matis G, Novy Jicmh - — — — — - - - - 48 1 15
14. Samuel Sevéik G, Jesenik - = = - = - - - - 59 1 138
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko = - - - - = - - - - 56 1 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec ~ - — — — — - - - - 387 1 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipsk4, Praha - — — — — - - - - 57 0 8
18. Krishna Kumar Sah  Awasiya Public School -6--1 - - - T 47 0 7
19. Isuru Liyanawaduge  D.S.Senanayake College @~ - — — — — - - - =100 0 6
20. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - = - 31 0 5
21. Viclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava ~ — — — — — - - - - 17 0 3

Kategorie druhych rocniki
jméno skola 12345 P E S III %% X
Student Pilng MFF UK 66669111210 66 100 18 198
1. David Bdlek G Legionaru, Pribram 66646 — — 7 35 8511 120
2. Pawvel Provaznik G Dasicka, Pardubice 64467 0 2 - 29 6510 115
3. Jond$ Dej Wichterlovo G, Ostrava 66462 — 3 6 33 7510 114
4.-5. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 62-4- —-12 1 25 74 9 99
4.-5. Jan Lepic G, Strakonice 62561 0 9 — 29 56 9 99
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny 6255~ -8 - 26 70 8 94
7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov 66452 - 8 — 31 63 8§ 93
8. Alexander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch.’Pr. K.G” 6 6 6 1 2 3 7 0 31 42 7 84
9. Vojtéch Juza G, Litomysl 62432 — 6 — 23 57 6 T4
10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov 62--- 39 — 20 58 6 67
11. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucha- 6 6 — 4 2 - 4 - 22 51 6 65

rest,RO

12. Tomdas Patsch Slovanské G, Olomouc 625 —-- - — — 13 8 &5 59
13. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen - — — — — - - - - 49 5 56
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jméno skola 12345 P E S III %% X%
Student Pilny MFF UK 66 669111210 66 100 18 198
14. Evan Kim Tesla STEM High School, — - - — — - - - = 8 5 b54
USA
15.—16. Vit Brdzda G Dasickd, Pardubice 66 --1 - —-— — 13 8 4 53
15.—16. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radho$tém 22111 2 5 - 14 32 4 53
17. Jan Engler G, Hodonn - - — — — - - - - 77 4 51
18. Petr Pirnos Biskupské G, Brno 6214—- - — — 13 7/, 4 48
19. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem 62-411 - - 14 51 4 43
20. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha 66 --- - — — 12 91 3 41
21. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce 42 -3 - - 9 54 3 40
22. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha 66 -2 — — 14 73 8 37
23. loana Milea CN Mihai Eminescu, Roma- 6 2 44 - 311 5 35 61 3 35
nia
24. Jiri Jirdsek G Mikulasské n. 23, Plzen - — — — — - - - - 52 3 32
25. Ivy Qin RC Palmer Sec. Sc. - - — — — - - - — 42 2 28
26.—27. Julie Krimskad G Jana Keplera, Praha 62-1- - — — 9 65 2 26
26.—27. Dalibor Ocendsek G Uni¢ov = = = = = - - - - 52 2 26
28. Jakub Gencur G Matyase Lercha, Brno  — — — — — - - - - 96 2 22
29. Jiri Mladek G, Sobéslav. =~ — - = — = - - = - 32 1 18
30. Ashmit Dutta Wayzata High School - - - — — - - - = 8 1 16
31. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc 62-1- - — — 9 42 1 15
32. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India 62—-——-- - — — 8 58 1 14
33. Dominik Blaha G, Uherské Hradiste -2 -=-- - - - 2 50 1 12
34. Petr Vitko G Teplice  — == — = - - - — 87 1 10
35. Barbora Perinovd Ceska zemédélska akademie — — — — — - - - = 81 0 9
Humpol
36. Jakub Kondrek G Brno, tr. Kpt. Jarose @~ - - — — — - - - - 73 0 8
37. Vojtéch Stépdn G, BeneSov - = = — = - - - — 100 0 6
38. Damidn Tancos G, Kukuéinova, Poprad ~~ - — — — — - - - - 14 0 5
39. Patrik Jendele SPS stavebn{ Plzet =~ - — — — — - - - -8 0 4
40. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad — — — — — - - - - 50 2
Kategorie tretich rocniki
jméno skola 12345 P E S IITI , %% by
Student Pilng MFF UK 33669111210 60 100 16 180
1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha3 3356 9 713 6 52 9115 164
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 3356 - - - 9 26 9412 130
3. Josef Vicha G Jana Keplera, Praha 33566 6 — 3 32 7910 114
4. Yahya Numan INCIR- Yasar Acar High School 33535 3 7 - 29 6510 110
KUS
5. David Chudozilov Redlné G a ZS, Prostéjov 3355~ 511 - 32 70 9 101
6. Jan Pijdcek Biskupské G, Brno 33-21 0 8 0 17 55 8 95
7.—8. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 3153~ - - 4 16 81 7 83
7.—8. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha 33651 - — 6 24 73 7 83
9. Marie Lausovd G, Jihlava 31-22 3 9 - 20 50 7 75
10. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné 32-5- - - - 10 75 6 70
11. Ondrej Piroutek G, Ceskolipské, Praha 12041 2 8 - 18 47 6 69
12. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice =~ - — — — — - - - - 70 5 62
13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hejc¢in 33-6- - - — 12 7, 5 58
14. Martin Fedorko G J. A. Raymana, Presov 3154—- 5 - — 18 72 5 56
15.—16. Jan Bajer G, Jihlava 31111 1 7 0 15 30 5 54
15.—16. Pavlina Zavrelovd Biskupské G, Brno 23 -4- - 9 6/ 5 54
17.-18. Jakub Mikes G J. Skody, Pterov 32-4-7 16 78 4 52
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jméno $kola 12345 P E S III %% X%
Student Pilny MFF UK 33669111210 60 10016 180
17.—18. Ales Manuel Papdcek G, Trebon 33-1- - - - 7 69 4 52
19. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Lito- 31 -4 - 2 - - 10 52 4 50
meéTice
20. Vojtéch Strinsky G Brno, tf. Kpt. Jarose - 3 - 2 - - — - 5 63 4 49
21. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem 3 3 - 11 - - — 8 49 4 45
22. Jakub Pelc G, Benesov 31-11 - 3 - 9 39 4 44
23. Adam Huistava European School Luxem- 3 2 - - - - — - 5 66 3 41
bourg II
24. Lukds Fidler Jirdskovo G, Nachod 33-32 - - — 11 69 3 40
25. Adam Krska G, Mikulov 3151- - - - 10 75 3 39
26. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Ta- 3 1 5 - - - 9 76 3 37
bor
27. Aleksandar Rusev First Language school, — — — — — - - - - 72 3 34
Bulgaria
28.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov 3 1 - - - - — - 4 72 3 33
28.—29. Aneta Piklovd @G, Strakonice 31 --- - - - 4 43 38 33
30.—-31. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky 2 — — — — — 8 — 10 65 2 31
Tésin
30.—-31. Jachym Mracek Akademické G, Praha - — - — — - - - = 52 2 31
32.-33. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. 31-1 - - - 5 55 2 28
32.—33. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Pra- 1 1 26 2 - — — 12 /4 2 28
ha
34.—35. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov 3 1 — - - — — — 4 79 2 26
34.—35. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun - — — — — - - - - 62 2 26
36.—37. Tomds Heger Jiraskovo G, Nachod 31 --- - - - 4 58 2 25
36.—37. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava - — — — — - - - - 49 2 25
38.—39. Lubomir Brousek G, Jihlava - - - = = - - - - 60 2 24
38.—39. FEliska Mala Slovanské G, Olomouc - — — — — - - = — 42 2 24
40.—41. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystri- — — — — — - - - — 43 2 23
ca
40.—41. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C.Budé- 1 1 — 3 — — — - 5 49 2 23
jovice
42. Jevhenij Vorochta Jirdskovo G, Nachod 31 --- - - - 4 43 2 21
43. Vojtech Votruba G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - - 88 1 20
44.-45. FEva Feldbabelovd Katolické gymnazium — — — — — - - - - 66 1 19
Trebic¢
44.-45. Matius Jakuboc G, P. Horova, Michalovce — — — — — - - - - 79 1 19
46. Martin Poldk G Masaryk.ndm. — — — — — - - - - 84 1 18
47. Tereza Skorepovd G Dasicka, Pardubice @~ — — — — — - - - - 18 1 15
48. Bishoy Roushdy STEM  High  School, - - - - — - - - - 25 1 14
Egypt .
49. Ondrej Korbel G Varsavska, Zilina - — — — — - - - - 81 1 13
50. Michaela Sidovd G, Litoméricka, Praha — — — — — - - - - 57 1 12
51. Eliska Veéneckovd G J. Vrchlického, Klato- 3 1 — 2 — — — — 6 41 1 11
vy
52. Michal Stépdn Jirdskovo G, Nachod ~ — — — — — - - - - 63 1 10
53.—54. Stépdn Kozdk Jirdskovo G, Nachod — — — — — — - - - - 50 0 8
53.—54. Vojtéch Smola G Komenského, Havifov — — — — — - - - - 78 0 8
55.-56. Samuel Stanek G Grosslingové, Bratisla- — — — — — - - - = 8 0 7
va
55.—56. Kristidn Stastny G, Ostrov. - — — — — - - - — 44 0 7
57.—58. Abanoub Osama STEM  High School, - — - — — - - - =10 0 6
Egypt
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Student Pilng MFF UK 33669111210 60 100 16 180
57.—58. Bianka Tomas¢ikovd G VarSavskd, Zilina - — — — — - - - - 75 0 6
59. Mohamed Sayed STEM  High  School, - — - — — - - - - 10 0 5
Mostafa Egypt
60.—67. Hamdy Amen STEM  High  School, - — - — — - - - = 70 4
Egypt
60.—67. Zyad Ekramy STEM High School, — — — — — - - - =14 0 4
Egypt )
60.—67. Lukds Hubac SPS a VOS, Pisek - — — — — - - - - 17 0 4
60.—67. Mahmoud Shawky STEM  High  School, - - - - — - - = - 70 4
Egypt
60.—67. Mahmoud Shawky STEM  High School, - — - — — - - - - 70 4
Egypt
60.—67. Radim Skdla G, Hotovice @~ — — — — — - - - — 40 0 4
60.—67. Martin Viclavicek Masarykovo G, Plzen @ - — — — — - - - - 31 0 4
60.—67. Nabil Youssef STEM  High  School, - - - - — - - - - 9 0 4
Egypt
68.—69. Moaz Ahmed STEM  High School, - — — — — - - - = 50 3
Egypt
68.—69. Jakub Ferencik G Dasicka, Pardubice @~ — — — — — - - - — 100 0 3
70.—71. Akram Haitham G, Frenstat pod Radhos- — — — — — - - - - 30 2
tém
70.—71. Akmal Hashad STEM High School, — — — — — - - - - 3 0 2
Egypt
72.—75. Hamdy Nour Fl-din STEM High School, — — — — — - - - - 20 1
Mansour Egypt
72.-75. Mohammed Meshrif =~ STEM  High School, - - — — — - - - - 20 1
Egypt
72.-75. Ahmed Ragab Tesla STEM High Scho- — — — — — - - - = 6 0 1
ol, USA
72.—75. Seif Eldein Walid STEM  High School, — — — — — - - - - 2 0 1
Egypt
76.—83. Mahmoud El-Nezely ~STEM High School, - - — — — - - - = 00 0
Egypt
76.—83. Saif El-said STEM  High  School, - - - - — - - = - 0 0 0
Egypt
76.—83. Moemen Ibrahim STEM  High School, - — - — — - - - = 00 0
Egypt
76.—83. Mahmoud Kassem STEM  High School, — — — — — - - - - 0 0 0
Egypt
76.—83. Ahmed Moussa STEM  High  School, - - - - — - - - = 00 0
Egypt
76.—83. Ahmed Nassar STEM  High School, - — — — — - - - = 00 0
Egypt
76.—83. Omar Sharaf STEM High School, — — — — — - - - - 0 0 0
Egypt
76.—83. ahmed waleed STEM  High School, — — — — — - - - - 0 0 0
Egypt
Kategorie Ctvrtych rocniki
jméno skola 12345 P E S III %% X
Student Pilng MFF UK 33669111210 60 100 16 180
1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnéazium Trebic 335411012 6 44 86 14 155
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jméno skola 12345 P E S III %% X%
Student Pilng MFF UK 33669111210 60 100 16 180
2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava 335221113 6 45 7813 140
3. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen 31544 2 5 3 27 6310 109
4. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo 3 3 54 - - - — 15 79 9 99
5. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy 11552 311 - 28 73 8 96
6.—7. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha 33269 4 - - 27 64 8 89
6.—7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha - —-—-—-8 - - - 8 95 8 89
8. Tomds Volf G Jura Hronca, Bratislava 3 125 - — 6 — 17 59 7 77
9. Dominik Farhan G Mikulasské n. 23, Plzen 21 - - - — - — 3 66 7 76
10. Daniel Fousek G, Spitélska, Praha, 3132~ 210 - 21 54 6 66
11. Lubor Cech G Brno, t¥. Kpt. Jarose 31-2- - — - 6 66 5 59
12. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 3325 - - - - 13 75 5 57
13.—14. Sona Husdkovd G, Ceskolipské, Praha 31s51- - - - 10 73 4 51
13.—14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov -141- 2 5 - 13 39 4 51
15. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Ustin.L. -1 -41 — — - 6 66 3 35
16. Viduranga Landers D.S.Senanayake College ~ - — — — — - = = - 58 2 30
17.-18. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava 21-1- - - - 4 53 2 29
17.—18. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy 31-6- - —-— — 10 57 2 29
19.—20. Mona Alizadeh St Paul'sGS - — — — — - - - - 70 2 26
19.—20. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klatovy - — — — — - - - - 90 2 26
21. Andrew Pun M. Garneau Collegiate Insti- — — — — — - - - - 85 2 23
tute
22. Martin Opat G Ludovita Stdra, Trenéin - — — — — - - - - 72 2 21
23.—24. Log Franc Cumberland  Valley HS, — - — — — - - - - 69 1 20
USA
23.—24. Agra Navaratne Nava- D.S.Senanayake College @~ - — — — — - - = — 48 1 20
ratne
25.—26. Aahana Aahana CHIREC International — — — — — - - - - 40 1 19
School
25.—26. Ondrej Sladky G Mikulasské n. 23, Plzen - - — — — - - - =70 1 19
27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod ~ - — — — — - - - - 81 1 17
27.—28. Konstantin Tripunov- American HS Skopje, Mace- — — — — — - - - - 8 1 17
ski donia
29.-30. Zsolt Beke G H. Selyeho Koméarno -1-1- - - - 2 56 1 15
29.—30. Riley Lofgren Lambert High School, USA - - -6 9 - - - 15100 1 15
31. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum - — — — — - - - - 67 1 12
32.—34. Robert Gemrot G Komenského, Havitov =~ - — — — — - - - - 91 1 10
32.-34. Gauri Shankar H Pondicherry University @ - — — — — - - - - 48 1 10
32.—34. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstenda — — — — — - - - - 28 1 10
35.—36. Gauri Shankar H Pondicherry University = - - - — — - - = - 21 0 9
35.—36. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice - — — — — - - - - 75 0 9
37. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica — — — — — - - - - 73 0 8
38. Ddvid Benko G L. Svobodu, Humenné - - - — — — - - - — 44 0 7
39.—40. Martina Darikovd Gymnézium Brno-Bystrc - — — — — - - - - 83 0 5
39.—40. Jan Klivan G, Dagice - = = = = - - - — 45 0 5
41. Kian Kyars Harry Ainlay Highschool 31 —--- - - - 4 67 0 4
42.—44. Youssef Abdelmoneim STEM High School, Egypt — — — — — - - - - 50 0 3
42.—44. Philopater Gabra STEM High School, Egypt - — — — — - - - = 50 3
42.—44. Le Vu Neumann G Opatov, Praha = - - - — — - - - =100 0 3
45. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadan - — — — — - - - — 40 0 2
46.—49. Hussein Hassan STEM High School, Egypt — — — — — - - - - 0 0 0
46.—49. Islam Hassan STEM High School, Egypt - - — — — - - = - 0 0 0
46.—49. Andrew Henin STEM High School, Egypt — — — — — - - - - 0 0 0
46.—49. Ahmed Jaheen STEM High School, Egypt - - — — — - - - - 0 0 0
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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