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Uvodem
Milé fesitelky, mili Fesitelé,

je to tu, posledni série 34. ro¢niku FYKOSu!

A co ze jsme si to pro vas pripravili? Rozebereme si pohyb krasobruslarky pfi pirueté,
pokusime se urcit stabilni polohu matematického kyvadla, ale také prodlouzeni homogenni
pruziny.

V experimentélni tdloze si zahrajeme na nesiky, ktefi vylévaji sklenicky s vodou (nékterf
experti naopak upfednostiiuji misticky s mlékem). Posledni dil leto$niho seridlu se bude zabyvat
zejména, polarizaci.

Zéavérem bychom vam chtéli moc podékovat za krasny, avSak netradi¢ni 34. ro¢nik FYKOSu.
Vérime, ze se opét shleddme piisti skolni rok a néktefi z vas tfeba rozsifi nase rady. A ted uz
jen pohodové ukoncéeni skolniho roku a huréd na prazdniny!

Organizdtori

Zadani VI. série

Termin uploadu: 4. 5. 2021 23.59
Termin odeslani: 3. 5. 2021

Uloha VI.1 ... krasobruslaika 3 body

Uvazujme krasobruslarku s rozpazenyma rukama, tocici se ihlovou rychlosti w kolem své osy.
Jakou tihlovou rychlosti w’ se bude toéit, pokud ptipazi? Jakou praci musi vykonat, aby p¥ipa-
zila? Tvar krasobruslarky aproximujte dle svého uvéazeni.

Uloha VI.2 ... rotujici kyvadélko 3 body

Méjme matematické kyvadlo délky [ se zdvazim o hmotnosti m v tthovém poli se zrychlenim g.
Kyvadélko uvedeme do rotacniho pohybu okolo svislé osy s konstantni tthlovou rychlosti w.
Urcete stabilni polohy kyvadla. Vysledek vyjadifete pomoci tihlu od svislice.

Uloha VL.3 ... tfikrat a dost 5 bodi

Usek silnice o délce a = 2,8km za¢ing semaforem s periodou T, na kterém signél zeleného
svétla trva po dobu t1 = 79s. Na konci tohoto tiseku je druhy semafor se stejnou periodou, ale
délka trvani téhoz signdlu je pro néj to = 53s. Na obou semaforech se zelené svétlo rozsviti
vzdy ve stejny okamzik. Spoéitejte, za jak dlouho prumérné piejedete cely tsek silnice (véetné
¢ekéni na semaforech), pokud se pii jizdé pohybujete rychlosti v = 60km-h~*. Cas potfebny
na rozjezdy a brzdéni zanedbejte.

Uloha VI.4 ... spat¥il jsem kometu 8 bodu

Dlouhoperiodické a neperiodické komety za¢nou vyvrhovat plyn zpravidla pfi prekroceni drahy
Saturnu. Do té doby se pro pozorovatele na Zemi jevi jen jako malé kusy skal, a jsou tedy témér
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nepozorovatelné. Uvazujte kometu se vzdalenosti v ptisluni rovnou ¢ = 0,5au a odhadnéte, za
jak dlouho od okamziku, kdy prekonad drahu Saturnu, poprvé pirekroc¢i drahu Zemé. Trajektorie
komety ma excentricitu velmi blizko jedné.

Uloha VL5 ... t&7ka pruZina 9 bodt

Méjme homogenni pruzinu s tuhosti k a hmotnosti m, jejiz sitka je zanedbatelnd vuci jeji
délce. Pruzinu uchytime na jednom konci tak, aby kolem né&j mohla rotovat, a nasledné ji
roztoc¢ime tthlovou rychlosti w. Kolikrat se tato pruzina pti rotaci prodlouzi? Vliv tithového pole
neuvazujte.

Uloha VL.P ... nebezpeéndjsi korona 10 bodt

Dojde-li k vyronu koronalni hmoty ze Slunce, zacne se tato hmota velkou rychlosti sitit pro-
storem. Nékdy muze zasdhnout Zemi a ovlivnit jeji magnetické pole. Odhadnéte, jak velké
elektrické proudy by mohl takovy vyron generovat na Zemi v siti elektrického vedeni. Na ja-
kych parametrech to zavisi? Okomentujte, jaké by méla takovd udédlost dopady na lidskou
civilizaci.

Uloha VLE ... rozlita sklenic¢ka 12 bodu

Vezméte si sklenicku, plechovku ¢i jinou vilcové symetrickou nadobu a zmétte zavislost thlu né-
klonu, pri kterém se prevrhne, na mnozstvi vody uvniti. Doporucujeme pouzit ndadobu s vétsim
pomérem vysky ku priaméru podstavy.

Uloha VL.S ... nabiti struna 10 bodt

Uvazujte napnutou strunu o délkové hustoté p, kterd je navic rovnomérné nabitd s délkovou
nabojovou hustotou A. Napéti ve struné je T'. Struna se nachézi v magnetickém poli o kon-
stantni velikosti B, jez je ve sméru struny v rovnovazné poloze. Vasim tkolem bude popsat
nékolik aspekti kmitdni této struny. Nejprve bude tifeba sestrojit vlnovou rovnici. Zanedbejte
indukéni efekty (predpokladejte, ze struna je perfektné izolujici, a tedy ndbojova hustota zusta-
va konstantni) a urcete lorentzovskou silu na jednotku délky pro malé oscilace struny v obou
smérech kolmych na smér jejiho napnuti. Tuto sflu pouzijte pro sestaveni vlnové rovnice (ta déle
obsahuje silu plynouci z napéti struny). Provedte fourierovskou substituci a urcete disperzni
vztah v aproximaci malého pole B; konkrétné uvazujte éleny do prvniho fadu v f = 2E- « 1,

kA/pT

kde k je vlnové ¢islo. Urcete dva polarizacni vektory, tentokrat pouze do nultého radu v 5. Nyni
predpokladejte, ze vytvorime v urc¢itém misté struny vlnu, kterda bude oscilovat pouze v jednom
sméru. V jaké vzdélenosti od pivodniho bodu bude vlna stocend o devadesat stupna?
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Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... naboj Zemé 3 body; (chybf statistiky)
Jaky celkovy naboj by musela mit Zemé, aby elektrony blizko jejtho povrchu odlétavaly pryc?
Jak by se tento ndboj lisil pro protony? Karel md rdad planetdrni tlohy.

Elektron blizko povrchu Zemé je pritahovan gravitacni silou

meM@
2 7
REB

F,=G

kde G = 6,67 - 107" m3 kg~ '-s7? je gravitacni konstanta, me. = 9,11 - 1073 kg hmotnost
elektronu, Mg = 5,97 - 10%* kg hmotnost Zemé a Rg = 6,37 - 10° m polomér Zemé. Odstiedivou
silu nemusime uvazovat, i kdyz Zemé rotuje, protoze jeji vliv je mensi nez 1% gravitacni sily.

Aby &éstice zacala stoupat, pak je potieba, aby elektrickd sila (Coulombova) byla vySsi nez
gravitacni, tedy

FC ngv
iquQ@ 2 Gmejy@ 7
ine B2 R
Me . .
Qe <4reGZ® = 95.1077C,

kde ¢ = 8,85-10712 F-m ™! je permitivita prost¥edi, kterd je ve vzduchu velice blizka permitivité
vakua, ge = —e = —1,602 - 107 *° C néboj elektronu (jeden zaporny elementarni néboj) a Qg je
hledany nédboj Zemé. Protoze jsme délili zdpornym ¢e, znaménko v nerovnici se otocilo. Pro
elektron nam vyslo, Ze pokud by Zemé méla naboj —2,5 - 1077 C, pak by se na ni elektrony
neudrzely a ,utikaly* by ndm do vesmiru. Jde o minimélni ndboj, co se absolutni hodnoty tyce.
Pokud bude jesté vétsi (absolutné) zdporny naboj, tak budou elektrony ulétdvat jesté snadnéji

(rychleji).
Podivejme se na variantu tlohy pro protony. Ve vysledku sta¢i nahradit hmotnost elektronu
hmotnosti protonu m, = 1,67 - 10727 kg, ndboj elektronu za naboj protonu g, = —g. = +e

a opét otocit nerovnost. Dostavame vysledek
Mg . _
Qs zma% ~46-107*C.

Néboj Zemé by musel byt zhruba 1800krat vétsi a opacného znaménka, aby od ni odlétavaly
protony, pokud situaci srovname s elektrony. Dalsi zajimavé porovnani by mohlo byt s autoba-
terii. Typicka autobaterie méa kapacitu fadové 70 Ah, coz pti plném nabiti odpovida 250 000 C.
Nejde sice o dokonalou analogii a neni to ,,odhaleny naboj“, jako by to bylo u Zemé, ale jde spise
o potencidl toho, kolik ndboje ndm umozni baterie diky chemickym reakcim prenést elektrickym
obvodem.

Vidime, ze Zemé musi byt jako celek relativné dobre neutralni. I kdyz k tomu bychom mohli
dojit logickou uvahou. Pokud by totiz celkovy naboj Zemé stacil na to, aby néjaky typ castic



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 6/7

odlétéval, tak by prichdzela o ndboj tohoto znaménka odlétanim téchto Casti, az by se jeji
celkovy naboj opét vratil priblizné do neutralni stavu.
Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha V.2 ... retardovany Jupiter 3 body; (chybi statistiky)

Siderickd perioda Jupiteru ¢inf priblizné 11,9 roku, rychlost svétla je 3 - 103 m-s™', vzdjemnou
vzdélenost Zemé a Slunce piedpokldejte rovnu 150 - 10° m. Pomoci téchto veli¢in odhadnéte,
jak dlouho poleti svétlo z Jupiteru na Zem, jestlize se Jupiter nachdzi na misté, na které se
z opozice dostane za jednu ¢tvrtinu synodické periody.

Vasek si vzpommnél na observace Oleho Rgmera.

Pti opozici se nachazeji Slunce, Zemé a Jupiter na jedné primce a po ¢tvrtiné synodické periody

budou tvorit vrcholy pravoihlého trojihelniku s preponou Zemé-Jupiter. Vzdalenost Jupiteru
od Slunce je podle tretiho Keplerova zdkona

o —a (ﬁ)%
J — az TZ 5

kde T jsou periody obéhu planet. Vzdalenost Jupiteru a Zemé pak spocitdme podle Pythagorovy

véty jako
l=+/a2+d3.

Svétlo tuto vzdélenost urazi za cas

t= -
c

a po dosazeni dostédvame

4 4
1 Ty\ 3 az, Ty\ 3
C az TZ * CLZ C TZ *

Pti poditani s hodnotami ze zaddni vychézi ¢iselné ¢ = 44 min.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha V.3 ... nedobrovolné breatharianstvi 6 bod; (chybi statistiky)

Lukés si chtél uvafit veceri. Postavil hrnec na plotnu, ale zapomnél do néj ddt vodu (nebo
cokoliv jiného). Teplota hrnce a vzduchu uvniti néj se ustélila na 100 °C (neptejte se, jak se to
bez vody podarilo). Lukés si zdhy svoji chybu uvédomil a hrnec z plotny sundal, po vychladnuti
na pokojovou teplotu z néj ale nedokazal sejmout poklici o plose S a hmotnosti m. Spocitejte,
Jjakou silou poklice na hrnci drzela, pokud ji tam Lukas dal

1. tésné pred sundanim z plotny,

2. pred zacatkem pripravy vecere.
Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idedlni plyn. Lukds a jeho kulindrské uménd.
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Poklice poloZena pred koncem varu

Poklice drzi diky rozdilu tlak vné a uvniti hrnce. Tésné pred polozenim poklice méa vzduch
v hrnci atmosféricky tlak p; = pa a teplotu T3 = 100 °C. Objem ani pocet ¢astic se pri chladnuti
neméni, jde o izochoricky déj. Po vychladnuti na pokojovou teplotu 7o ma tlak

—p 2
P2 =p1 T, .
Poklice tedy drzi silou
T
F:S(pa—pg):Spa(l——Q> .
T

Poklice poloZena pred zacatkem varu

V tomto pripadé bude tlak pred zacatkem chladnuti jiny, nebot poklice svoji vahou v hrnci
udrzi pretlak pouze

P1 = Pa + % .
Vzduch pak opét chladne izochorickym déjem do vysledného tlaku
I ( @) I
prplTlf Da + S )T
Poklice nyni bude drzet silou
o . T Ty
F =8 (pa—p2) = Spa (1 Tl) mng .

Tento vztah ale plati pouze za predpokladu, ze pretlak, ktery ohratim vzduchu uvnitt hrnce
vznikne, bude vétsi nez hodnota, kterou udrzi poklice. Potom ¢ast vzduchu unikne a tlak se
ustali na hodnoté, kterou jsme odvodili vyse. Tim dostavame podminku

Spa (Tl )
m < ——1).
=74 T

Pokud nebude splnéna, poklice se viibec nepfilepi.

Lukds Timko
lukast@fykos.cz

Uloha V.4 ... perioda velkych kmiti 7 bodi; (chybi statistiky)

Uvazujme dvé poloroviny, které sviraji tihel 2¢p < n. Umistime je v !
tak, aby jejich spolecnéd primka byla vodorovna a jejich rovina syme-
trie byla svisla, takze vytvori jakési udoli. Nasledné vezmeme hmot-
ny bod a z vysky h nad spolecnou primkou jej hodime rychlosti v
ve vodorovném smeéru tak, aby zacal konat periodicky pohyb jako
na obrazku. Jak velkou rychlosti ho musime hodit? Predpokladejte
dokonale pruzné odrazy od polorovin.
Legolase uz nudi periody malgjch kmiti.

Budeme hladat symetrické rieSenie — ¢ize hmotny bod bude behaf
po jednej parabole. Jej vrchol je zrejme na ose, ¢ize rychlost, ktorou ho méme hodit, bude mat
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nulovi zlozku v smere y. Zaroven bude treba, aby v = v, = konst, ¢ize nd$ hmotny bod musi
na polrovinu dopadnit vzdy kolmo. Spliime teda tieto podmienky.
Suradnice hmotného bodu v ¢ase ¢t od hodenia budu

T =t,
1
=h——gt
Y 29 )

kde sme pociatok umiestnili do spolo¢nej priamky rovin. V tejto stistave budi stiradnice polro-
viny leziacej v prvom kvadrante spliat

ytgp =x.

Dosadime a dostavame kvadratickt rovnicu pre ¢as dopadu

1
0= ggtitgp+vta—hige,

2
I (DY PR T
gtgep v?

No a ako sme spominali, v tomto ¢ase musi byt vektor rychlosti kolmy na polrovinu, symbolicky

o )l
v

ktorej kladny koren je

Rychlost ve sméru y bude vy (t) = —gt. Podosddzame

v 2gh tg?
vtgp = gta = —— \/1+972g¢_1
tgp v

2gh
2+tg2p

a vyjadrime

Co je zjavne rychlost, ktorou musime na$ hmotny bod hodit (a teda odpoved na otdzku zo
zadania).

Ak chceme spocitat periédu, tak to staci dosadit spit do vztahu pre tq a vyuzit, Ze je to
presne Stvrtina periody

2
T—aty= 2 ((J1p2hiee ) _y 2 8o
gtge v 9 \/2+tg2e

Vidime, ze pre ¢ — 0 ide T — 0, ¢o celkom ddva zmysel. Zaroven pre ¢ — ©/2 by sme cakali,
ze aj v — 0 a pohyb bude ¢im dalej tym viac pripominat volny pad, odraz spéf, volny pad na
opacnu polrovinu a odraz spéat, ¢ize limita T — 44/2h/g presne sedi.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha V.5 ... rheonomni katapult 10 bodi; (chybi statistiky)

Meéjme tenkou obdélnikovou desku, kterd se otaci kolem své horizontdlné orientované hrany
konstantni iihlovou rychlosti. V okamziku, kdy se deska nachazi ve vodorovné poloze a otaci se
smérem nahoru, na ni umistime maly kvadrik tak, aby se vzhledem k ni zpocatku nepohyboval.
Jak se bude kvddrik po desce pohybovat, jestlize je treni mezi obéma télesy nulové? Kam
musime kvadrik na zacatku umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otacky desky? Diskutujte
dale vsechny potrebné predpoklady, které pro to musi byt splnény.
Bonus Jaky vykon dodava deska kvadriku a jakou celkovou praci na ném vykona?

Vaska uz omrzely priklady na skleronomni vazby, tak prisel s vazbou rheonomni.

Odvozeni pohybovych rovnic

Jednd se o mechanickou tdlohu s vazbou, nebof maly kvadiitk mtzeme aproximovat hmotnym
bodem vazaného na desku do okamziku, kdy z ni vyleti. Deska pusobi na kvadiik jako vazba
z4visld na Case, tj. rheonomni vazba (odtud ndzev tlohy). Vazba nezdvisld na dase se nazyva
skleronomni. Pohyb kvadriku nalezneme vyfesenim pohybovych rovnic. Nejdrive vsak potrebu-
jeme zvolit soufadnice. Problém je efektivné dvourozmeérny, protoze se kvadiik bude pohybovat
po desce ve sméru kolmém k ose otdcCeni a také se bude otdcet spolecné s deskou. Staci ndm
proto zvolit dvé kartézské souradnice x, y s pocatkem na ose otaceni. Déale si zavedeme dru-
hou sadu soutradnic, a to polarni souradnice 7, ¢. Souradnice r méii vzdalenost od osy otaceni
a thel ¢ méri orientovany thel sevieny spojnici pocatku a daného bodu s kladnou poloosou z,
jak je vidét na obrazku [l|. Transformacni vztahy z polarnich do kartézskych soutradnic jsou

T=TCcosp, (1)
Y

Pohyb kvadiiku v zévislosti na ¢ase ¢ je pak dén funkcemi z = z(t) a y = y(¢), resp. funk-
cemi r = r(t) a ¢ = p(t). Nachdzi-li se kvdditk na desce, je soufadnice ¢ kvadiiku totozna
s thlem natoceni desky, pro ktery ze zadéani plati ¢(t) = wt, kde w > 0 je konstantni velikost
thlové rychlosti. Kartézské souradnice x a y generuji vektorova pole e, a e,. To jsou tecné
vektory k soufadnicovym ¢ardm y = konst a x = konst majici jednotkovou velikost. Vektor
rychlosti v kvadriku pak je

rsing. (2)

v(t) = 2(t)es +y(t) ey,
kde tecka znadi (totalni) ¢asovou derivaci. C‘asvovou zavislost zduraznénou v kulatych zavorkach
budeme c¢asto pro prehlednost vynechévat. Casovou derivaci vektoru rychlosti v dostaneme
zrychleni kvadriku
a=de; + jey. (3)
Poznamenejme, ze jsme vyuzili faktu, ze se vektor e, (jeho velikost i smér) podél trajektorie
kvadiiku neméni (podobné i vektor e, ), neboli

6 — de,

ST ode

Nyni vyuzijeme transformacni vztahy (E) a (E)7 do kterych dosadime konkrétni souradnice
kvadiiku a rovnice (totdlné) zderivujeme podle ¢asu ¢, ¢imz dostaneme

=0.

T =1rcosp—rpsing,

y=1rsinp+rocosy.
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Obr. 1: Kartézské a polarni souradnice.

Dalsi ¢asovou derivaci ziskdme
T =1Tcosp—2rpsine —rgsingp — rapz cos p,
g =7sinp+ 2rpcosp + rycosp — r¢2 sin .
Tyto rovnice dosadime do vztahu (E), ¢imz dostaneme zrychleni ve tvaru
a= (i‘cosgo — 27psinp —rgsing — rgbz cos <p) ez +
+ (7‘ sin @ + 27°¢> cos ¢ + r@ cos ¢ — ¢ sin <p) ey. (4)

Celkova sila F pusobici na kviadiik je ddna souctem reakce N desky na kvadriik a tihové
sily mg, neboli
F=N+mg=—(Nsing)e; + (Ncosp —mg) ey, (5)

kde N je (orientovand) velikost reakce N, m je hmotnost a g je velikost tihového zrychleni.
Druhy Newtonliv pohybovy zdkon lze matematicky vyjddrit ve tvaru F = ma. Z rovnic (H)
a (f) potom dostavdme pohybové rovnice

—Nsinc,p:m(Fcosgp—27*<,bsincp—r¢'zsin<p—rgb2cos<p) , (6)
Ncosp —mg=m (ﬁsingp + 27 cos @ + 1@ cos p — sincp) . (7)
Jedn4 se o soustavu dvou obyéejnych diferencidlnich rovnic se tfemi nezndmymi funkcemi r(¢),
o(t) a N(t). Nezapomenme vsak, ze jesté madme zadén pohyb desky (a tedy i jednu soufadnici
kvadifku) ¢(t) = wt. Jesté pred tim, nez dosadime () = wt, upravime soustavu rovnic (ff) a ([1)
do jednodussi podoby. Rovnici (ff) vyndsobime (sin ¢) /m a rovnici (J]) vyndsobime (cos ¢) /m,
¢imz dostaneme
N .o .. L2 L2 .2 .
——sin” ¢ = fsinpcosp — 2r@sin” ¢ — r@sin” p — re” sing cos
m
N 2 o .. 2 . 2 .2 .
— cos” p — geosp = Fsinpcosp + 2rpcos” p + r@cos” p — T sinpcos g .
m

Nyni odecteme prvni rovnici od druhé

N
%fgcosga:%ngrrgb. (8)
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Tuto rovnici vynasobime sin ¢ a seCteme ji s rovnici (E) vydélenou m. Vysledek této operace
jesté vydélime cos ¢ a dostaneme

—gsinap:?'“'—rgf. (9)

Soustavu rovnic (E) a (H) jsme tak zjednodusili na soustavu rovnic (E) a (a) K nalezeni po-
hybovych rovnic v takto jednoduchém tvaru bylo potfeba s rovnicemi manipulovat zptsobem,
ktery nemusi byt na prvni pohled zrejmy. Ukazeme si proto alternativni postup jejich odvoze-
ni. Na misto vektorové béze (e, e,) budeme pracovat s bzl (e,,e,). Bude to sice vyzadovat
jisté matematické operace navic, za to vsak dostaneme pohybové rovnice piimo v jednoduchém
tvaru.

Alternativni odvozeni pohybovych rovnic

Poloha kvidiiku je tedy dédna funkcemi r = r(t) a ¢ = ¢(t). Vektor rychlosti je proto roven

dr 0  dy @

V=——+——— =70, +©8,, 10

at or T dt o e (10)

kde % = 0., resp. % = 0, jsou vektory tecné k souradnicovym ¢aram ¢ = konst, resp. r =

= konst. Vektory 8, jsou normalizované na jednotku (82 = 8, - 8, = 1) a proto jsou v kazdém
bodé shodné s jednotkovym vektorem e, miticim v radidlnim sméru, t;.

0, =e,.

Vektory 0, mifici v tangencidlnim sméru vSak uz nejsou normalizované na jednotku, ne-
bot Bi =0,-0, = r2. Misto nich proto budeme pouzivat normalizované vektory €,, pro
které v kazdém bodé plati

0, =re,.

Rychlost v z rovnice (@) prepiSeme do tvaru

dr de
v=—e,+r—e 11

dt T dt L2} ( )
ve kterém rozeznavame clen odpovidajici radidlni rychlosti a ¢len odpovidajici tangencialni
rychlosti. Zrychleni kvadriku a ziskame totalni casovou derivaci vektoru rychlosti v. Ted ovSem
musime byt obezfetni. Bazové vektory na pravé strané rovnice ([L1l) jsou zavislé na dase ¢,
protoze se vycisluji v bodech, které odpovidaji poloze kvadiiku v daném case. Totalni casovou
derivaci rovnice (E) dostaneme
d?r dr de, drde d?p dep de,

er+ — + = e, +r——Fe, +r— . (12)

a7 a2 dt at | dt dt di2 dt dt

Casovou zménu béazovych vektoru podél trajektorie vyjadiime pomoci zmény bazovych vektoru
v soufadnicovych smérech a pomoci casové zmény souradnic polohy kvadiiku, neboli aplikujeme
pravidlo o derivaci slozené funkce na vektory

de, _ Ode,  drde,  dypJe,
dt ot dt Or  dt dp’
de, Je,  drde dep de,

et 2 Pk ) —_r
& o Tator Tt dp (14)

(13)
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Parcidlni derivace obou bazovych vektoru podle ¢asu jsou nulové, nebot v pevné poloze neza-
vis{ bazové vektory na Case. Zacneme se ¢lenem de,/dp. neboli se zménou vektoru e, podél
soutadnice ¢. K nalezen{ vysledku ndm pomtize obrazek fl. V bodé o soutadnicich (r, ¢) méme
vektor e (r, ¢) a v bodé pootodeném o maly thel 6 mame vektor e, (r, ¢ + d¢). Vzhledem k to-
mu, ze sméfujeme k derivaci, chceme od sebe tyto vektory odecist. Umime vSak odecitat pouze
vektory v jednom bodgé, a proto vektor e, (r, ¢ + d¢) paralelné pfeneseme z bodu (r, ¢ + dp) do
bodu (r, @) a ziskdme tak novy vektor e,(r, ¢ + 6p)". V bodé (r, ) uz je dobie definovany roz-
dil e (r, 0 + 3¢)’ — e,(r,¢). Jeho vysledkem je vektor, jeho# velikost je 2sin(dep/2). Budeme-li
thel d¢p limitné zmensovat k nule, dostaneme vektor mitici ve sméru e, (r, ¢). Zdroven pro malé
uhly d¢p plati pfiblizeni 2sin(dp/2) ~ dp, proto celkové dostaviame

Der(r,p) _ 1. er(rp+09) —er(r,¢)
dp  se—0 dp

= etp(rv 90) :

Zjednodusené zapsano jsme ziskali
e,

=e,.
dp s

Se ¢lenem Oe,, /Oy budeme postupovat opét s pomoci obrizku E Postup je analogicky, a proto

ho ponechdme bez slovniho komentatre. Vysledkem je vztah

ey

Oy

= —e,.

Vybaveni zkusenostmi z piikladd vyse jiz snadno nahlédneme, Ze nésledujici parcidlni derivace
jsou nulové

Oe, 0= Oe,
or or
Pro totalni ¢asové derivace bézovych vektoru (rovnice (@) a (@)) tak dostavame
de, dp
at — ar e
dep _ _de
dt dt

er(r, o +6p) —e(r,¢)

Obr. 2: Odvozeni parcidlnich derivaci bazovych vektora v polarnich souradnicich.

10
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Na zakladé predchozich vypoctu se ndm rovnice (@) pro zrychleni a zjednodusi na
a=(i—rp?) e, + (g +rd)e,.

Jednd se o obecny tvar zrychleni pri pohybu v roviné vyjadieny v polarnich soutadnicich. Jako
cviceni se miizete sami pokusit interpretovat kazdy jednotlivy ¢len na pravé strané. Vyslednou
silu F' pusobici na kvadrik lze zapsat ve tvaru

F=—(mgsinp)e, + (N —mgcosp)e,.

7 druhého Newtonova pohybového zdkona pak dostédvame soustavu pohybovych rovnic pfimo
v jednoduché formé — rovnice (§) a (H)-
Reseni pohybovych rovnic
Pokrac¢ujeme v hleddni pohybu kvadiiku. Ze zadéni zndme pohyb desky a tedy soutradnici
kvadiiku ¢ = wt. Dosazenim do pohybovych rovnic (§) a () dostaneme

N

— — gcoswt = 2wr, (15)

m

—gsinwt = — w’r. (16)

Rovnice (@) je sama o sobé nehomogennf linedrni obyéejnou diferencidlni rovnici druhého rédu
pro funkci 7(t). Jeji feSeni se skladd z homogenniho a partikuldarniho feSeni. Homogenni feseni
hleddme ve tvaru

ru(t) = Ae*’ + Be ",

kde A, B jsou konstanty. Pomoci prevodnich vztahi mezi exponencidlou a hyperbolickymi
funkcemi jej muzeme piepsat do (pro nasledujici vypocty) vyhodnéjsi podoby

ru(t) = asinhwt + beosh wt

kde a, b jsou konstanty. Partikuldrnim fesenim je napriklad

)

re(t) = 57 sinwt .
Tim jsme nasli obecné feSeni
r(t) = ru(t) + rp(t) = asinhwt + bcosh wt + 2’% sinwt, (17)
w
odkud pro prvni ¢asovou derivaci ziskame
(T
) = acoshwt + bsinhwt + =L coswt . (18)
w 2w?

Oznaéme pocdteéni vzdalenost od osy otdceni ro = r(0). Ze zadan{ vyplyva, ze kvadiik se po
desce ze zacatku nepohybuje, neboli 7(0) = 0. Dosazenim pocateénich podminek do rovnic (@)
a ([L§) dostaneme
g
=b, 0= . 19
To a + 2w2 ( )

Pohyb po desce je tedy dan rovnici

r(t) = ro coshwt + 2’5 (sinwt — sinh wt) . (20)

11
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Podminka padu kvadriku z desky

Ted nas bude zajimat kam kvadiik umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otacky, kdy ¢ =
= 1/2. To muze nastat dvéma zpusoby. Na kvadiik pusobi deska pouze tlakovou silou (N > 0),
a proto kvadiik mize odletét od desky v okamziku, kdy tato sila v ¢ase spojité vymizi (N =
= 0). Jednoduse deska nebude dost rychld na to, aby dohonila kvadiik. Druhou moznosti je, ze
kvadrik pravé po ¢tvrtiné otacky dojede na konec desky.

Predpokladdame-li, ze je deska dostatecné dlouhd, vyleti kvadiik z desky v okamziku, kdy
na néj prestane silové pusobit, tj. kdyz bude platit N = 0. Navic, aby kvadiik skutecné odletél,
pozadujeme, aby ¢isté matematicky v tomto bodé prechizelo N do zdpornych hodnot. Fyzi-
kélné korektnéji pozadujeme, aby mélo N v daném okamziku zadpornou casovou derivaci zleva.
Dosazenim nalezeného reSeni (E; do prvni pohybové rovnice (E)) dostaneme

N
N = 2row” sinh wt — g cosh wt + 2g cos wt . (21)
m

Z pozadavku, aby kvadiik vyletél po ¢tvrtiné otacky, mame podminku
0 = 2row’ sinhg — gcoshg = r0= ;ﬁ coth g . (22)

Dostavame tak vyslednou zavislost vzdalenosti kvadiiku od osy otéceni

r(t) = % (coth g cosh wt — sinh wt + sin wt) , (23)
. g T .
r(t) = =— (coth — sinh wt — cosh wt + cos wt) .

2w 2

Vsimnéme si, ze (¢ = n/2) = 0, coZ znamend, ze kvidiik bude vystielen ve vodorovném sméru.
Stéle vsak nemame zaruceno, ze nadm v prubéhu ctvrtotacky neprekmitne N do zdpornych
hodnot. Pro velikost reakce N desky na kvadriik podle rovnice (@) plati

N(b)

= coth = sinhwt — cosh wt + 2 cos wt . (24)
mg 2

Ovéfime si, ze na zacatku (¢ = 0) je N(0) = mg > 0. Pro wt € (0,7/2) se o tom presvédéime
s pomoci grafu fJ. Vidime, Ze funkce je pro wt € (0,7/2) kladnd a ze v bodé wt = n/2 ma
zapornou derivaci, coz lze ukdzat i vypoctem. Plati

1 dN /= yis T LT 1 o T . 27:)
— — | =coth=cosh= —sinh = — 2= h” = —sinh® = ) —2=
mgd(wt)(Q) coth 5 cosh 5 — sinh o Snh (cos 5 —sinh” 3
1
= —F—-2<0,
sinh 3

takze kvadiik od desky skutecné odleti.

Dalsi nutnd podminka proto, aby kvadiik nevyletél diive, je dostatecna délka desky v ra-
didlnim sméru. Jeji minimalni délka lmin musi byt rovna vzdélenosti, do jaké se kvadiik po
¢tvrting otdcce dostane. Dosadime do vztahu (R3) a vyjde ndm

T g T T L T g 1
Iins = ( :f)z—( th = cosh & — sinh = 1):— ). (@5
T\P=g) T g (Ot eoshy memhg 2.2 \ sz © (25)

12
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Délka desky Imin je skutec¢né postacujici, nebot, jak je patrné z grafu 57 v prubéhu celé ¢tvrto-
tacky je 0 < 7(t) < lmin. Poznamenejme jesté, ze kdyby byla deska ptili§ dlouhd, mohla by do
kvadiiku po vystfeleni znovu narazit. Zarizeni by pak tkol katapultu prilis nespliovalo.

1,6

1 L i
lmin -
0,8 |- 2%r(t) /g

N(t) /mg
06 i

04 |- 1

02 | 1

0

e
IS
oo
!

Obr. 3: Funkce N(t) a r(t) béhem prvni ¢tvrtotacky desky.

Podminka druhého zpiisobu padu kvadriku z desky

Podivejme se na situaci, kdy kvadiik dojede po ¢vrtiné otaCky na konec desky, jejiz délku
v radidlnim sméru oznacime [. Dostavime podminku

r<¢:g) =[] =rgcosh = +F(1—smh )

Odtud mame pro pocatecni vzdalenost vztah

I+ 5% (sinh 5 — 1)
cosh

ro =

>0. (26)

Pro dplnost uvedeme plnou zavislost radialni vzdéalenosti na case

I+ 5% (sinh% —1)
cosh 2 cosh wt + 902

9

r(t) = (sinwt — sinh wt) . (27)

13



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 6/7

Ovsem TfeSeni (ﬁ) neni vzdy smysluplné. Vzhledem ke konecné délce desky musi po celou
¢tvrtotdcku platit r(¢) < I. Pro ¢ = wt € (0,1/2) prepiSeme tuto nerovnost do tvaru

coshp \ » L, T cosh ¢ . .
1- 1> h--1 — sinh 2
< ook ;> > (sm 3 ) cosh £ + (sinp — sinh ¢) , (28)

kde jsme zavedli bezromérny parametr | = 2/w? /g. Hleddme tedy nejmensi hodnotu parame-
tru [, pro ktery je nerovnost splnéna pro viechna ¢ € (0,7/2), coz neni zrovna jednoduché.
Zafneme proto nutnou, avSak ne nutné postacujici, podminkou 7(p = n/2) > 0. Zderivové-
nim (R7) a dosazenim ¢ = n/2 dostaneme

g . e sinh% g b
I+ - (sinh= —1 — L cosh= >0.
( + 2w? (sm 2 )) coshf  2w? cositg = 0

Tuto nerovnost prevedeme ekvivalentnimi dpravami na podminku

1

I>1 .
+ sinh 5

(29)

Zkusme nyni zjistit, zda je nutnd podminka (@) zérovenl postacujici, tj. zda I splitujici (@)
spliiuje také r(t) <. Ptame se tedy, zda je splnéna nerovnost

cosh ¢ 1 ( R > cosh ¢ . ]
1- 1 > h-—1 — (sinh o — ‘
< cosh 3 ) ( + sinh 5 ) = \sn 2 cosh & (sinh ¢ — sin @)

Roznasobenim a dal$imi Gpravami dostaneme

1+ sinh g — sinh g sin ¢ > cosh g cosh ¢ — sinh g sinh ¢ .

Pouzitim souctového vzorce cosh(x 4 y) = coshx coshy + sinh zsinh y a pfi¢tenim sinh F sin ¢
prevedeme nerovnost na tvar

1+ sinhg > cosh(g — gp) + sinh g singp. (30)
Definujme funkci P(p) jako levou stranu této nerovnosti. Jeji maximum na intervalu (0,7/2)
se nachdz{ bud na krajich tohoto intervalu, nebo ve stacionarnich bodech P’ = 0. Derivaci
dostdvdme podminku pro stacionarni body
dpP
P = i = —sinh(g —ga) —i—sinhgcosgo:O.

Tato rovnice ma na hledaném intervalu dvé feseni a sice 0 a m/2. Dosazenim téchto hodnot
do P(p) se presvédéime, ze maximum P je rovno P(n/2) = 1 + sinhn/2. Vidime, Ze nerov-
nost (BJ) je tak splnéna. Zjistili jsme, ze pro

1
sinh 5

I>1+ (31)

je FeSeni pohybu s pocateéni vzdédlenosti ro danou rovnici (@) smysluplné, neboli (@) je po-
stacujici podminkou pro r(t) < I. Vypad4 to tedy tak, ze i v pfipadé druhé moznosti vystteleni

14
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kvadriku existuje pro pevné w minimélni potifebnd délka desky, ktera je shodna s délkou po-
t¥ebnou pro prvni moznost, viz vatah (). Zbyva vSak jesté ovéfit, ze kvadiik neodleti od desky
diive, neboli ze plat{ N(p) > 0. Dosazen{ za rg z rovnice () do (R1)) vede na

N(t) I+ (sinh 3 — 1)

mg cosh T sinh ¢ — coshp +2cos . (32)

A protoze plati (@), musi také platit

N(t)  Ltsinh™' 5+ (sinh 3 —1)

L &
mg cosh 3

sinh ¢ — cosh ¢ +2cosp.

Spolecéné s pozadavkem N (p) > 0 to vede na podminku
coth%sinh(p —coshyp+2cosp > 0.
Pro tuto nerovnost jsme jiz ovérili, Ze je pro vSechna ¢ € (0,7/2) splnéna, viz (@)

Bonus

Dalsim tkolem je zjistit mechanicky vykon P dodévany kvadiiku deskou. Deska ptisobi na
kvadrik silou N, a proto

P=N-v=Ne, - (fre. +r¢e,) = Nrg,

kde jsme vyuzili rovnice (EI) a ortonormality bdzovych vektori. Ke stejnému vztahu muzeme
také dojit z jiného thlu pohledu. Deska pusobi na kvadiitk momentem sily

M =re, X Ne, = Nr (e, X €,)

a kvadiik se otaci s vektorem thlové rychlosti w = ¢ (e, X e,). Vykon P je pak roven

P=M-w=Nr¢p. (33)
V pripadé prvni moznosti vystteleni kvadiiku dosadime ¢ = w, N z rovnice (@) arzrov-
nice (é)7 ¢imz dostaneme vykon
mg? T, T . .
P = s (coth 5 sinh wt — cosh wt + 2 cos wt) (coth 5 cosh wt — sinh wt + sin wt) .
w

Celkova prace W vykonand na kvadiiku je rovna ptirustku mechanické energie kvadriku, tj. souc-
tu prirastku kinetické energie Ey a prirtstku tihové potencidlni energie Fp, neboli

Bu(p=3) - Blo=0)+ B0 =3) ~ Bulp=0) =

w

1
= §m (VQ(QO =1/2) — v2(¢: = 0)) + mglmin -

Za rychlost v dosadime z rovnice (@) a dostaneme
o 1 .2 s 2 2
W = §m = 5 + (Iminw)” — (row)” ) + mglmin -

15
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Nyni za 70 a lmin dosadime z rovnic (@) a (@) a vyuzijeme toho, ze 7(¢ = n/2) = 0, ¢imz
ziskdme hledany vztah pro vykonanou praci

2 2 2
mg 1 o T mg 1
W = 1) —coth” = 1) =
8w? (sinh; + > 0 2 * 2w2 (sinh + )

2
mg 3
= —+1).
2w? (ZSinhg + )
Ke stejnému vysledku lze dojit i primou integraci vykonu P. Jedné se vSak o delsi vypocet.
V@‘ipadé druhé moznosti vystteleni kvddiiku dosadime do rovnice (B3) opét ¢ = w, N z rov-

ME]

nice (B4) a r z rovnice (R7), ¢imz dostaneme vykon
2 ({4sinhZ—1 [+sinhE —1
p="4 ———2  sinhy —coshp +2cosp | | ———2——coshp +siny —sinhgp | .
2w cosh 5 cosh 3

Celkova prace W vykonana na kvadriku bude rovna
1
W = 5m (v2(<p =1/2) —v(p = O)) +mgl.
Dosazenim za rychlost v z rovnice (EI) dostaneme

W = %m (7'"2 (g@ = g) + (lw)? — (row)2> + mgl .

Zbyva uz jen dosadit s uzitim rovnice (@) pro r a rovnice (@) pro ro.

Vidclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz

Uloha V.P ... to nechce$ 9 bodu; (chybi statistiky)

Jisté jste jiz nékdy slyseli, ze skorapka bézného slepiciho vejce dokaze vydrzet i pomérné velky
tlak. Vysvétlete, jak je to mozné, kdyz je preci velmi snadné vejce rozbit. V jakém sméru
snese skorapka nejvétsi zatizeni? Pro¢ a jak se rozbije, kdyz ji zatizime prilis? Popiste riizné
mechanismy a urcete, ktery je nejpravdépodobnéjsi. Nezapomeiite, ze se zabyvame skutecnymi,
nikoli idedlnimi vejci. Kde to bude mozné, zkuste sva tvrzeni podporit vypocty.

Napadla Jachyma pri sledovdni kultovniho ceského filmu.

Introduction

Despite simple looks, actually solving the problem of an egg-shaped shell under external load is
very involved and even significantly simplified models are beyond the scope of a FYKOS pro-
blem. Here we will try to use a very simple 2D spherical shell model and discuss its limitations,
but primarily we will use simple arguments to come to a conclusion as this approach is more
instructive than writing and attempting to solve a large system of partial differential equations.

Before we start, let us introduce some basic concepts to make sure we are all on the same

page.
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Stress

Stress is a quantity describing internal forces between particles in the material. You will already
be familiar with stress in simple cases such as a weight hanging from a string, causing normal
stress within the string given by ¢ = F/A, where A is the cross sectional area of the string (i.e.
perpendicular to the direction of the force). As you can see from this simple example, stress
has the units of pressure. The string will be in tension and the stress here can be described as
tensile. If we were to instead use a rod and put the weight on top, the stress will instead be
compressive. The fact that we had to replace the string illustrates is an extreme example of an
important point: some materials handle compression and tension differently. Another form of
stress is shear stress, which arises when material (or its part) is pulled in two directions parallel
to its surface (e.g. trying to pull apart two pieces of paper glued together or using scissors to
shear different parts of material apart). Same as before we have shear stress § = F//A but here
A is the cross-sectional area of parallel to the direction of the force (so in the earlier case of
scissors, this would depend on the thickness of the paper). While for most of our discussion an
understanding of what shear and normal stress is sufficient, we will need to introduce a tensor
description when we attempt to construct a 2D model later.

Eggs

Let’s now look at some properties of an egg. It is fairly reasonable to assume that the shape is
cylindrically symmetric. The shell of a chicken egg is typically (0.3 — 0.4)mm thick ® and with
typical height of approximately 50 mm and width slightly less than that, the radius to thickness
ratio is close to 100.

The material is a type of bio-ceramic, which in chicken eggs is composed of 96 % calcium
carbonate, 2% organic matrix and smaller amounts of magnesium, phosphorus and other trace
elements. The internal microstructure is non-trivial and can generally be split radially into 5
layers: mammillary knob, cone, palisade, vertical crystal layer, and cuticle, Interested readers
can find extensive description (and images) of the structure in literature B, but the most im-
portant points for our purposes here are that the material is a ceramic made of mostly calcite
but with a complex internal structure.

While properties of the specific eggshell material are difficult to find, in general, we know
that ceramics tend to be stiff (have a high Young modulus), they tend to be brittle, and they
are typically much stronger (often 10x stronger) in compression than in tension because they
have internal structure defects that concentrate stress and can propagate under tension but not
under compression.

Experimental results indicate that the contents of the shell do not significantly change its
strength, so we will consider the egg an empty shell.

But eggs aren’t very strong!

As we all know eggs are very easy to break, but as the problem statement asserts, they can
indeed survive a lot of pressure if applied correctly. To answer why that is, we first need to
consider the difference between applying pressure to the egg, for example by squeezing it in one

 https://www.tandfonline.com /doi/full/10.1080/1828051X.2017.1344935
2https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-1-4615-3060-2_1 attps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/
articles/PMC4118947/ https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22201802/
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hand and trying to crack the egg on the rim of a pan or dropping it on the floor. There are two
key differences, both of which contribute to the difference in strength.

One is simply the area where the force is applied; if we squeeze the egg, the force is applied
on a fairly large area and so the resulting pressure is not as high. In the case of an egg, or indeed
any object of a similar shape, distributing the force over a larger area helps us in another way.
When we apply a force on the egg, we need to consider the direction in which this force is acting,
if this is normal to the surface, we are causing shear stress in the material, and as the shell
is thin it will not survive much stress in this direction, whereas if we distribute the force, the
shape of the shell will have more area to convert this shear stress into tension and compression
within the shell.

When the egg is squeezed, pressure is applied slowly, in what we would call an isostatic
manner, that is we can ignore the dynamic forces and only treat any one instance on its own,
whereas if we hit the egg, we apply the force quickly, which requires the material to adjust
rapidly, increasing peak stress.

So how strong are eggs?

We established that this is a complex problem, so let’s look at some experimental results. It is
also possible to use finite element analysis to estimate strength, but it would not capture the
details of an imperfect biological material. We can find several papers discussing the strength
of eggs online, for example shows that chicken eggs can under appropriate loading along their
axis withstand significant forces, but also that there is a large variance between individual eggs.
In general, it seems chicken eggs can typically withstand an impressive 700 N of force.

Failure modes

So how does an egg break? There are multiple methods in which an egg can break, depending
on properties of the egg and how the force is applied.

Shear failure

We already alluded to the case of breaking the egg by hitting it in a small spot, when the
shear stress around the point of contact exceeds the strength of the material. The strength is
further reduced by the rapid nature of the impact, which would require a very high strain rate
to compensate.

But the case of axial compression, when we apply a force over a significant area from two
opposing directions is more complicated and there could be multiple failure modes in play.

Buckling

You might be familiar with the buckling of an Euler strut, that is when you apply enough force
along the axis of a beam it becomes mechanically unstable and will buckle to the side. As you
can probably imagine and may even have seen in some toys made out of thin plastic or metal
this is also possible with curved shells. However, as the ceramic of the egg is not flexible this
does not seem likely.

Shttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/
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Tension on inner surface

When we try to bend a structure, its two sides are under opposing stresses (imagine bending
a beam) when the outer surface is under tension, the inner is under compression (inner and
outer here refer to the direction of the induced bending). To compensate for stress a material
will always experience some strain so in the case of an egg, this means we are bending the top
against its original shape, so we create compression on the outer surface and tension on the
inner surface. As the ceramic is much weaker in tension, it might fracture on the inner surface
in the area where we are applying force. This appears to be a frequent failure mode in eggs®,
but depending on the specific loading configuration, it may not result in a complete failure.
The top will crack and deform and the load will be more effectively applied to the rest of the
shell.

Hoop tension

As we apply compression along the axis a tension is induced along the lines of latitude. This is
a fairly intuitive result if you just imagine the forces acting along meridians of the egg, as the
meridians diverge due to the curvature of the surface, hoop tension is required to balance the
forces. Again this acts to convert compression to tension and might push the egg beyond its
breaking point. This tensile stress also acts on a large area which will become important later.
This is the typical failure mode in some experiments H.

A 2D model

We will now try to come up with a simplified 2D model, discussing a spherical shell (though it
turns out the solution for any shell of rotation is broadly the same). The following section will
be rather advanced and is definitely not required to obtain full marks, so it’s only here for the
interested reader.

Cauchy stress tensor

In general, a material can experience stresses in all directions and as such a simple description
with normal and shear stress is not sufficient as the force a plane within the material feels
will depend on the orientation of this plane. That means for a full description we will need to
describe stress in a way that can give us the force acting on any plane (defined by its normal
vector). We need an object mapping a vector to another vector, that is we need to describe
stress as a tensor. While tensors may seem intimidating at first, we do not need anything fancy
here, so we will treat it simply as a matrix.

The tensor fully describing stress in a material is known as the Cauchy stress tensor. We
can readily figure out its components in Cartesian coordinates based on the previous discussion
of shear and normal stresses. We want a matrix such that when it is applied on a vector normal
to a plane gives the force acting on this plane (13 = 7isigma). We know that normal stresses
ox, 0y, 05 act on planes perpendicular to x,y, z axes in the direction along these axes (e.g. ox
will act along = on a yz plane). Any shear stress will act in perpendicular directions so it
will not contribute here. This immediately gives us the diagonal components of the matrix as

4https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00071666708415678
Shttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/
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(0x,0y,0z). The shear components are somewhat less intuitive but we know that they form the
off-diagonal components as they act along the planes. We can therefore write

Ox Txy Txz
g = Tyx Ty Tyz
Tzx Tzy Oz

In general, this tensor will depend on position in static situations, so stress actually forms a
tensor field. An observant reader might notice that as we are dealing with an equilibrium, there
will be some conditions we can impose on the stress tensor so that forces on all elements within
the body are in equilibrium.

Consider an arbitrary volume V' within the material surrounded by a surface S. Every point
on the surface is acted on by a force T'(x,y, z) due to stresses within the material and there are
body forces F' (e.g. gravity) acting on every volume element within the material independently
of stress (we will neglect these later). We know that the net force needs to be zero, so summing
the forces on the surface and the body forces

/FidV+/ajmde:0,
\% S

where we used suffix notation and Einstein summation convention (repeated indices imply
summation, the equation F = fisigma can be rewritten as F; = njoj; in this way), we will
continue to use this convention throughout the next part as it greatly simplifies the expressions.
We can use Gauss’s theorem to replace the surface integral with a volume integral and we obtain

/FidV+/ 995i gy — 9,
v v 0%

/Fﬁa"”' av =0,
1%

8x j
80' i
al'j
where the last line follows as we are talking about arbitrary volume and the only way the
integral over any volume is zero is if the integrand is zero. This gives us 3 equations (notice the
remaining index ¢) which must be satisfied by the stress tensor.

This is not the only condition. We also need to satisfy the conservation of angular momentum
and thus the sum of all moments with respect to any axis must be zero. Using a similar approach
as above, denoting forces on the surface T and body forces F’

0:/(?><f)dS+/ (Fx F)dv,

S v

0:/aijkrjamknmdS—i—/aijka:ijdV,
S 14

/7851'357']‘0%»1@ +/ gijrT; Frp dV,
v Lm v

0= / Eijk (Jmk Oz; + z; Osigman +$ij) )
v OTm

Fi+

=0, (34)

o
I

O0Tm
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where we have rewritten the cross products using the Levi-Civita symbol e E7 used Gauss’s
theorem and expanded the derivative. We can notice that the term

a’Ei
OTm

is one if ¢ = m (as this would be dz/Jz) and zero otherwise. A tensor behaving in this way is
known as the Kronecker delta §;; and its effect within the summation is essentially to rename
the index j->i (or vice versa). Using this we obtain

dom
OZ/Eijk (O'jk-l—wj(aa k+Fk))dV7
v Tm

0= / EijkOjk d.V7
14

0 = €ijk0ik »

where we obtained the second line by noticing that the expression multiplied by x; is the same
as in the condition above (B4). Expanding the last expression, from the properties of ¢ we get
012 = 021,023 = 032,013 = 031, 1.e. 045 = 0j;, that is the stress tensor is symmetric.

Spherical coordinates

Until now we only concerned ourselves with Cartesian coordinates but for our problem these
are not particularly useful. We can approximate the egg as an object with cylindrical symmetry,
but for now, let’s look at an even simpler case of spherical symmetry. To do this we simply
need to transform the equation (B4) to spherical coordinates. We do this by transforming the
stress tensor and applying the derivatives? and we obtain the three equations (neglecting any
body forces (i.e. the weight of the eggshell))

I 1 omy 1 .
O: g + - 7o + T¢+T<207‘r0—090'<p<p+7-9)

or r 00 rsin® Oy tg 6

0= aTrg 18099 1 899¢ 1 (0’99 — Opp + 37}0)

or r 00 rsinf Oy r tg 0

_ OTrp | 178y 1 Oogype 1 2T
0= or +r89+rsin9 Oy +r 3Tr(p+tg9 '

Well, great. We now have 3 partial differential equations and 6 unknown functions. Let’s step
back now and look at the situation we are trying to address. We will simplify the problem first by
assuming cylindrical symmetry, that is all functions are independent of . We immediately know
that we can remove all /d¢ terms, but that is not all. This symmetry also sets Ty9 = Trp = 0
(these would have to be independent of ¢ and integrating them along ¢ cannot produce a

SThis is a totally antisymmetric tensor, giving 1 when ijk is an even permutation of 123 (e.g. 123), -1 when
it is an odd permutation of 123 (e.g. 132) and 0 otherwise.
7or look up tensor divergence in spherical coordinates online
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net force). This does simplify the equations greatly, but unfortunately, it also removes the last
equation completely, leaving us with

107, | 1 T
Ozaar“ﬁam +r<207-7-—099_0w+ 7'ge>

or r 00

. O0Tro 1 Ooge 1 (096 — 0y
0= or r 00 +r( g 3T ) -

That’s looking a lot better. For boundary conditions, we know that the both inner and outer
surfaces are free apart from the area where we are applying pressure and, neglecting air pressure
on both sides, that gives us on both free surfaces

orr(R,0) = 1or(R,) = 0rr(R+t,0) = 0r9(R+1,0) =0,

where ¢ is the thickness of the shell and R is its inner radius.

To get the first actual result, we will now consider the shell in the limit ¢ — 0, so that the
shell becomes two dimensional. This essentially removes all dependency on 7, as r = R becomes
a constant within the shell, but it also means the shell is unable to support the shear stress 7,9
or the normal stress o, as the initial conditions means 7,4(R,0) = o,»(R,0) = 0 and we only
have r = R. Plugging this into our equations, we obtain in this 2D case

—060 — 0pp =0,

0069 =~ 000 — Tpp —0

a0 tg 6

Combining these we obtain an ordinary differential equation for ogg

dogg @:O
a0 g

doss do
I
060 = 5, Utpapzf.i~
sin? @’ sin?

Here C is a constant depending on the external force. For simplicity, we assume that the
external force is applied over circular regions near the axis in the normal direction (i.e. contri-
buting to o, = p for 8 < 6y or 6 > 1 — 6y where 0y sets the size of the area where the force
is applied). Looking at our solutions, we see that applying the force over a very small area will
result in very large stresses due to the l/sin29 term.

We can see that compressive stress along the meridians leads to tensile stress along the
circumference. We can also see that this 2D solution is incomplete, in the 3D reality, the shear
stress 7.9 will be non-zero. We could consider a fuller version of this pseudo-2D theory by
assuming there is constant stress within a very thin shell, with the stress given as a function
of 6 and integrating the equations through the shell. This will give us 2 equations for the 3
remaining stresses from the continuity equations, but that is obviously insufficient to get a
solution. The remaining piece of the puzzle is the actual equations for mechanical deformation,
which would introduce substantial new complications.
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To get the constant C, all we need to consider is the total force from the spherical cap where
external pressure exists, giving

21 sin> OoRogo(0o)t = —F

c _F
sin20y  2nRtsin? g

F
7000 = "oekesize 07

where F' is the total external force applied to the sphere.

As we established, ceramics typically have much lower strength in tension than in compres-
sion, and so in this model, the egg will break due to the induced tensile stress.

The fact that compression along meridians results in tension along the parallels can also be
seen from the geometry alone, but we would not expect this stress to peak at 6p. This is the
consequence of a 2D model which cannot support the inevitable shear stress at 69. The F/R
dependence here is interesting, if we think of pressure instead of force F' o« pR?, we get the
stress as ogg x pR, so small spheres (or small local radii of curvature) resist pressure better.

There is another mode of failure for the sphere, as we mentioned earlier: it could become
unstable and buckle. This happens in the area where the pressure is applied, so our earlier
solution is not applicable, but the fact that the geometry results in circumferential tension is
still true, and this tension will help stiffen the surface and prevent buckling. Extending this
line of thought, we know that surfaces with smaller radii of curvature will result in a faster
conversion to circumferential tension and will therefore be less likely to buckle under stress.
Putting this all together, we know that the egg will be stronger when pressure is applied along
the long axis.

Membrane theory

What we obtained is known a model from membrane theory of shells and, backtracking a
bit, we saw that shear stresses were necessarily zero. This makes sense as the shell has zero
thickness, but this means all external forces must act tangentially to the surface, which is a
major limitation as we are definitely not applying a force tangentially in in this case.

This explains why we got maximum hoop tension at 6y: if the force here is applied tan-
gentially it will require high hoop tension to hold it together (imagine the forces on a cylinder
holding gas under pressure).

Full spherical solution

As the 2D model did not provide a satisfactory solution, we could look for a full solution, using
the equations for elastic deformation and getting estimates for elastic properties of the shell
online. The general idea is to use the 3 continuity equations above, write the six stress-strain
relations and six equations relating strains and deformations in the 3 directions in the chosen
coordinates, getting a set of 15 partial differential equations. Requiring cylindrical symmetry
then sets 19, = 7r, = 0 and simplifies the set of equations somewhat. As it happens a full
analytical solution exists for the spherical case, where stresses can be expressed as an infinite
series of Legendre’s polynomials. This solution is described fully in B.

8https://journals.sagepub.com/doi/abs/10.1177/1081286518783217
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Surface curvature and strength

As we know intuitively and as we have seen in the 2D model, eggs are strongest along their axis.
This relates to how the stresses get distributed in the material, the higher the curvature the
faster it can convert shear stress to tensile and compressive stress in the shell (think about the
directions of these forces), so sharper eggs will be stronger in this direction. Existing curvature
can also help with the bending induced tension on the inner surface.

Real eggs

As with any biological material, the shell is not uniform. Its thickness and composition has some
variation and the shell contains a lot of microcracks and other material imperfections which
interrupt the flow of stress in the material (as force cannot be transmitted across a crack),
creating local concentrations of stress which lead to failure. As a result, predicting the strength
or even the failure mode is not an easy matter as real eggs will likely break in a location where
shell imperfections cause stress concentration or where an already present microcrack grows to
split the shell.

While these surface imperfections might seem like a simple thing, their impact is actually
profound. Their essentially random presence means that fracture is effectively a stochastic
process, with the probability of a fracture happening on any given point (i.e. in any given
volume element) depending on the stress at this point, for how long this stress is applied (as
cracks can grow), and even how quickly the stress was applied. This means that the probability
of failure at any point will depend on the volume which is under near-critical stress. Assuming a
fixed thickness and other parameters, this volume becomes proportional to the surface area, so
a structure that can distribute a load faster will have a smaller surface exposed to near-critical
stress, reducing the probability of failure. This contributes to why hoop tension, which acts on
a very large part of the egg might be more significant than higher tension at the top in some
cases.

Conclusions

Considering all we discussed here and the experimental results cited earlier, we can now answer
the questions from the problem statement.

o Eggs are easily broken if a force is applied rapidly to a small area in the normal direction,
but their shape can effectively distribute a spread shear load into normal stress where the
shell is much stronger.

o Eggs are strongest along their axis as higher curvature more effectively distributes applied
stress.

e Most eggs will likely fail due to induced hoop tension as the ceramic is much weaker in
tension than in compression, but predicting the failure mode for an individual egg is near
impossible due to large variation in eggs and the presence of material defects.

Filip Ayazi
filip@fykos.cz
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Uloha V.E ... neklamou nas? 12 bodu; (chybi statistiky)

Zmérte kapacitu libovolné baterie (napriklad tuzkové AA) a porovnejte ji s deklarovanou hod-
notou.

Teorie
Kapacita je fyzikalni vlastnost elektrickych soucastek, kterd udavé, jaky naboj @ je dana sou-

castka schopna pojmout pfi urcitém napéti U, matematicky’

_Q
C=¢. (35)

Je to tedy konstanta imérnosti mezi pojatym nabojem a napétim.
Zndme-li ¢asovou zavislost proudu I(¢) prochézejictho uréitym obvodem, mtzeme celkovy
pruchozi ndboj urcit integraci jako

AQ:/tI(t)dt.

Uvazme baterii pfi napéti U1 a nesouci odpovidajici ndboj (1. Baterii nyni vybijeme proudem
s ¢asovou zavislosti I(¢) na napéti Uz a ndboj Q2. Ziejmé plati

2
Q1 =AQ + Q2 :/ I(t)dt+ Q- .
1
Pro kapacitu baterie pak plati
@ [PI(t)dt+ Qo
U Uy '

Kapacita baterie je dle (@) invariantni vici jejimu celkovému napéti, plati tedy také

_ @
C=3,

odkud vyjiddfenim Q2 a dosazenim do (@) z{skdme

(36)

[21(t)dt + CUs
C=2+ -7 =
Uy
Kapacitu pak vyjadiime jako
2
I(t)dt
o= 10 (37)
U, —Us
Stejnd tvaha plati i pokud baterii nabijime z ndboje @1 na naboj Q2.
Pokud bychom tento vyraz méfili pro N baterii (kondenzétort) zapojenych sériové s jed-
notlivymi kapacitami C;, pak pro celkovou kapacitu plati

N 1 -
c=\> &
i=1

9Wikipedia: Capacitance [online][cit. 2.3.2021], Dostupné z https://en.wikipedia.org/wiki/Capacitance
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specidlné pokud maji vSechny baterie stejnou kapacitu, muzeme tuto kapacitu vyjadrit z celkové
kapacity jako
C; =NC. (38)

Pro zpracovani chyb vyuzivame predevsim zakona prenosu chyb pro nezavislé proménnéE

(39)

kde hledame chybu proménné V, jenz zavisi na N proménnych P;.

Pomdlicky a pristroje

Ctyfi AAA baterie typu SHO 750 Orion, multimetr UNI-T M840D s tiimistnym displayem,
nepf‘esnostD +(0,5% + 3) pro napéti a £ (0,8% + 3) pro proud, nabijecka Voltcraft IPC-1L,
moturek, zarovka, mobil s aplikaci FrameLapse, poc¢itacova aplikace OpenShot Video Editor

Vysledky méreni

Méreni probihalo za priblizné norméalni pokojové teploty. Pfesné podminky vsak nebyly méreny,
nebot nemaji na experiment velky vliv.

Pro méfeni jsme sestavili sériovy obvod slozeny ze baterie SHO 750 Orion, zarovky (mo-
delujici jednoduchy elektricky odpor) a Ampéremetru. Poté jsme méfeni opakovali se stejnym
obvodem, do kterého jsme ovSem zapojili dvé baterie SHO 750 Orion misto jedné. Oznacime
pocet baterii v obvodu N a déle budeme na jednu resp. dvé baterie v obvodu referovat jako na
”zdroj”.

Na pocatku jsme na zdroji zmértili napéti. Hodnoty lze nalézt v tabulce m Neptesnost méreni
¢ini nepresnost voltmetru, pficemz jsme mérili na rozsahu do 9,99 V.

Tab. 1: Pocate¢ni napéti

1 2

<<=

1,38 £0,04 2,60+0,04

Poté jsme obvodem nechali prochazet proud, pricemz jsme v pravidelnych casovych inter-
valech zaznamendvali hodnotu proudu (natdceli jsme display Ampéremetru mobilem s aplikaci
FrameLapse, poté jsme pomoci programu OpenShot Video Editor z indexu snimku ve videu zis-
kali ¢as, kterému snimek od zac¢dtku méreni odpovidd). Hodnoty proudu pro jednotlivé casy lze
nalézt v tabulkdch P a B. Casy jsme méFili po péti sekundéch. Pro prehlednost viak neuvidime
v tabulce vSechny naméfené hodnoty. Tam, kde je mezi casy vétsi rozestup nez 5 sekund, tekl
mezi témito Casy v kazdém zméfeném case proud odpovidajici pozdéjsimu z ¢asi. Nepresnost
odpovid4 nepresnosti Ampéremetru.

Pro ndmi namétrené hodnoty proudu vyssi nez 0,62 A odpovida nepresnost cca +0,04 A, pro
nizsi z naméfrenych hodnot odpovidd +0,03 A.
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Tab. 2: Zéavislost I(t) pro jednu baterii.

1

A
0,75
0,73
0,73
0,72
0,73
0,72
0,72

S UL W N !+

[
(=2}

Pro ziskani celkového naboje jsme proud numericky ¢asové zintegrovali dle vzorce

/Ql(t)dt’éﬁ ZW(”JA _ti)

i

Vysledné hodnoty proslych ndboju AQ jsou pak v tabulce E
Pricemz nejistoty jsme uréili ze zdkona pfenosu chyb (@) dle vztahu

e R A T S TR S R ?
2 i+1 — Ug 141 1 ~ max
og = E 7\/5 or + E 7\/5 o ~ < \/§ 0‘]) s

=1 =1

kde tmax je maximélni Cas (posledni ¢as méfeni) a o je nejistota uréeni proudu, pfi¢emz jsme
druhy s¢itanec zanedbali, nebot nejistota v urceni ¢asu je zanedbatelna oproti nejistoté v urceni
hodnoty proudu a v ptipadé dvou baterii jsme aproximovali nejistotu urcéeni proudu jako o5 =
= 0,035 A, nebot pro vétsinu naméfenych hodnot proudu byla nejistota blizko této hodnoty
(celkové fluktuovala mezi 0,03 A a 0,04 A).

Poté jsme z obvodu vyjmuli zdroj a zméfili jeho svorkové napéti, jehoz hodnoty jsou pak
v tabulce a Zdrojem nejistot je opét nejistota voltmetru.

Ze vzorce (@J) jsme pak vypocitali celkovou kapacitu zdroje. V ptipadé dvoubateriového
zdroje byly pouzité baterie stejného typu a priblizné stejné opotiebované, predpokladame tedy,
ze meély stejnou kapacitu. Hodnoty kapacity jedné baterie jsme pak dopocitali dle vzorce (g)
a zachycuje je tabulka ff. Nejistotu urceni kapacity zdroje jsme uréili ze zdkona prenosu chyb(B9)

dle vztahu
o (%) + () '+ ()
oc = = = =l
© Q Ul u2)
pri¢emz nejistotu urceni kapacity jedné baterie jsme pak urcili vyndsobenim této hodnoty po-
Ctem baterek ve zdroji.

19Wikipedia: Propagation of uncertainty [online][cit. 2.3.2021], Dostupné z https://en.wikipedia.org/wiki/
Propagation_of_uncertainty

' Nepiesnost pristroje se ndm bohuzel nepodarilo dohledat, pouzili jsme tedy nepfesnost podobného piistroje
jiné vyvojové rady.
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Tab. 3: Zavislost I(t) pro dvé baterie.

t Ji
s A

0 0,97

5 0,64
25 0,63
60 0,79
215 0,62
255 0,61
275 0,60
280 0,59
285 0,57
290 0,49
295 0,39
300 0,35
305 0,33
310 0,31
315 0,30
320 0,29
325 0,28
330 0,27
335 0,26
340 0,25
350 0,24
355 0,23

400 0,23

Vyrobce udavé parametry baterie takové, Ze pii maximalnim (uvedeném) napéti U, = 1,25V
pojme baterie ndboj Qv = 750mAh = 2700C. Z rovnice (@) jsme pak vypocitali idajnou
kapacitu baterie jako

C,=2160F.

Diskuze

V ptipadé dvoubateriového zdroje se namérend hodnota kapacity shoduje v rdmci nepresnosti
s hodnotou udavanou vyrobcem. V pfipadé jednobateriového zdroje tomu tak neni.

Jednim z divodi mize byt opotfebovanost. Pouzité baterie nebyly zcela nové, ale jiz se
nékolikrat nabijely a vybijely, coz mohlo zménit jejich efektivni kapacitu.

Nejistotu urceni ¢asu jsme zanedbali, nebot ¢as byl méfen velmi pfesnymi (v rdmci nasi
pouzité skdly nékolika hodin) hodinami v mobilu.

Odpor baterie se mohl zahtivinim béhem experimentu ménit, ale tento jev pravdépodobné
nebude signifikantni. Volba zarovky jakozto modelu odporu nebyla prili§ vhodnd, zarovka se
totiz prochazejicim proudem zahtiva vyrazné vice, ¢imz se mohou ménit jeji vodivostni vlast-
nosti.
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Tab. 4: Proslé naboje

N 1 2

% 1982+ 77 2114+84

Tab. 5: Kone¢na napéti

N 1 2

% 1,27+ 0,04 2,40 +£0,04

Pro spolehlivé ovéreni, zda vyrobce uvadi spravnou hodnotu kapacity by vsak bylo vhodné
provést nasobné vice méreni dané rady baterii. Cile experimentu lze také presnéji dosdhnout
pouzitim novych baterii.

Zaver
Namérené kapacity zdroje jsou pii pouziti jedné baterie

Cr = (1802+93) F

Cy=(2114+97) F,

pri pouziti dvoubateriového zdroje.
Udajné kapacita zdroje z parametru udavanych vyrobcem je pak

C, =2160F.
Martin Vanék
martin@fykos.cz
Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodu; (chybi statistiky)

1. Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(x,t) z rovnovdzné polohy, které
spliiuji vinovou rovnici s tlumenim
2 2

o0“u _ 028 u + F@ 7

ot? 0x? ox
kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou substituci a ur-
Cete disperzni vztah. Vyreste jej pro vinové cislo k. Jakou podminku, vyjadrenou pomoci
frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I', musi viny spliiovat, aby byly na lané po-
zorovany uzly (body, ve kterych lano ziistavd v rovnovdzné poloze, ale v jejichz okoli se
pohybuje)?
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Tab. 6: Kapacita zdroje

1 2

1802+£93 2114497

Q| =

2. Uvazujte Svihadlo, prichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdalenosti L od stény
jej chytneme do ruky a zacneme s nim pohybovat nahoru a doli, ¢imz v ném vytvorime
vInéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzujeme v napéti T ve sméru od stény, vychylka
tedy spliiuje rovnici

0%u T 0%u

otz X ox?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot). Predpo-
kladejte, ze reseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybujicich se v opacnych
smérech. Naleznéte takové reseni pouze s vyuzitim zadanych parametru, tj. T, A\, L, A
a wo. Vysledné reseni ma amplitudu rostouci nade vSechny meze pro urcité frekvence.
Urcete jejich hodnoty a jim odpovidajici vinové délky.

Stépdn si hrdl se svihadlem.

1. Fourierovska substituce nahrazuje casové derivace mocninami —iw a prostorové derivace
mocninami ik, kde k je vlnové Cislo a w frekvence vinéni. Plati tedy
2. 2724 | s
—w 't = —vk*u + iUkt ,

i(kx—wt)

kde @ = upe je komplexni vychylka. Vydélime rovnici —v24, a dostaneme

F 2 w2 F2 1 2 2 2
(k=igm) =% = g7 = g7 (4™’ —1%) .

Nyn{ méme dvé moznosti — bud 4w?v? > I'?, a pak
. I 1 =
]’C*Z27U2 :iﬁ 4&}21}271—‘2
il + A4w2v? — T2
202

a vlnové ¢islo k je tedy komplexni. Daldi moznost je 4w?v? < T2, a pak

k=

. T i
k—’Lﬁ :iﬁ F2—4UJ2U2
7
k= ﬁ (F + 1"2 — 4w2U2>
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a vinové ¢islo k je tedy ¢isté imagindrni. Pro zévislost komplexni vychylky v tomto pripadé
tedy plati

ikr—iwt __ —iwt *7:2 (Fi F274w2v2)

U = upe uge e 2

To znamend, ze zavislost amplitudy na souradnici x je Cisté exponencialni, a neobsahu-
je tedy zadné uzle. Hledanou podminkou je tedy podminka (po provedeni odmocniny
a predpokladu, ze I';w i v jsou kladné)

I' > 2w

2. Druhé cast tlohy pouziva vlnovou rovnici

&u _T &
ot2 X ox?’
Mizeme rovnou urcit disperzni vztah pomoci Fourierovské substituce
T
2 2
—w'=—(—k
(k)

[T

Reseni, které budeme pfedpokladat, méa komplexni tvar
N ik —iwt —ikz—iwt
4 = Bel Tr—1w + Ce IR —1W ,

kde B a C' jsou komplexni konstanty. Predpokladame kartézskou soustavu souradnic v niz
je osa x shodnd s klidovym stavem sSvihadla, a bod, kde se svihadlem pohybujeme, se
nachdzi v x = 0. Okrajové podminky jsou nésledujici. Nejprve musime zajistit, ze konec
$vihadla u stény zustdva nehybny, tedy plati

a(L,t)=0.
Déle druhy konec $vihadla osciluje s nasi rukou
Re(0,t) = Acos (wot) .

7 prvni podminky plyne ) 4 _ _
Beszfzwt + Cefszfzwt =0

C — _Bei2kL
a feSeni ma tedy tvar
a(z,t) = B (eiko:fiwt _ efiszmwnm) '
Abychom mohli vyhodnotit druhou podminku, zavedme B = |B|e*?, kde ¢ je faze B.
Pak muzeme psit

ﬂ(m t) _ |B‘ (ei(kz—ut+<p) _ ei(—km—wt+2kL+4p)) )
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Druhé podminka je tedy
Re(0,t) = Acos (wot) = |B| (cos (—wt + ) — cos (—wt + 2kL + ¢)) .
S pouzitim sé¢itacich vzorct pro sinus a cosinus muzeme odvodit

cos (—wt + @) = cos (wt) cos (¢) + sin (wt) sin ()

cos (—wt + ¢ + 2k L) = cos (wt) [cos (¢) cos (2kL) — sin () sin (2kL)]
+ sin (wt) [sin (@) cos (2kL) + cos (p) sin (2kL)]
a plati tedy
A cos (wot) = |B| [cos (wt) (cos (¢) (1 — cos (2kL)) + sin () sin (2kL))
+ sin (wt) (sin () (1 — cos (2kL)) — cos (y) sin (2kL))] .

Mizeme odvodit, ze tato rovnost muze platit pro vSechny ¢asy pouze v ptipadé, ze w = wo
a déle
sin (¢) (1 — cos (2kL)) — cos (¢) sin (2kL) = 0

sin (¢) 2sin® (kL) = 2 cos () sin (kL) cos (kL)
tg () = cotg (kL) .
Jelikoz plati cotg () = tg (g — x), plati
p= g — kL +nn
kde n je celé cislo. Plati tedy
A cos (wot) =|B| cos (wot) [cos <g — (kL — mc)) (1 —cos(2kL)) +
+ sin (g — (kL — nn)) sin (QkL)}
Jelikoz plati
cos (g — (kL — nxn) ) =sin (kL — nr) = (—1)" sin (kL)

= cos (kL —nn) = (—1)" cos (kL)

N N

sin (g — (kL — nx)

1 — cos(2kL
sin(2kL

= 2sin*(kL)

)
) = 2sin(kL) cos(kL) .

mame

Acos (wot) = | B| cos (wot) (—1)" (2sin® (kL) + 2sin(kL) cos® (kL)) =
=|B| cos(wot)(—1)"2sin(kL).
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Mizeme tedy urcit amplitudu
A n
Bl = 2sin(k L) (=1)
A n
1Bl = 2sin(kL) (="

Maéame tedy reseni

N A n i(szw t+37kL+nn) i(szfw t+2kL+£7kL+'rm))
t) = ——(—1 otT32 — 0 2
@, ?) 2sin(kL)( ) (e ¢
N A n ( i(k(z—L)—wot) : n  i(—k(z—L)—wot) ; n
U(l’,t) = m(_l) (e 0 Z(—l) — € 0 'L(—l) )
A . o .
’IAL(I'7 t) _ (_1)2ni (elk(asz) _ efzk(;LfL)) efzwot )

~ 2|(|sin(kL))
Jelikoz (—1)?" =1 a e*@=5) _ o=*(@=L) — 9jgin(k(z — L)), plati

a(z,t) = (kL) sin(k(z — L))e™* “o

Vezméme tedy redlnou Cast a dosadme za k z disperzniho vztahu, abychom dostali feseni

u(z,t) = Sin(\//%wOL) sin (\/gwo(L - x)) cos(wot) .

Reseni mé divergujici amplitudy v p¥ipadé, ze

. A .
sin (\/;woL> =sin(k L) =0.

kL = mn.

To nastava pokud

kde m je celé ¢islo. Vlnovou délku lze vyjadrit jako | = Q—kf‘, a plati tedy

2
TL=mn
l
ml = 2L
Divergujici amplituda (kterd odpovida resonanci) se tedy objevuje v piipadé, kdy celo¢i-
selny nasobek vinové délky tvori délku 2L, tedy pro celé ¢islo m lze psit

2L
_m

l

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz
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Serial: Polarizace

V minulém dile seridlu jsme se zabyvali vinénim, které se odehravalo pouze v jednom rozméru —
struna mohla oscilovat pouze vertikalné, castice reprezentoval pouze jedna vlnova funkce atp.
Nyni se zkusime zamyslet nad tim, co se stane, kdyz se vlnéni objevuje ve vice rozmérech, které
jsou navzajem provazany. Napiiklad, mizeme pfemyslet nad oscilacemi struny v obou smérech
kolmych na smér napnuti struny, nebo premyslet nad tim, jaké vilny mohou existovat v nabyté
tekuting, kde kromé hustoty a teploty se mize ménit i ndbojova hustota. Jako konkrétni priklad
si ukdzeme pomalé vinéni v plazmé, které spliiuje rovnice takzvané magnetohydrodynamiky.
Zacnéme ale pomaleji, se strunou, kterd muze kmitat ve dvou smérech.

Svihadlo

Uvazujme nyni Svihadlo napnuté mezi dvéma body, takze napéti ve svihadle je T. Délkova
hustota svihadla je p. Zvolme soustavu souradnic tak, aby svihadlo bylo napnuté podél osy x,
a aby jeden uchyt Svihadla lezel v pocatku soustavy souradnic. Necht u je vychylka Svihadla z
rovnovazné polohy ve vertihdlnim sméru (podél osy z), a v je vychylka $vihadla v horizontalnim
sméru (podél osy y, tj. kolmo na smér napéti). Mohli bychom zopakovat stejné odvozeni jako v
minulém dile, avsak musime brat v potaz dva rozméry, ve kterych se svihadlo miize pohybovat.
To Ize nejlépe ucinit pomoci vektorového formalismu.

Vime, ze vertikalni silu pusobici na element délky dz v jednom rozmeéru slo uréit jako dF' =
= T%}‘ dz. Lze pfedpoklddat, Ze oscilace v dalsim sméru budou nezdvislé (nijak nezdvisi na

oscilacich v ptivodnim sméru), a pro silu v druhém sméru bude platit dF' = T% dz, a tedy
pro celkovou silu muzeme zapsat
8%u
dF =T— dz
ox2

kde u = (u v)T adF = (dF dF'). Druhy Newtontuv zédkon pak lze zapsat jako

0%u 9*u
ted
o Pu_ T oM
o2~ p ox2’

Toto je nas dvourozmérny analog vlnové rovnice. Dulezité je, Ze zachovavame fakt, ze vychylky
v obou smérech jsou stéle funkce pouze jedné proménné casu a jedné proménné pozice, a tedy
miuizeme provést Fourierovskou substituci jak jsme zvykli, coz vede k vektorové rovnici
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kde 01 je komplexni vektorovd vychylka, a plati u = Re1, a redlnou ¢ést bereme z kazdého
komponentu zvlast. Toto je vlastné soustava algebraickych rovnic, kterou lze zapsat v maticové

podobé jako
IR_yt o a\ _ (o
0 Tk =w?)\o) \0)"’

kde 4 a ¥ jsou komplexni vychylky v jednotlivych smérech. Ve Fourierovské substituci jsme
predpoklddali tvary feseni

~ thr—iwt
U = upe
~ ikx—iwt
vV = voe

kde uo a vo jsou potencidlné komplexni konstanty. Jelikoz exponencidlni ¢ist je pro oba sméry
shodnd, muzeme maticovou rovnici upravit na

TR2ow? 0 w) (0
0 Zir—uw?) (w) = \0

Zde pouzijeme jiz znamy formalismus z norméalnich modi — takové to rovnice maji netrividlni
feseni pouze pokud determinant této matice je nula, tedy

e 0
’ 0 A =0
2
(TkQ—w2> =0
p
w==£ Zk
p

Dostavame tedy stejny disperzni vztah jako v jednorozmérném piipadé. Matice se v tomto
pripadé stava nulovou matici, a tedy uo i vo jsou zcela neomezeny, tj. vinéni miuzeme zapsat
jako libovolnou linearni kombinaci

(z, t) = ugetkr it <é) 4 ppetikr it <(1)>

kde sméry propagace obou vln mohou byt nezavislé. Témto odliSnym vlnadm se ¥ik& polarizace
daného vlnéni, a vektor

o

Vo

nazyvame polarizacni vektor. Jak presné uréime konstanty uo a vo? Uvazujme nyni konkrétni
pripad — necht se $vihadlo pohybuje jako pii klasickém preskakovani, tj. obiha okolo rovnovazné
polohy tak, ze jednotlivé elementy se pohybuji konstantni thlovou rychlosti po kruznicich,
jejichz polomér se zvysuje smérem ke stfedu Svihadla, kde dosahuje maxima. V case t = 0 lze

amplitudu svihadla zapsat jako
m%mz(AmﬁLU,
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kde A je redlnd konstanta. Dilezitd je také rychlost svihadla v Case ¢ = 0, kterou muzeme

zapsat jako
du _ 0
ot~ \Awsin (%) '

Jak tento pohyb zachytit pomoci polarizaci? U stojatého vinéni uz jsme zvykli, Ze zpravidla
Ize zachytit pohyb jako superpozici dvou vln propagujicich se v opa¢nych smérech. Navrhujeme

tedy
ﬁ({E7 t) _ (uo) eik:cfiwt + (Ul) 67ikz7iwt .
Vo (%1
V case t = 0 tedy plati

i, 0) = (uoeikgc + uuf“”) _ ((uo + u1) cos(kz) + i(uo — u1) sin(kx)) .

voe®*® 4 v e~ (vo + v1) cos(kz) + i(vo — v1) sin(kx)
Redlnou ¢ast zde muzeme urcit jako
u(z,0) = (Reuo + Rewi) cos(kz) + (Re(iuo) — Re(iuq)) sin(kz)
777\ (Rewg + Rewvr) cos(kz) + (Re(ivo) — Re(ivy)) sin(kz)

b

Abychom splnili poc¢atecni podminky, potfebujeme k =  a déle

Rewo +Reu; =0
Re(iug) — Re(iui) = A
Revog +Revy =0
Re(ivo) — Re(iv1) = 0.
Jelikoz pro obecné komplexni ¢islo plati
Re(iz) = —Imz
miuzeme psat
Reup = —Rewus
Revg = —Rev:
Imvy = Imv;
Imug =Imu; — A
Toto jsou prvni ¢tyfi rovnice pro celkem osm nezndmych (redlné a imagindrni ¢asti uo,1 a vo,1).
Dalsi ¢tyri rovnice 1ze odvodit z rovnice pro pocatec¢ni rychlost. Plati
ou
ot

= (—iw)a
a tedy

- (Re(—ivo) + Re(—iv1)) cos(kx) + (Revo — Rewv1) sin(kz)

du ((Re(—iuo) + Re(—iu1)) cos(kz) + (Reuo — Reuy) sin(kx))
ot Y
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A méme tedy Ctyri rovnice
Imup = —Imuy

Rewup = Reus
Imvg = —Imwv;
Revg =Revi + A
dosazenim z predchozich rovnic dostavame
Imu; — A= —Imu;
—Reu; = Rews
Imv; = —Imwv;
—Revi =Revi + A
A méme tedy

A
’U1——§
A
’LL1—Z§
A
UO7_Z§
A
UO?E

A celkovy ¢asovy vyvoj lze popsat vyrazem

- A _tkx - A _—ikx : g
alzt) = [ L2€ +i15e —iwt _ g sin (fm) —iwt
u(z,t) = Agike _ A —ike e = - e )
2

56

tudiz v realné vychylce
e (T cos(wt)
u(z,t) = Asin (La:> (sin(wt))

Viny v plazmatu

Rozmeér, ve kterém vlny osciluji, ovSem nemusi byt pouze prostorova dimenze, mize se jednat
0 jiny stupen volnosti vinéni. Tuto skute¢nost budu reprezentovat na modelu plazmatu. Pred-
pokladejme, zZe plazma se skldda z nabitych castic, elektronti a jader. Budeme uvazovat pohyby
pomalé,; tj. budeme predpokladat, ze jakdkoliv dynamika elektroni ustala a vedla k vybalan-
covani elektrického pole. Dale budeme zkoumat pouze 1D plasmu, tj. budeme predpokladat,
ze veskeré hodnoty se méni v prostoru pouze v zdavislosti na souradnici = kartézského sou-
fadnicového systému. V takovém piipadé jsou rovnice magentohydrodynamiky rovnice, které
musime vyfesit. Jedna se o soustavu dvou skaldrnich diferencidlnich rovnic a dvou vektorovych
diferencidlnich rovnic. Postupné je nyni predstavime.

Prvni rovnici je tzv. rovnice spojitosti, kterd zajistuje, ze hmota plazmatu se nikam neztraci.
Jeji tvar je

dp

0
E‘F%(Pvz)—o
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. T . wr s, s rs
kde p je hustota plazmatu a v = (vz Uy vz) je rychlost plazmatu. Dalsi skalarni rovnici je
stavova rovnice plazmatu. Tu je obecné slozité urcit presné, takZe zde pouziviame pouze obecnou
fenomenologickou stavovou rovnici, kterd ma tvar

(2+u2)(2) =0

ot “ oz p7 )

kde P je tlak v plazmatu, a 7 je konstanta. Pro idealni plyn by treba tato konstanta referovala
k Poissonové konstanté. Tato rovnice vlastné zajistuje adiabati¢nost stlacovani plazmatu.

Mizeme tedy prejit k vektorovym rovnicim. Prvni z nich je tzv. Navier-Stokesova rovnice,
kterd reprezentuje druhy Newtonuv zdkon v tekutindch

_ 9P 0
ov 0 Oz 1 oB
EARETIIA ): 0 |- —Bx | -2

p(@t Y or 0 o o8y
ox

kde B = (Bx By BZ)T je magnetické pole v plazmatu, a X znac¢i vektorovy soucin. Této
jednotku objemu tekutiny, jednak kvuli nerovnosti tlaku, a jednak kvuli magnetickému poli,
zatimco na levé strané je popsana zména hybnosti tekutiny v daném bodé.

Posledni vektorova rovnice je tzv. indukéni rovnice, kterd plyne z Maxwellovych rovnic v
nasem modelu, a ma tvar

0
OB _ | _awxB).
ot o(v¥B),
Ox

Piimé teseni téchto rovnic je ziejmé extrémneé tézky kol - jedné se o soustavu nelinedrnich
diferencialnich rovnic. Ukazuje se, ze jedno relativné trividlni reseni se sestava z klidového stavu
p = po, P =Py, v=0aB = By, kde veli¢iny oznacené indexem 0 jsou konstanty jak v ¢ase tak
v prostoru. Kolem tohoto klidového stavu mtzeme rovnice linearizovat, abychom ziskali vlnové
rovnice.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze magnetické pole Bg lezi v rovinné zz,
tedy Boy = 0. Déile predpoklddejme, Ze obecné veli¢iny lze zapsat jako p = po + p1(z,t),
kde |p1] < |po| pro vSechny Casy a pozice, a obdobné pro ostatni veli¢iny. Dosazenim téchto
veli¢in muzeme provést linearizaci nasich rovnic, pokud zachovame ¢leny pouze do prvniho radu
"malych” veli¢in. Mysleme pritom, ze vo = 0.

Prvni rovnice je linearizovana jako

Op1 Ov1z

—— +m D

ot =0

Druhé rovnice vyzaduje slozitéjsi apravu
(2o 2y (Loth)
ot e (po+ p1)”

-
(po+p1) " =p" <1+p1> X (1—7[)1)
Po Po
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Pokud tedy v zachovavame pouze ¢leny do prvniho fddu, dostédvame

— 0 0 YP1
v (O 9 _ p,JPL =
Po ((,% + vz 8:0) (Po P o + Pl) 0

Jelikoz Py je konstantni, a ostatni ¢leny v druhé zévorce jsou jiz prvniho fddu "malosti”, pouze
¢asovd derivace zustane v nasem piiblizeni do prvniho fddu, a plati tedy (pro nenulovou hustotu

po)
oP1  ~yPoop1 _

ot Po ot
Navier-Stokesovu rovnici rozepiseme v jednotlivych komponentech. Déle zavedeme thel «,
ktery urcuje odchylku pole Bg od sméru osy x, plati tedy Bos = cosaBo, Bo. = sin aBy, kde
By = |Bg|. Pak muzeme psat (zde jiz bez odvozeni, zaddné zvlastni triky zde nejsou)

avlz o _8P1 _ iB SinaaBlz
ot T or 140 0 ox
Ov1- = iB cosaaBlz
0 ot B Mo 0 or
8U1y 1 Bly
= —B 3 E——
pPo at 1o 0 COS @ ax
Obdobnym zptsobem muzeme odvodit tfi rovnice plynouci z indukéni rovnice
ale _
ot
OB Ov1. . Ovig
81&1 = By cos « gglc — Bpsina g;
0B 1o}
atly = Bpcosa g;y

Celkem mame tedy osm rovnic pro osm neznamych - 3 komponenty B1, 3 komponenty vi,
a déle p1 a Pi.

Ve vektorovych rovnicich jsme zdmérné psali komponent y jako posledni. Divodem je, ze
tyto rovnice jsou oddélené od ostatnich rovnic — neznamé vi, a By se vyskytuji pouze v nich.
To znamena, ze vlnéni popsané témito dvémi rovnicemi je nezavislé na vlnéni které je popséno
zbytkem rovnic.

Nyni budeme dile postupovat jiz standardné — provedeme Fourierovskou substituci pro
véechny veli¢iny typu p1(z,t) = p1 = Ae™® ! kde A je komplexni konstanta a p; je kom-
plexni vychylka (v tomto pfipadé hustoty). VSech osm rovnic pak lze zapsat maticové jako

ik Bo cos iw 0 0 0 0 0 D1y
—iwpo  —ik=Bocosa 0 0 0 0 0 B,

0 0 —iwpPo 0 %Bo sin « 0 ik Ve

0 0 0 —iwpPo f%Bo Cos & 0 0 1212
0 0 itkBosina —ikBgcosa —iw 0 0 B,

0 0 ikpo 0 0 —iw 0 P1

0 0 0 0 0 iwie gy P

PO
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kde jsme vypustili trividlni rovnici —iwBi, = 0, ze které plyne zkratka Bi, = 0. Opét zde
vydime, ze prvni dva komponenty polariza¢niho vektoru (ktery mé celkem 7 komponentil!) jsou
nezavislé na ostatnich. Abychom uréili disperzni vzorec, je potieba urcit determinant této velké
matice. Zde se budeme vénovat pouze bloku 2x2, ktery odpovidd nezavislému vInéni v viy a
Biy. Tyto vilny nazyvame Alfvénovy viny.

Determinant matice 2x2 ur¢ime snadno

ik Bo cos a W 21l o o 2
. LB : =k"—Bgcos“a—wpo,
—iwpo —ik - Bocosa Lo

a z podminky, ze determinant musi byt roven nule, vychazi disperzni vztah

__ Bocos ak
V10 p0

To tedy znamend, Ze vlny maji linedrni disperzi (stejnou jako svétlo nebo zvuk) s fazovou
rychlost{
__ Bocosa

Vy =
P /mopo

Plati tedy, ze ¢im vice je pole Bg odklopené od sméru z, tim pomaleji se vlny propaguji.
Pro uréeni polariza¢nich vektort dosadime tento vysledek zpét do maticové rovnice, kde ale
zapiseme pouze blok 2x2

. 3 - kBg cos a ~
( z}iﬁBBo cos o ZT/;LUW ) (qu) _ (())
it il )\, ) = o

7 ¢ehoz plyne, Ze mozné feseni je
(ﬁly ) ( v )
By V#HoPO

kde v je komplexni konstanta s rozmérem rychlosti. Oscilace v By, tedy probihaji v pifime

Vv

antifazi k oscilacim v1y, a jsou vétsi pro nizsi hustotu plazmatu po.

Zavérem

V tomto seridlu jsme postupné objevovali systémy, které se vSemozné kmitaji, vini a osciluji
v blizkém okoli lokélniho minima energie. Svét vin ovSem neni omezen pouze na malé oscila-
ce, existuji i typy vlnéni, které spliiuji nékteré charakteristiky (napiiklad zachovdvaji tvar pfi
pohybu), ale od jednoduchych vin se odlisuji. Naptiklad, rovnice, kterd je popisuje, muze byt
nelinedrni, takze napiiklad viny musi mit konkrétni amplitudu. Nelinedrni rovnice jsou ovSsem
Takové systémy se stale zkoumaji v soucasnosti. Nicméné linedrni vinéni a oscilace jsou stéale
velmi Casto pfitomné v mnoha systémech, a véfime, ze zkusenosti nabyté v tomto seridlu se
vam budou velmi hodit ve vasi fyzikédlni kariéfe.
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v 7/ Vv Vv o / =m
Poradi resiteli po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilng MFF UK 100 110 264
1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek — 79 62 148
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha - 68 44 105
3. Viadimira Jirickova G J. Vrchlického, Klatovy — 60 34 82
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Pra- — 70 22 52
ha

5. David Mendl G P. de Coubertina, Tdbor — 59 20 47
6. Veronika Bartdkovd  Slovanské G, Olomouc - 70 19 45
7. Anezka Cechovd G Brno, tf. Kpt. Jarose - 57 16 39
8. Richard Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose - 53 13 32
9. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA - 41 11 27
10. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava - 39 10 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha - 57 9 21
12. Boris Pasternak Leaf Academy - 8 8 19
13. Kristian Matus G, Novy Jic¢in - 48 6 15
14. Samuel Sevéik G, Jesenik - 59 5 13
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko - 56 4 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec - 37 4 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipsk4, Praha - 57 3 8
18. Krishna Kumar Sah  Awasiya Public School - 47 3 7
19. Isuru Liyanawaduge D.S.Senanayake College -100 3 6
20. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. - 31 2 5
21. Viclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava - 17 1 3

Kategorie druhych rocniki
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 110 264
1. David Bdlek G Legionéaru, Pribram - 85 50 120
2. Pawvel Provaznik G Dasicka, Pardubice - 65 48 115
3. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava — 75 48 114
4.-5. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice - 74 41 99
4.—5. Jan Lepic G, Strakonice - 56 41 99
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny - 70 39 94
7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov - 63 39 93
8. Alexzander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch. "Pr. K. — 42 35 84
G77
9. Vojtéch Juza G, Litomysl - 57 31 74
10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov - 58 28 67
11. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucha- — 51 27 65
rest,RO
12. Tomds Patsch Slovanské G, Olomouc - 84 25 59
13. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen — 49 23 56
14. Evan Kim Tesla STEM High School, — 82 23 54
USA
15.—16. Vit Brdzda G Dasickd, Pardubice - 80 22 53
15.—16. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radhostém - 32 22 53
17. Jan Engler G, Hodonin - 77 21 51
18. Petr Pinos Biskupské G, Brno - 74 20 48
19. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem - 51 18 43
20. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha - 91 17 41
21. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce - 54 17 40
22. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha - 73 15 37
23. Ioana Milea CN Mihai Eminescu, Roma- — 61 15 35
nia
24. Jiri Jirdsek G Mikulasské n. 23, Plzen — 52 13 32
25. Ivy Qin RC Palmer Sec. Sc. - 42 12 28
26.—27. Julie Krimskad G Jana Keplera, Praha - 65 11 26
26.—27. Dalibor Ocendsek G Unicov - 52 11 26
28. Jakub Gencur G Matyéase Lercha, Brno - 9% 9 22
29. Jiri Mladek G, Sobéslav - 32 8 18
30. Ashmit Dutta Wayzata High School - 8 7 16
31. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc - 42 6 15
32. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India - 58 6 14
33. Dominik Blaha G, Uherské Hradiste - 50 5 12
34. Petr Vitko G Teplice - 37 4 10
35. Barbora Perinovd Ceska zemédélskd akademie — 31 4 9
Humpol
36. Jakub Kondrek G Brno, tr. Kpt. Jarose - 73 3 8
37. Vojtéch Stépdn G, Benesov - 100 3 6
38. Damidn Tancos G, Kukué¢inova, Poprad - 14 2 5
39. Patrik Jendele SPS stavebni Plzeit - 36 2 4
40. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad — 5 1 2

Kategorie tretich rocniki
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 100 240
1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha 3 — 91 68 164
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno - 94 54 130
3. Josef Vicha G Jana Keplera, Praha - 79 48 114
4. Yahya Numan INCIR- Yasar Acar High School - 65 46 110
KUS
5. David ChudoZilov Redlné G a ZS, Prost&jov - 70 42 101
6. Jan Pijacek Biskupské G, Brno - 55 40 95
7.—8. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc - 81 35 83
7.—8. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha - 73 35 83
9. Marie Lausovd G, Jihlava - 50 31 75
10. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné - 75 29 70
11. Ondrej Piroutek G, Ceskolipské, Praha - 47 29 69
12. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice - 70 26 62
13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hej¢in — 74 24 58
14. Martin Fedorko G J. A. Raymana, Presov - 72 23 56
15.-16. Jan Bajer G, Jihlava - 30 23 54
15.—16. Pavlina Zavrelovd Biskupské G, Brno — 64 23 54
17.—18. Jakub Mikes G J. Skody, Pierov - 73 22 52
17.—18. Ales Manuel Papdcek G, Trebon - 69 22 52
19. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Litométice — 52 21 50
20. Vojtéch Stransky G Brno, t¥. Kpt. Jarose - 63 20 49
21. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem - 49 19 45
22. Jakub Pelc G, Benesov - 39 18 44
23. Adam Hustava European School Luxem- — 66 17 41
bourg I
24. Lukds Fidler Jirdskovo G, Néchod - 69 17 40
25. Adam Krska G, Mikulov - 75 16 39
26. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Tabor - 76 15 37
27. Aleksandar Rusev First Language school, Bul- — 72 14 34
garia
28.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov - 72 14 33
28.—29. Aneta Piklovd G, Strakonice - 43 14 33
30.—31. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky Té- — 65 13 31
$in
30.—-31. Jdchym Mracek Akademické G, Praha - 52 13 31
32.—33. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. - b5 12 28
32.—-33. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha - 44 12 28
34.—35. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov - 79 11 26
34.—35. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun - 62 11 26
36.—37. Tomds Heger Jiraskovo G, Nachod - 58 10 25
36.—37. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava — 49 10 25
38.—39. Lubomir Brousek G, Jihlava - 60 10 24
38.—39. Eliska Mald Slovanské G, Olomouc - 42 10 24
40.—41. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystrica — 43 10 23
40.—41. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C. Budgjovi- — 49 10 23
ce
42. Jevhenij Vorochta Jirdskovo G, Nachod - 43 9 21
43. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha - 8 8 20
44.-45. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Ttebic — 66 8 19
44.-45. Matis Jakuboc G, P. Horova, Michalovce - 79 8 19
46. Martin Poldk G Masaryk.nam. - 34 8 18
47. Tereza Skorepovd G Dasicka, Pardubice - 18 6 15
48. Bishoy Roushdy STEM High School, Egypt — 25 6 14
49. Ondrej Korbel G Varsavska, Zilina - 81 5 13
50. Michaela Sidovd G, Litoméricka, Praha - 57 5 12
51. Eliska Véneckovd G J. Vrchlického, Klatovy - 41 5 11
52. Michal Stépdn Jirdskovo G, Nachgd - 63 4 10
53.—54. Stépdin Kozdk Jirdskovo G, Nachod - 50 3 8
53.—54. Vojtech Smola G Komenského, Havitov - 73 3 8
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 100 240
1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Ttebic — 86 65 155
2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava - 78 58 140
3. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen - 63 45 109
4. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo — 79 41 99
5. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy - 73 40 96
6.—7. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha - 64 37 89
6.—7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha - 95 37 89
8. Tomds Volf G Jura Hronca, Bratislava - 59 32 77
9. Dominik Farhan G Mikuldsské n. 23, Plzen - 66 32 76
10. Daniel Fousek G, Spitalska, Praha ~ 54 28 66
11. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose - 66 25 59
12. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné - 75 24 57
13.—14. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha - 73 21 51
13.—14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov - 39 21 51
15. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Ustin. L. — 66 15 35
16. Viduranga Landers D.S.Senanayake College - 58 13 30
17.-18. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava - 53 12 29
17.-18. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy - 57 12 29
19.—20. Mona Alizadeh St Paul’s GS - 70 11 26
19.—20. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klatovy — 90 11 26
21. Andrew Pun M. Garneau Collegiate Insti- — 85 10 23
tute
22. Martin Opat G Tudovita Stdra, Trenéin  — 72 9 21
23.—24. Log Franc Cumberland Valley HS, — 69 8 20
USA
23.—24. Agra Navaratne Nava- D.S.Senanayake College - 48 8 20
ratne
25.—26. Aahana Aahana CHIREC International — 40 8 19
School
25.—26. Ondrej Sladky G Mikulasské n. 23, Plzen - 70 8 19
27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod - 81 7 17
27.—28. Konstantin Tripunov- American HS Skopje, Mace- — 36 7 17
skt donia
29.-30. Zsolt Beke G H. Selyeho Koméarno - 56 6 15
29.—-30. Riley Lofgren Lambert High School, USA - 100 6 15
31. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum - 67 5 12
32.—-34. Robert Gemrot G Komenského, Havirov - 91 4 10
32.—-34. Gauri Shankar H Pondicherry University - 48 4 10
32.—34. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstena - 28 4 10
35.—36. Gauri Shankar H Pondicherry University - 21 4 9
35.—36. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice - 7 4 9
37. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica - 73 3 8
38. David Benko G L. Svobodu, Humenné - 4 3 7
39.—40. Martina Darnkovd Gymnazium Brno-Bystrc - 8 2 5
39.—40. Jan Klivan G, Dacice - 45 2 5
41. Kian Kyars Harry Ainlay Highschool - 67 2 4
42.—44. Youssef Abdelmoneim STEM High School, Egypt - 50 1 3
42.—44. Philopater Gabra STEM High School, Egypt — 5 1 3
42.—44. Le Vu Neumann G Opatov, Praha -100 1 3
45. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadan - 40 1 2
46.—49. Hussein Hassan STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Islam Hassan STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Andrew Henin STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Ahmed Jaheen STEM High School, Egypt — 0 0 0
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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